
A x

A =

⎡
⎢⎢⎣

−b1
J1

K
J1

0

−1 0 1

0 −K
Jm

−bm
Jm

⎤
⎥⎥⎦ B =

⎡
⎢⎢⎣

−Tr
J1

0

Tm

Jm

⎤
⎥⎥⎦ x =

⎡
⎢⎢⎣

θ̇1

θm − θ1

˙θm

⎤
⎥⎥⎦

ẋ = Ax+B

b1 J1 J1

K Tm Tr

bm

Jm ˙θm

θ̇1 J1

kt

Tm i
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�� ������������ ��

��� ��� ��	�
���	� ���
 ��	 ��� 
���	 ��	� �������
 �� ��� �	�
 ��� ����

	���

Jm
d2θ

dt2
= Tm − bm

dθ

dt
�����

L
di

dt
= −Ri+ V − e �����

���	� i �� ��� �����	���� ��		��� �� �
��	��� R �� ��� 	��������� �� ��
��

L �� ��� ��
������� �� ���	�� V �� ���  ������� ��
 e ��� ���! �
�� ���� ��

�	���	������ �� ��� ������	  ������� �� ��� ����� �� � �������� �����	 Ke�

e = Keθ̇ ���"�

#���� �� ��� ���	�
��� ��� 
���	 
���
��� ��� ��
 ��� �� ��� �����

����� �� ��� �$%& 
��������� �����
 ��' �� ������ � �����	 ����� �����

	��	���������� �� ��� �����
 ��
 ���	���	� � � $%& ����
� (��	� ���


���
��� �)������ ��*

ẋ = Ax+Bu ���+�

���	� u �� ��� �����  ����	� ��
 ��� ����� 
��	�, � ��
  ����	 - �	�*

A =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 0 0

−K
Jm

−(bm+Dil)
Jm

K
Jm

Dil

Jm
kt
Jm

0 0 0 1 0

K
J1

Dil

J1
−K
J1

−Dil

J1
0

0 0 0 −KeN
L

−R
L

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

B =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0

0

0

0

1
J1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

x =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

θm

˙θm

θ1

θ̇1

i

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

���.�

���	� Dil �� ��� 
�
���� �	�
 ����	��� ������ �� ��� 
	��� ��	���� Ke ��

��� $/ 
���	 ����
 ��������� ��
 N �� ��� ���	��, �������
 �� ��� 
���	

	��������

#�� �����
 
�
�� �� � �0 $%& 1�
��
 ��	�
���	� 2�,���� ����� �3��

����� ���� ��� ���
 �� ������ � 
�	� ��
����� ��
 ���	���	� 
�	� ��
���,


�
�� �� ��� �����
� #��� 
�
�� ���� ���� � $/ 
���	 
�
�� ���� �����	����

��
 
��������� ��	��� 
�
����� ���� ��� ��� 
���
��� �� ��� $/ 
���	�

4� ��� ��
��
 ��	�
���	� 
�
�� �3������� ���� ���
��� �	 $%& �� ��

���
���	� ���	���5
�
��	5��	��� �����
 
�
���
 ��*
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I
d2θ

dt2
= −kθ − b

dθ

dt

M̄ θ̈ + B̄θ̇ + K̄θ = τ̄

θ̄

τ̄ M̄

B̄ K̄

M̄ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

J1

J2

J19

Jm

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
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�� ������������ ��

B̄ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

b1 −b1
−b1 (b1 + b2) −b2

−b2 � � �

(b18 − bm) −bm
−bm bm

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

������

K̄ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

k1 −k1
−k1 (k1 + k2) −k2

−k2 � � �

(k18 − k19) −k19
−k19 k19

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

������

��	
 ��
� ��� ������	��� ������ ���������
 �� ��� ��	�� 
��	�� ��� ��

��	���� 
��
�	���	�� ������ ��� ������ 	� ������

��� �����	 �
 ��
 �������
��


��� ������� ������� �	� ��� ���� 	
 �������� ������	�� �� ���
�����

 �! �
 ��� 
�� �� � "������ 
���	� ��	��	�� ���#�	���� � �
���	� ���#�	���

��� � $	
���
 ��	��	��� ��������� �� ��� ������� 
����� ��	
 ������� ������


	� ��� ����� �� ��� 	����	� J1�

Tr = (TC + (Tbrk − TC) · exp(−cv|ω|))sign(ω) + fω if |ω| ≥ ωth ����%�

���&

Tr = ω
(fωth + (TC + (Tbrk − TC) · exp(−cvωth)))

ωth

if |ω| < ωth ������

�����& Tr 	
 ��� ��	��	�� ���'��� TC 	
 ��� "������ ��	��	�� ���'��� Tbrk

	
 ��� 
���	� ��	��	�� ���'��� cv 	
 ��� �
���	� ��	��	�� ���#�	���
� ω 	
 ���

������� 
����� f 	
 ��� $	
���
 ��	��	�� ���#�	��� ��� ωth 	
 ��� $����	�
 ��

����
���� ���� 	
 	� ��� ����� �� 10−4 	������� �� �$�	� �����	��� �������
�
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m k b

v(t) u(t)

x(t) ẋ(t)

mẍ+ bẋ+ kx = Fr + u(t)

Fr = (FC +(Fbrk−FC) ·exp(−cv|v|(t)|))sign(v)+μv if |v| ≥ vth
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������� �	 
��������
�� ������������ ��

���

Fr = v
(fvth + (Fc + (Fbrk − Fc) · exp(−cvvth)))

vth
if |v| < vth �����	


��
�� Fr �� ��� �
������ ��
��� FC �� ��� ������� �
������ ��
��� Fbrk ��

��� ������ �
������ ��
��� cv �� ��� ������� �
������ ���������� ẏ(t) �� ��� 
�������

����� ���
��� ��� ���� ��� ��� ����� ��� μ �� ��� ������� �
������ ����������

���� ������ 
�� ���� ��������� �� ���� ���� ��� ����
�� ����� u(t)	 ���� 

��
�����
� �
�� ���� ���� 
��� ��� �������� �� ��� ���� v(t) ���� ��������� ���


������ ��
 ��� �����
 ������������ �� ��� ���� ��� ��� �������� �� ��� ���� ��


���
���� �� ���  
���� �
� ���
� �� �! � ��"��	 ��� ��"��		

��������� ���	� 
���

#
��$�
�� �
������ ��
�� (Fbrk) � N
������� �
������ ��
�� (Fc) %�&� N

'��� (m) %�� kg
(����
 (b) � N

m/s

)�
�� (k) ���" N
m

)���� �� ��� ���� (v) %�%"� m
s

����� ���� �(*+ ����� ��
�����
�

������� �������

+� �
� ��"� )��������� 
������ ��
 ��� � (*+ �����
 ������� ��	 (�����������
�� � ��� ��	 ,������� �� �-�

*� ��� ������������  
��� �! � ��"��		 ��� ��� ��� ��� ���
����
�����

��
����� ����$.���� ���������� 
��
� ��� �������� �� ��� ��
�� ���$�� �� ���


� �� �
� ��� ����$ ������ ��� ��� ������ ��
����� 
� ���� �
� ��� ����

��� ����� ���� ����� ��� ������������ �� ���� ������� ������ �� �! � ���	�

���
� � ���� ���
��� �
�� ���� 
��� �������� ����� 
��
������� ��� ���
 �

������������ �� ��� ���� �� ������� 
��� ��� ����� �� ���� � /(/ ������

��
�� 
��
������� ��� ��
����� ����$.���� ������������ �� ��� ���� �� ��� �� ���

�������� ����� �����
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������� �	 
��������
�� ������������ ��

��������� ���	� 
���

��������	 
���
��� ��������
 (μbrk) ��� −
������� 
���
��� ��������
 (μc) ���� −

������ 
���� �� ��
 (Nf ) �� N
������� 
���
��� ��������
 (b) ����� Nm

rad/s

 ���� ���! "���
��� #�����
���

 ���� ��$ �%�� 
%� ���%������ ��& ����
����� #�����
��� ���& �� 
%��

������
�����

��������� ���	� 
���

'
���( ���(
% (L) ��� m
'
���( &����
�� (mm) $ mm
 �
�� ����
�� �
 J1(J1) �������)�� kgm2

'
���( �
�*���� (K) 0.2548 Nm/rad
+����
 �
 ����
�� �
 ��
�� (Jm) 0.37× 10−3 kgm2

,���
��� ��&��
���� (LDC) 1.10× 10−3 -

,���
��� �����
���� (RDC) 0.33 Ω
 ��.�� ����
��
 (Kt) 0.12 Nm/A
'#��& ����
��
 (Ke) 6.02× 10−2 V/(rad/s)

 ���� ��$! '�����
��� #�����
���

 %� ������
��� ��
% 
%�� ��
 �
 #�����
���/ ��& 
%� �#��& �
 
�# &��0�

����( ����
��
 VTD = 2(rad/s) �����
� �� 
%� �
���1���# ��%�0��� �%��� �� 2(�

���

"�(��� ���! '�����
��� ��
% #�����
��� 
���  ���� ���

��3
/ �� ������
� 
%� ���� �	�
�� ��
% 
%� ������� 
���
��� ��������


μ = 0.48 ��& �� ��� ��� ��� �� 2(� ����/ 
%��� �� �� ���(�� �
��� ���#/ �

�� 
%�

����(	 ��������
��� �� 
%� 
�������� �#���( �� 
%� ��(�����( �
 
%� ������
���/


%� ��
 ������ ����� ��
 ���/ ��
% 
%�� ���(%
�	 �������� �
 
%� ������� 
���
���
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� 	�� ����� 
�	�� 
 ���

������
	�����

������ ����� �����
	��� ��	
 ������� ����	��� ��������	 μ = 0.48

 ! �����
	��� 	
� �!�	�� �����
���� 	
� ���
"
�
! ����	��� ��������	

���� ��# 	� ��$% ��	
 
�� 	
� �
�
��	��� �
��� �� 	
�� ��&% ��� �
� ��� 	

	

��	
 	
� �����
�� �� 	
� ���
"
�
! ����	��� ��������	% 	
� �	��" �

�� �� 	
�

�!�	�� �����
��� �
�� ����
��� 	� 	
� �
�� �
��� �� '�� ��(% 
� ���� 	��)��

�� ������ 	� ���
" ����� 	
� ��	% 
�� 	
�� ������ 	��)�� 	
"�� ������ 	� ��


������
	�� �� 	
� ������	�����

��������� ���	� 
���

 ��
"
�
! ����	��� ��������	 (μbrk) ��$ −
������� ����	��� ��������	 (μc) ��&* −

+���
� ����� ��  �	 (Nf ) �$ N
,������ ����	��� ��������	 (b) ����� Nm

rad/s

-
��� ��&� ����	��� �
�
��	���

������ ����� �����
	��� ��	
 ������� ����	��� ��������	 μ = 0.6
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��������	
 �� ��
���� ��� ��� ������� �������� ��� ����� ��� �����������

��	��� ���� ����� ��� ��
������� ���� ����
����� ����� �� ���� ��� �� � ����

�����

��	��� ����� ��
������� ���� ������� �������� ��������� b = 0.001

 � ���� 
�!��" ��� ������� �������� ��������� �� μ = 0.005 ���� ���

����� ����
����� ����� �� ���� ��#� $�� ��� ��� ���� ���� �������� �� ���

������� �������� ��������� ����!� ��� ���������� �� ��� �"���
 ��� ��� ��
� ���

�� ����
�����
 ���� ����	� �� !����%� ���
����� ��� ��������� ������������ ��!

���� ����! �� ��� ����

��������� ���	� 
���

&�������" �������� ��������� (μbrk) '�# −
(����
� �������� ��������� (μc) '�)* −
+��
�� ����� �� &�� (Nf ) �, N
-������ �������� ��������� (b) '�''# Nm

rad/s

.���� ��#� �������� ����
�����

��	��� ����� ��
������� ���� ������� �������� ��������� b = 0.005

/������ ��������! �� ���� ������� ����� ���� ����	��	
 ���� ���	���"
 ���

�������� ���������� ��� 
�!��" ��� ����� ���� �������� �� ���� ���
����� ���

����� ����� .��� �� �� �
������� ���������� ����� ��� ��� �������� ����
�����
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