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A
Hipoteses Simplificadoras da Descricao da Cinética
Quimica da Combustao

Este Apéndice apresenta a formulagdo que descreve a cinética das reagdes
quimicas e as hipoteses simplificadoras sobre estas adotadas, as quais permitem
chegar a formulagdo do termo de taxa de reacdo quimica adimensional para uma
reacdo Unica, global e irreversivel.

Primeiramente, as equacOes fundamentais da cinética quimica sdo apresen-
tadas. Considere-se um sistema quimico composto por K espécies quimicas rea-
gindo através de M reacBes quimicas elementares,

K K

D Vi = ) Vi M (A1)

k=1 k=1
onde M é o simbolo quimico da espécie k, e vy, € vy, S0 0s coeficientes este-
quiométricos da k-ézima espécie na m-ézima reacdo. A equacdo da conservacao
de massa ¢ dada por,

K K

D VWi =D VWi (A-2)

k=1 k=1
onde W, é a massa molar da k-ézima espécie. Esta equagdo também se escreve,

K

Z Vkak =0 , (A-3)

k=1
! 124
com Vkm = Vkm - Vkm.
A taxa de producdo da k-ézima espécie quimica, Sy, é o resultado da soma

das taxas de producgéo desta espécie, Sy, em cada uma das M reagoes,

M M
Sk = Z Skm = Wy z Vim4m » (A-4)
m=1 m=1

onde g,, é a velocidade da m-ézima reacdo. Somando todas as taxas de produgéo

das K espécies, mostra-se que,
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SIS ]S e S 0. e

A velocidade da m-ézima reacéo, g,,,, é dada por,

K

K

_ f ! n

am = I | |06 = i | o (A6)
k=1 k=1

onde [X,] é a concentracdo da k-ézima espécie, e k,’; e kJ, sdo as taxas de reacdo

direta e inversa da m-ézima reacgdo, respectivamente. As concentracfes molares

podem ser escritas como,

Y,
Pl _Pe _Px. . (A-T)

X.] = = =
[Xi] WS W W

onde Yy, X; e p, representam, respectivamente, a fracdo massica, a fracdo molar,

e a densidade parcial da k-ézima espécie. As quantidades k,’; e k;, constituem no
problema central da modelagem dos processos quimicos, as quais sao descritas
mediante a utilizacdo da lei empirica de Arrhenius,

E
k,]; = A, TPmexp (— ﬁ) , (A-8)

onde 4,,, B, € E,,, S80 a constante pré-exponencial, o expoente da temperatura e a

energia de ativacdo da m-ézima reacdo quimica, respectivamente. A velocidade de

kr, pode ser calculada a partir de k,’; e da constante de equilibrio da k-ézima
reacdo elementar, K, (Poinsot e Veynante, 2005).

Definidas as equagfes fundamentais da cinética quimica, sdo necessarias
algumas simplificacGes para obter-se a taxa de rea¢do quimica adimensional para
uma Unica reacdo global e irreversivel. Sendo assim, as hipoteses simplificadoras
empregadas neste trabalho incluem,

(@) Reagdo de combustdo Unica e global (m = 1) e irreversivel (k},, = 0),

ou seja,

C+r0— (1+1r)P, (A-9)
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onde C representa o combustivel, O o oxidante, P os produtos de combustao
e r a massa de oxidante necessaria para reagir uma unidade de massa de
combustivel,
(b) O combustivel C é o reagente minoritario, ou seja, [X.] < [X,], 0 que
implica em,
Yo = .m—o' ~ 1=cte, (A-10)
mp + me
(c) A difusividade do combustivel € igual a difusividade térmica da mistura,
ou seja,

2
Le = i 1, (A-11)

(d) Numero de Mach extremamente pequeno, Ma < 1,
(e) O expoente de temperatura presente na lei de Arrhenius é nulo, ou seja,
B =0.

Levando em conta estas hipoteses, a velocidade da reagdo Unica global é,

E

a = XcllXoldexn (- 7)) - (A-12)

Utilizando as igualdades da Eq.(A-9) na Eqg.(A-12), escreve-se,

E

q= (%)ZXCXOAexp <— ﬁ) : (A-13)

O tempo caracteristico das rea¢fes quimicas é definido como,
-1

p E
te = [ 2 XeloXolo Aexp (- )| (A-14)
u

onde X.|,, Xp|, s&o os valores iniciais das fragdes molares de combustivel e das
fracdes molares de oxidante, e T,, € a temperatura dos gases frescos. Combinando
as Egs. (A-12) e (A-13), tem-se,

1 X Xo

=— ——exp (—
7. Xclo Xolo

(A-15)

E E
q )

RT T RT,

A variavel de progresso da reacdo quimica é definida como,
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Xe T-T,
XClo Tb_Tu ’

c= 1 (A-16)

onde T é a temperatura, T,, é a temperatura dos gases frescos e T;, € a temperatura
dos gases queimados. O valor de ¢ = 0 corresponde aos gases frescos e o valor de
¢ = 1 corresponde aos gases queimados.

Definindo o calor de reacdo reduzido, y, e a energia de ativacgao reduzida, £,

como,
Ty — Ty
v= (A-17)
- = A-18

e substituindo as Egs. (A-10), (A-16), (A-17), (A-18) na Eqg. (A-15), chega-se a

seguinte expressao simplificada da taxa de progresso da reacdo unica global,

q= l2(1 —c)exp (ﬁ ) . (A-19)

c
. W c+1/y

A taxa de reacdo quimica, S(c), relaciona-se com a taxa de progresso da
reacdo Unica global, g, e a taxa de producdo quimica adimensional, S, pela se-

guinte expressao,
S(c) =Wq(c) = ApS(c), (A-20)

onde A, = 1/1_ e,

S(c) =1 —-c)exp (ﬁ ) . (A-21)

c+1/y

Cabe notar que este termo adimensional, S(c), apresenta uma dependéncia
fortemente néo linear dos valores de energia de ativagao reduzida, S, dos valores
de calor de reacédo reduzido, y, e dos valores da variavel de progresso, c, 0s quais

sdo de ¢ = 0 nos gases queimados e ¢ = 1 nos gases frescos.
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B
Derivacéao das Equacdes de Transporte da PDF

Neste Apéndice, inpirado no trabalho de Orbegoso (2007), é derivada a
equacdo de transporte da funcdo densidade probabilidade (PDF) conjunta do
campo de velocidade, das fracdes massicas das espécies quimicas e da entalpia,
Po(W;x,t) = Pyyn(V, @, H; X, t). Esta derivagéo € baseada nos trabalhos de Pope
(1985) e Dopazo (1994), nos quais as equagdes de transporte de quantidade de
movimento, de transporte da fracdo massica das espécies quimicas e de energia,
apresentada sob a forma de entalpia, séo escritas em termos das derivadas mate-
riais das propriedades a serem transportadas. Paraie j=1,2,3 e k=1,..., K,

tais equacdes escrevem-se, respectivamente,

Dui _ 4 de pA ) =—P 9% g B-1
pr ~ PAi, onde pAix D) =-—o ox, T F (B-1)
DY, Jrj
D - pCr, onde pCy(x,t) = —a—x]j+5k , (B-2)
bh_ ¢ onde pCp(xt) = LT (B-3)
Dt PLlp, PLRLX, £ h -

]

Nestas equacdes o0 termo pA; representa a aceleracdo da particula de fluido e
os termos pC, e pC, representam a taxa de variacdo das fragdes massicas das
espécies quimicas e da entalpia, respectivamente.

As Egs. (B-1) a (B-3) mostram que o estado instantaneo do fluido em
qualquer posicdo € completamente descrito pelas trés componentes da velocidade,
u = (uy,uy,uz), por um conjunto de K fragdes massicas de espécies quimicas,
Y = (Y;, ..., Yx), pela entalpia, h, e pela pressdo, p. Sendo assim, uma descri¢éo
completa de um escoamento turbulento reativo pode ser realizada mediante o uso
da PDF conjunta dos campos de velocidade, fracdo massica das espéecies quimicas
e da entalpia.
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Seguindo as derivacgdes baseadas nos tratamentos de Pope (1985) e Dopazo
(1994), define-se um conjunto de variaveis aleatorias que representam o estado do
fluido, ®(x,t) = [u(x,t), Y(x,t), h(x,t)]. A PDF conjunta do campo vetorial &

¢ definida como,

Pp(W;x,t)d¥Y = Prob {¥ < ®(x,t) < ¥ + d¥}
= Prob ({V<u(x,t) <V+dV}n (B-4)

fep<Yxt)<e@+de}n{H < h(x,t) <H+ dH}).

Seja Q(®) = Q(u, Y, h) uma funcdo arbitraria do campo aleatorio &. Nota-
se, desta definicdo, que Q também é um campo aleatério parametrizado por x e t;
para cada evento independente de um escoamento turbulento, Q seré diferente. E
possivel definir seu valor médio utilizando as propriedades da PDF de &. Isto é,
os valores médios da derivada material de Q podem ser expressos em termos de
derivadas parciais da PDF conjunta do campo vetorial &,

D
(0 5] = 55 L@@ + 5 ((@)0(@®)

+ o0

ot

—00

d
P@)Q®) Pa(Tix OIF +—— [ p(@)yQ(®) Pa(Wix, O
]

(B-5)

A primeira igualdade é verificada por que a média e o operador de derivada

sdo comutativos. A segunda igualdade decorre da definicdo de média de conjunto.
Note-se que W ¢ a varidvel de integracdo, o que permite comutar as derivadas e a

integral,

f Q(cb){ (@) Lo %D p(¢)w%jﬁ}dw.
(B-6)
Em resumo, devido a natureza linear do operador da derivada, € possivel
expressar o valor médio da derivada material de Q em termos das derivadas
temporal e espacial da PDF conjunta uniponto da velocidade, das fragdes massicas

e da entalpia.
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O valor medio da derivada material de Q também pode ser escrito de outra

forma,
DQ(®) DQ D®,  DQ
P~pt ~Ppe, bt  PDd, (B-7)
com,
D@,
Ri=—2t, i=1.,K+4 B-8
l Dt ) l ) ) + ( )

onde R; representa a taxa de variacdo por unidade de volume do campo vetorial
®. Aplicando-se o operador de média na Eq. (B-7),

<p %) = <p IfTQ,iRi> : (B-9)

O lado direito desta equacdo contém informacdo de natureza multiponto
oriunda da média, dos gradientes e dos laplacianos das propriedades (Fox, 2003).
Uma vez que estas informagdes ndo se encontram na formulagdo do tipo uniponto
para a PDF de ®(x, t), as informac6es do tipo multi-ponto serdo concentradas em
um vetor aleatério Z(x, t), o qual permite definir a PDF conjunta do tipo uniponto
de @ e Z como Py z(W;z x,t). Esta PDF pode ser expressa em termos de uma

PDF conjunta do campo vetorial & segundo o teorema de Bayes,
Pq,z(‘p; Z,X, t) = le¢(Z|lP, X, t)Pq)(lP, X, t) ' (B'lO)

Assim, o lado direito da Eq. (B-9) pode ser escrito como,

<p be o ) _ ﬁo o) 29 o W, )Py (W2, %, D) dzdW

D®; ' v,
400 a lp
B J. () gx(p.)(RiN’)%(‘P;x,t)d‘P

(B-11)

Nesta equacdo o valor médio condicional € definido como,

+ oo

(R;|®) = f R;(W,z) P70 (z|¥; X, t)dz . (B-12)

—00
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Nota-se que (R;|W¥) é funcdo de W, de modo que o termo do lado direito da

Eq. (B-11) pode ser escrito utilizando integragéo por partes,

+oo

< ﬂR): f (W) Q(P)(R;|W)Pop (W; X, )dW,; Fizsor
qu)i L P l P » A *i llUi:—oo

— 00

0
oY, [o(W)(R;|W) Py (¥; %, t)]dW

(B-13)

A primeira integral do lado direito possui uma dimensdo a menos do que a
segunda. O primeiro termo do lado direito da Eq. (B-13) esta relacionado com os
fluxos de probabilidade das fronteiras do dominio (—oo, +00). Para qualquer PDF
que represente um processo fisico ndo singular este fluxo deve ser nulo. Assim, 0
primeiro termo do lado direito € nulo (Pope, 1985). Logo, a derivada material de

Q se reduz a,

(p j Q(‘P)— p(B)RIW)Po(¥ix, D] . (B-14)

De acordo com a Eq. (B-9), as Egs. (B-6) e (B-14) sdo equivalentes. Igua-
lando os termos do lado direito das Egs. (B-6) e (B-14) e supondo que a igualdade
deve se manter para uma escolha arbitréria de Q, a equagdo de transporte da PDF

conjunta do vetor @ apresenta a seguinte forma,

W an,(lP X, t) jan,(‘l’: xO___9 3, PR I®)Po (W%, 0)]

(B-15)
onde o termo do lado direito é conhecido como fluxo condicionado.
Outra forma de escrever a equacdo de transporte para uma PDF decorre da
definicdo de Q(®) = Q(u,Y, h). Levando em conta a Eq. (B-7), pode-se verificar
que,

DQ(®) _ [0Q Dw  0Q DY, 0QDh
pt  P|aw Dt " @y, Dt T oh Dt|

p (B-16)

paraj=1,2,3 e k=1,...,K. Substituindo as derivadas materiais da Eq. (B-16)
com aquelas das Egs. (B-1), (B-2) e (B-3), escrevem-se,
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DQ(®)  3Q 20 20
P~ =P A+p6YCk+pahC (B-17)

Igualando o lado direito das Egs. (B-7) e (B-17) e aplicando a média,

)= i)

pa)pa) . e

Nota-se que o indice i representa o indice global do vetor &, que corres-
ponde a dimensdo do campo de velocidade {uj:j € 1,2,3}, do campo das K fra-
cOes massicas {Yy: k €1,..,K} e a dimensdo unitaria da entalpia h. No lado

direito da Eq. (B-18) encontram-se representadas as seguintes igualdades,

a + 00
<pa—3A> f (%) Q( )(A W) Py (W x, £)dW (B-19)
1 —o0
00 \ (™ . 0w |
(pmc,)— f ) G (Wi, )Y (B-20)
d too 00 (W
(p afl Cu) = f (W) %;)whwwq)(w;x,t)dw. (B-21)

Levando-se em conta 0 mesmo procedimento matemético da Eq. (B-13)
para as Egs. (B-19), (B-20) e (B-21), escreve-se

aged

D® j QW) 5 [p(lp)<Aj|lP)Pq> (W; x,t)|d®

+0o0 5
- f Q) 5= [P(P)(C®)Po (Wi, O)]a¥

i d
- f QW) 5 [ () (G )P (¥; x, )]

(B-22)

Igualando as Egs. (B-6) e (B-22) obtém-se uma forma equivalente pata a

equacdo de transporte da PDF conjunta do campo de velocidade, das fragOes
massicas e da entalpia, a qual € utilizada no presente trabalho,
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0p(P)Py(¥; x, 1) N Ip(P)uPe(¥ix ) _

0
v [P (W) (4;|¥)Pp (W; x,1)]

o (P C®)Pa (i ]~ 2 [P ¥IPa (i, O]
(B-23)

Na forma apresentada pela Eg. (B-23) os termos do lado direito sdo chama-

dos fluxos condicionados de velocidade, das fragdes massicas e da entalpia, res-
pectivamente, os quais desempenham um papel importante na solugéo da equacéo
de transporte da PDF conjunta. Uma das caracteristicas desta formulacdo € de ser
atrativa frente outras abordagens de escoamentos turbulentos reativos devido a sua
implementacdo numérica simples. Como ¢é visto no Cap. 3, para um dado tempo, o
escoamento turbulento reativo é representado por uma grande quantidade de
particulas, cada uma destas tendo seu préprio conjunto de propriedades (posicéo,
velocidade, composicéo, etc...). Estas propriedades evoluem e acordo com uma
formulacdo de equacOes estocasticas estatisticamente equivalentes a equacdo de
transporte euleriana, Eq. (B-23), de forma que as particulas numéricas simulem as

particulas do escoamento.
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