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A 
Hipóteses Simplificadoras da Descrição da Cinética 
Química da Combustão 

Este Apêndice apresenta a formulação que descreve a cinética das reações 

químicas e as hipóteses simplificadoras sobre estas adotadas, as quais permitem 

chegar a formulação do termo de taxa de reação química adimensional para uma 

reação única, global e irreversível. 

Primeiramente, as equações fundamentais da cinética química são apresen- 

tadas. Considere-se um sistema químico composto por ܭ espécies químicas rea- 

gindo através de ܯ reações químicas elementares, 

ߥᇱ ࣧ ൌ


ୀଵ

ߥᇱᇱ ࣧ



ୀଵ

, (A-1)

onde ࣧ é o símbolo químico da espécie ݇, e ߥᇱ  e ߥᇱᇱ  são os coeficientes este- 

quiométricos da k-ézima espécie na m-ézima reação. A equação da conservação 

de massa é dada por, 

ߥᇱ ܹ ൌ


ୀଵ

ߥᇱᇱ ܹ



ୀଵ

, (A-2)

onde ܹ é a massa molar da k-ézima espécie. Esta equação também se escreve, 

ߥ ܹ ൌ


ୀଵ

0 , (A-3)

com ߥ ൌ ᇱߥ െ ᇱᇱߥ . 

A taxa de produção da k-ézima espécie química, ܵ, é o resultado da soma 

das taxas de produção desta espécie, ܵ, em cada uma das ܯ reações, 

ܵ ൌ  ܵ ൌ ܹ

ெ

ୀଵ

 ݍߥ

ெ

ୀଵ

, (A-4)

onde ݍ é a velocidade da m-ézima reação. Somando todas as taxas de produção 

das ܭ espécies, mostra-se que, 
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ܵ ൌ


ୀଵ

   ܹ  ݍߥ

ெ

ୀଵ

൩


ୀଵ

ൌ  ݍ ߥ



ୀଵ
ܹ൩ ൌ 0

ெ

ୀଵ

. (A-5)

A velocidade da m-ézima reação, ݍ, é dada por, 

ݍ ൌ ݇
 ෑሾܺሿఔ

ᇲ


ୀଵ

െ ݇ ෑሾܺሿఔ
ᇲᇲ



ୀଵ

, (A-6)

onde ሾܺሿ é a concentração da k-ézima espécie, e ݇
  e ݇  são as taxas de reação 

direta e inversa da m-ézima reação, respectivamente. As concentrações molares 

podem ser escritas como, 

ሾܺሿ ൌ  
ߩ ܻ

ܹ
ൌ
ߩ
ܹ
ൌ
ߩ
ഥܹ ܺ , (A-7)

onde ܻ, ܺ e ߩ representam, respectivamente, a fração mássica, a fração molar, 

e a densidade parcial da k-ézima espécie. As quantidades ݇
  e ݇  constituem no 

problema central da modelagem dos processos químicos, as quais são descritas 

mediante a utilização da lei empírica de Arrhenius, 

݇
 ൌ ݔܶఉ݁ܣ ൬െ

ܧ
ܴܶ൰ , (A-8)

onde ܣ, ߚ e ܧ são a constante pré-exponencial, o expoente da temperatura e a 

energia de ativação da m-ézima reação química, respectivamente. A velocidade de 

݇  pode ser calculada a partir de ݇
  e da constante de equilíbrio da k-ézima 

reação elementar, ܭ (Poinsot e Veynante, 2005). 

Definidas as equações fundamentais da cinética química, são necessárias 

algumas simplificações para obter-se a taxa de reação química adimensional para 

uma única reação global e irreversível. Sendo assim, as hipóteses simplificadoras 

empregadas neste trabalho incluem, 

(a) Reação de combustão única e global ሺ݉ ൌ 1ሻ e irreversível ሺ݇ ൌ 0ሻ, 

ou seja,  

ܥ  ܱݎ ื ሺ1  ሻܲݎ , (A-9)
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onde ܥ representa o combustível, ܱ o oxidante, ܲ os produtos de combustão 

e ݎ a massa de oxidante necessária para reagir uma unidade de massa de 

combustível, 

(b) O combustível ܥ é o reagente minoritário, ou seja, ሾܺሿ ا ሾܺைሿ, o que 

implica em, 

ைܻ ൌ
ሶ݉ ை

ሶ݉ ை  ሶ݉ 
ൎ 1 ൌ ݁ݐܿ , (A-10)

(c) A difusividade do combustível é igual a difusividade térmica da mistura, 

ou seja, 

݁ܮ ൌ
ߣ

Γܿߩ
ൌ 1 , (A-11)

(d) Número de Mach extremamente pequeno, ܽܯ ا 1, 

(e) O expoente de temperatura presente na lei de Arrhenius é nulo, ou seja, 

ߚ ൌ 0. 

Levando em conta estas hipóteses, a velocidade da reação única global é, 

ݍ ൌ ሾܺሿሾܺைሿݔ݁ܣ ൬െ
ܧ
ܴܶ൰ . (A-12)

Utilizando as igualdades da Eq.(A-9) na Eq.(A-12), escreve-se, 

ݍ ൌ ቀ
ߩ
ഥܹ ቁ

ଶ
ܺܺைݔ݁ܣ ൬െ

ܧ
ܴܶ൰ . (A-13)

O tempo característico das reações químicas é definido como, 

߬ ൌ 
ߩ
ഥܹ ܺ|ܺை| ݔ݁ܣ ൬െ

ܧ
ܴ ௨ܶ

൰൨
ିଵ

, (A-14)

onde ܺ|, ܺை| são os valores iniciais das frações molares de combustível e das 

frações molares de oxidante, e ௨ܶ é a temperatura dos gases frescos. Combinando 

as Eqs. (A-12) e (A-13), tem-se, 

ݍ ൌ
1
߬

ܺ
ܺ|

ܺை
ܺை|

ݔ݁ ൬െ
ܧ
ܴܶ 

ܧ
ܴ ௨ܶ

൰ . (A-15)

A variável de progresso da reação química é definida como, 
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ܿ ൌ   1 െ
ܺ
ܺ|

ൌ
ܶ െ ௨ܶ

ܶ െ ௨ܶ
, (A-16)

onde ܶ é a temperatura, ௨ܶ é a temperatura dos gases frescos e ܶ é a temperatura 

dos gases queimados. O valor de ܿ ൌ 0 corresponde aos gases frescos e o valor de 

ܿ ൌ 1 corresponde aos gases queimados. 

Definindo o calor de reação reduzido, ߛ, e a energia de ativação reduzida, ߚ, 

como, 

ߛ ൌ   ܶ െ ௨ܶ

௨ܶ
, (A-17)

ߚ ൌ
ܧ
ܴ ௨ܶ

, (A-18)

e substituindo as Eqs. (A-10), (A-16), (A-17), (A-18) na Eq. (A-15), chega-se a 

seguinte expressão simplificada da taxa de progresso da reação única global, 

ݍ ൌ
1
߬

ߩ
ഥܹ ሺ1 െ ܿሻ݁ݔ ൬ߚ

ܿ
ܿ  1 ⁄ߛ ൰ . (A-19)

A taxa de reação química, ܵሺܿሻ, relaciona-se com a taxa de progresso da 

reação única global, ݍ, e a taxa de produção química adimensional, ሶ࣭, pela se-

guinte expressão,  

ܵሺܿሻ ൌ ഥܹ ሺܿሻݍ ൌ ߩఛܣ ሶ࣭ሺܿሻ , (A-20)

onde ܣఛ ൌ 1 ߬⁄  e, 

ሶ࣭ ሺܿሻ ൌ ሺ1 െ ܿሻ݁ݔ ൬ߚ
ܿ

ܿ  1 ⁄ߛ ൰ . (A-21)

Cabe notar que este termo adimensional, ሶ࣭ ሺܿሻ, apresenta uma dependência 

fortemente não linear dos valores de energia de ativação reduzida, ߚ, dos valores 

de calor de reação reduzido, ߛ, e dos valores da variável de progresso, ܿ, os quais 

são de ܿ ൌ 0 nos gases queimados e ܿ ൌ 1 nos gases frescos. 
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B 
Derivação das Equações de Transporte da PDF 

Neste Apêndice, inpirado no trabalho de Orbegoso (2007), é derivada a 

equação de transporte da função densidade probabilidade (PDF) conjunta do 

campo de velocidade, das frações mássicas das espécies químicas e da entalpia, 

ܲሺશ; ,ܠ ሻݐ ൌ ;ܪ,,܄ሺ,܇,ܝܲ ,ܠ  ሻ. Esta derivação é baseada nos trabalhos de Popeݐ

(1985) e Dopazo (1994), nos quais as equações de transporte de quantidade de 

movimento, de transporte da fração mássica das espécies químicas e de energia, 

apresentada sob a forma de entalpia, são escritas em termos das derivadas mate-

riais das propriedades a serem transportadas. Para ݅ e ݆ ൌ 1, 2, 3 e ݇ ൌ 1,… ,  ,ܭ

tais equações escrevem-se, respectivamente, 

ݑܦ
ݐܦ  ൌ ܣߩ  , onde    ܣߩሺܠ, ሻݐ ൌ െ

߲
ݔ߲


߲߬
ݔ߲

 ܨ , (B-1)

ܦ ܻ

ݐܦ  ൌ , ܥߩ onde ,ܠሺܥߩ ሻݐ ൌ െ
ܬ
ݔ߲

 ܵ , (B-2)

݄ܦ
ݐܦ  ൌ , ܥߩ  onde ,ܠሺܥߩ ሻݐ ൌ െ

ܬ
ݔ߲

 ܵ . (B-3)

Nestas equações o termo ܣߩ representa a aceleração da partícula de fluido e 

os termos ܥߩ e ܥߩ representam a taxa de variação das frações mássicas das 

espécies químicas e da entalpia, respectivamente. 

As Eqs. (B-1) a (B-3) mostram que o estado instantâneo do fluido em 

qualquer posição é completamente descrito pelas três componentes da velocidade, 

ܝ ൌ ሺݑଵ, ,ଶݑ  ,frações mássicas de espécies químicas ܭ ଷሻ, por um conjunto deݑ

܇ ൌ ሺ ଵܻ, … , ܻሻ, pela entalpia, ݄, e pela pressão, . Sendo assim, uma descrição 

completa de um escoamento turbulento reativo pode ser realizada mediante o uso 

da PDF conjunta dos campos de velocidade, fração mássica das espécies químicas 

e da entalpia. 
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Seguindo as derivações baseadas nos tratamentos de Pope (1985) e Dopazo 

(1994), define-se um conjunto de variáveis aleatórias que representam o estado do 

fluido, ሺܠ, ሻݐ ൌ ሾܝሺܠ, ,ሻݐ ,ܠሺ܇ ,ሻݐ ݄ሺܠ,   ሻሿ. A PDF conjunta do campo vetorial ݐ

é definida como, 

ܲሺશ; ,ܠ ሻ݀શݐ ؠ ܾݎܲ ሼશ  ሺܠ, ሻݐ ൏ શ ݀શሽ  

ؠ ܾݎܲ ሺሼ܄  ,ܠሺܝ ሻݐ ൏ ܄  ሽ܄݀ (B-4) ת

ሼ  ,ܠሺ܇ ሻݐ ൏   ݀ሽ ת ሼܪ  ݄ሺܠ, ሻݐ ൏ ܪ   . ሽሻܪ݀

Seja ܳሺሻ ൌ ܳሺܝ, ,܇ ݄ሻ uma função arbitrária do campo aleatório . Nota-

se, desta definição, que ܳ também é um campo aleatório parametrizado por ܠ e ݐ; 

para cada evento independente de um escoamento turbulento, ܳ será diferente. É 

possível definir seu valor médio utilizando as propriedades da PDF de . Isto é, 

os valores médios da derivada material de ܳ podem ser expressos em termos de 

derivadas parciais da PDF conjunta do campo vetorial , 

ർߩ
ܳܦ
ݐܦ  ൌ

߲
ݐ߲
ۄሺሻܳሺሻߩۃ 

߲
ݔ߲

 ۄܳሺሻݑሺሻߩۃ

ൌ
߲
ݐ߲ න ሺሻܳሺሻߩ

ାஶ

ିஶ

ܲሺશ; ,ܠ ሻ݀શݐ 
߲
ݔ߲

න ܳሺሻݑሺሻߩ
ାஶ

ିஶ

ܲሺશ; ,ܠ  .  ሻ݀શݐ

(B-5)

A primeira igualdade é verificada por que a média e o operador de derivada 

são comutativos. A segunda igualdade decorre da definição de média de conjunto. 

Note-se que શ é a variável de integração, o que permite comutar as derivadas e a 

integral, 

ർߩ
ܳܦ
ݐܦ  ൌ න ܳሺሻ

ାஶ

ିஶ

ቊߩሺሻ
߲ ܲሺશ; ,ܠ ሻݐ

ݐ߲  ሺሻߩ ܸ
߲ ܲሺશ; ,ܠ ሻݐ

ݔ߲
ቋ ݀શ . 

(B-6)

Em resumo, devido a natureza linear do operador da derivada, é possível 

expressar o valor médio da derivada material de ܳ em termos das derivadas 

temporal e espacial da PDF conjunta uniponto da velocidade, das frações massicas 

e da entalpia. 
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O valor médio da derivada material de ܳ também pode ser escrito de outra 

forma, 

ߩ
ሺሻܳܦ
ݐܦ ൌ ߩ

ܳܦ
ܦ

ܦ

ݐܦ ൌ ߩ
ܳܦ
ܦ

ܴ , (B-7)

com, 

ܴ ൌ
ܦ

ݐܦ   , ݅ ൌ 1,… , ܭ  4 (B-8)

onde ܴ representa a taxa de variação por unidade de volume do campo vetorial 

. Aplicando-se o operador de média na Eq. (B-7), 

ർߩ
ܳܦ
ݐܦ  ൌ ർߩ

ܳܦ
ܦ

ܴ . (B-9)

O lado direito desta equação contém informação de natureza multiponto 

oriunda da média, dos gradientes e dos laplacianos das propriedades (Fox, 2003). 

Uma vez que estas informações não se encontram na formulação do tipo uniponto 

para a PDF de ሺܠ,  ሻ, as informações do tipo multi-ponto serão concentradas emݐ

um vetor aleatório ܈ሺܠ,  ሻ, o qual permite definir a PDF conjunta do tipo unipontoݐ

de  e ܈ como ܲ,܈ሺશ; ,ܢ ,ܠ  ሻ. Esta PDF pode ser expressa em termos de umaݐ

PDF conjunta do campo vetorial  segundo o teorema de Bayes, 

ܲ,܈ሺશ; ,ܢ ,ܠ ሻݐ ൌ ;શ|ܢሺ|܈ܲ ,ܠ ሻݐ ܲሺશ; ,ܠ ሻݐ . (B-10)

Assim, o lado direito da Eq. (B-9) pode ser escrito como, 

ർߩ
ܳܦ
ܦ

ܴ ൌ ඵ ሺશሻߩ
߲ܳሺશሻ
߲Ψ

ାஶ

ିஶ

ܴሺશ, ሻܢ ܲ,܈ሺશ; ,ܢ ,ܠ         શ݀ܢሻ݀ݐ

ൌ න ሺશሻߩ
ାஶ

ିஶ

߲ܳሺશሻ
߲Ψ

ۄ|શܴۃ ܲሺશ; ,ܠ  ሻ݀શݐ

(B-11)

Nesta equação o valor médio condicional é definido como, 

ۄ|શܴۃ ൌ න ܴሺશ, ሻܢ
ାஶ

ିஶ

;શ|ܢሺ|܈ܲ ,ܠ ܢሻ݀ݐ . (B-12)
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Nota-se que ܴۃ|શۄ é função de શ, de modo que o termo do lado direito da 

Eq. (B-11) pode ser escrito utilizando integração por partes, 

ർߩ
ܳܦ
ܦ

ܴ ൌ න ሺશሻߩ
ାஶ

ିஶ

ܳሺશሻܴۃ|શۄ ܲሺશ; ,ܠ ሻ݀શஷݐ ฬ
ୀାஶߖ
ୀିஶߖ

      

െ න ܳሺશሻ
ାஶ

ିஶ

߲
߲Ψ

ሾߩሺશሻܴۃ|શۄ ܲሺશ; ,ܠ ሻሿ݀શݐ . 

(B-13)

A primeira integral do lado direito possui uma dimensão a menos do que a 

segunda. O primeiro termo do lado direito da Eq. (B-13) está relacionado com os 

fluxos de probabilidade das fronteiras do domínio ሺെ∞,∞ሻ. Para qualquer PDF 

que represente um processo físico não singular este fluxo deve ser nulo. Assim, o 

primeiro termo do lado direito é nulo (Pope, 1985). Logo, a derivada material de 

ܳ se reduz a, 

ർߩ
ܳܦ
ܦ

ܴ ൌ െ න ܳሺશሻ
ାஶ

ିஶ

߲
߲Ψ

ሾߩሺશሻܴۃ|શۄ ܲሺશ; ,ܠ ሻሿ݀શݐ . (B-14)

De acordo com a Eq. (B-9), as Eqs. (B-6) e (B-14) são equivalentes. Igua- 

lando os termos do lado direito das Eqs. (B-6) e (B-14) e supondo que a igualdade 

deve se manter para uma escolha arbitrária de ܳ, a equação de transporte da PDF 

conjunta do vetor  apresenta a seguinte forma, 

ሺશሻߩ ቈ
߲ ܲሺશ; ,ܠ ሻݐ

ݐ߲  ܸ
߲ ܲሺશ; ,ܠ ሻݐ

ݔ߲
 ൌ െ

߲
߲Ψ

ሾߩሺશሻܴۃ|શۄ ܲሺશ; ,ܠ  ,  ሻሿݐ

(B-15)

onde o termo do lado direito é conhecido como fluxo condicionado. 

Outra forma de escrever a equação de transporte para uma PDF decorre da 

definição de ܳሺሻ ൌ ܳሺܝ, ,܇ ݄ሻ. Levando em conta a Eq. (B-7), pode-se verificar 

que, 

ߩ
ሺሻܳܦ
ݐܦ ൌ ߩ ቈ

߲ܳ
ݑ߲

ݑܦ
ݐܦ 

߲ܳ
߲ ܻ

ܦ ܻ

ݐܦ 
߲ܳ
߲݄

݄ܦ
ݐܦ , (B-16)

para ݆ ൌ 1, 2, 3 e ݇ ൌ 1,… ,  Substituindo as derivadas materiais da Eq. (B-16) .ܭ

com aquelas das Eqs. (B-1), (B-2) e (B-3), escrevem-se, 
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ߩ
ሺሻܳܦ
ݐܦ ൌ ߩ

߲ܳ
ݑ߲

ܣ  ߩ
߲ܳ
߲ ܻ

ܥ  ߩ
߲ܳ
߲݄ ܥ . (B-17)

Igualando o lado direito das Eqs. (B-7) e (B-17) e aplicando a média, 

ർߩ
ܳܦ
ܦ

ܴ ൌ ൽߩ
߲ܳ
ݑ߲

ඁܣ  ർߩ
߲ܳ
߲ ܻ

ܥ  ർߩ
߲ܳ
߲݄ ܥ . (B-18)

Nota-se que o índice ݅ representa o indice global do vetor , que corres-

ponde a dimensão do campo de velocidade ൛ݑ: ݆ א 1,2,3ൟ, do campo das ܭ fra-

ções mássicas ሼ ܻ: ݇ א 1,… ,  ሽ e a dimensão unitária da entalpia ݄. No ladoܭ

direito da Eq. (B-18) encontram-se representadas as seguintes igualdades, 

ൽߩ
߲ܳ
ݑ߲

ඁܣ ൌ න ሺશሻߩ
߲ܳሺશሻ
߲ ܸ

ାஶ

ିஶ

ۄ|શܣۃ ܲሺશ; ,ܠ ሻ݀શݐ , (B-19)

ർߩ
߲ܳ
߲Y

ܥ ൌ න ሺશሻߩ
߲ܳሺશሻ
߲߮

ାஶ

ିஶ
ۄ|શܥۃ ܲሺશ; ,ܠ ሻ݀શݐ , (B-20)

ർߩ
߲ܳ
߲݄ ܥ ൌ න ሺશሻߩ

߲ܳሺશሻ
ܪ߲

ାஶ

ିஶ
ۄ|શܥۃ ܲሺશ; ,ܠ ሻ݀શݐ . (B-21)

Levando-se em conta o mesmo procedimento matemático da Eq. (B-13) 

para as Eqs. (B-19), (B-20) e (B-21), escreve-se 

ർߩ
ܳܦ
ܦ

ܴ ൌ െ න ܳሺશሻ
ାஶ

ିஶ

߲
߲ ܸ

ۄ|શܣۃሺશሻߩൣ ܲሺશ; ,ܠ  ሻ൧݀શݐ

െ න ܳሺશሻ
ାஶ

ିஶ

߲
߲߮

ሾߩሺશሻܥۃ|શۄ ܲሺશ; ,ܠ  ሻሿ݀શݐ

െ න ܳሺશሻ
ାஶ

ିஶ

߲
߲H

ሾߩሺશሻܥۃ|શۄ ܲሺશ; ,ܠ ሻሿ݀શݐ . 

(B-22)

Igualando as Eqs. (B-6) e (B-22) obtém-se uma forma equivalente pata a 

equação de transporte da PDF conjunta do campo de velocidade, das frações 

mássicas e da entalpia, a qual é utilizada no presente trabalho, 
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ሺશሻߩ߲ ܲሺશ; ,ܠ ሻݐ
ݐ߲ 

ݑሺશሻߩ߲ ܲሺશ; ,ܠ ሻݐ
ݔ߲

ൌ െ
߲
߲ ܸ

หશൿܣሺશሻൻߩൣ ܲሺશ; ,ܠ  ሻ൧ݐ

െ
߲
߲φ

ሾߩሺશሻܥۦ|શۧ ܲሺશ; ,ܠ ሻሿݐ െ
߲
ܪ߲

ሾߩሺશሻܥۦ|શۧ ܲሺશ; ,ܠ  . ሻሿݐ

(B-23)

Na forma apresentada pela Eq. (B-23) os termos do lado direito são chama-

dos fluxos condicionados de velocidade, das frações mássicas e da entalpia, res-

pectivamente, os quais desempenham um papel importante na solução da equação 

de transporte da PDF conjunta. Uma das características desta formulação é de ser 

atrativa frente outras abordagens de escoamentos turbulentos reativos devido a sua 

implementação numérica simples. Como é visto no Cap. 3, para um dado tempo, o 

escoamento turbulento reativo é representado por uma grande quantidade de 

partículas, cada uma destas tendo seu próprio conjunto de propriedades (posição, 

velocidade, composição, etc...). Estas propriedades evoluem e acordo com uma 

formulação de equações estocásticas estatísticamente equivalentes a equação de 

transporte euleriana, Eq. (B-23), de forma que as partículas numéricas simulem as 

partículas do escoamento. 
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