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Resumo

Santos, Daiane Rodrigues dos; Fernandes, Cristiano Augusto Coelho

(Orientador); Rosa, Joel Mauricio Correia da (Co-orientador). Estimacao

de Provisbes IBNR (Incurred But Not Reported) em Mercado de

Seguros via Modelos com Coeficientes Variantes no Tempo. Rio de

Janeiro, 2017. 164p. Tese de Doutorado — Departamento de Engenharia

Elétrica, Pontificia Universidade Cat6lica do Rio de Janeiro.

Esta tese apresenta duas contribuicdes para a modelagem e previsdo de
sinistros ja ocorridos e ainda ndo avisados (Incurred But Not Reported - IBNR),
quando organizados numa estrutura de dados conhecida como tridngulo de run-
off. Ambas as contribui¢des sdo baseadas em arcaboucos gerais para a construcéo
de modelos para séries temporais com coeficientes variantes no tempo. Em nossa
primeira contribuigdo desenvolvemos a extensdo multivariada do modelo em
espaco de estado proposto por Atherino em 2008. A partir dessa extensdo é
possivel modelar simultaneamente um ou mais triangulos de run-off associados as
diversas coberturas de uma seguradora, levando-se em consideracdo a
dependéncia entre os distintos tridngulos, capturada pela estrutura da matriz
variancia — covariancia do modelo SUTSE e a dependéncia entre as células de
cada triangulo de run-off, capturada pelas componentes de nivel e de
periodicidade, de acordo com a proposta de Atherino et al. (2010). Em nossa
segunda contribuicdo desenvolvemos um arcabougo geral para a modelagem
univariada de triangulos de run-off a partir da estrutura dos modelos GAS
(Generalized Autoregressive Score) desenvolvidos por Creal et al. (2013). Esse
arcabougo, bastante flexivel, permite a escolha de qualquer distribuicdo para as
entradas do tridngulo run-off, considerando que 0s seus parametros variem ao
longo do periodo de origem ou de desenvolvimento. Em particular consideramos
as distribuicdes gama e log-normal. Nossos resultados foram comparados com os
obtidos através do método chain ladder (Mack, 1993), utilizado como benchmark
na industria de seguros. O teste Diebold e Mariano (1995) evidenciou que 0s
modelos propostos geram melhores previsdes, comparadas as previsdes do

método chain ladder.

Palavras-chave
IBNR; Modelos GAS; Modelos em Espaco de Estado; Modelo Atherino
Multivariado; CASCO; RCFV.
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Abstract

Santos, Daiane Rodrigues dos; Fernandes, Cristiano Augusto Coelho
(Advisor); Rosa, Joel Mauricio Correia da (Co-advisor). Estimation of
IBNR (Incurred But Not Reported) provisions in insurance via models
whit time-varying coefficients. Rio de Janeiro, 2017. 164p. PhD Thesis —
Departamento de Engenharia Elétrica, Pontificia Universidade Catélica do
Rio de Janeiro.

This thesis presents two contributions to the modeling and prediction of a

type of claims in the insurance industry known as IBNR (Incurred But Not
Reported) when these are organized in a data structure known as the run-off
triangle. Both contributions are based on general frameworks for building models
for time series with time varying coefficients. In our first contribution we

developed the multivariate extension of the state space model proposed by

Atherino in 2008. From this extension it is possible to model simultaneously one

or more run-off triangles associated with different coverages from an insurer,

taking into account the dependence between different triangles, captured by the
structure of the variance-covariance matrix of the SUTSE model, while the
dependence between the cells of each triangle run-off is captured by the

components of level and periodicity according to the model proposed by Atherino
(2008). In our second contribution we developed a general framework for
univariate modeling of run-off triangles using the structure of GAS models
(Generalized Autoregressive Score) developed by Creal et al. (2013). This
framework, very flexible, allows one to choose any distribution to the inputs of the
triangle run-off, considering that its parameters can vary over the period of origin
or period of development. In particular we have considered both gamma and log-
normal distributions. Our results were compared with those obtained by the chain
ladder method (Mack, 1993) used as a benchmark in the insurance industry. The
Diebold and Mariano test (1995) showed that the proposed models produced

better predictions compared to the predictions of the chain ladder method.

Keywords
IBNR; GAS Models; State Space Models; Multivariate Atherino Model;
CASCO; RCFV.
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H.2 GAS (1,1) Log-normal -

IC simulado para t=3 (3°trim.09), Casco. 153
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H.6  GAS (1,1) Log-normal - IC simulado para t=7 (3°trim.10), Casco. 154
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l.4  GAS (1,1) gama - IC simulado para t=5 (1°¢trim.10), RCFV. 157
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.11  GAS (1,1) gama - IC simulado para t=12 (4°trim.11), RCFV. 159
.12 GAS (1,1) gama - IC simulado para t=13 (1°trim.12), RCFV. 159
.13 GAS (1,1) gama - IC simulado para t=14 (2°trim.12), RCFV. 159
.14 GAS (1,1) gama - IC simulado para t=15 (3°trim.12), RCFV. 159
.15 GAS (1,1) gama - IC simulado para t=16 (4°trim.12), RCFV. 159
.16 GAS (1,1) gama - IC simulado para t=17 (1°trim.13), RCFV. 159
.17 GAS (1,1) gama - IC simulado para t=18 (2°trim.13), RCFV. 160
J.1  GAS (1,1) log-normal - IC simulado para t=2 (2°¢rim.09), RCFV. 161
J.2 GAS (1,1) log-normal - IC simulado para t=3 (3°¢rim.09), RCFV. 161
J.3 GAS (1,1) log-normal - IC simulado para t=4 (4°trim.09), RCFV. 161
J4  GAS (1,1) log-normal - IC simulado para t=5 (1°¢trim.10), RCFV. 161
J.,5  GAS (1,1) log-normal - IC simulado para t=6 (2°trim.10), RCFV. 162
J.6 GAS (1,1) log-normal - IC simulado para t=7 (3°trim.10), RCFV. 162
J.7 GAS (1,1) log-normal - IC simulado para t=8 (4°trim.10), RCFV. 162
J.8  GAS (1,1) log-normal - IC simulado para t=9 (1°¢rim.11), RCFV. 162
J.9  GAS (1,1) log-normal - IC simulado para t=10 (2°¢rim.11), RCFV.162
J.10 GAS (1,1) log-normal - IC simulado para t=11 (3°¢trim.11), RCFV.162
J.11  GAS (1,1) log-normal - IC simulado para t=12 (4°¢trim.11), RCFV.163
J.12° GAS (1,1) log-normal - IC simulado para t=13 (1°¢rim.12), RCFV.163
J.13 GAS (1,1) log-normal - IC simulado para t=14 (2°trim.12), RCFV.163
J.14 GAS (1,1) log-normal - IC simulado para t=15 (3°¢trim.12), RCFV.163


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121531/CA

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121532/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1121532/CA

J.15  GAS (1,1) log-normal - IC simulado para t=16 (4°trim.12), RCFV.163
J.16  GAS (1,1) log-normal - IC simulado para t=17 (1°¢trim.13), RCFV.163
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1
Introducao

Provisoes IBNR. - Incurred But Not Reported - sao reservas financeiras
que devem ser estabelecidas para a maioria dos segmentos em que as com-
panhias de seguro atuam. Esta reserva, em determinada ocasidao, deve ser
equivalente ao montante necessario para cobrir as indenizagoes de todos os
sinistros ocorridos, porém ainda nao informados, pelos contratantes das apoli-
ces, a seguradora. Desta forma, o valor estimado da reserva IBNR direciona a
seguradora quanto a magnitude do montante que a mesma devera provisionar
em um determinado periodo.

O calculo de reservas IBNR desperta o interesse de pesquisadores do
mundo inteiro ha mais de quarenta anos, acarretando um volume de mais de
800 trabalhos publicados com abordagens paramétricas e nao paramétricas
para a obtengao dessas reservas (SCHMIDT, 2013).

Uma seguradora, ao realizar a previsao de reservas IBNR - Incurred But
Not Reported - otimiza o retorno sobre o patriménio liquido (Return on Equity
- ROE), sem afetar sua solvéncia. A obrigatoriedade legal da provisao IBNR
agrega, indubitavelmente, maior importancia ao tema. No Brasil, a provisao
para sinistros IBNR passou a ser obrigatoria a partir do ano de 1998, através
da Resolucao CNSP n° 18, de 25 de agosto de 1998.

Esta tese tem como objetivo principal a formulacao e a estimacao de
modelos para prever reservas IBNR, tanto na forma univariada quanto na
forma bivariada, utilizando duas classes de modelos com parametros variantes
no tempo. A primeira classe apresenta a extensao do modelo proposto por
Atherino et al (2010). Nessa extensdo levou-se em consideracao a dependéncia
entre as reservas IBNR apresentadas em distintos triangulos de run-off e se
propds uma abordagem bivariada, utilizando os dados no formato denominado
“empilhamento” destes tridngulos (Subsecao 2.3.4).

Segundo De Jong (2011), a margem de risco geral, envolvendo mais de
uma linha de negocio, precisa refletir a associacao entre os triangulos de run-
off que contém dados de ramos de seguros distintos. De acordo com o autor,
os pagamentos em diferentes tridngulos “caminham” juntos. Contudo, se esses
movimentos forem independentes, entao a variancia dos pagamentos totais é

a soma das variancias individuais para cada linha de negoécio. No caso de
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Capitulo 1. Introducéo 20

IBNR - positivamente e perfeitamente correlacionados (seguros perfeitamente
complementares) - a margem de risco aumenta de acordo com o aumento do
numero de ramos de negocios.

Na segunda parte da tese, propomos um arcabougo geral para estimagcao
de reservas IBNR, utilizando os modelos GAS (CREAL et. al, 2013). A partir
desse arcabouco é possivel especificar e estimar qualquer distribuicao condi-
cional que se julgue adequada para caracterizar as entradas do triangulo de
run-off. Embora em nossa tese tenha sido proposta a dinamica dos parametros
da distribuicdo ao longo dos anos de origem, é possivel também especificar
modelos em que essa dinamica ocorra ao longo dos anos de desenvolvimento.

Cabe ressaltar que os modelos GAS (Generalized Autoregressive Score)
vem sendo estudado desde 2008 e até entdao nao foram aplicados a dados de
sinistros IBNR. Os modelos em questao foram utilizados na grande maioria
das vezes em séries financeiras, como pode ser visto em Creal et al. (2010),
Creal et al. (2011), Xin et al. (2011), Caivano e Harvey (2013) Calvori et al.
(2013) e Bazzi et al. (2014), por exemplo.

Outras contribuicoes mais especificas dentro do arcabouco dos modelos
GAS se delineiam na construcao de intervalos de confianca para as reservas
estimadas, tanto para os periodos de acidente quanto para as reservas totais,
como também na “extrapolagdo” do triangulo de run-off, chamado de efeito
linha (ou reserva de prémio), no qual se projetam os valores dos sinistros que
ainda nao aconteceram e serao, quando suceder, avisados com algum tempo
de atraso.

No capitulo 2, é apresentada, de forma sucinta, uma revisao bibliografica
sobre sinistros ocorridos e nao avisados - IBNR, com distintas abordagens
acerca do tema. Entre os artigos destaca-se Mack (1993), onde é apresentado
o método benchmark para estimacio de IBNR, o Chain Ladder. E notério que
esse método deterministico é utilizado pelas empresas seguradoras até os dias
de hoje, devido a sua simplicidade.

No capitulo 3, sao apresentados os modelos estruturais para séries
temporais - especificamente a formulagao SUTSE (seemingly unrelated time
series equations) introduzida por Harvey (1989) e os modelos em espaco de
estado multivariados, necessarios para a estimagao das componentes do modelo
SUTSE proposto. Adicionalmente, serd apresentado o modelo Atherino (2008),
que instituiu a previsao de reservas do tipo IBNR, utilizando uma ordenagao do
tridngulo de run-off distinta da apresentada por Mack (1993). Nesse arranjo,
Atherino apresentou o triangulo de run-off, na forma incremental, empilhando
por linhas, originando, assim, uma série temporal univariada.

No capitulo 4, sao apresentados os modelos GAS, também conhecidos
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Capitulo 1. Introducéo 21

como Dynamic Conditional Score (DSC) e sua adaptagao para dados em painel,
que pode ser considerado o caso das séries contidas nos tridngulos de run-off.
No capitulo 5, estao descritos todos os resultados obtidos nesta tese, bem
como os testes aplicados aos modelos aqui propostos. O capitulo apresenta os
resultados do modelo Atherino bivariado (formulagao SUTSE) e os resultados
dos modelos GAS (1,1) com distribui¢oes gama e log-normal.
Por fim, no capitulo 6, sao apresentadas as principais conclusoes e os

trabalhos a serem desenvolvidos no futuro.
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2
Estimacao de reservas IBNR via triangulo de run-off

As estimativas das reservas IBNR necessitam ser precisas para que os
balancos e os demonstrativos de resultados das seguradoras reflitam a sua
eficiéncia operacional na emissao dos prémios, posto que os agentes econémicos
utilizam essas informacoes para avaliar o valor da companhia e tomar suas
decisbes de investimento. Complementarmente, reservas precisas revelam a
verdadeira situagao financeira da seguradora, minimizando o seu risco de
insolvéncia e contribuindo para o alinhamento dos interesses entre a companhia
e o agente regulador.

Com o objetivo de examinar algumas das metodologias utilizadas para o
calculo das reservas IBNR publicadas ao longo dos anos, esta se¢do apresenta
um breve resumo dos principais resultados da literatura considerados relevantes

para a contextualizagao dos modelos propostos nesta tese.

2.1
Sinistros no ramo de seguros

Segundo Pereira (2013), no mercado de seguros, o sinistro ocorre quando
existe dano a pessoa ou ao bem segurado, nao necessariamente ocorrendo dolo
por parte do cliente. O segurado, ao envolver-se em um sinistro, por razoes
diversas, nem sempre notifica o0 mesmo no ato da ocorréncia. Como exemplos
podemos citar os sinistros do ramo vida, no qual os beneficiarios da apdlice
muitas vezes desconhecem a mesma, ou ainda, quando os beneficiarios adiam
sua notificacdo a seguradora devido ao seu periodo de luto, ou mesmo pela
demora no processo de inventario do segurado.

No segmento que utilizaremos nesta tese, automaéveis, o atraso na notifi-
cacao do sinistro nao é tao comum como no ramo vida. Contudo, a proporcao
do valor pago pelos reportes atrasados é significativa. Como exemplo pode-
mos citar que, para uma dada seguradora, do total de sinistros do segmento
de automéveis (Casco, RCFV e APP), ocorridos no primeiro timestre de 2009,
aproximadamente dois tercos foram reportados a esta seguradora no mesmo tri-
mestre e o restante foram reportados ao longo dos trimestres seguintes. Sendo
assim, o empenho para prever o valor das reservas IBNR do segmento de au-

tomoveis é relevante.
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2.2
SUSEP - Orgso regulador de seguros no Brasil

A SUSEP - Superintendéncia de Seguros Privados - dentre outras ativi-
dades, determina critérios para o calculo de reservas IBNR e acompanha as
reservas estabelecidas pelas seguradoras que atuam no Brasil. Como signata-
ria da TAIS - International Association of Insurance Supervisors - a SUSEP,
na regulacao das sociedades seguradoras, segue os principios estabelecidos por
ela, aplicando as abordagens de avaliacao de solvéncia, identificacao de riscos

e requerimento de capital que norteiam o Solvéncia IT'.

2.3
Formato dos dados de sinistros ocorridos e ndo avisados (IBNR)

A maior parte das metodologias de calculo de reserva IBNR proposta até
hoje faz uso de um formato de dados particular chamado triangulo de run-off,
no qual os dados sao agrupados conforme datas de ocorréncia e pagamento
ou aviso do sinistro, entre outras. Como exemplo de trabalhos publicados que
utilizaram essa forma de agrupamento, tém-se: Bornhuetter e Ferguson (1972),
Skurnick (1973), Berquist e Sherman (1977), Verrall (1989), Mack (1993), De
Jong (2004), Verrall, Nielsen e Jessen (2010) e Adams (2013).

Os dados de sinistros IBNR organizados nesta forma também podem ser
expostos em outras duas, a saber: empilhamento e organizacao pela diagonal.
As trés formas de agrupamento dos dados serao explicitadas nas proximas

subsecoes.

2.3.1
Triangulo de run-off

A funcdo do triangulo de run-off é apresentar, de forma concisa, os
sinistros ocorridos e nao avisados, em sua totalidade, no mesmo periodo de
ocorréncia. Para tanto, os montantes de valores pagos relativos a sinistros
ocorridos sao apresentados em uma estrutura matricial na qual os sinistros
aparecem classificados por periodo de ocorréncia, representados pelas linhas, e
por prazos de desenvolvimentos dos pagamentos, representados pelas colunas.

Os triangulos de run-off sdo usados para projetar o desenvolvimento
futuro de um portfélio, com base em um certo padrao historico. A crenca de
que existem determinados padroes no comportamento inerente aos avisos de

1

Projeto de consolidagao de normas relativas a solvéncia de seguradoras iniciado na Europa
em 2009. Para maiores informagoes pesquisar o relatério “Capital adicional relativo ao Risco
operacional” publicado pela SUSEP em margo de 2012.
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ocorréncia dos sinistros é o ponto chave a todos os métodos de previsao de
reservas IBNR, sobretudo aos aplicados em triangulos de run-off.

A previsao, neste caso, é obtida, “preenchendo” a parte inferior do trian-
gulo de run-off. Tais valores, a serem estimados, sao propriamente designados
de reservas IBNR.

Com os dados observados de pagamentos estruturados na forma do
tridngulo de run-off, o objetivo passa a ser inferir sobre os valores
de pagamentos futuros referentes aos sinistros ja ocorridos, ou seja,
sobre os valores abaixo do triangulo, denominado de tridngulo
inferior (ALTIERI, 2013, p. 42).

Como pode ser visto em Taylor e Ashe (1983), Verrall (1989), Mack
(1993), De Jong e Heller (2008) e Costa (2010), o tridngulo de run-off
foi apresentado como forma de organizagdo dos dados de sinistros do tipo
IBNR de forma similar. A seguir sao descritas as notagoes necessarias para a

apresentacao dos dados no formato mencionado:

t: Periodo de origem: data de ocorréncia do sinistro;

1: Periodo de desenvolvimento: nimero de periodo referentes ao atraso no

pagamento;

Cti: Valor pago pela seguradora referente aos sinistros originados no periodo

t, mas que foram pagos com ¢ instantes de tempo de atraso e

D, ;: Valor pago pela seguradora referente aos sinistros originados no periodo

t, mas que foram pagos até ¢ instantes de tempo de atraso.

O tridngulo de run-off possui duas representagdes basicas, a saber: a

incremental e a acumulada, que serdao descritas a seguir.

2.3.2
Representacao incremental do triangulo de run-off

Assim como exposto por Atherino (2008), na forma incremental, cada
célula do triangulo é representada por Cy; , noqual, 1 <t <T el <i <N,

como mostra a Tabela 2.1
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Tabela 2.1: Triangulo de run-off - representagao incremental.

Periodo de Periodo de desenvolvimento i
origem t 1 2 3 N—-1 N
1 Cia Cio Cis Cino1 Cin
2 Caq Coo  Cags Con-1
T—1 Cr-1p Cr_io
T Cra

Esta representacao dos dados de sinistros IBNR pode ser vista como
dados em painel. A dimensao de origem é representada pelas linhas do
tridangulo, ¢t = 1,2,---,T e a dimensao de desenvolvimento ¢é representada

pela coluna, ¢+ = 1,2,--- | N.

233
Representacdao acumulada do triangulo de run-off

Na forma acumulada do triangulo de run-off, as células sao calculadas

como demonstrado na Equacao 2-1:

N
Dy; =Y Ci; (2-1)
i=1

O triangulo de run-off contendo os dados acumulados dos sinistros

ocorridos e nao avisados esta apresentado na Tabela 2.2.

Tabela 2.2: Triangulo de run-off - representacao acumulada.

Periodo de Periodo de desenvolvimento i
origem t 1 2 3 N -1 N
1 Dy Dy D Din-1 Din
2 Dy Dy Days Dy Ny
T7—1 Dyr_11 Dr_ip
T Dy,

2.3.4
Empilhamento dos dados contidos no triangulo de run-off

Segundo a proposta de Atherino et al. (2010), para a aplicacao do
modelo dos blocos, aqui chamado modelo Atherino, serd necessario uma

reorganizacao dos dados dos sinistros contidos no triangulo de run-off em
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uma forma chamada “empilhamento”. Essa forma requer que se estruturem os
dados utilizando a forma incremental do tridngulo (Subse¢do 2.3.2). Para um

triangulo de run-off com T'= N tem-se:

Tabela 2.3: Reparametrizacao “por linhas” do triangulo de run-off.

Periodo de Periodo de desenvolvimento i
origem t 1 2 3 e N
1 Y1 Y2 Y3 T YN
2 YN+1 YN+2 ot YaN—1 YN
3 YaN+1 YaN+2 o YsN-1  YsN
T YN-1)N+1  YWN-1)N+2 0 YN2-1 YN?

Como pode ser visto na Tabela 2.3, os indices ¢ e i cedem lugar a um
tnico indice ¢. Nesta representacao apresentada por Atherino et al. (2010) y
se refere a cada célula do triangulo de run-off incremental, que na Subsecao
2.3.2 foi denominada de C. Nos capitulos seguintes utilizaremos a notacgao
apresentada na Tabela 2.3 e nas sequéncias 2-2 e 2-3.

Empilhando os dados apresentados no triangulo de run-off 2.3, tem-se a

série:

Yi, " YN YN+1, " 5 Y2N Y2N+1,

YN, 7y(N—1)N+17'” y YN2 (2-2)

Contudo, os triangulos de run-off, no qual os dados empilhados serao
retirados para o ajuste do modelo proposto, apresentam dados ausentes.
Empilhando os dados com elementos ausentes, assim como feito na Equacao

2-2, e completando os “espacos vazios” com “NA”, tem-se a série 2-3.

Y1, Y2, YN YN+ YN+2, 0 Yan—1, VA Yany1, Yan 12,
T, YsN—2, NA NA, YaN+1, " s YaN-3, NA,NA, NA,:U4N+1> te (2-3)

Com esta ordenacao e instituindo o uso da formulagao em espaco de es-
tado (Capitulo 3), as estruturas de dependéncia entre os sinistros, apresentadas
no triangulo de run-off, podem ser modeladas como uma série temporal.

Cabe aqui ressaltar que o indice t adotado nao representa a ordem

cronologica dos pagamentos, nem da ocorréncia do sinistro, mas sim, uma
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nova forma de organizar os dados. Assim, possibilita a analise do triangulo
através de modelos que admitam componentes como: nivel, tendéncia, ciclo,
sazonalidade e periodicidade (Subsegao 3.2). E importante salientar também
que toda a teoria apresentada nesta tese pode ser aplicada a triangulos de
run-off com quantidades de linhas e colunas diferentes, ou seja: T # N.

A reserva IBNR propriamente dita consiste na soma dos valores faltantes

(NAs) apresentados na sequéncia 2-3, ou seja:

IBNR= Y (2-4)

t: y¢ é ausente

Nesta tese os dados dos avisos de ocorréncia serao agrupados ora na forma
tridangulo de run-off, ora na forma chamada empilhamento, como apresentado
por Atherino (2008).

2.3.5
Organizacao pela diagonal do triangulo de run-off

De Jong e Zehnwirth (1983) e Verrall (1994) reorganizaram os dados de
sinistros IBNR pelas diagonais dos tridngulos de run-off incrementais com a
finalidade de aplicar modelos dindmicos de estimacao utilizando o filtro de

Kalman.

[...] Ordenar o Triangulo de run-off pela sua diagonal nada mais
é que reorganizar os indices de linhas e colunas de forma que
a ultima diagonal preenchida do tridngulo corresponda a um
dado vetor. Este contendo todos os langamentos daquele periodo
calendario independente de qual o seu ano de origem ou de
desenvolvimento (PEREIRA, 2013, p. 24).

Nesta organizacao, a cada novo periodo, o vetor yr aumenta sua dimen-
sao, ou seja, no periodo t — 1 ele tera t — 1 elementos e no periodo ¢ terd ¢
clementos e assim por diante. Nesta representacao para um dado y,,; havera um
y;(t) cujo j denota o periodo de desenvolvimento, j = 0,1,--- ,t—2,t—1. Cabe
ressaltar que t é a representacao do tempo de calendario e nao de ocorréncia
ou desenvolvimento do sinistro, como no caso das ordenacoes apresentadas nos
Subitens 2.3.2 e 2.3.3.
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Tabela 2.4: Reparametrizacao “pela diagonal” do triangulo de run-off.

Periodo de Periodo de desenvolvimento i
origem t 1 2 3 e N
1 Yo(1) n2) - yna(T—-1) yn(T)
2 Yo(2) vi(3) - yn—1(T)
: : : y2(T)
T-1 Yo(T — 1) w(T)
T yo(T)

Logo, y;(t) é o valor do triangulo de run-off observado no desenvolvi-
mento j e periodo de calendario t. A diagonal destacada na Tabela 2.4 serd

reescrita na forma vetorial, como mostra a equacao a seguir.

yo(T)
yi(T)
yr) = S (2-5)
yn-1(T)
yn(T)

O vetor y;(T") possui dimensao 7" x 1 no instante 7. Como pode ser visto,
o primeiro valor do vetor é o valor de menor indice.

Isso posto, a quantidade de vetores sera proporcional a quantidade de
diagonais existentes em cada tridngulo de run-off. Verrall (1989, 1994) utilizou
um modelo em espago de estado para cada vetor contendo os dados das

diagonais dos triangulos de run-off selecionados.

2.4
Tipos de reservas calculadas

Nos topicos a seguir serao descritos trés tipos de reservas calculadas a
partir do triangulo de run-off: reserva por linhas, reserva total e por periodo de
calendario. Essas sao as denominacoes de reservas mais utilizadas nos artigos

de atuéria.

Reserva por linhas: Apresenta a soma dos valores desconhecidos cuja ocor-
réncia se da no periodo t. A reserva por linhas foi utilizada em: Bornhu-
etter e Ferguson (1972), Verrall (1989), Mack (1993), De Jong (2004),
Mack e Re(2006), Atherino et al.(2010), Verrall, Nielsen e Jessen (2010),
Costa(2010), entre outros.
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Reserva total: Representa a soma de todas as reservas estimadas para os
periodos t. A reserva total foi considerada em: De Jong(2004), Klaus et
al.(2008), Atherino et al. (2010), Costa(2010), entre outros.

Reserva por periodo de calendario: E dada pela soma de todas as reser-
vas a serem formadas no mesmo periodo calendério. A reserva em questao

foi utilizada por Venter (2007), entre outros.

Ressalta-se que, embora, existam trés tipos distintos de reservas IBNR,

nesta tese, serao calculadas apenas as reservas por linhas e reservas totais.

2.5
Adicao do efeito linha ao triangulo de run-off

O tridngulo de run-off é uma representagao estatica, em uma determi-
nada data, dos periodos de origem e periodos de desenvolvimento. A medida
que se avanga no tempo, as linhas e as colunas da matriz aumentam conforme
o acréscimo de novas informagcoes a base das seguradoras.

A Tabela 2.5 apresenta o triangulo de run-off incremental com efeito

linha - também conhecido como reserva de prémio.

Tabela 2.5: Triangulo de run-off - representacao incremental com efeito linha.

Periodo de Periodo de desenvolvimento i
origem t 1 2 3 -+ N-1 N
1 Cia Cio Cizg ... Cinag Cin

2 Co Cho Oz -+ Cyn—y

T-1 Cro1n Croap
T Cra

5

T+1 Ciryng

T 07-1

)

A parte cinza da Tabela 2.5 representa os sinistros que irao ocorrer e, por
algum motivo, nao serao avisados no mesmo tempo de ocorréncia. As previsoes
destes valores sdo fundamentais para o funcionamento futuro da seguradora,
visto que, a perenidade de suas atividades, assim como, das demais operadoras
de seguro, ¢ um preceito base para a robustez do mercado de seguros. Maiores

detalhes serao apresentados na Subsecao 4.2.4.
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A previsao assertiva destes valores, de certa forma, estda associada a
antecipagao do montante que saird do caixa da empresa e consecutividade

mitiga o risco da seguradora.

2.6
Metodologia Univariada para o Calculo das Reservas IBNR proposta por
Mack (1993) - Chain Ladder

De acordo com Mack (1993 apud Costa, 2010, p.16), o Chain Ladder
é provavelmente o método mais popular para estimacao de reservas IBNR,
devido, principalmente, a simplicidade de sua utilizagdo. Como referéncias
importantes sobre o método, citam-se Kremer (1982), Mack (1993), Verrall
(1994), England e Verrall (1998, 2002), Renshaw e Verrall (1998) e Taylor
(2000).

2.6.1
Chain Ladder - Notacdes e resultados basicos

Assume-se que existem [ — 1 fatores (developments factors) e que Cy; é
uma variavel aleatéria que possui observagoes se t + i1 < 1+ [. O objetivo do
método ¢ estimar a quantidade de sinistros finais, Cy;, e as reservas de sinistros

excedentes. Seja:

E(Crins|Crs s Cot) = Crf: (2:6)
fi= le(J+ (2-7)

E(frsit oo fie1) = frvace - o fin (2-8)
Cot = Coarime* frorme - fin (2-9)

Tem-se que: f1,...,f1-1>0e1 << 1<i<[—-1

Segundo Mack (1993), f; é a razdo dada pelo somatério dos sinistros
avisados até i + 1, ocorridos em t = 1,...,[ — 1, com o somatoério dos sinistros
avisados até 1.

Esta igualdade é provada no artigo por Mack (1993) usando a lei
das expectativas iteradas, a propria definicdo de esperanca e a regra de
probabilidade total.
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Utiliza-se ﬁ na Equacao 2-6 ao invés de f;. A prova de que tal substituicao
¢ factivel também foi desenvolvida em Mack (1993).

Para o calculo de @,z, em cada periodo t, leva-se em conta a quantidade
total de sinistros acumulados e o produtério dos fatores referentes ao periodo
de desenvolvimento ¢ =1+ 1 —1¢,...,[ — 1.

A mesma reserva pode ser calculada através de duas equagoes distintas:

Ry = Crinii(fisrme oo fron = DRy = Coy = Cripny

A reserva, }?t, é a diferenca entre o total acumulado de sinistros ocorridos
e o provisionado até o periodo de desenvolvimento .

E fato estabelecido que o método Chain Ladder é o Benchmark no
mercado de seguros, pois nao utiliza informagoes externas ao triangulo de run-
off, pela simplicidade de sua implementacao e pela producao de estimativas
IBNR adequadas. Nesta tese o resultado das estimativas produzidas pelo
modelo Chain Ladder sera utilizado na comparacao com os resultados dos
modelos propostos (Secao 5.4).

Ressalta-se que Verrall (1989), England e Verrall (2002), Merz e Wutrich
(2008), Atherino et al. (2010), Costa (2010), Pereira (2013), entre outros
optaram, também, por comparar os modelos propostos em seus trabalhos com
o método Chain Ladder.

2.6.2
Erro médio quadratico obtido por Mack

O MSE(@;) do étl de Cy pode ser definido pelas seguintes equacoes:

MSE(Cy) = E((Cy — Cy)?|D) (2-10)
No qual D = {Cy|t +i <1+ 1}.

MSE(Cy) = Var(Cy|D) + (E(Cy|D) — Cy)?

A forma de calcular cada um desses termos é dada a seguir.

59 — O'z-zlff
Var(Cy|D) =C3 Y (2-11)
i—tr1—t Chi

-1 ~2| £2
5 3 7 o7 f;
(E(Ctl’D) - C'tl)Q - Ct2,l+17tf12+17t Tt fl2+1 E : EZ_IC

i=l4+1—t “j=1%7ji

(2-12)

Fmque:1<t<[, 1 <1< —1.
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2.7
Metodologias multivariadas para o calculo das reservas IBNR

Outros avangos na teoria abordada por Mack (1993) foram publicados em
Braun e Munich (2004). Os autores ressaltaram que aplicar o método Chain
Ladder, apresentado na Subsecao 2.6 para o triangulo de run-off agregado,
com a finalidade de obter uma reserva total e seu respectivo erro padrao, nao é
uma boa solucao, porque as estimativas das reservas obtidas dessa forma nao
serao idénticas as estimativas obtidas pela soma das estimativas desagregadas.
Além disso, a agregacao de triangulos de run-off, com diferentes padroes de
desenvolvimento, ¢ como “misturar macas e laranjas” e normalmente conduz
a resultados invalidos.

Em seu artigo Braun e Munich (2004) assumiram ser possivel encontrar
relacao entre dois triangulos de run-off. Nesta abordagem ha um coeficiente
de correlacao individual para cada periodo de desenvolvimento, diferentemente
de outras abordagens que calculam apenas um coeficiente de correlagao para
os dois triangulos de run-off. Nao obstante, é factivel realizar algumas modi-
ficacOes para obter apenas um coeficiente e viabilizar a comparacao entre a
abordagem de Braun e Munich e outras distintas.

Schmidt e Zocher (2006) expuseram uma versao multivariada do mo-
delo aditivo de perdas de reservas. O modelo apresentado consiste em um
modelo linear que faz uso de matrizes e estruturas de variancias. Os autores
apresentaram a forma matematica da adequacao do modelo univariado para o
multivariado e ressaltaram que esse modelo é apropriado para certas carteiras

compostas de varias subcarteiras correlatas.

[...] Quarg e Mack (2004) instauraram uma extensao bivariada es-
pecial do método Chain Ladder. No mesmo ano, Braun e Munich
propuseram um outro modelo bivariado, a fim de construir esti-
madores dependentes para os erros das previsoes provenientes do
modelo Chain Ladder. O modelo de Braun e Munich (2004) foi,
entdo, estendido por Prohl e Schmidt (2005) que utilizaram um
critério de otimizacao para desenvolver uma versao multivariada
do método Chain Ladder. Um outro artigo associado foi o publi-
cado por Kremer (2005), no qual propuseram uma outra exten-
sao multivariada do método Chain Ladder, no entanto, segundo
o autor, este método nao é adequado para aplicagbes que envol-
vam inversoes de matrizes muito grandes (SCHMIDT; ZOCHER,
2006, p.1).

Merz e Wuthrich (2008) também aplicaram o método Chain Ladder mul-
tivariado para uma carteira de n tridngulos de run-off correlacionados. Con-

forme descrito pelos autores, o estudo simultaneo de varias subcarteiras correla-

cionadas foi motivado por abordar o problema da dependéncia entre diferentes
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linhas de negécios. Uma das vantagem é que, observando um triangulo de run-
off de uma subcarteira, se pode aprender sobre o comportamento dos outros
triangulos das subcarteiras. Na pratica, ¢ natural subdividir um portfolio em
varias subcarteiras correlacionadas, de modo que cada uma satisfaga certas
condicoes de homogeneidade.

Algumas das premissas aceitas por Merz e Wuthrich (2008), no artigo em
questao, sao: as reivindicagoes acumuladas C, de diferentes anos do acidente
¢ sao independentes; o modelo é discreto no tempo; a dependéncia entre
diferentes tridngulos de run-off é definida através de uma matriz de correlacao
e no caso de apenas um triangulo de run-off as estimativas dos fatores ﬁ
coincidem com as estimativas dos fatores classicos.

Merz e Wuthrich (2008) expuseram uma forma recursiva e matricial do
processo de variancia condicional para os N triangulos de run-off correlaci-
onados e apresentaram, adicionalmente, a variancia condicional por anos de
acidentes individuais. No exemplo aplicado por Merz e Wuthrich (2008), o uso
do método Chain Ladder multivariado apresentou apenas um pequeno efeito
na diversificagao e um resultado ligeiramente melhor para o erro de estima-
¢ado condicional em relacao a abordagem univariada. Apesar disso, o impacto
da utilizagdo da analise multivariada do método Chain Ladder, para estimar
os fatores de desenvolvimento ﬁ-, foi a maior diferenca com relacao a forma

tradicional.

2.8
Modelos em espaco de estado e reservas IBNR

O uso dos modelos em espago de estado, com o proposito de estimar as
reservas IBNR, tem propiciado iniimeras contribuicoes da literatura atuarial,
cabem citar: De Jong e Zehnwirth (1983) e Verrall (1989).

Na abordagem De Jong e Zehnwirth modelou-se as provisoes de sinistros
IBNR, utilizando os sinistros ja ocorridos e organizados pela diagonal do trian-
gulo de run-off incremental. Para isso, estimou-se os parametros estocasticos
do modelo e sequencialmente calculou a reserva IBNR, fazendo uso de modelo
de espaco de estados e do filtro de Kalman.

De Jong e Zehnwirth (1983) ressaltaram que a abordagem de espago
de estado, para a modelagem de reservas, tem vantagens importantes por ser
flexivel e unificada, sendo adequada a uma ampla variedade de circunstancias,
evitando a necessidade de calculos complicados ou modos de analises muitas
vezes confusas. Os autores também defendem que a abordagem centra-se na
natureza de previsao e esta alinhada a teoria de séries temporais.

Alpuim e Ribeiro (2003) sugeriram um modelo de espago de estado
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distinto, livre de distribuicao para estimacao da parte inferior do triangulo
de run-off, usando também o filtro de Kalman. Os autores relacionaram
o tridngulo com uma coluna de valores observados escolhidos de forma a
descrever melhor o valor em risco de cada ano de acidente.

O modelo proposto por Alpuim e Ribeiro é aplicavel aos dados acumu-
lados e assume que a coluna subsequente é proporcional a coluna anterior. No
entanto, o modelo nao faz uso dos mesmos parametros em todas as linhas da
mesma coluna. No modelo apresentado, os autores assumem que a primeira
coluna do tridngulo de run-off contém valores deterministicos e as seguintes
colunas contém observagoes ou previsoes de variaveis aleatorias, dependentes
dos valores da primeira coluna.

Costa (2010) utilizou trés metodologias para modelagem de sinistros
IBNR, e dedicou-se a verificar, por meio de exercicios empiricos com dados

reais, se existe uma abordagem estatisticamente mais eficaz.

[...] A primeira metodologia se baseou no método classico Chain
Ladder, a segunda em modelos de regressao linear com hetero-
cedasticidade, sob o arranjo usual do tridngulo de run-off via
duplo-indice e a terceira metodologia inseriu-se no arcabougo dos
modelos em espago de estado lineares e do filtro de Kalman. O
autor constatou a superioridade dos dois modelos propostos com-
parado ao método classico Chain Ladder nas séries de dados reais
utilizadas em seu estudo (COSTA, 2010, p. 18).

Atherino et al. (2010) propuseram a previsao de reservas do tipo IBNR
levando em conta uma ordenagao distinta do tridngulo (Subsecao 2.3.4). Os
autores apresentaram o triangulo de run-off na forma incremental empilha-
do por linhas, originando uma série temporal univariada repleta de valores
ausentes, em que a soma desses valores constitui a reserva IBNR a ser estimada.

Vale ressaltar que Atherino et al. (2010) desenvolveram duas abordagens
de estimacao para os valores das reservas IBNR, inteiramente baseadas na teo-
ria dos modelos em espago de estado e filtro de Kalman. Uma das contribuicoes
desta tese é a extensao do modelo dos blocos apresentado por Atherino para
a estimagao das reservas IBNR (Subsegao 3.3.1). A extensao se da no desen-
volvimento do modelo Atherino na forma multivariada, o que proporciona o
estudo da dependéncia dos triangulos de run-off, através das correlagoes entre
os residuos e/ou através de componentes comuns.

Ao longo desta tese a extensao do modelo dos blocos serda mencionada

como modelo Atherino bivariado.
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Modelo Atherino bivariado

Neste capitulo sera apresentada a primeira contribuicao desta tese, a
extensao bivariada do modelo Atherino. O desenvolvimento aqui apresentado
esta direcionado a modelagem e previsao de reservas IBNR pertencentes a dois
triangulos de run-off incrementais de coberturas relacionadas entre si. Cabe
ressaltar que o modelo Atherino bivariado pode ser estendido para um ntimero
arbitrario de carteiras (coberturas). O desenvolvimento para n carteiras sera
facilmente deduzido a partir do que sera apresentado a seguir.

O modelo Atherino bivariado desenvolvido nesta tese tem como objetivo
estimar reservas IBNR (Subsecao 2.4) captando, caso exista, a dependéncia
entre as coberturas e a dependéncia entre as células de cada triangulo de run-
off (Subsegao 2.3.1). A parte do modelo que captura a dependéncia entre
as duas coberturas esta relacionada a estrutura das matrizes de covariancias
presentes na formulagao SUTSE e a parte do modelo que capta a dependéncia
entre as células de cada tridngulo foi desenvolvida por Atherino et al. (2010).

O modelo Atherino pode ser usado para captar a dependéncia entre
as células de cada triangulo de run-off somente se os dados das coberturas
estiverem no formato “empilhado”, conforme apresentado na Subsecao 2.3.4.
Essa forma de organizar os dados possibilita a andalise dos dados contidos nos
tridngulos através de modelos que admitam componentes como: tendéncia,
ciclo e periodicidade (Subsegao 3.2).

Para melhor a organizacao e a exposicao, este capitulo se divide em
quatro secoes. A primeira secdo denota a suposicao de log-normalidade para
os dados contidos no triangulo de run-off. A segunda secdo apresenta o
modelo Atherino univariado para tridngulos de run-off (aplicacdo dos modelos
estruturais), os modelos em espaco e de estado (que sdo a chave para lidar
com o modelo Atherino), o célculo da matriz de covaridncia condicional das
parcelas do IBNR e o calculo dessas reservas propriamente ditas. Na terceira
secao sao apresentados o modelo Atherino bivariado e a formulagdo SUTSE
- seemingly unrelated time series equations). Por fim, a ultima secdo deste

capitulo apresenta as medidas de aderéncias que serao utilizadas nesta tese.
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3.1
Uso da distribuicao log-normal para a série composta pelos dados contidos
no triangulo de run-off

O uso da distribuicao log-normal para a modelagem dos dados contidos
no triangulo de run-off teve como inspiracao o trabalho do Mack publicado
em 1994. No artigo em questao, ainda que o autor tenha desenvolvido seu
modelo sem precisar admitir qualquer distribuicao, apresentou um exemplo
considerando log-normalidade para a construgao grafica das reservas IBNR.

Segundo Atherino (2008), a distribuicdo log-normal foi amplamente
utilizada na literatura atuarial (cf. Taylor, 2000, Capitulo 9), tanto na area
de Modelos Lineares Generalizados (MLG) quanto na area de série temporais.
Em MLG, pode-se citar os trabalhos de Kremer (1982), Renshaw (1989),
Christofides (1990), Verrall (1991) e Doray (1996); na area de séries temporais,
tém-se de Jong & Zehnwirth (1983), Verrall (1989), de Jong (2004) e de Jong
(2006).

A distribui¢do log-normal, para a série de reservas IBNR na forma
“empilhada” induz, por primeiros principios, a modelagem do logaritmo das
entradas dos triangulos de run-off incrementais. Sendo assim, x; = log(y;),
y; apresentado na Tabela 2.3. Desta forma, apds a aplicacdo do modelo
Atherino bivariado ao logaritmo das séries “emplilhadas”, serd necessaria uma
transformagao da escala log-normal para a normal (Subse¢ao 3.2.4). Apds a

transformacao tém-se as reservas IBNR e seus Coeficientes de Variacao.

3.2
Modelo Atherino univariado

Como serda visto, o modelo Atherino é uma aplicacdo dos modelos
estruturais quando os dados estao expressos na forma “empilhada” apresentada
na Subsec¢ao 2.3.4.

Na abordagem estrutural, segundo Harvey (1989), uma série temporal é
decomposta em componentes que possuem interpretacao, a saber: a tendéncia,
que representa os movimentos de longo prazo da série; a sazonal, que captura
os movimentos periddicos até um ano; o ciclico, que acompanha o curso do
ciclo de negocios ou ciclos econémicos com duragao maior do que um ano; e,
finalmente, a componente de erro ou componente irregular, que caracteriza os
efeitos aleatorios.

Estimar as reservas IBNR usando este tipo de modelo ¢ intuitivo desde
que se considere a reordenagdo dos dados contidos no triangulo de run-off

como apresentado na Subsecao 2.3.4.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121531/CA

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121532/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1121532/CA

Capitulo 3. Modelo Atherino bivariado 37

O conjunto de equagbes que serd apresentado a seguir refere-se a um
modelo estrutural com nivel e componente periddica estocédsticas para apenas
uma série “empilhada”.

Equagao das observagoes:
Ty = M+t & &1~ N(0,02) (3-1)
Equagao de estado:

Myl = e+ 1) ne ~ N(0, 02) (3-2)

V1 = —Eév:zl%qtl—j +w we ~ N (0, Ui) (3-3)

E[émt] = E[étwt] =0 Vites
Ele;aq] = E[maq] = Elwaq] =0 V't

Temos que N, apresentado na Equacao 3-3, é o numero de colunas que o
tridngulo de run-off apresenta (vide Tabela 2.3), ou seja, N esta relacionado a

periodicidade apresentada pela série

empilhada” a qual pretende-se ajustar
o modelo. Nesta representacao p; representa o nivel do volume de sinistros
ocorridos e nao avisados em cada periodo de acidente, 7; é a componente
periddica que captura as flutuagoes no volume de sinistros IBNR entre periodos
de origens sucessivos e, por fim, g, é o termo aleatério.

Cabe destacar que nesta tese o modelo Atherino bivariado sera apresen-
tado e aplicado sem componente ciclica. Os tridngulos de run-off que serao
utilizados na aplicacao (Tabelas 5.1 e 5.1) contém dados do primeiro trimestre
de 2009 até o segundo trimestre de 2013, periodo este com um intervalo de
tempo muito curto para a identificagdo de ciclos de negdcios ou econémicos.

A chave para lidar com o modelo Atherino é, sem dividas, a sua colocacao
na forma em espaco de estado. Nesse modelo as componentes sdo estimadas
recursivamente através do filtro de Kalman (FK) ou de forma mais completa,
utilizando o algoritmo de suavizagio (smoothing).

Para maiores detalhes sobre modelos estruturais, forma em espago de
estado, filtro de Kalman e algoritmos de suavizagao ver: Harvey (1989), Harvey
(1991), Durbin e Koopman (2001) e Commandeur e Koopman (2007).

O modelo estrutural univariado proposto nas Equagoes 3-1, 3-2 e 3-3
pode ser reescrito na formulacao espago de estado, que sera apresentada na

proxima subsecao.

3.2.1
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Forma em espaco de estado linear e Gaussiana

Considere a forma em espaco de estado linear e Gaussiana como apre-
sentada em Durbin e Koopman (2001, p. 38).

Equagao das observagoes:

Ty = Zt o + &y t:1,2,T (3—4)

px1 pxXm mx1 px1
Equagao do estado:
Qg1 = E a; + Rt Uz t= 1727"'7T (3_5)

mx1 mXm mx1 mxrrx1

)ee((0)(2g)) e

E[ggal] = E[n{ﬁ al] = 07Vt

Sendo:

ar ~ N(ai,p1) (3-7)

As matrizes do sistema, Z;, T}, e R;, sao supostas deterministicas. O vetor
x; contém os valores das p séries temporais no periodo t.

Dada uma série temporal de tamanho ¢ do processo X;, definam-se
X; = (v1,..,7j), ay; = Elow|Xj] e Py; = Var[ay|X;]. As equagoes de
predicao e de suavizagao fornecem férmulas recursivas para o calculo dos
momentos condicionais de oy quando j =t — 1 e para j = n, respectivamente.
Suas expressoes analiticas se encontram nas Equagoes 3-8, 3-9 e 3-10. Suas
derivagoes, sob os pressupostos da forma em espago de estado adotada nesta

tese, podem ser obtidas em Durbin e Koopman (2001).

vy = Xy — Ly, F, = Z,Py1Z, + Hy,
K. = TPy ZF~,  Li=T-KZ, t=1,-T, (38

Equacoes de predicao:

ap1e = Tyag—1 + Ky, P = Ty Py Ly + RQ Ry,
T = ZF v+ Ly, Ny = Z[F7 ' Z, + L,N,Ly. (3-9)
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Equagoes de suavizacao:

Agln = Qye—1 + Pye—1re-1,  Pyn = Pye—1 = Prp—1 N1 Pyje—1,
ro= 0, N, =0 t=1,-. 7.  (3-10)

Diversos modelos estatisticos e econométricos podem ser representados
em uma forma de espaco de estado. Citam-se como exemplos: modelos es-
truturais para séries temporais, modelos ARIMA e SARIMA, modelos auto-
regressivos vetoriais (VAR), modelos de regressao com coeficientes fixos ou
variantes de forma estocastica no tempo, entre outros.

O modelo estrutural, para uma tnica série, proposto nas Equacoes 3-1,

3-2 e 3-3 tem a seguinte forma em espaco de estado:

Ht
Tt
v = |1 10 --- 0 ] V-1 + &t (3-11)
Vt—N+1
[ht41 (1 0 0o - 0 0] it (1 0]
Vet 0 -1 -1 --- —1 —1 - 0 1
Ve = 0 0 0 V-1 +100 ( 1 ) (3-12)
. Wt
Yi—N o0 0 - 1 0 | Vt—N+1 | 0 0 |

Colocando o modelo Atherino na forma em espaco de estado, fazendo
uso do filtro de Kalman e algoritmo de suavizagao (ver Atherino et al., 2010),
as componentes podem ser estimadas facilmente.

O préximo passo € calcular a matriz de covariancia condicional das
parcelas do IBNR (vide Equagao 2-4). A subsegao seguinte apresenta, de forma

sucinta, os resultados desenvolvidos em Atherino et al. (2010).

3.2.2
Matriz de covariancia condicional

Considerando a forma em espago de estado (Subsecao 3.2.1) e toda a

notagao correspondente a esta (Anexo A), adicionalmente define-se:

— 1= {t: x; é ndo ausente};
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- X = {ay, 14; € 1LV}
~ X={xy:t=1,...,n}

e Ly, setel]
- Ly = ..
T, caso contrario
* — n *! *! s =1 7% 1 % *
- N =Y Ly L2y By Zg Ly Ly

Observa-se que X, no nosso contexto, consiste no logaritmo da informa-
¢ao proveniente do tridngulo de run-off (vide Tabela 2.3) e J se trata do vetor
contendo as posi¢oes das observagoes nao ausentes do tridngulo de run-off.

O Teorema 3.1 a seguir, cujo detalhamento da deducao encontra-se no
trabalho de Atherino et al. (2010), é necessario para o célculo da matriz de

covariancia condicional das parcelas do IBNR.

Teorema 3.1 Parat,j arbitrdrios, tem-se que

0 seteloujel

Cov(zy, x| X) = Zy(Pyjt—1 — Py N{ Py 1) Z, + Hy set=je t,j¢3 (3-13)

ZyPyy 1L Liyy .. L5 (I = N Py;_1)Z; set<jetjél

Segundo Atherino (2008), a implementagao computacional envolve o ar-
mazenamento de algumas matrizes provenientes das recursoes do filtro de Kal-
;/717 1 S
p < p < n, nas quais p e p/ sdo o primeiro e o tltimo instantes, respectiva-

man: Py,_1 e N, para todo t ¢ ], e ainda as matrizes Ly, L7y, L

mente, em que existam valores faltantes.

3.23
Calculo da reserva IBNR quando os dados contidos no triangulo de run-off
estao expostos na forma empilhada

A reserva IBNR consiste na soma dos valores faltantes contidos na série
empilhada proveniente do triangulo de run-off, ou seja, os valores da série nao

observados. No contexto de modelos em espaco de estado a estimativa pode

ser obtida pela suavizagao e assim segue que:

IBNR= Y  Elylyd (3-14)

t: yié ausente

onde Yn=UY,Y2, " s Yn
Um dos diferenciais do modelo de Atherino et al. (2010) é justamente no

tratamento dos valores ausentes, de forma que a estimacao se torna natural

!Observe que X estd definido como um conjunto de vetores aleatérios e ndo como um
vetor aleatorio empilhado. Mas, para o que segue, o mesmo pode ser visto como tal.
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mediante a utiliza¢ao do filtro de Kalman e das equagoes de suavizagao (Anexo
A).

3.2.4
Reserva IBNR estimada e o Erro Médio Quadratico: Casos total e por
ano

Nesta etapa da modelagem se tem a matriz de sinistros IBNR estimados
através do modelo Atherino, E[X|X], e a matriz de covaridncia condicional
obtida através do Teorema 3.1. Para se obter o resultado desejado é necessario
selecionar dessas matrizes as posigoes de dados ausentes (X > X ). Assim,

como em Atherino (2010), utilizamos um vetor de selegao.

Para um vetor a = (aj,a2,...,a,)" qualquer, tem-se que
E(d'X|X) = a/E(X|X) e Cov(a/X|X) = a’Cov(X|X)a. A re-

()

serva IBNR é calculada escolhendo-se um vetor a'*’, de forma

que al(-T) =1lsei¢Je aET)

= 0 caso contrario. Para as parcelas
do IBNR relativas a um especifico ano de acidente (linhas), utilize
0 mesmo vetor a com coordenadas nulas nos lugares apropriados
- 08 que nao correspondem ao ano. Esta andlise por ano de aci-
dente é interessante porque permite a identificagdo de fontes de

incertezas nas parcelas do IBNR (ATHERINO, 2008, p.24).

[BNR = R = d/E(X|X) (3-15)
ep@R) = e/® = /a/'Cov(X|X)a (3-16)

-

E necessario ressaltar que toda teoria aqui apresentada foi proposta
para o logaritmo dos dados contidos no triangulo de run-off. Desta forma,
sera necessaria uma transformacao da escala log-normal para a normal. Sendo
assim: ap6s utilizar o método Atherino multivariado para obter £; = E[x| X],

o2 = Var[z,|X] e 04,3, = Cov(zy, 7| X). Calcule:

A P
Y = eXp |Ty+ 2t (3-17)
O';t = exp _th + ‘7:%}} (e"i} — 1) (3-18)
[ " R O'% 0'% Ty,
oh g = €xD _xt +7; + 2t + 2’] (e” — 1) (3-19)

3.3
Modelo Atherino bivariado

Uma das contribuicoes desta tese é formular a extensao do modelo apre-

sentado na se¢do anterior, que aqui chamaremos de modelo Atherino bivariado.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121531/CA

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121532/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1121532/CA

Capitulo 3. Modelo Atherino bivariado 42

Como ja mencionado, o modelo bivariado proposto tem como objetivo captar
as dependéncias entre os IBNR de uma mesma série “empilhada” (matriz de
covariancia condicional, Subsegao 3.2.2) e as dependéncias entre os IBNR de
duas séries “empilhadas” modeladas de forma conjunta. Para tal, serd neces-

saria a introducao da formulacao SUTSE.

3.3.1
Formulacdao SUTSE

A classe de modelos chamada de SUTSE (seemingly unrelated time series
equations) foi introduzida por Harvey (1989) e posteriormente utilizada por
Fernandez e Harvey (1990), Moauro e Savio (2005), Jalles (2009), entre outros.

Quando se modelam séries de sinistros IBNR, individualmente,
descartam-se possiveis associagoes entre diversas coberturas. Em algumas
séries empilhadas (Subsecao 2.3.4), provenientes do tridngulo de run-off,
pode-se observar o coeficiente de correlagao significativo indicando possiveis
relagoes multivariadas entre as séries. Modelos SUTSE em que ha componen-
tes comuns ou residuos correlacionados podem ser aplicados para modelar,
quando existirem, as relagoes entre os sinistros IBNR de coberturas especificas.

O modelo Atherino com nivel e componente periédica estocésticas, para
duas séries de sinistros IBNR “empilhadas”, na formulacao SUTSE é descrito

nas equacoes a seguir:

T €
1,t _ M1t + it + 1t (3_20)
Loy 2t V2, €t
H1t+1 _ M1t X Ui (3_21)
M2 t+1 M2t M2t

N-1
T2u=1 V1t4+1—j

Y1t4+1 _ Wit (3_22>
Y2,t4+1

0 2 £1€
€2t 0 Ocier O,

N—-1
_Ejzl Y2, t+1—j

No qual,
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Tt ~N 0 0-7%1 Oning (3_24)
2.t 0 Oning ‘71272

Wit ~ N 0 7
Wt 0

Na Equacgao 3-22, assim como na Equacao 3-3, N refere-se ao ntimero de

2
Oy 0-"’;“’2 ] ] (3—25)

UW1W2 Uwg

colunas do triangulo de run-off, ou seja, o periodo maximo de desenvolvimento

i (vide Tabela 2.1, por exemplo).

Nos modelos SUTSE a dependéncia entre cada triangulo de run-off
é capturada através das correlagoes intra perturbagoes do modelo: ¢, =
(E1:820) s me = (Mt M2) € Wi = (Wi, wa)".

De acordo com a Subsecao 3.2.1, o modelo Atherino multivariado (Equa-
goes 3-20, 3-21 e 3-22) pode ser representado da seguinte forma:

Equacao das observacgoes:

xt:ZtCYt+€t t:1,2,...,T
No qual, para um modelo bivariado, as matrizes x; e £; tém dimensao
2 x 1, a matriz Z; tem dimensao 2 x m, sendo m o total de variaveis de estado

e oy possui dimensao m x 1.

Ty = [ . ] (3-26)

1 o010 ---000O0O0--0
Zy = (3-27)
0100 ---0
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Mt
M2t
Y1t
Y1,t—1
Y1,t—2
a, = ‘ (3-28)
V1,4—N+1
V2.t
V2,t—1

V2,t—2

Y2,t—N+1

No qual N representa a dimensao da componente peridédica - depende do
nimero de colunas do triangulo de run-off que serd modelado - (vide Tabela

2.1, por exemplo) .

e = [ o ] (3-29)

Eat
Equagao do estado:
O‘t-‘rl:ﬂat—i_Rtnt t:1727"'7T

No qual, para um modelo bivariado, a matriz 7; tem dimensao m x m, a

matriz R, tem dimensao m x 4 e 7, possui dimensao 4 x 1.
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o O O

(a») (@») e

o O = O

M1 e+1
M2 t+1
T1,t4+1
Vit
Yit—1
Y1,t—2
Qi1 =
Y1t—N
Y2, t+1
V2.t
Y2,t—1

Y2,t—2

Y2,t—N

o O O O

IN><N

IN><N

o O O O

o O o O

45

(3-30)

(3-31)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121531/CA

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121532/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1121532/CA

Capitulo 3. Modelo Atherino bivariado 46

1 00 0
01 0 0
0010
00 00
Ro=| = 3-32
"“looo0 o0 (3-32)
0
00 0 0
Mt
m=| ™ (3-33)
Wit
Wat
No qual n; ~ N(0, Q).
Ugl (o 0 0
P
Tmom Oy 0 0 5.3
@ 0 0 02 Ouwws ( )
0 0 Oupwy 032

A possibilidade de existéncia de componentes comuns entre as séries
pode ser investigada observando-se, em um modelo SUTSE, o posto da
matriz variancia-covariancia associada a cada um dos vetores de choques das
componentes, 1; = (1,1, 7;2) para a componente nivel, e w; = (w1, wy2) para a
componente periddica. Se essas matrizes, ¥, e ¥, respectivamente, possuirem
posto maior ou igual a 2 (para o caso z; ~ 2% 1; se z; ~ px 1 a condigao é posto
maior ou igual a p) entdo, isso indica que o melhor modelo a ser aplicado para
aquele conjunto de dados é o modelo SUTSE irrestrito, ou seja, cada série tem
suas componentes individuais. Quando o posto é menor do que 2 (para o caso
x; ~ 2 X 1) terfamos um modelos SUTSE restrito, com menos componentes,
onde a componente de uma série seria uma funcao afim da outra componente
da outra série, dai a denominacao de modelos de “componentes comuns”.

Na proxima subsecao sera apresentada a formulacgao SUTSE com nivel co-

mum (Harvey, 1989). A representaciao quando hé outras componentes comuns
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- sazonalidade, ciclo, tendéncia e periodicidade - segue o mesmo raciocinio.

3.3.2
Formulacdao SUTSE - nivel comum

O reconhecimento de fatores comuns permite o uso de modelos que nao
somente tém interpretacoes interessantes, mas também fornecem previsoes e
inferéncias mais eficientes, comparadas as fornecidas pelo modelo SUTSE geral.

Um modelo SUTSE bivariado de nivel local pode ser descrito a partir
das Equacoes 3-35 e 3-36.

Tip = it t €1

Tor = [og T €24 (3-35)

Mige1 = M+ Mt
Mopr1 = ot T Moy (3-36)

Neste caso a matriz de varidncia e covaridncia do vetor n; = (914, 12.)" €

dada pela Equacao 3-37.

2
%, = ( o P ) (3-37)

PnOn1Ony s

Ining
Ty Oy |
Pode-se mostrar que o modelo apresentado nas Equacgoes 3-35, 3-36 e

A correlacao é dada por p, =

3-37 pode ser reescrito como:

Tit = M1+ €1y
Tor = Tplie+ [ + €2t
g1 = Mg+ My
A e

no qual a matriz de variancias e covariancias é dada por:
2
o 0
Cov| ™) ={ ™ | 7 | (3-38)
M 0 o = P00,

Tem-se que: 72 = 7,1 + 7, no qual m, = pn%, logo:

Prova.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121531/CA

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121532/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1121532/CA

Capitulo 3. Modelo Atherino bivariado

Em] = 0
Cov[nam,| = Elm.m]
= En(nee — mpm)]
= Elmmze] — myElnem.

o
= PnOmOn; — pﬁf“%
1
=0
Var[7,] = Var[r]u - 7Tn771,t]
= Var[ny,] + WﬁVar[m,t] - QWnCOV[m,t, Uz,t]
2 2 2
= Op, + TOm — 27T77PUJ7I1 Ong
_ 2 2 2
= Op = PpOn,

Por conseguinte:

2 0
Cov(m’t):(am ) 22)
Tt N L

Adicionalmente, tem-se:

Moir1 = o+ Moy
= o + (TN + 1)
= poyg + Tp(f141 — pae) + 7

De modo que se pode escrever 3-39:

H2t+1 — Tpfhit1 = ot — Tplie + 7

Fazendo [i, = po — 714, tem-se:

Hipq1 = [y T 7 € flog = Typire + iy, de modo que:
Entao,

Top = [ot+ €t

= Typiz + Hy + €24

Desta forma, o modelo bivariado 3-35 e 3-36 pode ser reescrito como

48
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Tip = M1+ €y
Tog = TMplhie+ [ + €2
Mg+l = Hig+ Mg
Hepr = Py T

no qual a matriz de variancias e covariancias é dada por:

me | o2 0

= 2 2.2
T 0 e PO

Cov

No caso em que p, = £1 11 e 12, sao perfeitamente correlacionados, o
que equivale a dizer que a matriz de variancia e covariancia de 7, 3J,, nao tem

posto cheio. [i, é constante, e ha s6 uma tendéncia comum, que serd denotada

por ;.

[ |
O Modelo 3-35 tem a forma:
Tirs = [L,?L + €1
Top = Wnu? + [+ €2y
,utt-l = ut* + 7y
De outro modo na forma matricial:
x 1 0 hy
M = Pl | (3-39)
Ty T, 1 I €24

Se m, = 1, a tendéncia da segunda série fica sempre a uma distancia

constante i da tendéncia na primeira séries, ou seja, fio; = [ + [i1 .

Pré multiplicando o vetor das observagoes pelo vetor (—m,, 1), tem-se:

Tot = anit T A+ E (3-40)
oz o o~ .
no qual ¢, = ey —me e, = %ﬁ. Quando a condigao linear xo; — 71,

for estacionaria, tem-se que as duas séries sao co-integradas.
Na pratica, aplica-se a formulagao SUTSE apresentada na Equagao 3-20
e, posteriormente, calculam-se as correlacoes entre os residuos e verifica-se se ha

componentes em comum. Adicionalmente, no caso de nivel comum, utilizam-se
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ng e 07272 (vide Equagao 3-34) no célculo do 7 e a partir deste ponto modelam-
se novamente os dados utilizando a formulagao SUTSE especifica para o caso
com nivel comum.

Neste ponto ja se tem toda a teoria necessaria para se formular o modelo
Atherino bivariado. Como ja mencionado, este modelo tem a finalidade de
estimar de forma conjunta as reservas IBNR (vide Equagao 4-33). O modelo
serd aplicado a duas séries “empilhadas” (vide Subsegao 2.3.4) provenientes da
reorganizacao dos dados contidos em triangulos de run-off.

Neste modelo bivariado o volume de sinistros ocorridos de uma cobertura
é escrito como uma combinacao linear do volume de sinistros ocorridos de uma
outra cobertura. Cada cobertura apresenta uma distinta componente periddica
e essa esta diretamente ligada ao niimero de colunas N que o triangulo de run-
off apresenta (vide Tabela 2.2).

Cabe ressaltar que o modelo proposto pode ser adaptado facilmente a
um nimero arbitrario de séries (coberturas) que apresentem relagoes entre si.

De acordo com a Subsecao 3.2.1, o modelo Atherino bivariado (formu-
lagao SUTSE com componentes comuns) pode ser representado da seguinte
forma:

Equacao das observagoes:
Ty = Zyoy + &y

No qual, para um modelo bivariado, as matrizes x; e £; tém dimensao
2 x 1, a matriz Z; tem dimensao 2 x m, sendo m o total de variaveis de estado

e oy possui dimensao m x 1.

2 = [ ] (3-41)

1 010 --000O0SO0--0
Zt — (3—42)
0100 ---0
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Mt
7
Y1t
Y,t—1
V1,t—2
a, = ‘ (3-43)
Y1,t—N+1
V2,t,2
Y2,t—1

V2,t—2

Y2,t—N+1

& = [ ] (3-44)

N representa a dimensao da componente periddica - depende do ntimero
de colunas do triangulo de run-off que sera modelado (vide Tabela 2.2, por
exemplo).

Equagao do estado:

g1 = Tyoy + Rymy t=1,2,...T
No qual, para um modelo bivariado, a matriz 7; tem dimensao m x m, a
matriz R; tem dimensao m x 3 e 7; possui dimensao 3 x 1.

em que:
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H1t+1

T1,t4+1
Vit
Yit—1
Y1,t—2
Qi1 =
Y1t—N
Y2, t+1
V2.t
Y2,t—1

Y2,t—2

Y2,t—N

oS O O =
o O = O
|
—_
|
—
I
—_
o o o O

IN><N

=}
=}

IN><N

o O O O

52
(3-45)

0

0

0

0

: 346

I R

1

0

0 -
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o O o =
S = O O
o O o O

o (3-47)

wl,t (3-48)

Wat

Mt

sendo 7 ~ N(0, Q).

0,2 0 0
Q=] 0 02 Ouuw (3-49)

2
0 Oupuwn O

No modelo z; ; e 29, representam os logaritmos das duas coberturas?, Ty
relaciona os niveis das duas coberturas através das varidncias e covariancias
dos residuos presentes nas equagoes dos niveis (quando essas nao sao comuns),
sendo 7, = pn%. Adicionalmente, 7;; e 72, denotam as periodicidades
das coberturas relacionadas, assim como na Equagao 3-3. 7, descreve as
componentes irregulares do nivel e das periodicidades e @); apresenta as
variancias e covariancias das equagoes que descrevem a evolucao do nivel e
da periodicidade.

Em funcao da dificuldade na programacao do modelo Atherino bivariado,
assim como outras formulagdes em espago de estado multivariadas (Lima,
2010), optou-se por utilizar uma abordagem univariada para a problemética
em questao. As adaptagoes da teoria univariada, primeiramente, apresentada
no artigo de Koopman e Durbin (2000) serdo expostas no Anexo A.

O céalculo da matriz de covaridncia condicional das parcelas do IBNR?

2Vide capitulo de aplicacio (5).
3Vide Equacio 4-33.
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modeladas de forma bivariada (Equagoes 3-41 e 3-45) ¢ feito simultaneamente
(Subsegao 3.2.2). O calculo das reservas IBNR e do erro médio quadratico
é semelhante a forma apresentada na Subsecao 3.2.3, utilizando as Equacoes
3-15 e 3-16.

3.4
Analise do poder preditivo - medidas de aderéncia

O poder preditivo de um modelo ajustado a uma base de dados pode
ser checado através da comparagao de valores reais dos dados com os valores
previstos dos mesmos a partir de um modelo adequado.

Como medidas de aderéncia para avaliar a qualidade de ajuste do modelo
“in sample” e “out of sample” utilizou-se o MAPE, o MSE, o Pseudo e o R?

apresentados a seguir.

1 & — Yppt—
MAPE = O Z (W)uoo, g 20 (3-50)
¢
PseudoR* = [Corr(yt,yﬂt )]? (3-51)
1
EQM = d Z (yr — yt|t—1)2 (3-52)
=0, 1

onde d = dim(J) ¢ a dimensdo ndo estaciondria do vetor de estado;
y; representa cada observagao de uma dada cobertura e ¢, representa a
previsao um passo a frente. Vale ressaltar que nos interessa avaliar o poder
preditivo do modelo referente a variavel original, y; e ndo z; = log(y;), logo
utilizaremos y; nas medidas de aderéncia. Diferentemente da analise residual

que serd feita, para o modelo Atherino, utilizando a variavel z; = log(y;).
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4
Modelos GAS para triangulo de run-off

Modelos GAS (Generalized Autoregressive Score), também conhecidos
como Dynamic Conditional Score (DCS), desenvolvidos por Creal et al. (2013),
fornecem um arcabougo geral para especificar e estimar modelos de séries tem-
porais e dados em painel com parametros variantes no tempo e consecutiva-
mente calcular as reservas IBNR. A facilidade na estimacao e a inferéncia sao
caracteristicas principais desses modelos. A partir desse arcabouco é possivel
especificar e estimar qualquer distribuicao condicional que se julgue adequada
para caracterizar as entradas do triangulo de run-off.

Nos modelos GAS, a verossimilhanga estd disponivel na forma fechada,
o0 que nao ¢ o caso para modelos em espaco de estado com distribuicoes
nao Gaussianas. Além disso, a estrutura completa da distribuicao preditiva
¢é transportada para o mecanismo de atualizagao dos parametros variantes no
tempo, via fungao score.

Alguns modelos bastante conhecidos e utilizados na literatura podem ser
vistos como casos particulares dos modelos GAS. Como exemplos cabem citar:
os modelos autoregressivos condicionalmente heterocedasticos (GARCH) de
Engle e Bollerslev (1986), os modelos autoregressivos de intensidade e duragao
condicional, de Engle e Russell (1998) e os modelos de erro multiplicativo
(MEM) de Engle (2002).

A segunda classe de modelos propostos para o calculo das reservas IBNR
é o GAS. Na proxima sec¢ao, serd apresentado o modelo GAS e, na Secao
4.2 a sua adaptacao para dados em painel, que sera utilizada na modelagem

univariada do tridngulo de run-off para estimacao da reserva IBNR.

4.1
Modelos GAS - especificacoes e propriedades

Seja y; a variavel dependente de interesse, f; o vetor com parametros vari-
antes no tempo e 1 o vetor com os parametros fixos e desconhecidos do modelo.
Adicionalmente, define-se os conjuntos de informacao Y* = (yi,y2, - ,y:) €
F''= (fo, f1, -, [¢). Assim teremos que a informagao disponivel até o instante

t — 1 sera dada por:
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F_y = {y"™ 1}, para t=1,2,---T. (4-1)

Supondo y; um processo estocdstico com espaco de estado continuo, sua

densidade condicional é representada por:

Y ~ P(Z/t|ft, Fiy; ¢) (4‘2)

O mecanismo de atualizacao do vetor de parametros variantes no tempo,
fi, € dado por uma equagdao semelhante a adotada nos modelos ARMA,

resultando em um modelo GAS (p,q) definido a seguir.

p q
frri=w+ > Aisiivi + Y Bifiojn (4-3)
i=1 j=1
Onde w é um vetor de constantes, as matrizes A; e B; possuem dimensoes
adequadas, determinadas pela dimensao de f;, enquanto s; é uma funcao dos
dados passados, s; = s;(ys, fi;1), a ser detalhada.
A estimativa dos fatores no tempo, f;, dado as observacoes passadas,
Y, 1 =y1,...,yi_1, para um valor de v, é semelhante ao processo de filtragem
(Secao A.2). Quando a observagao y; torna-se disponivel computa-se s; como
definido na Equacgao 4-4. Na pratica, o processo de filtragem ¢ iniciado no
instante ¢ = 1 com f; sendo um valor fixo ou até mesmo sendo estimado,
fazendo parte do vetor 1. Esse assunto serd abordado com mais detalhes na
Subsecao 4.1.1.
Assim como em Creal et al (2008), define-se s;, presente na Equagao 4-3

como sendo:

St — St(Ft—l) . Vt = StVt (4—4)

O vetor score, V,, contido na Equacao 4-4 é dado por:

_ Ologp(ye| fe, Fi—15)
dfi

Vi (4-5)

S; ¢ uma matriz de ponderacao obtida a partir da matriz de informacao

de Fisher, sendo dada por:

S =12, d=0,-,1. (4-6)

No qual,
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B Ologp(yi| fr, Fr1;)
- he K 01,07, ﬂ (47)

Sendo Ey_1(+) = Ey_1(+| fi, Fi—1;¢). O mecanismo de ponderagao do vetor

score presente na Equacao 4-4 é uma relevante caracteristica dos modelos
GAS. Escolhendo-se d = 0 obtém-se a matriz identidade (S; = I) com a
qual o mecanismo de atualizacao passa a utilizar somente o gradiente para a
atualizacdo dos pardmetros variantes no tempo. Se d = 1/2, entdo pode-se
mostrar que F;_1(s;) = 0 e Vi_1(s;) = 1, ou seja, s; é um processo diferenga

martingale com variancia unitaria.

4.1.1
Inicializacao do vetor de parametros variantes no tempo

Para iniciar a otimizacao da funcao de verossimilhanca com relacao aos
parametros fixos do modelos GAS, é necessario que se escolha os valores iniciais
de cada parametro e um valor inicial para f;, que constitui o inicio de todo o
processo de atualizagao, como pode ser visto na Equacao 4-3. Para o caso do
vetor de pardmetros variantes no tempo, f;, supondo um modelo GAS (1,1),

segue que:

Elfin] = w+ A1 E[si] + B1E[f] (4-8)

Dado que E[s;|F;_1] = 0, segue que E[s;] = 0, e assim temos que:

Elfia] = w+ BiE[f] (4-9)

Supondo estacionariedade para o processo f;, segue que E|[fi1] = E[fi],
o que implica que E[f;] = w/(1 — By), By # 1. Assim, toma-se f; = E[f], e

portanto:

W

fi = 1_731, By # 1. (4-10)

Na estimagao do vetor de parametros fixos dos modelos GAS, a inicializa-
¢ao do algoritmo de otimizacao sera realizada a partir de um método hibrido,
utilizando algoritmos genéticos. Esse serd brevemente descrito na proxima sub-

secao.
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4.1.2
Algoritmos genéticos para geracao de valores iniciais

Algoritmos genéticos (AGs) sao métodos de otimizacdo inspirado nos
conceitos da teoria de sele¢ao natural (principio Darwiniano), originando-se de
conceitos baseados nos processos genéticos para procurar solugoes 6timas ou
sub-O0timas para um dado problema. Essa classe de algoritmos evolutivos se
tornou conhecida com o trabalho de John Holland na década de 70. A partir
de entao, muitos trabalhos foram publicados acerca dos fundamentos tedricos
dos algoritmos genéticos, como por exemplo: Goldberg (1989), Rawlins (1991),
Whitley (2000), Whitley e Vose (1995).

Nos AGs cada “individuo” representa uma possivel solucdo para um
dado problema. Cada possivel solu¢cao de um problema é codificada em uma
estrutura chamada de “cromossomo”, composta por uma cadeia de bits ou
simbolos. Os “cromossomos” representam individuos, que sdao evoluidos ao
longo de varias geracoes, de acordo com os principios de selecao natural e
sobrevivéncia. Os individuos sao, entao, submetidos ao processo evolucionario
que envolve avaliagao, sele¢do, recombinagao ou crossover e mutacao.

Nesta tese utilizou-se algoritmos genéticos com a finalidade de determinar
o melhor vetor de parametros iniciais na estimacao do modelo GAS. Para tal, o
pacote GA do R-project foi empregado. A inicializagdo adotada foi a aleatoria
uniforme, na qual cada gene do individuo recebe um valor sorteado de forma
aleatéria a partir de uma distribui¢ao uniforme.

Considere 1 uma matriz de dimensao m X p, na qual m é o nimero
de elementos na populacao de valores iniciais, p é o nimero de parametros
do modelo GAS, k o numero de iteracbes do AG, a e b parametros da
distribuigao uniforme, y a série (Casco ou RCVF no caso desta tese) e lv a
log-verossimilhanca. A execucao do algoritmo envolve inicialmente a definicao
dos parametros descritos acima.

O pseudo algoritmo para a geragao de valores iniciais do vetor v utilizado

nesta tese sera apresentado a seguir:
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Figura 4.1: Algoritmo para a geracao de valores iniciais.

Algoritmo 1 Geracao de Valores Iniciais por meio de Algoritmo Genéticos

iz
2
3
4
5:
6:
%
8:
9:
10:
11:
12:

13:
14:

15:

16:

procedimento ALGORITMO GENETICO(lv(.) .m,p, K ,a,by)
Gerar uma populacao de candidatos a solucao
para i+ 1 até m faga
para j «+ 1 até p faca

(i, 7] + Ulalg], b[j]) > Sorteio Aleatdrio da Uniforme
fim para
Avaliar a funcao de verossimilhanga {v(.|y) no vetor v» gerado
fim para

Selecionar as 5% melhores solucoes
para k + 1 até K faga
realizar mutacao
realizar crossover
gerar uma nova populacao de solugoes
avaliar a log-verossimilhanca nas solugoes geradas
retorna Selecionar as 5% melhores solucoes
fim para
fim procedimento
retorna votimo

Os valores dos parametros estaticos (vetor 1) obtidos pelo AG serao

utilizados para inicializar o método cléssico de otimizacao (BFGS).

4.1.3
Diagnosticos

Um passo crucial na modelagem estatistica de dados é a investigacao da

probabilidade do modelo utilizado ser uma aproximacao razoavel para o verda-

deiro mecanismo probabilistico gerador dos dados. Nessa tese os diagnodsticos

para a avaliagao dos modelos sao baseados em testes realizados nos residuos

quantilicos e/ou nos residuos de Pearson.

De acordo com Dunn e Smyth (1996) o residuo quantilico tedrico para

um modelo estatistico é definido como:

Riy = @ HF(ylfe, Fr159)} t=1,2,---,T (4-11)

A sua versao observada quando substituimos ¢ por sua estimativa de

maxima verossimilhanca 1) é representado por:

rg = O H{F Wil fi Froasd)} (4-12)
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Onde ®~! ¢ a funcao de distribui¢do acumulada de uma normal padrao,
F(y|Fi_1, 1) é a funcio de distribuicdo condicional do processo y; apresentado
na Equacao 4-14 e zﬁ e a estimativa do vetor v obtido por maxima verossimi-
lhanca.

O residuo de Pearson é definido como:

A~

_ Y~ E[ytlfta Ft—lﬂvz)]
\/V[yt‘ftathlﬂm

(4-13)

Dt

A auséncia de valores em muitas posi¢oes do triangulo de run-off dificulta
a andlise residual. Para realizar os testes de autocorrelagao serial, heteroce-
dasticidade condicional e normalidade construiu-se uma série empilhando por
linhas' os residuos dos tridngulos de run-off e nido considerou-se as posicoes
na qual existem valores ausentes.

Adicionalmente, para avaliar se nos residuos do modelo GAS encontram-
se posigoes mal ajustadas ou outliers, utiliza-se, assim como em De Jong (2004),
uma analise simplificada dos residuos em painel. Observa-se a propor¢ao, em

relacao ao total, dos residuos que apresenta valores superiores a 2,0.

4.2
Modelos GAS - adaptacao para série em painel

A utilizacdo dos modelos GAS para a modelagem dos dados em forma
de triangulo de run-off sera efetuada a partir da sua versao para dados em
painel, conforme apresentado em Creal et al. (2014). Como veremos a seguir, os
sinistros IBNR expostos no tridngulo de run-off podem ser considerados neste
formato, uma vez que é de se esperar que haja dependéncia nos dados ao longo

dos periodos de origem (t) e ou ao longo dos periodos de desenvolvimento (7).

4.2.1
Especificacdes dos modelos GAS (1,1) para dados em painel

De acordo com Creal et al. (2014), supoe-se uma série temporal em painel,
Yri, comt =1,....,T ei = 1,...,N. Por hipétese cada célula do triangulo de
run-off (t,i) é modelada por uma mesma densidade condicional conforme a
seguir:

1

O empilhamento por linhas foi apresentado na Subsecao 2.3.4. No caso dos modelos
Atherino univariado e bivariado empilhou-se os dados de sinistros IBNR e logo apds aplicou-
se 0 modelo. No caso dos modelos GAS, os dados foram modelados como dados em painel e
empilhou-se posteriormente, os residuos para analise residual.
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Yri ~ D(Yeil frs Fi=1,7) i=1,2,--- ,N; t=12---.T (4-14)

No qual, semelhante a formulacao geral dos modelos GAS, tem-se que:

y¢;: montante de sinistros ocorrido em t e avisados em 7, 7 = 1,2,--- N e
t= 1727”' 7T7

fi: vetor de parametros variantes no tempo;
F,_1: toda a informacao disponivel em t;
Y: vetor de parametros fixos.

Observe que, por construgao, a variagao no tempo dos parametros do
modelo ocorre apenas ao longo do periodo de origem ¢, t =1,2,--- T

Para completar a especificacao adequada aos modelos GAS, para os
dados do triangulo de run-off, vamos assumir que os sinistros IBNR, os y,’s,
em cada tempo t, sdo cross-section independentes, condicional a f; e ao
conjunto de informacgoes F; ;. Os detalhes dessa formulagao serao apresentados

posteriormente, para as densidades gama e log-normal.

4.2.2
Estimacao por Maxima Verossimilhanca - adaptada ao triangulo de run-off

Uma propriedade conveniente dos modelos GAS ¢ a facilidade de avalia-
¢ao da funcgao de verossimilhanca. Adota-se a decomposicao do erro padrao de
predigdo. Assim como descrito em Creal et al. (2011), para uma série temporal
Y1, Y2, .-, Y7, 0 estimador de maxima verossimilhanca, para os parametros fixos

do modelo, ¥, pode ser expresso como:

) = arg max,, Sy l; (4-15)

No qual I; = logp(y:|Fi_1;v¢) para uma dada realizagdo y,. Para a
avaliacao da funcao de verossimilhanca, é suficiente implementar o mecanismo
de atualizagao dado pela Equagao 4-3 e avaliar o logaritmo da verossimilhanca,
ly, em um valor particular ¥x de .

Serda necessario adaptar a verossimilhanga tradicional aos dados do
triangulo de run-off. Sob a hipdtese de independéncia cross-section, dado f; e

F,_1, a densidade em cada tempo t sera dada por:
p(yelY), Fi1) = Hi]i1p(yt7i|fta Fyo1;9) (4-16)

Uma vez que a funcao de verossimilhanca é dada por:
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L(v) = Tip(wl fir Froai ) (4-17)
em vista de (4-16), segue que:

W) = log(L(1)))
= Ethllog p<yt|fta Fy_q; 1/))
= 2?:1211'\[:11% Pyl fo, Fro1;9) (4-18)

Uma varidvel dummy para identificar a existéncia ou a auséncia de
valores em cada posicao do triangulo de run-off é incluida na verossimilhanca,

resultando em:

l(y) = Z?:1Z£\L15t,z‘10g Pyl fo, Fro1;0) (4-19)
onde:
5, = { 1, se ;i ¢ observavel, (4-20)

0, caso contrario.

Sob certas condi¢oes de regularidade, o estimador de maxima verossimi-

lhanca v de 1) é consistente e possui distribuicao assimétrica normal.

VT (4 — ) —4NO, W) (4-21)

No qual W = —E[;25] e 1 = XT_,1,.
Maiores detalhes sobre a normalidade assintética dos estimadores de

maxima verossimilhanca pesquisar em Blasques et al. (2014).

4.2.3
Intervalo de confianca in sample para os parametros estaticos do modelo
GAS(1,1)

O método para o cdlculo dos intervalos de confianga (IC) suficientemente
preciso e rapido em modelos GAS e que incorpore a incerteza ao vetor de
parametros estéaticos do modelo foi desenvolvido por Blasques et al. (2015) e
chamado de “simulation-based bands”.

Os autores do artigo propoem intervalos de confianga para ft, de forma
a refletir a incerteza dos parametros estaticos contidos no vetor zﬂ No instante
que se obtém o intervalo de confianca para os fts e para os \:s torna-se possivel

o célculo dos intervalos de confianca para as reservas IBNR (Equagoes 4-33 e
4-34).
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4.2.3.1
Simulation-based bands

Desde que os intervalos de confiancga reflitam apenas a incerteza contida
no vetor que engloba os estimadores de maxima verossimilhanca, @T, pode-se
obter intervalos exatos gerando valores W da distribuicao de &T e em seguida
calcular o filtro de t =1 a t = T para cada valor simulado @/AJJ. Contudo, uma
vez que a distribuicao amostral finita de 1[}7“ ¢é desconhecida, a solucao é simular

valores da distribuicao assintética.
1&%‘ ~ N(&T? T_1W>7 j = 17 ..M (4_22>

Onde M ¢é o numero de simulagoes e W ¢é a matriz de varidncias
e covariancias de zﬂ Para cada W, 7 = 1,..., M, calcula-se a sequéncia
L L f3 (vide Bquacao 4-3).

A incerteza de z@T ¢é caracterizada por sua distribuicao assintoética,
conforme Equacao 4-21. Para obter o intervalo de confianca basta calcular os
percentis desejados para cada t, a partir dos M cenarios gerados pela simulacao

de Monte Carlo para os ft] .

4.2.4
Previsao fora da amostra - efeito linha no triangulo de run-off

Como ja mencionado, o tridngulo de run-off é uma representacao esta-
tica, em uma determinada data, dos sinistros IBNR associados a periodos de
origem e a periodos de desenvolvimento (Subsegao 2.5). A medida que se avanca
no tempo, as linhas e as colunas da matriz aumentam conforme o acréscimo
de novos dados de sinistros a base das seguradoras. A previsao destes valores
sao de interesse da seguradora, uma vez que eles constituem parte da reserva
total que ela devera provisionar no préximo instante de tempo.

Os valores presentes na extensao do efeito linha - também conhecido como
reserva de prémio (quando ¢t = 7,7 + 1,--- ,7) apresentados no Capitulo 2
representam os sinistros “IBNR futuros”, ou seja, sinistros que ocorrerao e que,
por algum motivo, nao serdao imediatamente informados a seguradora.

Quando t representar uma linha do triangulo superior a T serda chamado
det*;sendot* =T+ 1,T+2,--- ,7. O calculo destes “IBNR futuros” é dado

pela equacao:

IBNR+; = E[?Jt*,z’

fes Fro1s ), t=T+1,T+2,-- 7. (423

Como nas linhas t* todas as posigoes sao ausentes de informacoes, Iy;—;
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e V; contidos na Equagao 4-41 serao iguais a zero. O instante de tempo 7"+ 1
¢ a Unica excessao, neste perfodo, temos as informacoes Irjp—1 e V.

As proje¢oes nao serao feitas para colunas adicionais ao tridngulo de
run-off (i > N). Avaliando os tridngulos disponiveis observou-se que no
periodo de desenvolvimento N os sinistros reportados tém proporcoes muito
pequenas do total pago no primeiro periodo de desenvolvimento, menos de
0,5%, sendo assim, acredita-se que os avisos em periodos superiores a N podem

ser desprezados sem maiores perdas.

[...] Nao é prudente que se faga uma extrapolagdo do efeito
linha por horizontes muito longos, pois o poder preditivo dos
modelos pode ser fortemente comprometido, dado que as variaveis
explicativas, geralmente utilizadas para modelagem de sinistros
IBNR, nao contém informagées quanto a mudancas de politica da
empresa e nem da economia (COSTA, 2010, p. 23).

E importante ressaltar que um arcabouco geral para estimacao de reser-
vas IBNR ¢é a utilizacdo dos modelos GAS (CREAL et al. (2013)). A partir
desse arcabouco é possivel especificar e estimar qualquer distribuicao condi-
cional que se julgue adequada para caracterizar as entradas do tridngulo de
run-off. Outro ponto importante é que, embora em nossa tese tenha sido pro-
posta a dindmica dos parametros da distribuicao f; ao longo dos anos de origem
t, é possivel também assumir que essa dinamica ocorra ao longo dos anos de
desenvolvimento ¢ e até de forma conjugada. Sera necessario averiguar se o
modelo proposto captou a dependéncia de forma correta através da analise

residual, por exemplo.

4.3
Modelos GAS e densidades condicionais

Em se tratando da modelagem de triangulos de run-off via modelos GAS,
a escolha da distribuicao preditiva e dos parametros variantes no tempo devem
refletir as distribui¢oes continuas definidas no dominio dos reais positivos. As
distribuicoes gama e log-normal sao algumas das distribui¢oes que possuem
suportes adequados as séries dispostas nos triangulos de run-off utilizadas
nesta tese (Tabelas 5.1 e 5.2).

Em seus artigos Verrall (1989), Taylor (2003), De Jong (2004) e Atherino
(2010) adotaram a suposicao de log-normalidade dos dados. J& Verrall (2000)
e Huang (2012) assumiram que os dados contidos nos tridngulos apresentavam

distribuicao gama.
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Por essas distribuigoes ja terem sido adotadas na literatura atuarial e por
apresentarem suportes adequados para os dados IBNR, optou-se por empregé-

las nesta tese.

4.3.1
Densidade gama adaptada ao triangulo de run-off

Por construgdo o parametro [ varia de acordo com cada coluna 1,
portanto, 6 — f3;, ¢ = 1,2,3,---N. Por sua vez, o parametro « varia de
acordo com cada linha ¢, logo, a — ay, t =1,2,3,---T.

A densidade para cada y;; serd dada pela Equacao 4-24.

op—1 7
Yp; € i

BT (o)

PWeilaw, Biy Fr1) = i >0 (4-24)

A esperanca e a variancia de uma distribuicao gama sao dadas a seguir:

Elyilow, Bi, Fra] = oufli = PN (4-25)
V[yt7i|at7 Bia Ft—l] - atﬁ? (4—26)

O logaritmo da densidade (Equacao 4-24) é dado pela equagao:

logp(ye.ilaw, Bi, Frr) = (a — 1)log(yes) — y;} — aylog(B;) — logD(ay) (4-27)

Adicionalmente, tem-se que:

ayf; = el (4-28)

No qual \; € (—o0,+00) e 3; = e*. A Equagao 4-28 serd utilizada
nos calculos das reservas IBNR. Assim como no modelo Atherino, para cada
célula do tridngulo inferior, as reservas IBNR serao dadas pelas esperancas

condicionais e a reserva total serda dada pelo somatorio dessas esperancas.

43.1.1
Dinamica de atualizacao - distribuicao gama

Como visto na Secao 4.1, para o desenvolvimento do modelo GAS (1,1)
serd necessario calcular V; e Iy;—;. Assim como em Creal et al. (2013), segue

que:
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N N Olo i| Oy Diy F
vt — Zétﬂ‘Vti — Zétﬂ' gp(@/t,(la t B t 1) (4_29>
=1 =1 ft
N
sy = By 1 ViV =Y 61iE 14 [Vii V] (4-30)

i=1

Onde 0;; ¢ definido de acordo com (4-20).
O modelo GAS(1,1) com distribuigdo gama para modelar a estrutura de
dependéncia entre os dado contidos no triangulo de run-off é apresentado a

seguir.

Jer1 = w + Aisy + Buf (4-31)

Onde:
» 1
Sp = It|t71Vt, d=0, 3 ou 1.

Quando d = %, tem-se:

St = _[tTf_lvt
1
= S 00 log(yri) — log(B;) — 1(ay)]
\/Ef\ilf;t,i(oét)%l(at)

Onde ¢ (ay) = Ologl'(ay)/0cy, ou seja, a fungao digama é a primeira
derivada logaritmica da funcao gama e a fun¢ao trigama é a segunda derivada
logaritmica da funcio gama, ¥ (a;) = 9%logl(ay) /0.

Adicionalmente, se y ~ gama(w, 3), entdao: Eflogy] = ¥(a) + log(5) e
V[logy] = 9(«). Esse resultado sera ttil para provar que E[s;|F;_1] = 0 e
Elsi] = 0 (vide Subsegao 4.1.1).

4.3.1.2
Calculo do IBNR assumindo distribuicao gama

Semelhante ao modelo Atherino (Subsecao 3.2.3) os sinistros estimados

para cada posicao do triangulo de run-off é dado pela esperanca condicional.

IBNRy; = Elyeilfi, B3] =eft™ i=1,--- N t=1,--- T (4-32)

A reserva IBNR por linhas consiste na soma dos valores faltantes de cada

linha t do tridngulo de run-off, ou seja, para cada periodo de origem t, tem-se
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a estimativa do IBNR a ser pago pela seguradora até o periodo N (vide Tabela

2.2 | por exemplo).

IBNR; = Z efttAi (4-33)
i:é ausente
A reserva IBNR total serd dada pelo somatério das reservas IBNR por

linhas, como pode ser visto na equacgao a seguir.

IBNRrotar = ET: S et (4-34)
t=1 i:é ausente

De acordo com a Equagao 4-32, para a estimagao da reserva IBNR serd

necessario o calculo dos \;s e dos f/;s. Os \,s sdo obtidos através da relacao

B; = e e os f'ys (Equacdo 4-3) dependem, dentre outros pardmetros, dos

parametros estaticos w, A; e By que precisam ser estimados. Para estimar os

parametros desconhecidos e estaticos do modelo, 1 = (w, Ay, By, A1, -+, An),

deve-se maximizar o logaritmo da funcao verossimilhanga conforme a Equacao
4-20.

Além da estimagao das reservas IBNR via modelos GAS, estimou-se

o coeficiente de variacdo e o intervalo de confianca para as reservas IBNR.

O algoritmo para estimacao dos coeficientes de variacao e dos intervalos de

confianga serao descritos nas subsecoes a seguir.

43.1.3
Calculo do coeficiente de variacao para a distribuicao gama

Conforme visto nas subsegoes anteriores, o modelo GAS (1,1) um passo
a frente esta bem definido e assim a verossimilhanca é conhecida. Contudo,
para calcular o coeficiente de variacao das reservas estimadas precisa-se obter
as distribuigoes dos valores ausentes do triangulo de run-off e para tal sera
necessario projetar o modelo por mais de um passo a frente, e nesse caso a
densidade nao ¢ mais conhecida, tendo que ser obtida através de simulacgao.

As variadncias das reservas IBNR estimadas foram obtidas conforme

descrito abaixo:

Passo 1: Cada célula vazia do tridngulo de run-off é modelado por uma varidvel

aleatéria gama (g, f;), no qual oy = eft e f; = ei;

Passo 2: Usando os parametros «; e 3; estimados para cada célula vazia, simula-se

uma observagao da distribuicdo gama para cada posicao do tridngulo;
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Passo 3: Ao final reserva-se as somas dessas observacoes simuladas para cada célula

vazia. Neste ponto tem-se uma realizagao da soma;

Passo 4: Repete-se os passos 2 e 3 dez mil vezes. Ao final se terd, para cada
célula, dez mil valores - a média aritmética desses valores, para cada célula,
converge em probabilidade para a média da gama para cada célula do triangulo
(Equacao 4-32);

Passo 5: Soma-se sequencialmente esses valores sobre as células vazias, e assim,
ao final, tém-se dez mil valores da varidvel soma, que serao as realizagoes do

IBNR;

Passo 6: A média amostral das somas obtidas no passo 5 e a varidncia amostral (a
férmula usual dos livros textos) serdao utilizadas no calculo do coeficiente de

variagao.

4.3.1.4
Calculo do intervalo de confianca para a distribuicao gama

Conforme Blasques et al. (2015), os intervalos de confianga para as estimativas
do IBNR para cada t e para o IBNR total (Subsecio 4.2.3) foram calculados

utilizando o seguinte algoritmo:

Passo 1: Apés estimar o vetor de pardmetros 1) = (@,Al,él,ﬁl,--- ,5\N) e a
matriz Hessiana W(Qﬁ) via méaxima verossimilhanca adaptada ao triangulo
de run-off, assim como apresentado da Subse¢ao 4.2.2, gera-se, através de
uma distribuicdo normal multivariada, M vetores de pardmetros estaticos,

conforme a Equagao 4-22;

Passo 2: A partir dos valores simulados de 1/3 calcula-se ft(j ) e reserve:

F =a+ AP + B, (4-35)
(7) representa o nimero de simulagoes, j =1,2,---, M;

Passo 3: Neste ponto, ja é possivel substituir na Equacao 4-32 os valores simulados
de ft(i) e 3\53 ) e gerar M reservas IBNR;

Passo 4: Apds a geragdo de M reservas (M=10.000) ordena-se esses valores do
menor para o maior e obtém-se os quantis § e 1 — 5, para o cdlculo de intervalo
de (1 — «)%. Nesta tese utilizou-se a@ = 0,05, e portanto, os intervalos serdo
de 95%.

Assim, em cada linha ¢t do tridngulo de run-off, tem-se um intervalo de
confianca de 95% para a reserva IBNR estimada. Esses intervalos de confianca darao
maior seguranca e certamente auxiliardo nas tomadas de decisdes da seguradora

pautadas em menor risco.
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4.3.2
Densidade log-normal adaptada ao triangulo de run-off

Nesta subse¢do assume-se que as entradas dos tridngulos de run-off sao

modeladas pela distribuicao log-normal, ou seja:

1 logyti — pei)?
Xp. [(Og‘%’lw Yri € (0,400)  (4-36)

i\pei, o, Fi—1) = ———=—=e
P(ytﬂfﬂm t 1) yt,iU\/ﬂ 202

Onde o0 > 0, pt; € RN e varia de acordo com a linha ¢ e com a coluna 4 do
tridngulo, t =1,2,3,---Tei1=1,2,3,---N
O logaritmo da densidade (Equacao 4-36) é dada pela equagao:

log(yri — piei)*

S (4-37)

1
logp(ytilue,i, o, Fi-1) = ~log(yri) — log(o) — Slog(2m) —
A esperancga e a variancia da log-normal sdo dadas pelas equagoes a seguir:

2
Elyiilpei, o, Fi—1] = etit
2

452
Viyeilpe, o, Fr1] = (e7 — 1)62m,1+ (4-38)
Adicionalmente, tem-se que:

o2 o2
E[yt,i|Ft—1] — eﬂt,i‘i’T — eft+/\i+7 (4_39)

Uma vez que pe; = fr +Xi ey € .

A Equacao 4-39 sera utilizada no cédlculo das reservas IBNR. Para cada célula
do tridngulo inferior, as reservas IBNR serao dadas pelas esperancas condicionais e
a reserva total serd dada pelo somatério das esperancas estimadas para as células

que apresentarem valores ausentes nos triangulos de run-off.

43.2.1
Dinamica de atualizacao - distribuicao log-normal

O vetor score é dado pela equagao:

N
dlo it iy , Fi
g 6ztvtz ft § 5 gp v, gjj;t R 1) (4'40)
=1

It foi descrito na Equagao 4-30 e d;; na Equacao C-4.

O modelo GAS(1,1) com distribui¢do log-normal é apresentado a seguir.
frri=w+Aisi + Bify
s¢ sendo:

1
e 1Vt dzO,i ou 1
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Quando d = %, segue que:

1
— 2

1 log(ys.i) — fie.
_ 7E£\;15t,i [Og(ytﬂ)um] (4-41)

/SN 1 2
Yiz10t,i 52 7

4.3.2.2
Calculo do IBNR assumindo distribuicao log-normal

O IBNR para cada posi¢ao do triangulo de run-off é dada pela equacao:

IBNRt,’L = E[yt7i|ft7Ft—1§¢] 221727 7N t:1727 7T

2
eftTAit+%

-2
—  eltitT (4—42)

As reservas IBNR por linhas e total sdo calculadas conforme descrito na
Subsegao 4.3.1.2, utilizando o somatoério das esperancas condicionais para todas as

posicoes missing, para cada t e posteriormente soma-se todos os somatorios em t.

4.3.2.3
Calculo do coeficiente de variacao para a distribuicao log-normal

Assim como na Subsecao 4.3.1, os coeficientes de variacao das reservas IBNR
foram obtidos através simulacao, visto que a densidade das posi¢oes missing nao é

conhecida. A simulacéao foi feita utilizando o seguinte algoritmo:

Passo 1: Cada célula vazia do tridngulo de run-off tem uma variavel aleatéria log-

normal (fz,,0), no qual py; = fr + X\j e 02/2 = eMv;

Passo 2: Usando o p;; e o o estimados para cada célula vazia, simula-se uma

observacao da distribui¢dao log-normal para cada célula do triangulo;

Passo 3: Ao final reserva-se as somas dessas observagoes simuladas para cada célula

vazia. Neste ponto tem-se uma realizacao da soma;

Passo 4: Repete-se os passos 2 e 3 dez mil vezes. Ao final se terd em cada célula
dez mil valores - A média desses valores para cada célula ira coincidir, a menos
de flutuacao, com o valor dado pela média da log-normal para cada célula do
tridngulo (4-42).

Passo 5: Soma-se sequencialmente esses valores sobre as células vazias, e assim,
ao final, tém-se 10.000 valores da varidvel soma, que serdo as realizagoes do
IBNR;
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Passo 6: A média amostral das somas obtidas no passo 5 e a varidncia amostral (a
férmula usual dos livros textos) serdo utilizadas no calculo do coeficiente de

variagao.

43.2.4
Calculo do intervalo de confianca para a distribuicao log-normal

O algoritmo que viabiliza o cdlculo dos intervalos de confianca descrito na
Subsegao 4.2.3, para a distribui¢do log-normal, é semelhante ao apresentado na
Subsecao 4.3.1.4. A tnica diferenga estd no cilculo do IBNR. No caso da distribui¢dao
gama serd utilizada a Equacao 4-32 e no caso da distribuicido log-normal a Equagao

utilizada sera a 4-42.
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5
Aplicacoes

Para a aplicagdo dos modelos Atherino univariado e bivariado (Capitulo 3)
e modelos GAS (1,1) com distribui¢des gama e log-normal (Capitulo 4) utilizou-se
dados de triangulos de run-off das coberturas Casco e RCFV de uma determinada
seguradora brasileira, compreendendo o periodo entre o primeiro trimestre de 2009
e o segundo trimestre de 2013. Antes de apresentar a base de dados faremos uma
breve introdugao sobre a organizacao dos seguros em diversos ramos, pois esse
conhecimento é importante para melhor compreender a natureza da base de dados
utilizada nessa tese.

Os seguros podem ser agrupados por ramos' que, por sua vez, constituem os
segmentos de seguros. No Brasil, nove segmentos de seguros (VGBL, Automéveis,
Pessoas, DPVAT, Compreensivos, Transportes, Grandes Riscos, Rural e Garantia
Estendida), em 2014, representaram 94,4% do volume total de prémios diretos pagos
aos segurados.

A importancia do segmento de seguros de automéveis, no Brasil, pode ser
observada nos dados técnicos publicados pela SUSEP, os quais indicam que 19,1%
do total de prémios pagos em 2014 foram oriundos dessa categoria. Como pode ser
observado na Figura 5.1, no Brasil, o ramo de automéveis é atualmente o segundo

maior seguimento de seguros.

Figura 5.1: Participagoes dos segmentos de seguros no Brasil. Fonte: SUSEP.

o Principais segmentos - 2014

W VGBL

W Auto

M Pessoas

W DPVAT

® Compreensivos

® Grandes Riscos

® Garantia Estendida
® Rural

Transporte

® Demais

Conjunto de coberturas diretamente relacionadas ao objeto ou objetivo do plano de
seguro (Circular SUSEP 395/09).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121531/CA

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121532/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1121532/CA

Capitulo 5. Aplicacdes 73

A contratacdo de um seguro de automoével tem como objetivo garantir ao
segurado a indenizacao ou reembolso, em caso dos sinistros, dos prejuizos sofridos
e despesas incorridas, devidamente comprovadas, decorrentes dos riscos cobertos e
relativos aos veiculos segurados, conforme disposto nas condi¢bes gerais de cada
apoélice contratada. O segmento de automodveis abrange as seguintes coberturas:
Casco, RCFV e APP2.

Para o ramo de automéveis, a cobertura APP representa, em média, apenas
0,14% do montante pago pela seguradora na forma de sinistros IBNR e por esse
motivo a cobertura APP foi preterida nas aplicagoes desta tese. Abaixo uma breve

descrigcao das coberturas a partir dos quais formam a nossa base de dados.

— Casco de automdéveis: Cobre o Valor de Mercado Referenciado (VMR),

denominado pelo valor da tabela FIPE? acrescido de um fator de ajuste.

— RCFV: Responsabilidade Civil Facultativa de Veiculos, também conhecido
como seguro para terceiros, pois sao destinados aos pagamentos de danos
causados a bens, objetos e pessoas alheias ao veiculo segurado. O seguro
prevé, além disso, o pagamento de advogados e custos judiciais, esse pode ser
desmembrado em DM (Danos Materiais) e DC (Danos Corporais). A cobertura
RCFYV pode ser contratada isoladamente ou em conjunto com as coberturas
basicas. Caso essa cobertura seja contratada independentemente das demais,

estd sujeita a vistoria prévia da seguradora.

Como visto, o seguro de Responsabilidade Civil Facultativa de Veiculos é de
contratacao facultativa e complementa o valor de eventual indenizacao pago
pelo seguro obrigatério de danos pessoais causados por veiculos automotores

de via terrestres (DPVAT) por danos corporais causados a outras pessoas.

Os tridngulos de run-off apresentados nas Tabelas 5.1 e 5.2 contém os dados
das coberturas Casco e RCFV com desenvolvimentos trimestrais e compreende o
periodo entre o primeiro trimestre de 2009 e o segundo trimestre de 2013, perfazendo
um total de 171 observagoes.
20 seguro APP - Acidentes Pessoais a Passageiros - tem como objetivo a indenizacio por
danos decorrentes de acidentes pessoais ocorridos aos passageiros.

3A Tabela FIPE expressa os precos médios de veiculos no mercado nacional, servindo
como um pardmetro para negociagoes e ou avaliagoes dos mesmos.
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Tabela 5.1: Triangulo contendo os dados trimestrais dos sinistros ocorridos e
avisados da cobertura Casco, em R$ mil.

Trimestre
de Trimestre de desenvolvimento i

origemt 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

12trim. 09 | 677.907 191.328 21.480 6.808 1.934 1.670 983 589 456 363 256 221 76 178 102 104 23 77

22trim. 09 | 712.818 182.781 18911 4.979 3.356 1.427 1.161 687 539 859 319 126 131 298 146 99 33

3¢trim. 09 | 738.850 177.280 20.738 6.934 3.636 3.090 1.363 687 366 706 200 227 304 178 175 56

4°trim. 09 | 728.489 192991 30.002 8.901 4.271 1.996 1.298 677 458 419 254 255 492 247 57

12 trim. 10 | 755.997 208.364 29.660 6.591 3.088 4.069 1.249 1.290 606 756 226 521 70 142

2¢trim. 10 | 774.917 211.131 24.284 7.202 4.069 1.474 1.948 816 489 331 270 329 86

32 trim. 10 | 866.604 143.440 23.776 7.188 3.836 3.073 1.410 963 1.376 530 387 128

42 trim. 10 | 914.646 154.792 29.836 7.769 5.148 2.493 1.432 957 1.065 615 294

12trim. 11 | 960.763 146.687 25.064 8.024 3.173 2.779 1.153 618 725 391

22trim. 11 | 949.109 150.757 21.866 6.091 2.732 2.257 1.698 758 385

32trim. 11 | 989.798 149.949 26.117 6.382 5.007 3.648 1513 1.075

42trim. 11 | 958.699 172.402 28.814 7.821 4.574 1918 1.125

1etrim. 12 | 929.962 182.624 24.379 6.663 3.380 1.459

29trim. 12 | 968.549 156.246 24.337 6.617 4.407

32trim.12 | 977.076 170.912 23.852 7.872

42trim. 12 | 969.794 161.899 24.743

12 trim. 13 | 985.334 135.579

22 trim. 13 |1.020.016
Tabela 5.2: Triangulo contendo os dados trimestrais dos sinistros ocorridos e
avisados da cobertura RCFV, em R$ mil.

Trimestre . . -

de Trimestre de desenvolvimento i

origemt | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

19 trim. 09 98.971 52.556 15.447 6.507 3.176 3.162 3.423 2562 1234 1802 1921 2199 993 858 1.460 552 1.199 399

22 trim. 09 114.811 58.024 13.149 6.722 6.383 4.789 4901 2.768 2.621 299 1.814 1.131 1.488 818 1.733 642 1.012

3%¢rim.09 | 123.011 56.657 14.651 8.164 4.907 5.819 2.722 3.115 2955 2166 1.889 1.091 1.992 1.746 1.685 1.289
49trim.09 | 126.756 67.427 20.338 8.462 5.096 3.731 4.183 5636 3.375 1324 1484 2.630 2.035 1.593 440
19trim. 10 | 119.358 66.624 21526 9.704 4298 4562 5805 4334 2100 1709 2480 2235 1.165 1523
29trim. 10 | 136.160 72.874 14.668 6.081 5.042 5709 5.374 2787 1.992 2.678 2.308 1.178 1.261

3%trim. 10 | 161.138 55.712 15.664 7.683 7.123 4.163 2.957 3.636 3.232 1.935 1.368 1.488

40trim. 10 | 167.363 64.322 19.715 10.450 7.033 3.501 3.423 4.677 3.519 2.286 2.859

12trim. 11 | 160.567 57.139 17.671 8.766 4.078 4.589 3.905 3.764 3.567 2.683

2%trim. 11 | 188.510 63.566 21.466 9.215 6.077 8.283 5314 3227 2955

3%¢rim. 11 | 195.104 59.368 17.115 8.758 6.104 4.445 4.416 5.027

40trim. 11 | 179.785 65.475 20.397 8.742 6.293 4.417 4.690

12trim. 12 | 182.794 61.830 17.710 6.607 4.642 4.604

29trim. 12 | 200.149 61.649 17321 6.459 5.412

3%trim. 12 | 207.339 62.207 13.470 6.813

4%trim. 12 | 210.190 57.643 14.814

12trim. 13 | 198.489 49.569

2¢trim. 13 | 235.076

Cabe destacar que os triangulos superiores contidos nas Tabelas 5.1 e 5.2
comportam os dados de sinistros que ocorreram e foram avisados a seguradora,
quer seja no periodo de ocorréncia, quer seja com algum atraso (periodo de
desenvolvimento superior a 1). As partes inferiores das Tabelas 5.1 e 5.2 serdo
preenchidas com as reservas IBNR estimadas. Essas reservas sao destinadas aos
pagamentos dos sinistros que ocorreram nos periodos de origem ¢ apresentados nas
Tabelas 5.1 e 5.2 e que por algum motivo ainda nao foram reportados as seguradoras.

Os dados utilizados nesta tese sdo correspondentes aos lancamentos contébeis

das seguradoras, exatamente como foram reportados. Nao sendo aplicado nenhum
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fator de correcao por inflagao ou outro indexador. Caso seja necessario ajustar a base
de dados mencionada acima, pode-se fazer uso da correcao dos valores escolhendo o
ultimo periodo de ocorréncia como data base para o ajuste. No caso dos triangulos
5.1 e 5.2, faria-se a corregdo dos valores desde a efetivacdo do seu pagamento até o
segundo trimestre de 2013. Sendo assim:

Para a diagonal principal (sinistros pagos em T, independente da data de

ocorréncia):

VP, = Cy (5-1)

)

Onde V P, . é o valor presente de C;; na data base para o ajuste. Observe
Ct,l )

que, nesse caso, nao é necessario nenhum fator de correc¢éo, pois o pagamento ocorre

na dada base do ajuste.

Para o restante do triangulo superior:

VPe,, = Cri(l +7) (5-2)

Onde r é a variagdo acumulada de um indice de corregao (por exemplo o IPCA,
FIPE, IGPM, etc.) até a data base para o ajuste.

Segundo as informagoes disponiveis até o momento (Tabelas 5.1 e 5.2), o
montante pago pelas seguradoras para seus segurados, referentes aos sinistros da
cobertura Casco, é muito superior ao montante pago aos segurados referente a
cobertura RCFV, nos trimestres de desenvolvimentos iniciais. Avaliando o trimestre
de origem 1, observa-se que, para a cobertura Casco, 74,9% do total pago em todos
os periodos de desenvolvimento (i=1,2,3,...,18) foi pago no mesmo trimestre da
ocorréncia do sinistro. De maneira distinta, na cobertura RCFV, menos de 50,0%
foi pago no primeiro trimestre de desenvolvimento. Possivelmente, esses padroes
individuais se repetem nos demais trimestres de ocorréncia dos sinistros.

As Figuras 5.2 e 5.3 apresentam as séries provenientes do empilhamento dos
dados (Subsecao 2.3.4) contidos nos triangulos de run-off incrementais 5.1 e 5.2 e

seus logaritmos.
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Figura 5.2: Cobertura Casco - série empilhada de sinistros ocorridos e avisados
e seus logaritmos.

Série Casco em R$ Milhdes Série Casco - Escala logaritmica

800 1000 1200
15

Série empilhada

800
I

200
]
—
10

Log da série empilhada

T T T T T T T T T T T T T T
0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300

indice t indice t

Figura 5.3: Cobertura RCFV - série empilhada de sinistros ocorridos e avisados
e seus logaritmos.

Série RCFV em R$ Milhdes Série RCVF - Escala logaritmica

16

Série empilhada
100 150
| |
Log da série empilhada

12

T T T T T T T T T T T T T T
0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300

indice t indice t
A Tabela 5.3 apresenta as estatisticas descritivas das séries provenientes do
empilhamento dos dados (Subsecao 2.3.4) contidos nos triangulos de run-off 5.1 e

5.2 e seus logaritmos.
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Tabela 5.3: Estatisticas descritivas dos montantes ocorridos e avisados -
coberturas Casco e RCFV e seus logaritmos.

Estatisticas descritivas* Séries

Casco Casco (logaritmo) RCFV RCFV (logaritmo)

Min. 22.846 10,03 399.120 12,89

Méx. 1.020.015.724 20,74 235.076.407 19,27

Média 104.946.733 15,23 27.857.555 15,80

DP 258.817.611 2,80 52.338.529 1,56

Assimetria 2,62 0,54 2,37 0,71

Excesso de curtose 5,43 -0,72 4,65 -0,45

r(1) 0,06 0,55 0,20 0,54

r(2) 0,04 0,24 0,01 0,19

r(18) 0,06 0,27 0,09 0,24

Teste de R. U. (ADF) -7,25 -6,06 -5,87 -6,96

(0,01) (0,01) (0,01) (0,01)

Nota: “*” - Deve-se exercer cautela na leitura desses resultados, devido aos valores faltantes de cada uma das séries.

Com base na Tabela 5.3, analisando estritamente as séries Casco e RCFV,
podemos perceber que a série Casco apresenta dispersao maior, comparado a série
RCFV. As duas séries apresentam assimetria positiva e possuem excesso de curtose.

Ainda com base na Tabela 5.3, desta vez analisando somente os logaritmos das
séries Casco e RCFV, observamos que a assimetria é de 0,54 e 0,71, respectivamente
e os excessos de curtoses das séries sdo negativos e proximos de zero.

Como se pode observar na Tabela 5.3, tanto para as séries quanto para o
logaritmo destas, de acordo com o teste ADF com constante, rejeita-se a hipdtese
de raiz unitaria. As autocorrelagoes das séries sao inferiores as autocorrelacoes dos
logaritmos destas em todas as ordens apresentadas.

Atherino et al. (2010) evidenciaram em seu artigo que o modelo ajustado ao
logaritmo dos dados apresenta melhores resultados e melhores medidas de aderéncia
do que o modelo ajustado a série original. Deste modo, para o desenvolvimento
a seguir utilizou-se o logaritmo das séries provenientes dos triangulos de run-off
(coberturas Casco e RCFV).

Nas proximas secoes serao apresentados os resultados dos modelos Atherino
bivariado (formulagdo SUTSE) e GAS (1,1) com distribui¢oes gama e log-normal. O
resultado da aplicacdo do método Chain Ladder e do modelo Atherino univariado
tem como objetivo a comparacao com os resultados dos modelos propostos nesta tese.
Isto posto, os resultados da estimagao do modelo Atherino univariado (pardmetros

estimados, componentes suavizadas e andlise residual) encontram-se no Anexo D.

5.1
Resultados do modelo Atherino bivariado (formulacio SUTSE)

Nesta tese utilizamos o conceito de agrupamento dos dados do triangulo
de run-off conforme proposto por Atherino et. al (2010) e definido na Subsecao
2.3.4. Essa forma de apresentar os dados (empilhamento) permite que se observe

padroes nas coberturas que podem ser representados por componentes como nivel e
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periodicidade. A apresentacao dos dados como uma série temporal e o uso de modelos
estruturais permitem a captura de dependéncia entre cada célula do tridangulo de
run-off, conforme apresentado na Subsec¢ao 3.2.2.

A dependéncia entre as coberturas selecionadas (Casco e RCFV) é capturada
quando se modela, de forma conjunta, as duas séries temporais provenientes dos
tridngulos de run-off. Essas associagOes entre a ocorréncia dos sinistros IBNR
de coberturas distintas é modelada através da formulagdo bivariada (formulacao
SUTSE) apresentada no Capitulo 3.

Como podemos observar (Tabelas 5.1 e 5.2) os tridngulos de run-off que
utilizaremos nesta aplicagdo possuem 18 colunas, logo N = 18 (Equagao 3-43).

Cabe ressaltar que a aplicacdo da formulacio SUTSE acrescido do modelo
Atherino (aqui denominado de Atherino bivariado) se faz justificivel quando as
coberturas envolvidas apresentam algum tipo de relagdo. Assim, o desenvolvimento
de uma cobertura traz informacgoes acerca da outra cobertura relacionada e vice-
versa. Uma medida simples que pode ser calculada para averiguar se as séries sao
relacionadas é a correlagdo linear. Para o caso das séries escolhidas nesta tese
(coberturas Casco e RCFV) a correlagdo linear foi de 98,0%, indicando que as
mesmas possuem alguma dependéncia.

Inicialmente ajustou-se o modelo proposto nesta tese - modelo Atherino bivari-
ado (formulacdo SUTSE) com componentes de nivel e de periodicidade estocésticas
(Equacoes 3-31 e 3-30) as séries das coberturas Casco e RCFV obtidas a partir dos
respectivos triangulos de run-off - Figuras 5.2 e 5.3. Posteriormente, a partir das
matrizes de covaridncias estimadas 277 e 3, calculou-se o posto destas matrizes.
Por conseguinte, averiguou-se a existéncia de uma componente comum entre as sé-
ries modeladas. Logo, decidiu-se por aplicar uma formulagao distinta, em que o nivel
é comum as duas séries (Subse¢ao 3.3.2). Comparou-se também as medidas de ade-
réncia para os dois modelos, com e sem nivel comum, a primeira formulacao aplicada
mostrou-se mais aderente aos dados.

A estimacgao via maxima verossimilhanga (BFGS) das variancias dos choques
aleatérios (Equagao 3-49) utilizou a inicializacdo difusa exata (Anexo A.4) e o

algoritmo EM (Subsegdo A.6). Essas estimativas encontram-se na Tabela 5.4:
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Tabela 5.4: Pardmetros estimados - modelo Atherino bivariado (formulacao
SUTSE).

Parametro estimativa
031 8,48 x 10792
032 6,60 x 10792

Ocyey 2,25 x 1072

0727+ 1,94 x 107%
t

ail 1,33 x 1071

032 2,04 x 10719

Tn —1,04 x 10710

Como pode ser observado na Tabela 5.4, as estimativas dos parametros de
variancia e covariancia revelaram, para as duas coberturas, periodicidade determi-
nistica e auséncia de associacdo entre as componentes periddicas das duas séries
(Casco e RCFV).

A variavel 7, denotada na Equacado 3-42 (ver também Equacao 3-27), para a
modelagem SUTSE aplicada as séries Casco e RCFV, ¢ igual a 0,715. Como visto,
pot = mppie + 1 (sendo i = 5,14), ou seja, o nivel da cobertura RCFV pode ser
escrito como uma combinacao linear do nivel da cobertura Casco.

Na Figura 5.4, observa-se as séries obtidas através da abordagem de suavizagao

para ambas as coberturas selecionadas.

Figura 5.4: Coberturas Casco e RCFV - logaritmo das séries IBNR e as séries
suavizadas.
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Analisando a Figura 5.4, pode-se constatar que as estimativas suavizadas
aderem-se bem aos dados. Nas Figuras 5.5 e 5.6 apresentam-se os niveis e as

periodicidades modeladas de forma bivariada.

Figura 5.5: Cobertura Casco - logaritmo da série IBNR, o nivel e a periodici-
dade suavizadas (modelo Atherino bivariado - formulagao SUTSE).
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Figura 5.6: Cobertura RCFV - logaritmo da série IBNR, o nivel e a periodici-
dade suavizadas (modelo Atherino bivariado - formulagao SUTSE).
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As Figuras 5.7, 5.8, 5.9 e 5.10 apresentam os graficos contendo as inovagoes

padronizadas, os residuos suavizados, as fungoes de autocorrelagao e os Q-Q plotes.

Figura 5.7: Casco - inovagoes padronizadas e residuos suavizados (modelo
Atherino bivariado - formulagao SUTSE).
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Figura 5.8: RCFV - inovagoes padronizadas e residuos suavizados (modelo
Atherino bivariado - formulagao SUTSE).
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Figura 5.9: Coberturas Casco e RCFV - funcao de autocorrelacao e funcao de
autocorrelagao parcial.
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Verificou-se, tanto na FAC quanto na FACP das inovagoes padronizadas, que

nao hé evidéncias fortes de dependéncias lineares.
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Figura 5.10: Coberturas Casco e RCFV - Q-Q plotes das inovagoes padroniza-
das, modelo Atherino bivariado.
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Como pode ser observado, os pontos se ajustam bem as retas apenas nas partes
centrais dos graficos. Ha nos extremos alguns dados que nao se ajustam as retas.
Esses dados podem comprometer a normalidade das inovagoes padronizadas.

Na Tabela 5.5 sao apresentados: o teste de autocorrelacdo, o teste de norma-

lidade e o teste de homogeneidade da variancia.

Tabela 5.5: Testes e diagndsticos aplicados as inovagoes padronizadas para o
modelo Atherino bivariado.

estatisticas de teste e p-valores
Série/teste | Homocedasticidade Autocorrelagio  Normalidade
(Qui-Quadrado) (Ljung-Box) (Jarque-Bera)

Casco 0,414 24,526 11,532
(0,996) (0,748) (0,003)
RCFV 0,342 38,040 22,036
(0,999) (0,149) (0,000)

No teste de heterocedasticidade, obteve-se p-valor igual a 0,996 para a série
Casco e 0,999 para a série RCFV, nao sugerindo a rejeicdo de Hp, ou seja, nao
hé evidéncias de heterocedastidade. Nos testes Box-Ljung, ndo ha evidéncias para
rejeitar a hipotese nula, isto é, as séries sao descorrelatadas. No teste de normalidade
Jarque-Bera, rejeita-se a hipotese nula, a hipétese de normalidade dos residuos para
ambas as séries.

A nao normalidade dos residuos provavelmente ocorre devido as posi¢des mal

ajustadas nos extremos (ver Figura 5.10), essas podem ser acomodadas no modelo
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via varidveis dummies, fazendo com que nao se rejeite a hipétese de normalidade
para as inovacOes padronizadas.

As medidas de aderéncia, as reservas IBNR estimadas e os coeficientes de
variagdo provenientes do modelo Atherino bivariado (formulagdo SUTSE) serao
descritos no final deste capitulo, juntamente com todos os resultados do modelo

GAS (1,1) com distribuigoes gama e log-normal.

5.2
Resultados do modelo GAS (1,1)

Como ja descrito no Capitulo 4, aplicou-se o modelo GAS (1,1) com distribui-
¢ao gama e log-normal nos dados contidos nos triangulos de run-off apresentados
nas Tabelas 5.1 e 5.2. Para essa aplicagao, diferentemente da aplicagdo do modelo
Atherino bivariado, os dados observados nos triangulos foram modelados como da-
dos em painel, onde ¢ representa o periodo de origem e ¢ representa o periodo de
desenvolvimento, t = 1,--- ;T ei = 1,--- , N. Nesta aplicacdo t = 1 representa o
primeiro trimestre de 2009 e ¢t = T representa o segundo trimestre de 2013.

Para as inicializagGes dos vetores de parametros estaticos e desconhecidos do
modelo GAS (1,1) com distribuigdo gama: ) = (w, Ay, B1, A1, -+, An) ou do modelo
GAS (1,1) com distribuigao log-normal: ¢ = (w, A1, B1, A1, -+, AN, 0), utilizou-se
uma versao do algoritmo genético (Subsegdo 4.1.3), de forma a minimizar o tempo
computacional e evitar que o processo de maximizagdo retorne maximos locais
distantes do 6timo global.

Com relacao a inicializacdo do vetor de parametros variantes no tempo, fi,
foram feitas algumas tentativas. A primeira foi colocd-lo no vetor de parametros
desconhecidos; a segunda, associd-lo a média da primeira coluna do tridngulo de
run-off e a terceira tentativa, assumir estacionariedade do processo e calcular f;
conforme Equagao 4-10. Analisando os gradientes, as matrizes Hessianas e o tempo
de convergénica, observou-se que a melhor solucao foi a tltima testada.

Com o objetivo de evidenciar a existéncia de dependéncia temporal nos dados
contidos nos tridngulos de run-off (Tabelas 5.1 e 5.2), aplicou-se, inicialmente, o
modelo com distribui¢do gama estatico, no qual, A=0, B=0,a=¢e% e f; =w, ou
seja f; constante (observar Equagao 4-41). As tabelas apresentadas nos Apéndices
E e F apontam uma menor aderéncia desses modelos estaticos aos dados, além de
reservas IBNR e coeficientes de variacdo mais elevados. Portanto, conclui-se que ha
ganhos na aplicacdo do modelo GAS com coeficientes variantes no tempo, no qual
se leva em consideracao o fator temporal contido nas coberturas Casco e RCFV.

As distribuigdes escolhidas (gama e log-normal) sdo continuas e possuem su-
portes nos reais positivos, e assim tornam-se adequadas a modelagem das coberturas
Casco e RCFV.

Nas préximas subsecOes serdao apresentados os resultados da estimacao do

modelo GAS para cada uma das coberturas.
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5.2.1
Cobertura Casco

5.2.1.1
Modelo GAS (1,1) com distribuicdo gama

Utilizando o tridngulo de run-off com dados IBNR da cobertura Casco (Tabela
5.1) e o modelo GAS(1,1) com distribuicdo gama (Subsegdo 4.3.1), estimou-se os

seguintes parametros variantes no tempo (Tabela 5.6):

Tabela 5.6: GAS (1,1) com distribuicdo gama - estimativas dos parametros
variantes no tempo (cobertura Casco).

Parametros variantes no tempo

t ‘ It Vi St

1 | 2522 -43,943 0,065
2 | 2464 1,470 0,069
3 | 2,561 -10,304 0,068
4 | 2,483 11,322 0,073
5 | 2,563 2,673 0,073
6 | 2,500 -5857 0,078
7 | 2,527 13,326 0,080
8 | 2,540 21,921 0,083
9 | 2,547 -5724 0,087
10 | 2,496 -5,373 0,094
11 | 2,528 16,534 0,098
12 | 2,550 3,071 0,104
13 | 2,510 -2,616 0,114
14 | 2,523 3,804 0,124
15 | 2,530 4,075 0,138
16 | 2,528 2,016 0,160
17 | 2,525 -0,360 0,196
18 | 2,519 2412 0,278

Como pode ser observado na Tabela 5.6, o vetor score V; apresenta variacoes
mais significativas comparadas as variagbes dos parametros f; e S; ao longo das
linhas do triangulo de run-off.

Na Tabela 5.7 estao descritos, para o triangulo de run-off contendo os dados
dos sinistros da cobertura Casco (Tabela 5.1), os parametros denominados estaticos

e os parametros que mudam de acordo com a coluna.
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Tabela 5.7: Cobertura Casco - estimativas dos parametros estaticos (vetor ).
Modelo GAS (1,1) com distribuigdo gama.

w A B
4,127 0,020 -0,637
(0,913)  (0,001) (0,149 )
)\1 )\2 )\3 >\4 >\5 )\6 )\7 >\8 >\9
4,255 2,608 0,686  -0,574  -1,203  -1,646 -2219 -2,714  -2,961
(0,012)  (0,013) (0,013) (0,012) (0,014) (0,015) (0,014) (0,016)  (0,013)
Ao A1 A12 A13 A14 A15 A16 A7 A1s
-3,120 -3,814 -3,877 -4,162 -4,089 -4,635 -4,969 -6,077 -5,099
(0,017)  (0,018)  (0,019)  (0,021) (0,023) (0,027) (0,033) (0,048)  (0,077)

Como pode ser visto na Tabela 5.7, o parametro variante no tempo f; (Equacao

4-3) depende negativamente do seu passado (B=-0,637) e positivamente do vetor

score ponderado (A=0,020). O erro padrao das estimativas (EP();)) cresce a medida

que a coluna (i) avanca. Este fato ocorre, pois, quando i cresce (Tabela 5.1) temos

menos observacoes para estimar cada parametro.

Para a analise residual do modelo GAS (1,1) com distribuicao gama foram

calculados os residuos quantilicos (Equagao 4-12) e residuos de Pearson (Equacao

4-13). Esses encontram-se descritos nas Tabelas 5.8 e 5.9.

Tabela 5.8: Cobertura Casco - residuos quantilicos, modelo GAS (1,1) com
distribuicao gama.

Trim. Trimestre de desenvolvimento i
origemt| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 15 17 18
12Tos |-078 054 039 -001 -191 -111 -097 -103 -106 - 1,28 -0,15 -044 |-2,46 |-045 -050 0,77 -067 0,16
708 |-040 057 -060 -0,83 0,07 -137 -022 032 -031 197 083 -193 098 1,62 09 077 078
:Toe |-0,64 013 -065 -009 -0,15 089 -002 -068 -188 088 -111 -048 1,67 -059 134 -150

wTi0 |-040 071 093 1,10 071 -039 008 -044 -030 - 068 -004 019 308] 083 [-210]

1710 |-057 071 081 -027 -071 1,99 -034 166 -027 114 -073 | 2,77 |- 2,17 |- 1,33

710 |-025 098 011 027 047 -141 153 013 -075 - 147 012 1,06 | 2,03

mTi0 | 003 -048 -006 016 0,17 098 022 064 2,83]- 006 1,35 [-213

eT10 | 018 028 071 040 1,22 016 023 057 197 043 0328

12711 | 033 -048 005 049 -056 054 -055 -097 043 - 1,14

211 | 046 021 024 030 -0,8 -003 1,01 -011 -1,48

sT11 | 050 -034 027 -026 1,15 166 047 1,05

eti1 | 031 006 055 038 073 -077 0,64

=712 | 034 041 009 -004 -021 -148

T2 | 044 -018 003 -011 0,68

3eT12 0,45 010 -0,06 0,48

42T 12 0,43 -0,08 0,07

12713 0,50 -0,66

29713

0,65
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Tabela 5.9: Cobertura Casco - residuos de Pearson, modelo GAS (1,1) com
distribuicao gama.

Trim. Trimestre de desenvolvimento i

origemt | 1 2 3 4 5 5 7 8 s ww 1 12 13 14 15 16 17 18
1270 | 0,80 047 046 010 170 107 097 101 102 120 024 051| 214|052 05 072 071 0,07
2703 | -048 050 -065 -085 -017 -127 -031 -041 -0,39 079 -L65 -097 L75 034 072 0,73
;t0s | 068 003 070 018 023 03 011 072 163 085 -107 055 18 064 1,40 -137

s#Ti0 | -047 0,65 090 110 065 -047 -001 -051 -091 -0,72 -013 009 | 266 | 0,79 -L76

1710 | 0,62 0,66 058 -036 -0,75 041 1,80 035 1,15 -0,76 | 2,98 | 2,36 | -1,25

2110 |-034 097 00l 017 039 -1,30 165 004 -078 -134 002 106 -130

x:Ti0 | -006 -055 -015 0,07 007 097 013 057 | 297 |-015 142 -1,79

sTi0 | 0,08 -036 066 031 125 007 014 050 | 221 | 035 0,19

10711 024 -055 -004 041 -0,52 046 -0,60 -0,96 035 -L10

20711 038 -029 -032 -038 -087 -012 100 -020 -L35

20711 042 -042 017 -034 1,17 181 039 L04

sT1 | 0,22 -0,03 047 030 068 -0,80 -0,69

1712 025 032 -001 -014 -0,30 -L35

2712 036 -027 -006 -021 0,62

2712 037 001 -0,16 0,40

48712 0,35 -0,17 -0,02

18713 042 -0,71

29713 0,58

Como pode ser observado nas Tabelas 5.8 e 5.9, menos do que 5,0% das
posigoes apresentam valores absolutos superiores a 2,0, indicando um nimero
pequeno de posigoes mal ajustadas pelo modelo. A correlagao entre as duas séries de
residuos - de Pearson e quantilico - foi de 98,2%, indicando uma forte relacio entre
eles.

A auséncia de valores em muitas posi¢oes do tridngulo de run-off dificulta a
andlise residual. Para realizar os testes de autocorrelacao serial, heterocedasticidade
condicional e normalidade construiu-se uma série empilhando por linhas os residuos
dos tridngulos de run-off e nao se considerou as posi¢oes na qual existemm NAs
(posigoes missing). Observa-se que pela constru¢ao do modelo (Equagoes 4-41 e 4-
41) a estimagao de uma determinada posi¢ao do tridngulo de run-off depende de
todas as informagoes dos periodos de ocorréncia e dos periodos de desenvolvimentos
anteriores a esse.

As Figuras 5.11, 5.12, 5.13 e 5.14 apresentam os residuos quantilicos e de

Pearson empilhados, as func¢des de autocorrelacao associadas e os Q-Q plotes.
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Figura 5.11: Casco - residuos quantilicos e de Pearson, modelo GAS (1,1) com
distribuicao gama.
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Figura 5.12: Casco - fun¢do de autocorrelacao e funcao de autocorrelagao
parcial dos residuos quantilicos, modelo GAS (1,1) com distribuigao gama.
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Figura 5.13: Casco - func¢ao de autocorrelacao e funcao de autocorrelacao
parcial dos residuos de Pearson, modelo GAS (1,1) com distribui¢ao gama.
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Ao analisar as fungoes de autocorrelagéo apresentadas acima, constatou-se que

nao hé evidéncias de dependéncia linear.

Figura 5.14: Casco - Q-Q plotes dos residuos quantilicos e dos residuos de
Pearson, modelo GAS (1,1) com distribui¢do gama.
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Como pode ser observado nos Q-Q plotes, os pontos se ajustam bem as retas
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apenas nas partes centrais dos graficos. H4 nos extremos alguns dados que nao se
ajustam as retas.

Para auxiliar na andlise residual do modelo GAS (1,1) com distribuicao gama
foram feitos os testes de Heterocedasticidade, Box-Ljung e Jarque-Bera nos residuos

quantitlicos e nos de Pearson (Tabela 5.10).

Tabela 5.10: Cobertura Casco - testes e diagnésticos aplicados aos residuos,
modelo GAS (1,1) com distribuigdo gama.

estatisticas de teste e p-valores
Série/teste Homocedasticidade Autocorrelagio  Normalidade
(Qui-Quadrado) (Ljung-Box) (Jarque-Bera)
residuo de Pearson 0,392 0,0369 13.394
(0,999) (0,8477) (0,001)
residuo quantilico 0,390 0,0251 5,353
(0,998) (0,8741) (0,068)

Nos residuos de Pearson, o teste de heterocedasticidade apresentou p-wvalor
igual a 0,999, nao sugerindo a rejeicio de Hjy, ou seja, ndo ha evidéncias de
heterocedastidade. No teste Box-Ljung, nao ha evidéncias para rejeitar a hipotese
nula, isto é, a série de residuos é descorrelatada. No teste de normalidade Jarque-
Bera, rejeita-se a hipotese de normalidade.

Para os residuos quantilicos aceita-se, ao nivel de 5,0%, a hip6tese de norma-

lidade, a hipétese de auséncia de correlagao e a hipdtese de homocedasticidade.

5.2.1.2
GAS (1,1) com distribuicdo gama - reserva IBNR e intervalo de confianca,
cobertura Casco

Como visto na Subsec¢ao 4.2.3, os intervalos de confianga para os pardmetros
estaticos do modelo viabilizam o calculo dos intervalos para as reservas IBNR,
sendo dado pelas esperangas condicionais dos i, Eyit|ft, Ft_l,lz;], i=1,2,---,N
et=1,2,---,T.

Na Tabela 5.11, estdo apresentados os intervalos de confianga e as reservas
IBNR por linhas e totais simuladas a partir dos desenvolvimentos apresentados na

Subsegao 4.2.3.
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Tabela 5.11: Cobertura Casco - reservas IBNR e intervalos de confianca, modelo
GAS (1,1) com distribuicido gama.

GAS (1,1) com distribuicdo gama

Intervalo de confianga de 95,0%

Trimestre 2,5% ‘ Reservas estimadas 97,5%
2°trim.09 R$ 41.490 R$ 74.802 RS 124.614
3°trim.09 R$ 72.930 R$ 112.638 R$ 171.845
4°trim.09 RS 142.784 R$ 190.091 R$ 252.095
1°trim.10 R$ 266.270 R$ 332.545 R$ 415.238
2°trim.10 R$ 422.528 R$ 518.600 R$ 626.123
3%trim.10 R$ 626.012 R$ 736.816 R$ 883.165
4°trim.10 R$ 792.949 R$ 993.467 R$ 1.171.797
1°trim.11 R$ 1.140.333 R$ 1.324.481 R$ 1.635.221
2%trim.11 R$ 1.259.568 R$ 1.737.174 R$ 2.031.693
3%rim.11 R$ 2.185.965 R$ 2.535.739 R$ 3.308.794
4°trim.11 R$ 2.152.931 R$ 3.311.684 R$ 3.889.790
1°trim.12 R$ 4.103.148 R$ 4.731.851 RS 6.204.447
2%trim.12 R$ 4.433.968 R$ 6.860.886 R$ 7.877.368
3%trim.12 R$ 9.642.586 R$ 11.219.347 R$ 14.935.868
4°trim.12 R$ 10.697.607 R$ 17.503.952 R$ 20.306.064
1°trim.13 R$ 37.034.803 RS 43.942.873 R$ 60.058.060
2°trim.13 R$ 87.677.434 R$ 203.883.038 R$ 245.953.434
Total RS$ 241.047.942 RS$ 300.009.993 R$ 350.278.281

Como pode ser visto na Tabela 5.11, o intervalo de confianca de 95,0% para a

reserva IBNR total é dado por:

R$241.047.942,00 < IBN Ry < R$350.278.281, 00 (5-3)

Ou seja, de acordo com o modelo GAS (1,1) com distribuicdo gama, as
reservas IBNR totais tém 95,0% de chance de estarem entre R$241.047.942,00 e
R$350.278.281, 00.

A Figura 5.15 apresenta o intervalo de confianca para as reservas IBNR totais

simuladas via modelo GAS (1,1) com distribui¢ao gama.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121531/CA

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121532/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1121532/CA

Capitulo 5. Aplicacdes 92

Figura 5.15: Cobertura Casco - reservas IBNR totais e intervalo de confianga,
modelo GAS (1,1) com distribui¢do gama (histograma).

Média Limite.inferior ~ Limite.superior
R$ 300.009.993 R$ 241.047.942 R$ 350.278.281

20004

1000 o
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200 300 400 500
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No Anexo G serao apresentados, para cada trimestre de origem, os graficos
contendo as 10.000 simulac¢oes que geraram os intervalos de confianca descritos na
Tabela 5.11.

5.2.1.3
Modelo GAS (1,1) com distribuicdo log-normal

Utilizando o triangulo de run-off com dados IBNR da cobertura Casco e
o modelo GAS(1,1) com distribui¢do log-normal, foram estimados os seguintes

parametros variantes no tempo (Tabela 5.12):
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Tabela 5.12: GAS (1,1) com distribui¢ao log-normal - estimativas dos parame-
tros variantes no tempo (cobertura Casco).

Parametros variantes no tempo

t ‘ It Vi St

1 0,806  -3,089 0,245
2 0,792 -0,397 0,252
3 0,813 -0,021 0,260
4 0,800 0,616 0,269
5 0,812 0,851 0,278
6 0,806  -0,532 0,289
7 0,803 1,032 0,300
8 0,813 1,602 0,314
9 0,810 -0,303 0,329
10 | 0,801 -0,696 0,347
11 | 0,804 1,126 0,368
12 | 0,814 0,215 0,393
13 | 0,801 -0,359 0,425
14 | 0,806 0,154 0,465
15 | 0,807 0,203 0,520
16 | 0,807 0,069 0,601
17 | 0,806 -0,084 0,736
18 | 0,804 0,147 1,040

De acordo com a Tabela 5.12, assim como no modelo GAS(1,1) com distribui-
¢do gama, o vetor score V,; apresenta varia¢Oes mais significativas comparadas as
variagoes dos parametros f; e S; ao longo das linhas do tridngulo de run-off.

Na Tabela 5.13 estao descritos, para o tridngulo contendo os dados dos
sinistros da cobertura Casco (Tridngulo 5.1), os pardmetros denominados estéticos,
os parametros que mudam de acordo com a coluna e o parametro o da distribuigao

log-normal.

Tabela 5.13: Cobertura Casco - estimativas dos pardmetros estaticos (vetor ).
Modelo GAS (1,1) com distribui¢ao log-normal.

w A B o
1,342 0,019 -0,666 0,079
(1,077)  (0,015) (0,385)  (1,114)

A1 A2 A3 A A5 X6 A7 As Ao
5965 4,318 2,396 1,135 0485 0,011  -0,519 -1,027  -1,339
(0,610)  (0,611) (0,619) (0,612) (0,611) (0,612) (0,618) (0,614) (0,613)

A1o A11 A12 A13 A14 A15 A6 A7 A1s
1458 2,117 -2.272 2,741 2,410  -3,004  -3,292  -4380  -3,381
(0,616) (0,614) (0,616) (0,617) (0,619) (0,622) (0,631) (0,640)  (0,669)

Como pode ser visto na Tabela 5.13, o pardmetro variante no tempo f; depende
negativamente do seu passado (B=-0,666) e positivamente do vetor score ponderado
(A=0,019).

Os residuos quantilicos e de Pearson encontram-se descritos nas Tabelas 5.14
e 5.15.
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Tabela 5.14: Cobertura Casco - residuos quantilicos, modelo GAS (1,1) com
distribuicao log-normal.

Trim. Trimestre de desenvolvimento i

origem t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
12709 -0,89 046 -048 -008 [-223|-108 -1,08 -1,09 -090 -1,29 -0,18 -0,16 -1,97 -043 -0,31 0,80 -0,73 0,06
22Tos |-053 049 -074 -101 -010 -145 -030 -036 -012 19 078 -196 -0,15 158 115 0,80 0,73
32709 -0,72 006 -074 -0,15 -0,13 097 -0,05 -068 -1,81 095 -1,18 -0,19 | 2,50 |-0,56 1,47 -1,56

sT0 |-052 061 083 099 069 -033 003 -048 -0,76 -0,65 -0,09 047 | 447 | 085 -2.24

1110 |-065 062 052 -034 -072 194 -037 154 -003 1,18 -077 | 2,74 |- 2,73 |- 1,38

T10 |-035 0,88 003 019 047 -145 142 013 -057 -154 008 133 -1,76

st0 |-005 -058 -014 009 017 106 018 063| 299 003 1,26

42710 012 -034 064 034 1,19 029 021 058]| 206| 054 027

1eT11 0,26 -056 -0,01 042 -057 064 -060 -101 067 -1,11

2711 040 -0,29 -032 -038 -092 008 096 -010 -1,40

3eT11 043 -042 020 -033 1,12 167 043 1,02

4eT11 026 001 048 033 073 -067 -0,68

12712 0,27 034 002 -011 -021 -152

20712 0,38 -0,25 -0,03 -0,18 0,69

3eT12 0,39 004 -012 041

48T12 0,37 -0,14 0,02

12713 0,43 -0,76

297 13 0,58

Tabela 5.15: Cobertura Casco - residuos de Pearson, modelo GAS (1,1) com
distribuicao log-normal.
. Trimestre de desenvolvimento i

Trim.

origem t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
12709 088 033 -055 -021 -1,70 -1,01 -1,01 -1,02 -0,88 -115 -0,30 -0,28 -1,72 -052 -0,41 0,71 -0,75 -0,08
20709 -060 036 -077 -096 -023 -126 -0,41 -0,46 -0,24 069 -155 -0,28 1,74 1,14 071 0,63
32709 -0,75 -008 -0,76 -0,27 -026 091 -0,18 -0,72 -1,47 089 -1,08 -0,31| 2,8 |-062 159 -1,33
aT10 -0,59 050 0,75 -0,11 -0,56 -0,78 -0,69 -0,22 0,34 | 390 | 0,76 -1,70
12710 0,70 050 040 047 169 -0,16 1,18 -0,79| 3,07 |-1,93 -1,21
2710 -045 08 -011 005 034 -1,26 151 -0,01 -0,64 -1,31 -0,06 1,38 -1,44
32710 -0,18 -0,64 -027 -005 002 103 003 051|330 -010 1,29 -163
aT10 -0,02 -044 053 020 1,19 0,15 007 046 | 250 | 042 0,12
12711 012 -063 -0,15 028 -063 053 -065 -09 056 -1,03
2T 11 0,26 -0,39 -0,42 -0,48 -0,90 -0,06 090 -0,23 -1,23
3eT11 030 -051 006 -043 1,10 1,88 0,30 0,98
aT11 011 -0,12 035 0,19 0,63 -0,71 -0,72
12712 013 020 -0,12 -024 -0,33 -1,30
29712 0,24 -0,36 -0,16 -0,30 0,58
3eT12 0,25 -0,08 -0,25 0,28
42712 0,23 -0,26 -0,12
12713 0,30 -0,78
2°T 13 0,45

Como pode ser observado nas Tabelas 5.8 e 5.9, menos do que 5,0% das

posicoes apresentam valores absolutos superiores a 2,0, sob normalidade desses

residuos. Isso indica a presenga de poucos outliers. A correlagio entre as duas séries

de residuos - de Pearson e quantilico - foi de 98,2%, indicando uma forte relacao

entre eles.

As Figuras 5.16, 5.17, 5.18 e 5.19 apresentam os residuos quantilicos e de

Pearson empilhados, as fungoes de autocorrelacao associadas e os Q-Q plotes.
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Figura 5.16: Casco - residuos quantilicos e de Pearson, modelo GAS (1,1) com
distribuicao log-normal.
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Figura 5.17: Casco - funcao de autocorrelagao e fungdo de autocorrelacao
parcial dos residuos quantilicos, modelo GAS (1,1) com distribuicao log-
normal.
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Figura 5.18: Casco - func¢ao de autocorrelacao e funcao de autocorrelacao
parcial dos residuos de Pearson, modelo GAS (1,1) com distribui¢do log-

PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1121532/CA

normal.
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Como pode ser visto nas Figuras 5.17 e 5.18, ndao hé evidéncias de dependéncia

linear nos residuos quantilicos e de Pearson.

Figura 5.19: Casco - Q-Q plotes dos residuos quantilicos e dos residuos de
Pearson, modelo GAS (1,1) com distribuigao log-normal.
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Como pode ser observado nos Q-Q plotes, os pontos se ajustam bem as retas
apenas nas partes centrais dos graficos. H4 nos extremos alguns dados que nao se
ajustam as retas. Esses dados podem comprometer a normalidade das inovacoes
padronizadas.

Para auxiliar na andlise residual do modelo GAS (1,1), com distribuic¢ao log-
normal, foram feitos os testes de Heterocedasticidade, Box-Ljung e Jarque-Bera nos

residuos quantilicos e de Pearson (Tabela 5.16).

Tabela 5.16: Cobertura Casco - testes e diagnosticos aplicados aos residuos,
modelo GAS (1,1) com distribui¢ao log-normal.

estatisticas de teste e p-valores
Série/teste Homocedasticidade Autocorrelagio ~ Normalidade
(Qui-Quadrado) (Ljung-Box) (Jarque-Bera)
residuo de Pearson 0,348 23,953 57,390
(0,999) (0,774) (0,000)
residuo quantilico 0,363 23,593 35,615
(0,998) (0,790) (0,001)

Nos residuos de Pearson e nos residuos quantilicos, o teste de heterocedastici-
dade o p-valor nao sugeriu a rejeicao de Hy. No teste Box-Ljung nao héa evidéncias
para rejeitar a hipétese nula, isto é, os residuos sdo descorrelatados. No teste de
normalidade Jarque-Bera, rejeita-se a hipotese nula, a hipétese de normalidade dos
residuos de Pearson e dos residuos quantilicos.

A nao normalidade dos residuos provavelmente ocorre devido as posi¢des mal
ajustadas nos extremos (ver Figura 5.19). Um modelo com varidveis dummies pode

ser ajustado para acomodar essas posi¢oes mal ajustadas.

5.2.1.4
GAS (1,1) com distribuicdo log-normal - reserva IBNR e intervalos de
confianca

Na Tabela 5.17, estao descritos os intervalos de confianga (Subsecao 4.2.3) e

as reservas IBNR por linhas e totais.
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Tabela 5.17: Cobertura Casco - reservas IBNR e intervalos de confianga, modelo
GAS (1,1) com distribui¢ao log-normal.

GAS (1,1) com distribuicdo log-normal
Intervalo de Confianga de 95,0%

Trimestre 2,5% ‘ Reservas estimadas 97,5%
2°trim.09 RS 43.298 R$ 79.396 R$ 134.712
3°trim.09 R$ 73.982 R$ 118.028 R$ 183.465
4°trim.09 RS 144.346 R$ 197.011 R$ 271.675
1°trim.10 R$ 254.695 R$ 334.223 R$ 437.974
2°trim.10 R$ 417.836 R$ 525.486 R$ 676.075
3%trim.10 R$ 552.264 R$ 698.263 R$ 893.493
4°trim.10 R$ 740.427 R$ 938.044 R$ 1.205.470
1°trim.11 R$ 1.016.126 R$ 1.271.350 R$ 1.711.809
2%trim.11 R$ 1.223.759 R$ 1.694.443 R$ 2.178.414
3%rim.11 R$ 1.879.290 R$ 2.443.478 R$ 3.376.561
4°trim.11 R$ 2.047.181 R$ 3.228.659 RS 4.245.666
1°trim.12 R$ 3.599.105 R$ 4.705.416 R$ 6.693.246
2%trim.12 R$ 3.789.619 R$ 6.775.136 R$ 8.774.454
3%trim.12 R$ 8.300.403 R$ 11.183.181 R$ 16.090.125
4°trim.12 R$ 8.014.019 R$ 17.585.975 R$ 23.500.875
1°trim.13 R$ 28.057.806 RS 44.838.971 R$ 67.526.055
2°trim.13 R$ 45.124.937 R$ 209.141.297 R$ 288.096.062
Total RS 245.179.141 RS$ 305.758.346 R$ 413.807.187

Como pode ser visto na Tabela 5.17, o intervalo de confianga de 95,0% para

as reservas IBNR totais é dado por:

R$245.179.141,00 < IBN Ryt < R$413.807.187,00 (5-4)

Ou seja, segundo o modelo GAS(1,1) com distribuigdo log-normal, as re-
servas IBNR totais tém 95,0% de chance de estarem entre R$245.179.141,00 e
R$413.807.187,00. Os intervalos de confianga auxiliardo as seguradoras nas tomadas
de decisbes pautadas em maior seguranca, visto que, podem a partir dos IC decidir
manter uma reserva adicional.

O intervalo de confianca para as reservas IBNR totais, quando se utiliza
o modelo GAS (1,1) com distribuicao log-normal para estimé-las, tem amplitude
maior, comparado ao intervalo de confianca para as reservas IBNR totais, quando se
utiliza o modelo GAS (1,1) com distribui¢do gama, fato este que pode ser observado
nas Tabelas 5.11 e 5.17.

A Figura 5.20 apresenta o intervalo de confianca para as reservas IBNR totais

simuladas via modelo GAS (1,1) com distribuigao log-normal.
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Figura 5.20: Cobertura Casco - reservas IBNR totais e intervalo de confianga,
modelo GAS (1,1) com distribuigao log-normal (histograma).
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No Anexo H, serao apresentados, para cada trimestre de origem, os graficos
contendo as 10.000 simulac¢Ges que geraram os intervalos de confianca descritos na
Tabela 5.17.

5.2.2
Previsdo fora do tridngulo (efeito linha ou reservas de prémio) - Cobertura
Casco

As Tabelas 5.18 e 5.19 apresentam os sinistros ocorridos e avisados (somatoério
por linha), os sinistros IBNR estimados e os sinistros “IBNR futuros” totais para
quatro trimestres de origem, ou seja, os sinistros que ocorreram nos quatro trimestres
seguintes aos apresentados nas Tabelas 5.1 e 5.2, que por algum motivo, ndo foram
imediatamente informados, em sua totalidade, a seguradora.

A falta dos dados para este periodo inviabiliza os testes nas estimativas das
reservas de prémio. Contudo, podemos analisar a soma dos sinistros ocorridos e
avisados por trimestres de ocorréncia com as reservas IBNR estimadas pelos modelos
propostos (Tabela 5.38). Essa soma ajudara a verificar se as reservas de prémio sao

coerentes.
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Tabela 5.18: Cobertura Casco - previsao fora da amostra (GAS (1,1) com
distribuigao gama).

GAS (1,1) com distribuicdo gama

Trimestre Sinistros ocorridos e avisados (A) | IBNR estimado por linha ¢ (B) Total por linha ¢
de origem t | Somatério por linha da Tabela 5.1 Tabela 5.38 (A+B)

1° trim. 09 R$ 904,554,611 - R$ 904,554,611
2° trim. 09 R$ 928,667,966 R$ 71,751 R$ 928,739,717
3° trim. 09 R$ 954,791,394 R$ 108,721 R$ 954,900,115
4 trim. 09 R$ 970,806,091 R$ 183,876 R$ 970,989,967
1° trim. 10 R$ 1,012,629,209 R$ 325,121 R$ 1,012,954,330
2 trim. 10 R$ 1,027,345,558 R$ 509,150 R$ 1,027,854,708
39 trim. 10 R$ 1,052,709,678 R$ 718,211 R$ 1,053,427,889
49 trim. 10 R$ 1,119,048,884 R$ 990,344 R$ 1,120,039,228
19 trim. 11 R$ 1,149,377,474 R$ 1,278,685 R$ 1,150,656,159
29 trim. 11 R$ 1,135,651,210 R$ 1,751,508 R$ 1,137,402,718
3° trim. 11 R$ 1,183,489,986 R$ 2,457,480 R$ 1,185,947,467
4° trim. 11 R$ 1,175,354,419 R$ 3,361,105 R$ 1,178,715,524
1° trim. 12 R$ 1,148,467,539 R$ 4,566,859 R$ 1,153,034,399
29 trim. 12 RS 1,160,155,359 R$ 7,031,399 RS 1,167,186,758
3° trim. 12 RS 1,179,710,743 RS 10,853,313 RS 1,190,564,056
4° trim. 12 R$ 1,156,435,847 R$ 17,882,216 R$ 1,174,318,063
19 trim. 13 RS 1,120,912,599 RS 42,629,744 RS 1,163,542,344
20 trim. 13 RS 1,020,015,724 R$ 210,843,198 R$ 1,230,858,921

Reservas de prémio.

3° trim. 13 § E R$ 1,106,099,644
4° trim. 13 - - R$ 1,078,500,681
1° trim. 14 - - RS 1,095,991,016
2° trim. 14 - - RS 1,084,823,143

Tabela 5.19: Cobertura Casco - previsao fora da amostra (GAS (1,1) com
distribuigao log-normal).

GAS (1,1) com distribuicdo log-normal

Trimestre Sinistros ocorridos e avisados (A) | IBNR estimado por linha ¢ (B) Total por linha ¢
de origem t | Somatério por linha da Tabela 5.1 Tabela 5.38 (A+B)

1° trim. 09 R$ 904,554,611 - R$ 904,554,611
2° trim. 09 R$ 928,667,966 R$ 75,220 R$ 928,743,187
32 trim. 09 R$ 954,791,394 R$ 112,614 R$ 954,904,008
4° trim. 09 R$ 970,806,091 R$ 188,516 R$ 970,994,607
1° trim. 10 R$ 1,012,629,209 R$ 323,494 R$ 1,012,952,703
29 trim. 10 R$ 1,027,345,558 R$ 509,387 R$ 1,027,854,945
3° trim. 10 R$ 1,052,709,678 R$ 674,604 R$ 1,053,384,281
4° trim. 10 R$ 1,119,048,884 R$ 922,604 R$ 1,119,971,488
19 trim. 11 R$ 1,149,377,474 R$ 1,218,479 R$ 1,150,595,953
29 trim. 11 R$ 1,135,651,210 R$ 1,686,129 R$ 1,137,337,339
3 trim. 11 R$ 1,183,489,986 R$ 2,355,216 R$ 1,185,845,202
4° trim. 11 R$ 1,175,354,419 R$ 3,251,133 R$ 1,178,605,552
1° trim. 12 RS 1,148,467,539 RS 4,505,367 R$ 1,152,972,906
2° trim. 12 R$ 1,160,155,359 R$ 6,910,524 R$ 1,167,065,883
3° trim. 12 RS 1,179,710,743 R$ 10,758,984 RS 1,190,469,727
4° trim. 12 R$ 1,156,435,847 R$ 17,996,991 R$ 1,174,432,838
1° trim. 13 R$ 1,120,912,599 RS 43,530,216 R$ 1,164,442,815
2° trim. 13 R$ 1,020,015,724 R$ 217,127,496 R$ 1,237,143,219

Reservas de prémio.

39 trim. 13 § - RS 1,128,084,269
4° trim. 13 - - RS 1,122,205,772
1° trim. 14 - - RS 1,126,714,846

29 trim. 14

R$ 1,123,710,366
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Como pode ser observado nas Tabelas 5.18 e 5.19, ao somar por linhas os
sinistros ocorridos e avisados (A) e as reservas IBNR estimadas pelos modelos
propostos (B), encontramos valores compativeis com as estimativas das reservas

de prémio (partes cinzas das Tabelas 5.18 e 5.19).

5.2.3
Cobertura RCFV

5.2.3.1
Modelo GAS (1,1) com distribuicao gama

Utilizando o tridangulo de run-off com dados IBNR da cobertura RCFV
(Tabela 5.2) e o modelo GAS(1,1) com distribuicdo gama, foram estimados os

seguintes parametros variantes no tempo (Tabela 5.20):

Tabela 5.20: GAS (1,1) com distribuigdo gama - estimativas dos parametros
variantes no tempo (cobertura RCFV).

Parametros variantes no tempo

t ‘ ft Vi St

1 | 2715 -5279 0,060
2 | 2,699 36978 0,062
3 | 2,815 30,680 0,060
4 | 2,911 -1,293 0,059
5 | 2,911 14,874 0,061
6 | 2,962 -19,087 0,062
7 | 2,907 5712 0,067
8 | 2,802 34,309 0,070
9 | 3018 8117 0,069
10 | 2,996 22,809 0,074
11 | 3,087 -6,540 0,075
12 | 3,070 -1,276 0,080
13 | 3,073 -16,990 0,087
14 | 3,006 -2,263 0,098
15 | 3,000  -4,355 0,110
16 | 2,083 0,809 0,128
17 | 2,994 -0,779 0,156
18 | 2,094 6,765 0,221

Como pode ser observado na Tabela 5.20, o score V; apresenta variacao
significativa ao longo do tempo. O parametro em questao depende de dois outros
parametros (oy e f3;) e da propria varidvel y; ;, como pode ser visto na Equacao 4-40.

Na Tabela 5.7 estao descritos, para a série RCFV, os pardmetros denominados

estaticos e os parametros que mudam de acordo com a coluna.
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Tabela 5.21: Cobertura RCFV - estimativa dos pardmetros estéticos (vetor ).
Modelo GAS (1,1) com distribuigdo gama.

w A B
20,059 0,051 1,022
(0,375)  (0,001)  (0,051)

A1 A2 A3 A4 A5 A6 A7 As A9
2,152 1,143 -0,114  -0,883  -1,263  -1,380  -1,488  -1,604  -1,906
(0,021)  (0,020) (0,019) (0,017) (0,018) (0,019) (0,020) (0,020)  (0,021)

Ao A1 A12 A13 A4 A15 A6 A7 A1s
-2,137 -2,191 -2,358 -2,473 -2,582 -2,565 -3,006 -2,717 -3,761
(0,021)  (0,020) (0,024)  (0,025) (0,027) (0,030) (0,037) (0,047)  (0,077)

A estimativa do pardmetro estatico B é superior a um (Tabela 5.21). Foi

testado, tanto para a série RCFV quanto para a série Casco, a restricdo para

tal pardmetro (estar entre -1 e 1). Neste experimento, o tempo computacional

quintuplicou e os resultados dos testes e as reservas IBNR nao sofreram grandes

mudancas, por esses motivos a opcao de utilizar o modelo com a restricdo foi

preterida.

Como pode ser visto na Tabela 5.21, o parametro variante no tempo f; depende

positivamente do seu passado (B=1,022) e positivamente do vetor score ponderado

(A=0,051).

Os residuos quantilicos e de Pearson encontram-se descritos nas Tabelas 5.22

e 5.23.

Tabela 5.22: Cobertura RCFV - residuos quantilicos,
distribuicao gama.

modelo GAS (1,1) com

Trimestre de desenvolvimento i

Trim.
origem t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 13 14 15 16 17 18
12709 |- 092 050 063 025 - 101 -0,57 0,0 -0,56 |- 2,03| 0,13 0,60 189 -0,84 -0,97 101 -1,03 0,82 0,59
22709 |- 032 09 005 044 1,82 1,12 164 -021 0,76 E 043 -0,72 0,77 -1,07 18l -042 0,20
2709 |- 052 041 002 0,79 024 153 -118 -022 0821 048 013 -1,34 159 148 124| 2,04
42T10 |- 083 077 L04 055 - 0,00 -0,77 0,11 1,02 -1,87 -1,24 198 1,30 0,68 [- 411
12710 |- 1,07 072 1,30 117 - 071 006 160 078 - 1,00 -0,50 091 120 -109 0,48
22710 |- 077 091 - 062 -1,07 - 027 084 1,02 -1,31 - 1,44 0,80 0,37 -1,73 -1,01
32710 018 - 005 - 010 014 1,52 0,31 -128 003 083 -038 -154 0,55
48710 0,41 0,64 097 160 1,52 0,94 -0,62 1,21 129 039 165
19T11 |- 033 - 043 - 007 024 - 141 039 -066 -0,32 08 056
20T 11 0,49 0,14 093 057 0,40 0,82 -0,88 0,05
30711 023 - 059 - 0,54 -0,09 0,00 -0,86 -0,45 0,70
48711 |- 007 - 007 035 -0,02 0,22 -0,81 -0,10
19712 |- 001 - 035 - 032 -1,26 - 115 -0,64
20T 12 072 - 005 - 010 -1,03 - 017
30712 0,91 0,02 - 1,15 -0,79
40712 1,06 - 0,24 - 0,67
12713 073 - 093
20713 1,55
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Tabela 5.23: Cobertura RCFV - residuos de Pearson, modelo GAS (1,1) com

distribuicao gama.

. Trimestre de desenvolvimento i
Trim.

(o] ri ge m t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18
12709 -0,93 0,43 0,57 0,16 -1,00 -0,62 002 -061 -1,75 004 053 |209)|-08 -057 100 -1,02 0,78 0,53
2eT09 -0,39 0,95 -0,03 0,36 1,13 1,78 -0,29 0,72 0,35 -0,76 0,72 -1,05 199 -049 0,12
3eT09 -0,58 0,34 -0,06 0,75 0,16 1,63 -1,13 -0,29 0,78 041 005 -1,26 1,70 1,57 1,28 E
4°T10 -0,85 0,73 1,03 0,49 -0,08 -0,80 0,04 1,01 -1,67 -1,19 1,34 0,63 | -2,95
12T10 -1,05 0,67 1,34 1,19 -0,74 -002 1,71 074 -059 -091 088 1,22 -1,07 041
22T10 -0,80 0,89 -0,66 -1,05 -0,34 081 1,02 -125 -1,35 0,77 0,30 -1,57 -1,00
38T10 0,10 -0,12 -0,17 0,07 1,61 -0,38 -1,22 -0,05 080 -044 -142 -0,60
4°T10 0,34 0,59 0,96 1,71 1,61 -0,94 -0,67 1,23 1,33 0,32 1,78
1°T11 -0,39 -0,49 -0,14 0,17 -1,33 -0,45 -0,70 -0,38 0,78 0,51
29711 0,43 0,06 0,91 0,51 0,33 0,79 -0,85 -0,03
3eT11 0,16 -0,64 -0,58 -0,16 -0,07 -0,87 -0,50 0,66
42T11 -0,14 -0,14 0,28 -0,09 0,15 -0,83 -0,17
1°T12 -0,08 -0,40 -0,38 -1,21 -1,12 -0,68
29T12 0,68 -0,12 -0,18 -1,02 -0,24
3eT12 0,89 -0,06 -1,12 -0,81
42T12 1,06 -0,30 -0,71
12T13 0,69 -0,93
29T 13 1,65

Menos do que 4,7% das posi¢oes apresentam valores absolutos superiores a

2,0, indicando um ntmero desprezivel de outliers.

As Figuras 5.21, 5.22, 5.23 e 5.24 apresentam os residuos quantilicos e de

Pearson empilhados, as func¢oes de autocorrelagdo correspondentes e os Q-Q plotes.

Figura 5.21: RCFV - residuos quantilicos e de Pearson, modelo GAS (1,1) com
distribuicao gama.
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Figura 5.22: RCFV - funcao de autocorrelacao e funcao de autocorrelagao
parcial dos residuos quantilicos, modelo GAS (1,1) com distribuigdo gama.
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00
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[V} 2 4 [} ] 10 12 2 4 6 8 10 12

Residuos quantilicos Residuos quantilicos

Figura 5.23: RCFV - funcao de autocorrelacao e funcao de autocorrelacao
parcial dos residuos de Pearson, modelo GAS (1,1) com distribuigdo gama.
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Como pode ser visto, os lags 2, 4 e 5 apresentaram uma correlacdo acima do

limite consideravel. Os testes apresentados na Tabela 5.24 auxiliam na analise.
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Figura 5.24: RCFV - Q-Q plotes dos residuos quantilicos e dos residuos de
Pearson, modelo GAS (1,1) com distribui¢do gama.

Residuos quantilicos Residuo de Pearson

Quantis observados
0

Quantis observados
0

Quantis tedricos Quantis tedricos

Como pode ser observado nos Q-Q plotes, os pontos se ajustam bem as retas
apenas nas partes centrais dos graficos. H4 nos extremos alguns dados que nao se
ajustam as retas.

Para auxiliar na andlise residual do modelo GAS (1,1) com distribuicao gama
foram feitos os testes de Heterocedasticidade, Box-Ljung e Jarque-Bera nos residuos

quantilicos e de Pearson (Tabela 5.24).

Tabela 5.24: Cobertura RCFV - testes e diagndsticos aplicados aos residuos,
modelo GAS (1,1) com distribuigdo gama.

estatisticas de teste e p-valores
Série/teste Homocedasticidade Autocorrelagio ~ Normalidade
(Qui-Quadrado) (Ljung-Box) (Jarque-Bera)
residuo de Pearson 0,529 2,479 2,126
(0,981) (0,115) (0,115)
residuo quantilico 0,533 2,344 8,464
(0,981) (0,125) (0,015)

Nos residuos de Pearson e nos residuos quantilicos, o teste de heterocedasti-
cidade nao sugeriu a rejeicio de Hy. No teste Box-Ljung nao ha evidéncias para
rejeitar a hipétese nula, isto é, os residuos sao descorrelatados.

No teste de normalidade Jarque-Bera, ao nivel de significancia de 1,0% aceita-
se a hipétese nula, a hipétese de normalidade dos residuos quantilicos. Ao nivel de

5,0% de significAncia aceita-se a hipotese de normalidade dos residuos de Pearson.
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5.2.3.2
GAS (1,1) com distribuicao gama - reserva IBNR e intervalo de confianca

Na Tabela 5.25, estdo apresentados os intervalos de confianca para as reservas

IBNR (cobertura RCFV), conforme procedimento descrito na Subsecao 4.2.3.

Tabela 5.25: Cobertura RCFV - reservas IBNR e intervalos de confianga,
modelo GAS (1,1) com distribui¢ao gama.

GAS (1,1) com distribuigdo gama
Intervalo de Confianga de 95,0%

Trimestre ‘ 2,50% ‘ Reservas estimadas 97,5%
2°trim.09 R$ 205.500 R$ 350.257 R$ 544.140
3°trim.09 R$ 1.095.611 R$ 1.514.947 R$ 2.042.500
4°trim.09 R$ 1.955.817 R$ 2.555.595 R$ 3.231.294
1°trim.10 R$ 3.237.438 R$ 3.992.836 R$ 4.935.761
2°trim.10 R$ 4.676.257 R$ 5.743.447 R$ 7.175.444
3°trim.10 R$ 5.754.618 R$ 7.026.649 R$ 9.190.653
4°trim.10 R$ 7.321.498 R$ 8.780.586 R$ 11.677.278
1%trim.11 R$ 9.991.415 R$ 12.383.909 R$ 16.739.778
2°trim.11 R$ 11.579.552 R$ 14.458.086 R$ 20.772.501
3°%trim.11 R$ 15.185.397 R$ 19.502.851 R$ 28.792.098
4°%trim.11 R$ 18.158.905 R$ 23.716.997 R$ 37.620.272
1°trim.12 R$ 22.136.190 R$ 29.305.481 R$ 48.794.873
2%trim.12 RS 24.746.726 R$ 33.067.909 R$ 57.892.762
3%trim.12 R$ 29.585.489 R$ 39.478.463 R$ 70.581.838
4°trim.12 R$ 35.687.492 R$ 48.172.372 R$ 90.268.272
1°trim.13 R$ 50.564.863 R$ 68.996.916 R$ 133.338.999
2°trim.13 R$ 100.859.046 R$ 140.477.668 R$ 291.968.536

Total R$ 346.753.303 RS$ 459.524.969 R$ 830.502.455

Como pode ser visto na Tabela 5.25, o intervalo de confianca de 95,0% para

as reservas IBNR totais, no caso da série RCFV, é dado por:

R$346.753.303,00 < IBN Rpotqr < R$830.502.455, 00 (5-5)

Ou seja, de acordo com o modelo GAS(1,1) com distribui¢ao gama, as reservas
IBNR totais, para a cobertura RCFV, tém 95,0% de chance de estarem entre
R$346.753.303,00 e R$830.502.455, 00.

A Figura 5.25 apresenta o intervalo de confianca para as reservas IBNR totais

simuladas via modelo GAS (1,1) com distribuigdo gama.
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Figura 5.25: Cobertura RCFV - reservas IBNR totais e intervalo de confianga,
modelo GAS (1,1) com distribui¢do gama (histograma).

Média Limite.inferior ~ Limite.superior
R$ 459.524.969 R$ 346.753.303 R$ 830.502.455

30004

1000 4

0 500 1000
IBNR

No Anexo I, serdo apresentados, para cada trimestre de origem, os graficos
contendo as 10.000 simulagoes que geraram os intervalos de confianga descritos na
Tabela 5.25.

5.2.3.3
Cobertura RCFV - resultados do modelo GAS (1,1) com distribuicdo log-
normal

Utilizando o triangulo de run-off com dados IBNR da cobertura RCFV e o
modelo GAS(1,1) com distribui¢ao log-normal (Subsecao 4.3.2), foram estimados os

seguintes pardmetros variantes no tempo (Tabela 5.26):
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Tabela 5.26: GAS (1,1) com distribui¢do log-normal - estimativas dos pardme-
tros variantes no tempo (cobertura RCFV).

Parametros variantes no tempo

t ‘ It Vi St

1 1,692 0,148 0,243
2 1,694 2,539 0,250
3 1,731 3,194 0,257
4 1,780 1,973 0,266
5 1,813 2,150 0,275
6 1,850 0,515 0,285
7 1,862 0,259 0,297
8 1,869 2,030 0,310
9 1,910 0,669 0,325
10 | 1,927 1,675 0,343
11 | 1,965 0,646 0,364
12 | 1,984 0,505 0,389
13 | 2,001 -0,352 0,420
14 | 1,998 -0,102 0,460
15 | 2,000 -0,239 0,515
16 | 1,999 -0,031 0,594
17 | 2,003 -0,070 0,728
18 | 2,006 0,312 1,029

Como pode ser observado na Tabela 5.26, ao longo das linhas do triangulo
de run-off, o vetor score V; apresenta variacoes mais significativas comparadas as
variagoes dos pardametros f; e S;.

Na Tabela 5.27 estao descritos, para o tridngulo contendo os dados dos sinistros
da cobertura RCFV, os pardmetros denominados estaticos, os que mudam de acordo

com a coluna e o parametro o da distribui¢ao log-normal.

Tabela 5.27: Cobertura RCFV - estimativas dos pardmetros estéticos (vetor
1) pelo modelo GAS (1,1) com distribui¢ao log-normal.

w A B o
20,031 0,059 1,018 0,057
(0,128)  (0,019)  (0,075)  (1,114)

A A2 A3 1 s X6 P As Xo
3,124 2,138 0,872 0,102  -0289  -0,422 -0,520 -0,641  -0,956
(0,310)  (0,317) (0,311) (0,312) (0,318) (0,313) (0,312) (0,313) (0,315)

A10 A11 A12 A13 A14 A15 A6 A7 A1s
1,173 -1224  -1426  -1517  -1,641  -1,703  -2,081  -1,716  -2,760
(0,315)  (0,317)  (0,317)  (0,320) (0,322) (0,326) (0,333) (0,346)  (0,390)

Como pode ser visto na Tabela 5.27, o pardmetro variante no tempo f; depende
positivamente do seu passado (B=1,018) e positivamente do vetor score ponderado
(A=0,059). O erro padrao das estimativas (FP()\;)) cresce a medida que a coluna (i)
avanga. Esse fato ocorre, pois, quando ¢ cresce (Tabela 5.2) temos menos observagoes

para estimar cada parametro.
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Os residuos quantilicos e de Pearson encontram-se descritos nas Tabelas 5.28

e 5.29.

Tabela 5.28: Cobertura RCFV - residuos quantilicos, modelo GAS (1,1) com

distribuicao log-normal.

Trimestre de
origemt i 2 3 4

Trimestre de desenvolvimentoi
5 & 7 &8 ) 10 13 12 13 14 15 16 17 18

12trim.03 [-092 055 072 0,33
22trim.09 |-0,3¢ 053 001 0,43
32erim.03 -0,70 0,13 -0,18 0,60
4%trim.09 [-095 054 082 037
12¢trim. 10 |-1,12 057 1,13 1,03
29trim. 10 |-0,78 0,73 -068 -1,14
39trim.10 | 0,22 -0,10 -0,12 0,13
42trim.10 | 0,44 056 091 1,43
1%trim. 11 |-0,35 -0,54 -0,16 0,13
29trim. 11 | 0,48 006 081 0,50
39trim. 11 | 0,22 -0,63 - 0,54 -0,12
4%trim.11 [-0,02 -0,12 0,30 -0,02
12¢trim.12 | 0,05 -0,35 - 0,29 - 1,19
29trim.12 | 0,74 -0,06 - 0,08 - 0,98
32trim.12 | 092 001 -1,10 -0,73
42trim.12 | 1,06 -0,22 - 0,61
12trim. 13 | 0,77 -0,91

22trim. 13 | 1,48

s

-1,03 -0,50 0,24 -0,46|-2,20[ 029 077] 218]-0,76 -0,85

-011 -08 003 178 035[-205]-1,36 187 1,18 068 [-444
.075 006 148 076 -095 -091 086 1,27 -107 0,57
.029 078 094 -1,30 -138 076 0,35 -1,62 -095

1,63 -0,86 085 0,63
1,85 1,20 1,71 -0,17 092 2,338] 0,50 -0,63 089 -109[ 231]-026 0,11
0,10 1,37 -1,40 -032 077 038 002 -143 1,47 144 155| 201

1,44 -024 -127 011 093 -030 -1,54 -0,35
145 -091 -059 122 135 045 160

-1,43 -038 -065 -029 080 051

039[ 224] 020 -078 017
0,00 -077 -03% 0,66
024 -0,69 - 0,03

-1,03 -0,51
- 0,09

Tabela 5.29: Cobertura RCFV - residuos de Pearson, modelo GAS (1,1) com

distribuicao log-normal.

Trimestre de
origemt 1 2 3 4

Trimestre de desenvolvimento i
5 & 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

12¢trim.09 | 091 045 064 0,22

099 05 012 05 -1,75 018 070|263]078 08 1,30 0,8 08 0,53

29trim.09 | 0,43 0,88 0,10 0,32 1,22 19 028 086 [29 039 o068 084 -1,03[288]036 001

3%trim.09 | 0,73 0,07 0,28 0,50
42trim.09 | 093 043 075 0,26
19trim. 10 | -1,06 0,47 1,13 1,00
2%trim. 10 | 0,80 0,65 0,72 -1,07
32trim.10 | 0,10 0,21 0,23 0,01
4%trim.10 | 0,32 0,46 0,86 1,58
12trim. 11 | 0,43 0,60 0,26 0,01
22trim.11 | 0,38 0,06 0,74 0,39
3%trim.11 | 0,10 0,68 0,60 0,23
astrim.11 | 0,13 023 018 0,14
1%trim. 12 | 0,06 -0,44 038 -1,11
29trim. 12 | 0,66 0,17 0,19 0,95
3%trim. 12 | 0,86 0,11 -1,04 0,76
astrim.12 | 1,04 0,32 0,66
12trim. 12 | 0,69 0,90

22trim. 13 | 1,58

002 1,44 -1,25 041 070 027 0,0 -127 157 153 1,68 | 2,35
022 08 009 181 091 -167 -123[215] 119 059 [2.74
077 006 158 068 093 090 080 131 -102 047
033 071 089 -1,18 -1,28 068 0,24 -1,40 -093

1,54 0,34 -116 001 083 040 -135 044

155 0,90 065 1,24 1,41 0,34 1,75

1,28 047 069 038 072 041

0,28 072 0,80 0,05

011 079 047 057

012 072 014

039 0,58

0,20

Menos do que 4,7% das posicoes apresentam valores absolutos superiores a

2,0, sob normalidade desses residuos. Isso indica a presenca de poucos outliers. A

correlacdo entre as duas séries de residuos foi de 99,2%, indicando uma forte relacao

entre eles.

As Figuras 5.26, 5.27, 5.28 e 5.29 apresentam os residuos quantilicos e de

Pearson empilhados, as fun¢des de autocorrelagao correspondentes e os Q-Q plotes.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121531/CA

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121532/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1121532/CA

Capitulo 5. Aplicacdes 110

Figura 5.26: RCFV - residuos quantilicos e de Pearson, modelo GAS (1,1) com
distribuicao log-normal.
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Figura 5.27: RCFV - funcao de autocorrelacdo e funcao de autocorrelagao
parcial dos residuos quantilicos, modelo GAS (1,1) com distribuigdo log-

normal.
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Figura 5.28: RCFV - funcao de autocorrelagao fungao de autocorrelagao parcial
dos residuos de Pearson, modelo GAS (1,1) com distribui¢ao log-normal.
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Como pode ser visto nos residuos quantilicos (Figura 5.27), os lags 2 e 4
apresentaram uma correlacao acima do limite consideravel. Nos residuos de Pearson,
os lags 2, 4 e 5 apresentaram uma correlagdo acima do limite consideravel. Os testes

apresentados na Tabela 5.24 auxiliam na analise.

Figura 5.29: RCFV - Q-Q plotes dos residuos quantilicos e dos residuos de
Pearson, modelo GAS (1,1) com distribuicao log-normal.
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Como pode ser observado nos Q-Q plotes, os pontos se ajustam bem as retas

apenas nas partes centrais dos graficos, tanto nos residuos de Pearson quanto nos
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residuos quantilicos. Ha nos extremos alguns dados que nao se ajustam as retas.
Para auxiliar na andlise residual do modelo GAS (1,1) com distribuicao log-
normal foram feitos os testes de Heterocedasticidade, Box-Ljung e Jarque-Bera nos

residuos quantitlicos e de Pearson (Tabela 5.30).

Tabela 5.30: Cobertura RCFV - testes e diagnésticos aplicados aos residuos,
modelo GAS (1,1) com distribuigao log-normal.

estatisticas de teste e p-valores
Série/teste Homocedasticidade Autocorrelagio  Normalidade
(Qui-Quadrado) (Ljung-Box) (Jarque-Bera)
Residuo de Pearson 0,400 1.794 6,914
(0,999) (0,1803) (0,031)
Residuo Quantilico 0,428 1.674 22,265
(0,998) (0,1957) (0,000)

Nos residuos de Pearson e nos residuos quantilicos, o p-valor nao sugeriu a
rejeicao da hipdtese de homocedasticidade. No teste Box-Ljung nao ha evidéncias
para rejeitar a hipotese na qual os residuos sdo descorrelatados.

No teste de normalidade Jarque-Bera, ao nivel de significAncia de 1,0%,
aceita-se a hipotese de normalidade dos residuos de Pearson. No caso dos residuos

quantilicos rejeita-se a hipdtese de normalidade.

5.2.3.4
GAS (1,1) com distribuicdo log-normal - reserva IBNR e intervalo de
confianca

Na Tabela 5.31, estao apresentados os intervalos de confianga para as reservas

IBNR (cobertura RCFV), conforme procedimento descrito na Subsecao 4.2.3.
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Tabela 5.31: Cobertura RCFV - reservas IBNR e intervalos de confiancga,
modelo GAS (1,1) com distribuigao log-normal.

GAS (1,1) Distribuicao log-normal
Intervalo de Confianga de 95,0%

Trimestre 2,50% ‘ Reservas estimadas 97,5%
2°trim.09 R$ 198.988 R$ 370.901 R$ 625.639
3°trim.09 R$ 1.136.884 R$ 1.634.701 R$ 2.279.696
4°trim.09 R$ 2.021.659 R$ 2.659.414 R$ 3.407.929
1°trim.10 R$ 3.205.529 R$ 3.900.955 R$ 4.677.215
2°trim.10 R$ 4.678.603 R$ 5.574.200 R$ 6.575.588
3%trim.10 R$ 5.786.988 R$ 6.696.323 R$ 7.698.791
4°trim.10 R$ 7.319.356 R$ 8.322.211 R$ 9.447.254
1°trim.11 R$ 10.171.493 R$ 11.948.140 R$ 13.856.824
2%trim.11 R$ 12.065.869 R$ 13.702.888 R$ 15.423.241
3%rim.11 R$ 15.894.451 RS 18.491.877 R$ 21.195.460
4°trim.11 R$ 19.511.047 R$ 22.187.653 R$ 25.151.382
1°trim.12 R$ 23.919.365 R$ 27.165.397 R$ 30.930.249
2°trim.12 R$ 26.668.527 R$ 30.288.231 R$ 35.022.294
3%trim.12 R$ 31.738.402 RS 35.946.225 RS 41.541.034
4°trim.12 R$ 38.268.519 RS 43.467.277 R$ 50.590.208
1°trim.13 R$ 54.527.545 RS 62.146.972 R$ 72.635.433
2°trim.13 R$ 109.477.281 R$ 126.075.154 R$ 149.692.988

Total R$ 373.127.103 R$ 420.578.521 R$ 482.704.363

Como pode ser visto na Tabela 5.31, o intervalo de confianga de 95,0% para

as reservas IBNR totais, no caso da série RCFV, é dado por:

R$373.127.103,00 < IBN Ryt < R$482.704.363, 00 (5-6)

Ou seja, segundo o modelos GAS(1,1) com distribuigdo log-normal, reservas
IBNR totais, para a cobertura RCFV, tém 95,0% de chance de estarem entre
R$373.127.103,00 e R$482.704.363, 00.

Como se pode observar nas Tabelas 5.25 e 5.31, a amplitude do intervalo
de confianca para a reserva IBNR total (cobertura RCFV) estimada pelo modelo
GAS(1,1) com distribuigao log-normal é muito inferior a estimada pelo GAS(1,1)
com distribuicao gama.

A Figura 5.30 apresenta o intervalo de confianca para as reservas IBNR totais

simuladas via modelo GAS (1,1) com distribuigao log-norma.
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Figura 5.30: Cobertura RCFV - Reservas IBNR totais e intervalo de confianga,
modelo GAS (1,1) com distribuigao log-normal (histograma).
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No Anexo J, serdo apresentados, para cada trimestre de origem, os graficos
contendo as 10.000 simulag¢Ges que geraram os intervalos de confianca descritos na
Tabela 5.31.

5.2.4
Previsdo fora da amostra (efeito linha no tridngulo de run-off)

As Tabelas 5.32 e 5.33 apresentam os sinistros ocorridos e avisados (somatério
por linha), os sinistros IBNR estimados e os sinistros “IBNR futuros” totais para
quatro trimestres de origem, ou seja, os sinistros que ocorreram nos quatro trimestres
seguintes aos apresentados nas Tabelas 5.1 e 5.2, que por algum motivo, ndo foram

imediatamente informados, em sua totalidade, a seguradora.
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Tabela 5.32: Cobertura RCFV - previsao fora da amostra (GAS (1,1) com
distribuigao gama).

Gas (1,1) com distribui¢do gama

Trimestre

Sinistros ocorridos e avisados (A)

IBNR estimado por linha ¢ (B)

Total por linha ¢

de origem ¢ | Somatério por linha da Tabela 5.2 Tabela 5.40 (A+B)

1° trim. 09 R$ 198,420,821 - R$ 198,420,821
2° trim. 09 R$ 225,801,869 R$ 345,656 R$ 226,147,525
3° trim. 09 R$ 233,859,271 R$ 1,490,939 R$ 235,350,210
42 trim. 09 R$ 254,511,338 R$ 2,550,550 R$ 257,061,888
1° trim. 10 R$ 247,422,512 R$ 3,964,959 R$ 251,387,472
29 trim. 10 R$ 258,113,287 R$ 5,633,772 R$ 263,747,059
39 trim. 10 R$ 266,099,002 R$ 6,875,604 R$ 272,974,606
49 trim. 10 R$ 289,147,404 R$ 8,478,097 R$ 297,625,500
19 trim. 11 R$ 266,728,622 R$ 11,902,216 R$ 278,630,838
2° trim. 11 R$ 308,613,548 R$ 14,003,903 R$ 322,617,451
3° trim. 11 R$ 300,337,499 R$ 18,602,775 R$ 318,940,274
4° trim. 11 R$ 289,799,199 R$ 22,629,835 R$ 312,420,034
1° trim. 12 R$ 278,186,737 R$ 27,564,644 R$ 305,751,381
2° trim. 12 R$ 290,991,029 R$ 30,814,284 R$ 321,805,313
3 trim. 12 R$ 289,829,587 R$ 36,345,571 R$ 326,175,158
4° trim. 12 R$ 282,646,319 R$ 43,856,015 R$ 326,502,334
1° trim. 13 R$ 248,057,378 R$ 62,193,791 R$ 310,251,169
2° trim. 13 R$ 235,076,407 R$ 124,800,509 R$ 359,876,916

Reserva de prémio.

3° trim. 13 - - R$ 321,972,740
4° trim. 13 . . R$ 324,519,612
1° trim. 14 - . R$ 327,142,791
29 trim. 14 - - R$ 329,845,032
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Tabela 5.33: Cobertura RCFV - previsao fora da amostra (GAS (1,1) com
distribuigao log-normal).

Gas (1,1) com distribuicdo log-normal

Trimestre Sinistros ocorridos e avisados (A) | IBNR estimado por linha ¢ (B) Total por linha ¢
de origem ¢ | Somatério por linha da Tabela 5.2 Tabela 5.40 (A+B)

1° trim. 09 R$ 198,420,821 - R$ 198,420,821
2° trim. 09 R$ 225,801,869 R$ 356,866 R$ 226,158,735
3° trim. 09 R$ 233,859,271 R$ 1,598,846 R$ 235,458,117
42 trim. 09 R$ 254,511,338 R$ 2,646,674 R$ 257,158,012
1° trim. 10 R$ 247,422,512 R$ 3,881,508 R$ 251,304,020
29 trim. 10 R$ 258,113,287 R$ 5,522,077 R$ 263,635,364
39 trim. 10 R$ 266,099,002 R$ 6,669,807 R$ 272,768,809
49 trim. 10 R$ 289,147,404 R$ 8,211,417 R$ 297,358,820
19 trim. 11 R$ 266,728,622 R$ 11,817,936 R$ 278,546,558
2° trim. 11 R$ 308,613,548 R$ 13,730,001 R$ 322,343,548
3° trim. 11 R$ 300,337,499 R$ 18,362,483 R$ 318,699,982
4° trim. 11 R$ 289,799,199 R$ 22,206,567 R$ 312,005,766
1° trim. 12 R$ 278,186,737 R$ 27,046,668 R$ 305,233,405
29 trim. 12 R$ 290,991,029 RS$ 30,110,603 R$ 321,101,632
3° trim. 12 R$ 289,829,587 RS 35,561,205 R$ 325,390,792
4° trim. 12 R$ 282,646,319 R$ 42,977,246 R$ 325,623,565
1° trim. 13 R$ 248,057,378 R$ 61,408,590 R$ 309,465,968
2° trim. 13 R$ 235,076,407 R$ 124,715,203 R$ 359,791,610

Reserva de prémio.

3° trim. 13 - - R$ 309,129,457
4° trim. 13 - - R$ 311,035,878
1° trim. 14 - - R$ 312,988,964
2° trim. 14 - - R$ 314,990,083

Como pode ser observado nas Tabelas 5.32 e 5.33, ao somar por linhas os
sinistros ocorridos e avisados (A) e as reservas IBNR estimadas pelos modelos
propostos (B) encontramos valores compativeis com as estimativas das reservas de

prémio (partes cinzas das Tabelas).

5.3
Medidas de aderéncias - coberturas Casco e RCFV

Nesta se¢ao, serao apresentadas as medidas de aderéncia do método Chain
Ladder e dos quatro modelos aplicados nesta tese (Atherino univariado e bivariado,
GAS (1,1) com distribuicdo gama e log-normal).

Cabe ressaltar que, para o calculo do MAPE, do EQM e do Pseudo-R?
(Subsegao 3.4), nao se levou em consideragdo as observagoes da primeira linha do
tridngulo, referente ao periodo difuso do filtro de Kalman e também as observagoes
da primeira coluna, em que o método Chain Ladder nao se aplica, por construcao.

Originalmente a base de dados era constituida por tridngulos de run-off com
19 linhas e 19 colunas. Para auxiliar a decisdo sobre qual modelo é mais adequado,
realizou-se uma validagao fora da amostra. Considerou-se para a modelagem tridn-
gulos com 18 linhas e 18 colunas, retirando a diagonal principal (17 observagoes)

para posteriormente calcular as medidas de aderéncias. Cabe ressaltar que no caso
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dos modelos Atherino univariado e bivariado, os valores utilizados nos teste foram

os filtrados e no caso dos modelos GAS, os resultados das Equagoes 4-32 e 4-42.

Tabela 5.34: Cobertura Casco - medidas de aderéncia (dentro da amostra).

Medidas Chain  Atherino  Atherino GAS (1,1) GAS (1,1)
de aderéncia | Ladder univariado bivariado gama log-normal
MAPE (%) 31,14 23,09 23,47 23,25 22,35

EQM (+10'3) | 38,04 7,95 9,52 6,41 6,74
Pseudo-R? (%) | 94,73 97,29 96,77 97,79 97,84

Observa-se na Tabela 5.34 que as medidas MAPE e Pseudo-R? apontam para
uma melhor aderéncia do modelo GAS (1,1) com distribuigao log-normal.
Na Tabela 5.35, estdo descritas as medidas de aderéncia calculadas para os

dados fora da amostra, cobertura Casco.

Tabela 5.35: Cobertura Casco - medidas de aderéncia (fora da amostra).

Medidas Chain  Atherino  Atherino GAS (1,1) GAS (1,1)
de aderéncia | Ladder wunivariado bivariado gama log-normal
MAPE (%) 35,03 34,75 33,88 32,80 33,67

EQM (+10%) | 20,49 5,30 7,51 5,05 7,03
Pseudo-R? (%) | 99,44 99,61 99,68 99,61 99,60

O teste fora da amostra, no caso da cobertura Casco, aponta melhor aderéncia
para o modelo GAS (1,1) com distribuigdo gama, pois apresentou menor MAPE e
menor EQM.

As medidas de aderéncia para os dados RCFV “in the sample” serdao descritos
Tabela 5.36.

Tabela 5.36: Cobertura RCFV - medidas de aderéncia (dentro da amostra).

Medidas Chain  Atherino  Atherino GAS (1,1) GAS (1,1)
de aderéncia | Ladder univariado bivariado gama log-normal
MAPE (%) 28,33 20,02 19,30 19,85 19,77

EQM (+10'3) | 41,54 5,23 8,09 8,27 7,93
Pseudo-R? (%) | 96,18 98,56 98,26 97,60 97,81

Duas, das trés medidas de aderéncias descritas na Tabela 5.36 apontam para
uma melhor aderéncia do modelo Atherino univariado.
Na Tabela 5.37, estdo descritas as medidas de aderéncia calculadas para os

dados fora da amostra.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121531/CA

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121532/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1121532/CA

Capitulo 5. Aplicacdes 118

Tabela 5.37: Cobertura RCFV - medidas de aderéncia (fora da amostra).

Medidas Chain  Atherino  Atherino GAS (1,1) GAS (1,1)
de aderéncia | Ladder wunivariado bivariado gama log-normal
MAPE (%) 31,29 25,30 24,86 27,10 27,41

EQM (+10%) | 15,40 1,37 2,26 2,24 2,40
Pseudo-R? (%) | 98,63 99,34 99,33 99,35 99,33

Como pode ser visto na Tabela 5.37, cada medida de aderéncia aponta para

um modelo, logo, o teste fora da amostra foi inconclusivo.

5.4
Reservas IBNR estimadas - coberturas Casco e RCFV

Um ponto importante a ser destacado é o aprimoramento da mensuragao das
reservas IBNR, bem como a diminui¢ao dos coeficientes de variagao das estimativas.
E relevante por conta das estimativas eficientes que se aproximam do real valor
o qual a seguradora deverd pagar pelo sinistro ocorrido e nao avisado, tal como
provém do objetivo primario das seguradoras garantir um melhor uso do capital.
Por conseguinte, garantir uma melhor rentabilidade sobre o seu Patrimoénio Liquido
de forma que a solvéncia nao seja comprometida.

A Tabela 5.38 apresenta as reservas IBNR estimadas pelo método Chain
Ladder e pelos modelos: Atherino univariado e bivariado, GAS (1,1) com distribuicao

gama e com distribuicao log-normal.

Tabela 5.38: Cobertura Casco - reservas IBNR estimadas.

Reservas IBNR estimadas

Trim. Chain Atherino Atherino GAS (1,1) GAS (1,1)
Ladder univariado bivariado gama log-normal
2°trim.09 R$ 79.571 R$ 87.697 R$ 89.740 R$ 71.751 R$ 75.220
3%rim.09 R$ 110.766 R$ 122.192 R$ 127.553 R$ 108.721 R$ 112.614
4°trim.09 R$ 202.764 R$ 211.778 R$ 217.965 R$ 183.876 R$ 188.516
1°trim.10 R$ 340.595 R$ 333.818 R$ 340.248 R$ 325.121 R$ 323.494
2°%trim.10 R$ 570.213 R$ 557.269 R$ 561.911 R$ 509.150 R$ 509.387
3%trim.10 R$ 794.820 R$ 734.821 R$ 751.964 R$ 718.211 R$ 674.604
4°trim.10 R$ 1.140.532 R$ 987.650 R$ 1.028.946 R$ 990.344 R$ 922.604
1°trim.11 R$ 1.490.262 R$ 1.261.573 R$ 1.320.905 R$ 1.278.685 R$ 1.218.479
2%trim.11 R$ 2.092.927 R$ 1.828.497 R$ 1.926.569 R$ 1.751.508 R$ 1.686.129
3%rim.11 R$ 2.929.810 R$ 2.491.632 R$ 2.615.079 R$ 2.457.480 R$ 2.355.216
4°trim.11 R$ 3.851.017 R$ 3.343.851 R$ 3.457.641 R$ 3.361.105 R$ 3.251.133
1°trim.12 R$ 5.260.001 R$ 4.760.721 R$ 4.843.548 R$ 4.566.859 R$ 4.505.367
2°trim.12 R$ 7.983.283 R$ 7.219.269 R$ 7.323.018 R$ 7.031.399 R$ 6.910.524
3%rim.12 R$ 12.341.738 R$ 11.231.433 R$ 11.354.550 R$ 10.853.313 R$ 10.758.984
4°trim.12 R$ 19.892.074 R$ 18.682.098 R$ 18.951.131 R$ 17.882.216 R$ 17.996.991
1%trim.13 R$ 46.563.124 R$ 45.109.827 R$ 45.877.155 R$ 42.629.744 R$ 43.530.216
2°trim.13 R$ 248.936.595 R$ 222.719.082 R$ 230.239.959 R$ 210.843.198 R$ 217.127.496
Total R$ 354.580.092 R$ 321.683.208 R$ 331.027.882 R$ 305.562.682 R$ 312.146.973
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Tabela 5.39: Cobertura Casco - coeficientes de variagao estimados.

Coeficientes de Variagao
Trim. Chain Atherino Atherino  GAS (1,1) GAS (1,1)
Ladder wunivariado  bivariado gama log-normal
2%trim.09 | 36,0% 43,3% 43,2% 29,3% 28,6%
3%rim.09 | 27,3% 33,4% 33,1% 21,7% 22,1%
4°trim.09 | 21,0% 24,1% 23,7% 19,0% 18,0%
1°¢rim.10 | 20,7% 19,6% 19,0% 16,1% 15,4%
2°trim.10 17,4% 17,6% 16,5% 15,9% 14,7%
3%rim.10 | 26,1% 15,7% 14,0% 14,9% 13,2%
4°trim.10 22,9% 14,5% 12,0% 14,2% 12,4%
1%trim.11 20,0% 13,6% 9,9% 13,4% 11,7%
2°trim.11 17,4% 13,9% 10,6% 13,7% 11,9%
3%rim.11 17,4% 13,5% 11,8% 13,2% 11,6%
4°trim.11 14,2% 13,4% 8,2% 12,8% 11,4%
19trim.12 11,4% 13,8% 9,6% 12,8% 11,9%
2°trim.12 13,8% 14,6% 10,0% 12,6% 12,8%
3%rim.12 11,4% 15,3% 10,0% 12,7% 12,9%
4°trim.12 | 188,1% 16,4% 12,8% 12,7% 13,9%
1°trim.13 | 133,0% 20,4% 16,3% 12,5% 17,6%
2%trim.13 | 32,9% 26,2% 24,5% 12,9% 22,8%

Observa-se que as reservas IBNR totais, estimadas pelo modelo GAS (1,1)
com distribuigdo log-normal e pelo modelo GAS (1,1) com distribuigdo gama, sao
menores que a reserva total estimada pelos outros trés modelos.

Como visto na Tabela 5.39, os coeficientes de variagdo estimados, utilizando
modelo GAS (1,1) com distribuigdo log-normal, sdo menores em 35,3% dos periodos
de desenvolvimento.

A Tabela 5.40 apresenta as reservas IBNR estimadas pelo método: Chain
Ladder e pelos modelos: Atherino univariado e bivariado, GAS (1,1) com distribuicao

gama e com distribuicao log-normal para a cobertura RCFV.
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Tabela 5.40: Cobertura RCFV - reservas IBNR estimados.

PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1121532/CA

Reservas IBNR estimadas
Trim. Chain Atherino Atherino GAS (1,1) GAS (1,1)
Ladder univariado bivariado gama log-normal
2°trim.09 R$ 455.112 R$ 441.236 R$ 443.171 R$ 345.656 R$ 356.866
3%rim.09 R$ 1.700.425 R$ 1.653.500 R$ 1.634.690 R$ 1.490.939 R$ 1.598.846
4°trim.09 R$ 2.825.468 R$ 2.567.117 R$ 2.541.211 R$ 2.550.550 R$ 2.646.674
1°trim.10 R$ 4.221.393 R$ 3.747.349 R$ 3.752.360 R$ 3.964.959 R$ 3.881.508
2°trim.10 R$ 5.905.591 R$ 5.147.239 R$ 5.127.717 R$ 5.633.772 R$ 5.522.077
3%rim.10 R$ 7.834.896 R$ 6.870.035 R$ 6.862.344 R$ 6.875.604 R$ 6.669.807
4°trim.10 R$ 10.674.355 R$ 8.900.303 R$ 8.667.537 R$ 8.478.097 R$ 8.211.417
1%trim.11 R$ 12.169.916 R$ 11.370.296 R$ 10.727.636 R$ 11.902.216 R$ 11.817.936
2°trim.11 R$ 16.996.994 R$ 13.928.740 R$ 13.098.889 R$ 14.003.903 R$ 13.730.001
3%rim.11 R$ 20.107.990 R$ 16.900.112 R$ 16.158.163 R$ 18.602.775 R$ 18.362.483
4°trim.11 R$ 24.147.477 R$ 20.605.042 R$ 19.889.041 R$ 22.629.835 R$ 22.206.567
19trim.12 R$ 28.410.014 R$ 24.546.765 R$ 24.031.915 R$ 27.564.644 R$ 27.046.668
2°trim.12 R$ 35.984.032 R$ 29.209.946 R$ 29.005.835 R$ 30.814.284 R$ 30.110.603
3%rim.12 R$ 43.137.541 R$ 34.829.964 R$ 34.738.337 R$ 36.345.571 R$ 35.561.205
4°trim.12 R$ 52.972.839 R$ 43.086.664 R$ 43.176.837 R$ 43.856.015 R$ 42.977.246
19trim.13 R$ 69.284.893 R$ 61.205.441 R$ 61.435.169 R$ 62.193.791 R$ 61.408.590
2°trim.13 R$ 177.751.781 R$ 122.505.698 R$ 126.640.991 R$ 124.800.509 R$ 124.715.203
Total R$ 514.580.717 R$ 407.515.446 RS$ 407.931.842 R$ 422.053.121 R$ 416.823.697

Como pode ser observado na Tabela 5.40, as reservas totais estimadas pelos

modelos Atherino univariado e bivariado sao as menores.

Tabela 5.41: Cobertura RCFV - coeficientes de variagao estimados.

Coeficientes de Variagao
Trim. Chain Atherino Atherino  GAS (1,1) GAS (1,1)
Ladder univariado bivariado gama log-normal
2%trim.09 | 77,2% 34,7% 36,1% 25,8% 24,1%
3%rim.09 | 26,0% 22,8% 23,4% 19,1% 19,0%
4°trim.09 | 22,0% 18,0% 18,2% 14,8% 15,1%
1°trim.10 | 22,0% 15,3% 15,2% 13,2% 12,9%
2°trim.10 | 17,8% 13,7% 13,4% 11,5% 11,6%
3°%trim.10 15,0% 12,6% 12,2% 10,9% 10,3%
4°trim.10 14,2% 11,8% 11,2% 10,4% 9,6%
1°trim.11 12,8% 11,2% 10,6% 9,2% 9,1%
2%trim.11 11,8% 10,8% 10,1% 8,8% 8,7%
3°trim.11 10,1% 10,6% 9,8% 8,1% 8,2%
4°trim.11 9,3% 10,5% 9,7% 7,9% 8,2%
1°trim.12 8,9% 10,5% 9,5% 7, 7% 8,0%
2%trim.12 8,6% 10,5% 9,4% 7,8% 7, 7%
3%rim.12 7,9% 10,7% 9,4% 7.8% 7,6%
4°trim.12 | 30,2% 11,2% 9,7% 7,7% 7,6%
1°trim.13 | 33,2% 12,6% 11,2% 7,5% 9,0%
2%trim.13 | 21,5% 16,6% 15,4% 7,5% 13,1%

Os coeficientes de variagao estimados, quando se utiliza o modelo GAS(1,1)

com distribuicao log-normal para prever as reservas IBNR, sdo inferiores aos demais

em 58,8% dos trimestres.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121531/CA

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121532/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1121532/CA

Capitulo 5. Aplicacdes 121

55
Teste Diebold e Mariano dentro da amostra - coberturas Casco e RCFV

Nesta tese, foram aplicados um método (Chain Ladder) e quatro modelos
(Atherino univariado e bivariado, GAS (1,1) com distribui¢oes gama e log-normal)
para a estimacgao das reservas IBNR, utilizando os dados da cobertura Casco e da
cobertura RCFV (conforme apresentado nas Tabelas 5.1 e 5.1). Para auxiliar na
tomada de decisao a respeito do modelo mais eficiente, o teste Diebold e Mariano foi
empregado. O teste em questao tem a finalidade de comparar a precisdo das previsoes
obtidas através de dois modelos distintos (Anexo C). A funcdo perda utilizada foi o
MAPE.

A hipétese nula, Hy : E[d;;] = 0, é a de que o modelo ¢ e o modelo j geram
previsdes de mesma precisao e a hipdtese alternativa, Hy : E[d;;] < 0, é a hipétese
que o modelo 7 é mais preciso que o modelo j.

A Tabela 5.42 apresenta os p-valores dos testes aplicados & cobertura Casco.

O primeiro modelo citado na linha é considerado o modelos ¢ e o segundo o modelo
j-

Tabela 5.42: Cobertura Casco - teste Diebold e Mariano (p-valores).

Modelo (i) ‘ Modelo (7) ‘ p-valores
GAS (1,1) log-normal Chain Ladder

(
GAS (1,1) log-normal | Atherino univariado | (
GAS (1,1) log-normal | Atherino bivariado | (
GAS (1,1) log-normal | GAS (1,1) gama (

GAS (1,1) gama Chain Ladder (0,017
GAS (1,1) gama Atherino univariado | (
GAS (1,1) gama Atherino bivariado | (
Atherino bivariado Chain Ladder (
Atherino bivariado | Atherino univariado | (
(

Atherino univariado Chain Ladder

Ao nivel de significancia de 5,0%, todos os modelos sao mais precisos, compa-
rados ao método Chain Ladder. Nas demais comparagoes aceita-se a hipdtese de que
os modelos geram previsdes de mesma precisao. Provavelmente porque as funcoes
perdas (MAPE) dos quatro modelos - Atherino univariado, Atherino bivariado, GAS
(1,1) log-normal e GAS (1,1) gama - sdo muito préximas (vide Tabela 5.34).

A Tabela 5.43 descreve os p-valores dos testes aplicados & cobertura RCFV.
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Tabela 5.43: Cobertura RCFV - teste Diebold e Mariano (p-valores).

Modelo () ‘ Modelo (j) ‘ p-valores
GAS (1,1) log-normal Chain Ladder

(
GAS (1,1) log-normal | Atherino univariado | ( )
GAS (1,1) log-normal | Atherino bivariado | ( )
GAS (1,1) log-normal GAS (1,1) gama ( )
GAS (1,1) gama Chain Ladder ( )
GAS (1,1) gama Atherino univariado | (0,443)
GAS (1,1) gama Atherino bivariado | ( )
Atherino bivariado Chain Ladder ( )
(0,031)
(0,031)

Atherino bivariado Atherino univariado

Atherino univariado Chain Ladder

Os testes aplicados a cobertura RCFV mostram, ao nivel de significancia de
5,0%, que todos os modelos sao mais precisos, comparados ao método Chain Ladder
e o modelo Atherino bivariado gera previsdes melhores, comparado ao Atherino
univariado.

Ressalta-se que as estatisticas MAPE (Tabelas 5.36 e 5.34) sdo muito préximas.
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Conclusao

Esta tese apresenta duas contribui¢cbes para a modelagem estatistica do
tridngulo de run-off com o objetivo de estimar as reservas IBNR. A primeira
delas é o desenvolvimento de um modelo multivariado em espago de estado, via
formulacao SUTSE para estimagdo conjunta de reservas IBNR associadas a dois
ou mais segmentos de uma seguradora. O modelo proposto é capaz de prever as
reservas IBNR levando em consideracao, quando existente, as relacbes entre os
pagamentos dos sinistros IBNR de dois segmentos distintos, porém, de alguma forma,
relacionados.

A outra contribuicdo diz respeito a formulagado de um arcaboucgo geral para
estimagao de reservas IBNR a partir de tridngulos de run-off via modelos GAS.
Adicionalmente, foi desenvolvido e aplicado um método para o calculo dos intervalos
de confianca dessas reservas e do efeito linha (previsoes fora do tridngulo de run-off).

Em uma perspectiva mais aplicada, nossa contribuicao consiste em apresentar
modelos com fundamentacdo estatistica e mais flexivies (GAS) para prever as
reservas IBNR, otimizando o retorno sobre o patriménio liquido (Return on Equity
- ROE), sem afetar a solvéncia da seguradora.

Nas Tabelas 6.1 e 6.2, estao apresentados os critérios que foram utilizados para
escolher o melhor modelo para prever reservas IBNR (coberturas Casco e RCFV). As
células marcadas com X nas tabelas explicitam que, naquele quesito, o modelo em
questao apresentou o melhor resultado comparado aos demais modelos. Ressalta-se
que o modelo GAS(1,1), quer seja com distribuigao gama, quer seja com distribui¢ao
log-normal, apresentou menor dificuldade na programagcao (dificuldade na elaboragao
do cddigo no programa R-Project) comparado aos modelos Atherino univariado e

bivariado (modelo SUTSE de modo concomitante com o modelo Atherino).
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Tabela 6.1: Cobertura Casco - avaliagao das métricas aplicadas.

Métricas/Modelos
Chain Atherino Atherino | GAS(1,1) GAS(1,1)

ladder | univariado | bivariado Gama Log-normal

Med. de aderéncia - dentro da amostra
Melhor avaliacdo: X
(maior n® de critérios - Tab. 5.34 )

Med. de aderéncia - fora da amostra

Melhor avaliagao: X
(maior n® de critérios - Tab.5.35)

Tamanho da reserva

Melhor avaliacao: X
(Menor reserva - Tab. 5.38)

Coeficiente de Variagao

Melhor avaliacgao: X
(Menores CV e menos variabilidade ao
longo dos 18 trim. - Tab. 5.39)

Intervalo de confianga

Melhor avaliacao: - - - X
(Menor amplitude - Tab. 5.11 e 5.17 )
Teste Diebold e Mariano

Melhor avaliacdo: X X X X
(Precisdo - Tab.5.42)

Nota:“-” - Nao calculado.

Para o tridangulo de run-off com dados de sinistros da cobertura Casco (Tabela
5.1), como pode ser visto na Tabela 6.1, quatro quesitos apontam para o modelo
GAS (1,1) com distribuicdo gama como sendo o mais aconselhavel. Sao eles: medidas
de aderéncia fora da amostra, tamanho das reservas IBNR estimadas, intervalo
de confianca e teste DM. De fato, para esta cobertura em questdo, os modelos
GAS(1,1), quer seja com distribui¢do gama, quer seja com distribui¢ao log-normal,
apresentaram resultados melhores do que o método Chain Ladder, o modelo Atherino
e até mesmo melhores na comparacao com o modelo Atherino bivariado, também
proposto e desenvolvido nesta tese.

Baseado em nossos resultados, pode-se inferir que os modelos Atherino uni-
variado e bivariado, sdo sem duvidas, mais aconselhaveis para a previsdo das re-
servas IBNR, comparados ao método Chain Lader. Contudo, quando incluimos os
resultados dos modelos GAS(1,1) na comparacao, observamos que a dificuldade na
programacao para estimar as reservas, via modelo Atherino univariado ou modelo
Atherino bivariado, o qual leva em consideracdo as relagoes internas e externas dos

dois triangulos de run-off, ndo trazem maiores ganhos em termos de precisao.
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Tabela 6.2: Cobertura RCFV - avaliacao das métricas aplicadas.

Métricas/Modelos
Chain Atherino Atherino | GAS(1,1) GAS(1,1)

ladder | univariado | bivariado Gama Log-normal

Med. de aderéncia - dentro da amostra
Melhor avaliacdo: X

(maior n® de critérios - Tab. 5.36 )

Med. de aderéncia - fora da amostra
Melhor avaliagao: * * * * *
(maior n® de critérios - Tab.5.37)

Tamanho da reserva

Melhor avaliacao: X
(Menor reserva - Tab. 5.40)

Coeficiente de Variagao

Melhor avaliacdo: X
(Menores CV e menos variabilidade ao
longo dos 18 trim. - Tab. 5.41)

Intervalo de confianga

Melhor avaliacao: - - - X
(Menor amplitude - Tab. 5.25 ¢ 5.31 )
Teste Diebold e Mariano

Melhor avaliacdo: X X X X
(Precisdo - Tab.5.43)

Nota: “*” - Nao conclusivo e “-” - Nao calculado.

Para o triangulo de run-off com dados de sinistros da cobertura RCFV, Tabela
5.2, a disputa estd entre o modelo Atherino univariado e o modelo GAS(1,1) com
distribuigao log-normal (Tabela 6.2). As medidas de aderéncia dentro da amostra e
o tamanho das reservas estimadas apontam para o modelo Atherino univariado, ao
passo que os coeficientes de variagdo e o intervalo de confianga indicam o modelo
GAS (1,1) com distribui¢ao log-normal.

O resultado encontrado nesta tese corrobora aqueles obtidos por Koopman
et al. (2015). Segundo os autores, as previsdes obtidas através dos modelos GAS e
dos modelos em espaco de estado tém precisao semelhante. Na conclusao do artigo
em questao, os autores salientaram que, para as séries utilizadas, os resultados dos
modelos GAS sao comparaveis aos resultados dos modelos dirigidos por parametro,
contudo, a complexidade computacional é extremamente menor nos modelos GAS.

Desta pesquisa podem-se originar trés possiveis extensoes: (I) Uma possivel
extensao ¢ utilizar os dois modelos propostos nesta tese (Atherino multivariado
e GAS) para modelar o volume de sinistros IBNR (Martin (2015), por exemplo,
utiliza um modelo log-linear com efeito linha e efeito coluna para calcular o volume
de sinistros IBNR). No caso dos modelos GAS, distribuigoes adequadas aos dados
de contagem em situagoes que a aproximacao pela distribuicdo normal ndo seja
adequada (binomial negativa e Poisson) por exemplo, podem ser utilizadas. (II)
Outra possivel extensdo deste estudo é o célculo do efeitos linha (previsoes fora do
triangulo de run-off, vide Subsecao 4.2.4), tanto para o modelo Atherino univariado
quanto para o modelo Atherino bivariado. (III) A tltima extensdo proposta nesta

tese refere-se a elaboragao e a aplicagdo de um modelo GAS bivariado (utilizando
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as distribuigoes gama ou a log normal bivariadas, por exemplo). Neste caso ao invés
de um pardmetro variante no tempo f;, teremos um vetor de parametros. Nesta

possivel extensao a dependéncia entre as coberturas poderao ser captadas.
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A
Abordagem univariada para caso multivariado

Lima (2010) observa que a principal motivagao que sugere o uso do tratamento
univariado para séries multivariadas, é a eficiéncia computacional, pois é bem mais

simples trabalhar com valores escalares do que com matrizes.

[...] O exemplo mais ilustrativo deste ganho fica aparente consi-
derando um processo de otimizacao com inicializagao difusa, pois
neste caso, é necessario “zerar” duas matrizes para poder esta-
bilizar o processo de otimizacdo. Quando adota-se o tratamento
univariado do modelo multivariado uma dessas matrizes torna-se
um escalar, sendo bem mais facil obter um zero nesta condigao do
que fazendo uma matriz de zeros (LIMA, 2010, P. 36).

A abordagem sera utilizada na programacao, porém, a forma exposta neste

trabalho sera a forma espago de estado apresentada nas Equacoes 3-41 e 3-45.

Assumindo primeiramente que a matriz H; é diagonal, tém-se as observagoes

e as inovacoes, sendo:

Tt1 Et,1
Ly = ) SIS (A_l)

Tt p, €t,pt

Com as matrizes do sistema.
Zt71 0'?’1 0 0
Zy = ) Hy = . 0
2
Lt p 0 0 iy,
Sendo @y, €1, € aﬁi escalares e Z;; vetores (1 x m), para i =1,...,p;.
De acordo com Lima (2010), o propésito desta abordagem é reconhecer o

processo xy = (%1, ...2¢p,) descrito no tempo por:

T11 2,1 3,1 T
x1,2 €22 x3,2 T2
13 |,| =23 |,| 233 |, --,| 273 (A-3)

L1,p1 L2,po L3,p3 LT,py
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Para a formagao do vetor x;, as coordenadas wx;;, i@ = 1,...,p; chegam uma
de cada vez, ou seja, primeiramente as observacoes no tempo t de todas as p; séries,
apos, todas as observagoes em t+ 1 de todas as p; séries, e assim sucessivamente, até
o tempo t = T'. Sabendo que a tltima observacao no tempo ¢ da série ¢ é p;. Logo,

tem-se uma série univariada como descrito em A-4.

33171, .%'172, e ,xljpl,le, .7}2’2, . ,1’24,2,3}3’1, x3,2, . ,a:37p3, e 7-7571,17 1'7%2, e 7$T,pT
(A-4)
Segundo Lima (2010), o propésito é achar um modelo univariado equivalente
para A-3 e assim as recursoes de Kalman tornam-se aplicaveis. Uma vez que A-
3 ¢é reescrita como A-4 a dindmica do modelo multivariado deve ser estritamente
respeitada, de forma que A-3 e A-4 sejam probabilisticamente equivalentes.

A equagao das observagoes na forma univariada é dada por:

T = LpiQi + €, i ~ WN(O, Uzi) (A-5)

Sendot=1,...,T,i=1,...,p; € o = .

O vetor de estado é dado pelas Equagoes A-6 e A-T:

Qi1 = Qg i=1,..,p1 (A-6)

app11 = Tragp, + Remy i=1,..,T (A-T)

Com o vetor de estado a1 = aq ~ N(a, P) e np, ~ WN(0,Qy).

Al
Matriz H, nao diagonal - Modelo Atherino bivariado

Quando H; é nao diagonal, a representacao univariada do modelo multivariado
nao leva a um modelo equivalente, pois as correlagoes entre as séries contidas na
equacao das observacoes sao perdidas. Neste caso, segundo Koopman e Durbin

(1998), pode-se introduzir o vetor €; no vetor de estado. Sendo assim:

@ = jf Zi=(2 In) (A-8)

e para a equacao de estado define-se:
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~ [ R0 (@ o ]
ne(T0) e (%) A

levando a:

T = Ziay a1 = Tiay + Ry 7y ~ N(0,Q;) (A-11)

Parat=1,---,T. I,, é a matriz identidade e m ¢é a dimensao da matriz H;.
Segundo Koopman e Durbin (1998), procede-se com a mesma estratégia para o caso

onde H; é diagonal, tratando cada elemento do vetor de observagao individualmente.

A.2
Filtragem e suavizacao - MEE multivariado na forma univariada

Assim como definido em Koopman e Durbin (2000):

a1 = Blagi|Xi—1)

at; = BE(oui|Xi—1, 241, ..., Trio1)

P,in = Var(oy1|X—1)

P = Var(ou:|Xi—1,241, ..., Tri-1) (A-12)

Para i = 2,...,p;. As esperancas e varidncias do vetor de estado explicitadas
no conjunto de Equacgdes A-12 mostram que no tempo t o vetor de estado i é
condicionado a todo o passado das outras séries e ao passado da prépria série i.

As equagoes de filtragem na qual H; é diagonal sao:

ap i1 = ap; + Kivp; (A-13)

Priy1 =Py — K F K (A-14)

No qual:

/ 2 / —1
Ui = Tei— Zriei, P = ZeibuiZ o e K= PoiZyF (A-15)
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Para i = 1,...,p; e t = 1,...,n. Sabe-se que v;; e F;; sao escalares e K;; ¢
um vetor coluna. De acordo com Koopman e Durbin (2000), a transicdo do tempo

t para o tempo t + 1 é dada pelas Equagoes A-16 e A-1T:

a1 = Tiaep, 1 (A-16)

Py = TPy 1) + RiQiR; (A-17)

As equagoes de suavizagao utilizadas nesta tese foram deduzidas em Koopman
e Durbin (2000).
A abordagem da suavizacao univariada evita duas multiplica¢des de matrizes

e a implementacao se torna mais simples, segundo e Koopman e Durbin (2000).

A.3
Missing values - MEE multivariado na forma univariada

Supondo que Iy; = (t14,t24,- - ,tr,;) corresponda ao conjunto de indices em

que ha informacoes faltantes. Tem-se, no filtro de Kalman:

agei = FElowglee] = Blogilee1i] = age—yy (A-18)
Pt|t i Va?“[at,i|90t,i] = Va?“[Oét,i\iﬁt—l,i] = Pt\t—l,i (A-19)

Observa-se que o problema estd no computo, assim como na abordagem
tradicional multivariada e univariada, da E[-|X};] e da V[-|X;;] quando X;; nao
existir.

Para o instante de tempo em que houver observagoes faltantes, as equagoes
de suavizacao utilizadas nesta tese também estao detalhadas em Koopman e Durbin
(2000).

A4
Inicializacao difusa exata - MEE multivariado na forma univariada

Sendo d o instante de estabilidade do processo composto pelas equacoes de
suavizagdo, até d (t,i) sdo descritos da seguinte forma:
(t,Z) = (t*a Z*)7 (t*>Z* - 1)7 R (t*v 1)7 (t* - 1apt*71)7 Ty (17 1) (A_20)

Assim, como na abordagem univariada, o suavizador de Kalman inicial exato

consiste em uma solugao baseada na escrita das equagoes de suavizagao como funcgoes
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suaves de k, aproximadas por férmulas de Maclaurin e fazendo kK — +oo. As

equacoes utilizadas foram:

P, = Piti+kPxy;

T = Tg)i) + k_lr,g,li) +O0(k™%)

Nei = N4k N+ k2ND + o)
Fii = Fipi+kFsyi

Flo= kUELL KPR F + O(k73)

Fi (Fugi+kFoops) = 1 (A-21)

Sendo P, = (Puyi, Poopi) € Lug = I — Ky iF, ' Zys.

Como pode ser observado o suavizador inicial exato pode ser reescrito na forma

(e
Tri = ) (A-22)
Tt

©) (D)
N9 NU
NI, = bi b A-23
b ( ND NG ) (A-23)

matricial. Sendo:

Looti Lo
L:srzel = ( ) (A‘24)

’ 0 Loo,t,i
No qual:
-1
Loo,t,i = I— Koo,t,iZt,iFooi,i
-1 -1
Loti = (KoopilutiFigy; — Kiti) Zeil gy,

Como descrito em Koopman e Durbin (2000) e Durbin e Koopman (2001),

usando as equagoes de suavizagao e fazendo Fio;; > 0 , tem-se:

0 '
T T,.T
rl. — , + L, .r. A-25
ti—1 ( Zt’ZFt(j)Ugg) ) ti't ( )
0 Zl F_L 7, )
NtT,zel = ;1 , t’l_goo’m e + LtJ,fiNtT,iLI,i (A-26)
Zt,z‘Foo,t,iZm Zt,iFoo,t,iZmF*,t,i

Tem-se ainda:
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/
T 0
T _ =1 T
r — r A-27
t—1,P; ( 0 T, ) t,0 ( )

/
T 1 0 T 1 0
NtT—l,Pt = ( 0 T )N:,o( 0 T ) (A-28)
t—1 t—1

Para t =t*, ..., 1. Tém-se as equacdes suavizadas difusas dadas por:

A

& = agn+ PJITLO (A-29)
Vi = P — PN Pl (A-30)

Para mais detalhes sobre inicializacao difusa exata do suavizador e do filtro
de Kalman pesquisar no artigo: Fast Filtering and smoothing for multivariate state
space models, publicado por Koopman e Durbin em 2000 e no livro dos mesmos

autores Time Series Analysis by Space State Methods, publicado no ano de 2001.

A5
Verossimilhanca exata - MEE multivariado na forma univariada

Para o caso multivariado na forma univariada, segundo Koopman e Durbin
(2000), os hiperparametros serao estimados utilizando a decomposi¢do da verossi-

milhanca pelo erro de predigao, como pode ser visto nas equagoes abaixo:

Tm T pt B
t=11i=1

No qual, v;; e Ft_i1 foram definidos na Secao A.2, p; é o nimero de series
b
temporais empilhadas, m ntmero de varidveis nao observadas e T representa o
numero de observagoes de cada série.

A verossimilhanca pelo erro de predicdo com inicializagao difusa é dada por:

t* i

1
log(L(¢)) = constante — 3 Z Z logFo 1,i

t=1i=1

1 T Pt
~ 3 Z Z <logFt7i+vt27iFt;1)
t=t* i=i*+1

No qual:
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Footi = ZtiPotiZy; (A-32)
Koo,t,i = Poo,t,iZL{’i (A-33)

As varidveis Fiti, Kooti € Psoyi da filtragem difusa nao dependem das
matrizes Hy, R; e ;. Portanto, os cdlculos de Fio 1 i, Koo t,i € Poo,t; DO se repetem
cada vez que é necessaria uma nova avaliagdo de probabilidade para um novo vetor
de parametros 1. Isso leva a esfor¢cos computacionais consideravelmente menores.

Visto que o algoritmo EM sempre vai na dire¢cdo do maximo da fungao, como
em Atherino et al. (2010), utilizou-se o mesmo para gerar as componentes do vetor

e inicializar a otimizacao.

A.6
Algoritmo EM

A utilizacao do algoritmo EM garante que na maximizag¢ao a funcao de veros-
similhanca cresca sempre a cada iteracao, diminuindo assim o tempo computacional
para se atingir o maximo da funcao, por este motivo utilizamos o EM para inicializar
a estimacao.

Segundo McLachlan, Krishnan e Ng (2004), o EM é um algoritmo iterativo, no
qual, em cada iteracdo ha duas etapas: a Expectation, (E-passo) e a Maximization,
(M-passo). O nome do algoritmo EM foi elaborado por Dempster et al. (1977),
que sintetizaram formulagoes desse algoritmo em muitos casos e apresentaram uma

formulacao geral para este método.

Assim como na revisao do livro de Durbin e Koopman (2001), publicado em
2014, descreve-se os passos do algoritmo EM para um modelo univariado contendo
apenas nivel. Essa é a elaboracdo mais simples do algoritmo, contudo, se pode
adaptar para representacoes com sazonalidade ou periodicidade e até mesmo modelos
multivariados com todas estas componentes.

O logaritmo da funcao de verossimilhanga pode ser escrita como:

1 - ~
Logp(a, X[v) = =5 > Log|Hy| + LoglQia1| + & H ey +ni_1Qim1 (A-34)
- t=1

Sabendo que & = Elz¢|oy] e y = Elag|ay—1]. A partir deste ponto é necessario

avaliar a fungdo de verossimilhanga em relagao a densidade p(a, x[1)).

1 n
E[Logp(a, X|9)] = ) ZLog|Ht\
- t=1

+ Log|Qi—1] + det[(§:&] + var(e,| X)) H; ']
+  det[(A—17_1 + var(n—1]X))Q; 4] (A-35)
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O proximo passo é maximizar a Funcao A-35, aplicando a derivada.

0 0
5 | Pllogpla XI))| =~ Logli|

“

+ Log|Qi—1] + det[(§&, + var(e;| X)) H; ']
+  det[(Ae—1_1 + var(m—1]X))Q; 4]

Os valores para as proximas iteracoes sao:

HP = (e var(e99) )

new

¢ = n P + var(n)!d | X)] (A-36)

A7
MEE - diagnoésticos e medidas de aderéncia

Um passo crucial, apés aplicar qualquer modelo estatistico a uma base de
dados, é verificar se o modelo aplicado é uma aproximacao razoavel para o verdadeiro
mecanismo probabilistico gerador dos dados. Segundo Pizzinga (2004), a essa tarefa
dé-se o nome de diagnésticos, os quais se caracterizam basicamente pela andlise
grafica e/ou inferencial de residuos, pela aplicacdo de testes estatisticos e pelo
poder preditivo do modelo ajustado, isto é, se as expressdoes matematicas estimadas

conseguirem “reproduzir” relativamente bem os dados.

A.8
Analise dos residuos

Quanto aos diagnosticos, no contexto de espaco de estado, podem ser feitos
sobre as inovagoes padronizadas, UISP), as quais sao calculadas, utilizando a Equacao
A-37 ou sobre os residuos auxiliares que sao calculadas usando a Equagao A-39.

InovagGes padronizadas

1
’Ut(P) =F, *u (A-37)

_1 1
No qual F; ' = F, °F, 2.

Residuos auxiliares
De acordo com a Subse¢ao 4.8 do livro de Durbin e Koopman (2001), para as

posicoes que forem missing, tem-se:

§t|n ~ N(Oa Ht)
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Para as posi¢oes em que os dados ndo sdo ausentes, J = {t: é ndo ausente},

tem-se:

gﬂn = E[5t|X] = E[5t|Xt_1,Ut,"‘ ,Un] (A—38)

= Y7 E(e, U;)Fj_lvj

Tem-se que: Eley),|Yi—1] = 0, E(e,v}) = E(ey, u)) Z;+Eleje}] com Elgqu}] = 0

casot=1,---,nej=1,--- ,n. Ou seja:

Ht7 ] = t7

E(en,uy)Z;, j=t+1,--,n.

E(e)) = { (A-39)
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B
Teste de homogeneidade da variancia

De acordo com Durbin e Koopman (2001), a seguinte estatistica de teste
pode ser utilizada para testar homogeneidade da varidncia de uma série de residuos

estacionarios.

n 2
_ Zt:n—h—i—l €t

H(h
(%) Z?:l €t2

(B-1)

No qual e; = z; — E[x| X¢—1].

O teste busca selecionar dois segmentos de um vetor de inovagoes padronizadas
- no caso dos modelos Atherino univariado e bivariado - de um vetor com residuos
quantilicos e de Pearson - no caso dos modelos GAS - e verificar se ambos possuem
a mesma variancia. Como se observa na Equacao B-1, temos a soma de h varidveis
normais padrdo quadréaticas no numerador e no denominador. Com isso, fica claro
que se trata da divisao de duas variaveis com distribui¢oes qui-quadrado com mesmo
grau de liberdade, h. Como consequéncia, tem-se uma distribuicao F'(h, h).

Por definigao, o teste tem como hipotese nula que a série é homocedéastica, isto
é, possui varidncia constante, e sob esta hipotese H(h) ~ F'(h,h).

Para executar o teste divide-se a série de inovagoes padronizadas em trés
segmentos: inicio, meio e fim. Sao testados os segmentos de inovagoes do inicio
contra os demais. Apds aplicar tal procedimento, pode-se decidir se ha rejeicao de
Hy, ou seja, se ha evidéncias da série ser heterocedastica. Maiores detalhes sobre
o teste de homogeneidade da varidncia, ver Koenker (1981) ou Durbin e Koopman
(2001).
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C
Teste Diebold e Mariano

No teste de Diebold e Mariano, a hipdtese nula afirma ndo existir diferenca
entre duas previsdes em comparagao. A abordagem deste teste, de acordo com
Diebold e Mariano (1995), é diretamente focada nos desempenhos das previsoes.
O teste pode ser usado para uma ampla classe de medidas de previsdao. Diebold
(2012) salienta que o teste baseia-se em suposicoes feitas diretamente no erro de
previsao denotado como perda associada. Ressalta-se que a fun¢do de perda nao
precisa ser de segundo grau nem simétrica e os erros de previsao podem ser nao

Gaussianos e correlacionados.

Segundo Diebold e Mariano (1995), considera-se duas previsdes para a série
temporal {Y;}L_;, sendo elas {Yi}/_; e {Yj:}1;, com erros associados {e;}i; e
{eji}_,. Assim, a perda - digamos i - serd uma funcio arbitraria da realizagio e
previsao g(Y},f’it), o que pode ser chamado de g(e;;). Nesta tese a funcao perda
utilizada foi o MAPE (Equacao 3-52).

O teste DM assume as seguintes premissas:

Teste DM cov(dij7(t), dz’j,(t+7-)) = (C-1)

0 <warld;;] = U?lij < 00,

Ou seja, a diferenca entre dois erros de previsao é um processo estacionario de
2% ordem.

Sendo d;; a diferenca entre duas previsdes no mesmo perfodo de tempo.

dij = g(eit) — g(ejt) t=1,..,T (C-2)

A hipétese nula de igualdade de desempenho de previsao esperada é dada por:

Elg(ex)] = FElg(ejt)]
Elg(ei) —glejt)] = 0
Eld;] = 0 =0 (C—1) (C-3)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121531/CA

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121532/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1121532/CA

Apéndice C. Teste Diebold e Mariano 138

Logo, em Hj aceita-se a hipdétese de que a previsao dos modelos testados é

igual. H; pode assumir 3 alternativas a serem escolhidas:

Eld;;] # 0, a acurdcia dos modelos é diferente ou
Hy =< Eld;j] <0, o modelo i é mais preciso que o modelo j ou (C-4)
Eld;;] > 0, o modelo j é mais preciso que o modelo i.

Tem-se que:

dos
DN = &U

— N(0,1) (C-5)

No qual Eij é a média amostral dada pela Equacgao C-6:

E o5 , encontrado na Equagao C-5 ¢ a estimativa consistente do desvio padrao
o ij _
de d;;. Segundo Wink Junior (2011), a varidncia de d;; pode ser escrita da seguinte

forma:

02 =T o+ 257 _174] (C-7)

No qual, 7 é a k-ésima auto-covariancia de d;;. A distribuicdo empirica do
teste do teste DM é normal.
Logo, a hipétese nula sera rejeitada ao nivel de 5% de significAncia se o p-valor

do teste for menor que 5%.

Vale ressaltar que nesta tese o horizonte de previsao é igual a 1, ou seja, h = 1,

que caracteriza a previsao in-sample.
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D
Resultado do modelo Atherino univariado

Apés a estimacao via algoritmo EM e méaxima verossimilhanca, utilizando

a inicializacdo difusa exata, obtém-se as seguintes estimativas para as varidncias

dos choques aleatérios (Equagoes 3-1, 3-2 e 3-3) associadas aos modelos estruturais

ajustados as duas séries dos triangulos de run-off (Tabelas 5.1 e 5.2).

Tabela D.1: Pardmetros estimados e relagoes sinal/ru
e RCFV - modelo Atherino univariado.

ido para as séries Casco

Parametros estimados Casco RCFV
o? 8,52 x 10792 5,51 x 1079
ag 1,12 x 107% 1,84 x 107"
o? 8,06 x 107% 8,16 x 107%
Gy = a%/af 1,31 x 107 3,35 x 1079
q, = 02/0? 9,47 x 1079 1,48 x 10792

As estimacoes dos pardmetros, tanto para a série Casco quanto para a série

RCFV, revelaram indicios de nivel e periodicidade deterministicos.

Figura D.1: O logaritmo da série e a série suavizad
RCFV.
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Como pode ser observado, as séries obtidas através da abordagem de suaviza-
¢ao aderem-se de forma adequada as séries originais observadas.
Na Figura D.2, apresentam-se as componentes suavizadas, p; e v, provenientes

da Equagao 3-1 para ambas as séries.

Figura D.2: O logaritmo da série IBNR, o nivel e a periodicidade suavizadas -
coberturas Casco e RCFV.
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Observa-se que no caso da cobertura Casco, a componente nivel estimada,
1t, € praticamente constante, em torno do valor 13 e a componente periodicidade
estimada, ¢, varia de -4 a 5. Para o logaritmo da série RCFV, a componente
nivel estimada é também constante e um pouco mais elevada, em torno do valor
14 enquanto a componente periodicica estimada varia em torno de -2 a 4.

Como pode ser observado na Figura D.2, a amplitude do fator periédico da
série Casco é relativamente maior, comparado ao fator periédico da série RCFV.
Esse resultado ja era esperado, uma vez que, observando o Gréfico 5.1, evidencia-se
que a diferenca entre o valor pago no primeiro trimestre e no ultimo trimestre de
desenvolvimento (com dados disponiveis), em termos monetérios, ¢ muito maior na
cobertura Casco, comparada a diferenca entre os valores na cobertura RCFV (Figura
5.2).

Para a andlise residual do modelo Atherino univariado foram calculadas duas
séries de residuos, as inovagoes padronizadas (Equagao A-37) e os residuos suavizados

ou auxiliares (Equacao A-39). Esses encontram-se descritos nas Figuras D.2 e D.3.
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Tabela D.2: Cobertura Casco - inovac¢oes padronizadas e residuos auxiliares

(Atherino univariado).

Inovag&o padronizada

—=
1

=1

-3

Tabela D.3: Cobertura RCFV - inovacoes
(Atherino univariado).

Inovagé&o padronizada

-2
L
1

-4
1
-2

Residuo auxiliar

padronizadas e residuos auxiliares

Residuo auxiliar

As Figuras D.3, D.4 e D.5 apresentam as fungoes de autocorrelagdo, autocor-

relacao parcial e os Q-Q plotes dos residuos das duas séries (Casco e RCFV) que

foram modeladas através do modelo Atherino

univariado.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121531/CA

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121532/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1121532/CA

Apéndice D. Resultado do modelo Atherino univariado 142

Figura D.3: Fungoes de autocorrelagao das inovagoes padronizadas e das
inovagoes padronizadas ao quadrado - Casco.
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Figura D.4: Fungoes de autocorrelagao das inovagoes padronizadas e das
inovacoes padronizadas ao quadrado - RCFV.
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Figura D.5: Coberturas Casco e RCFV - Q-Q plotes das inovagoes padroniza-
das.

Série Casco Série RCFV

Quantis observados
o Y
L
E)
\

Quantis observados

o

Quantis tedricos Quantis tedricos

Em vista do padrao da FAC, observa-se que nao ha evidéncias fortes de
dependéncia linear nos residuos. A FAC dos residuos ao quadrado indica que existe,
potencialmente, alguma estrutura de dependéncia nao linear que nao foi capturada
pelo modelo proposto, mas sendo desprezivel. Essa dependéncia ndo serd tratada
nesta tese.

Como pode ser observado nos Q-Q plotes, os pontos se ajustam bem as retas
apenas nas partes centrais dos graficos, tanto nos residuos de Pearson quanto nos
residuos quantilicos. H4 nos extremos alguns dados que nao se ajustam as retas.

Em complemento, foram efetuados o teste de auto-correlacdo, o teste de
normalidade e o teste de homogeneidade da varidncia, que serdo apresentados nas
proximas tabelas. Maiores informagdes sobre o teste de homogeneidade encontra-se

no Anexo B.

Tabela D.4: Testes e diagnésticos aplicados a série dos residuos (Modelo de
Atherino univariado) - cobertura Casco.

Modelo de Atherino univariado - Casco

Testes e diagnosticos p-valor
Homocedasticidade (Qui-Quadrado) 0,998
Autocorrelagao (Box-Ljung) 0,455

Normalidade (Jarque-Bera) 0,001
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Tabela D.5: Testes e diagnésticos aplicados & série dos residuos (Modelo de
Atherino univariado) - cobertura RCFV.

Modelo de Atherino univariado - RCFV

Testes e diagnosticos p-valor
Homocedasticidade (Qui-Quadrado) 0,999
Autocorrelagao (Box-Ljung) 0,601
Normalidade (Jarque-Bera) 0,003

Os diagnésticos do modelo Atherino univariado, para a série Casco, sao
apresentados na Tabela D.4. No teste de heterocedasticidade, obteve-se um p-
valor igual a 0,998, nao sugerindo a rejeicao de Hy, ou seja, ndo hé evidéncias de
heterocedastidade. No teste Box-Ljung, nao hé evidéncias para rejeitar a hipdtese
nula, isto é, a série é descorrelatada. No teste de normalidade Jarque-Bera, rejeita-se

a hipotese nula, a hipétese de normalidade dos residuos.

Os diagnoésticos aplicados as inovagoes do método Atherino univariado para
a série RCFV (Tabela D.5) apresentaram os seguintes resultados: no teste de
heterocedasticidade, obteve-se um p-valor préximo a 0,999, nao sugerindo evidéncias
de heterocedastidade. No teste de autocorrelacao Box-Ljung, nao héa evidéncias para
rejeitar a hipotese de auséncia de correlacao residual. Ja no teste de normalidade de
Jarque-bera, rejeita-se a hipotese de normalidade para os residuos auxiliares.

As medidas de aderéncia, as reservas IBNR e os coeficientes de variagao
provenientes da aplicagdo do modelo Atherino univariado fordo apresentados na
ultima secao do Capitulo 5, juntamente com os resultados dos modelos propostos

nesta tese.
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E
Modelo GAS simplificado - cobertura Casco

Utilizando o tridngulo de run-off com dados IBNR da cobertura Casco (Figura
5.1) e o modelo simplificado com distribui¢ao gama (A =0, B=0,a =¢e¢" e f; = w,
ou seja f; constante), foram estimados os seguintes pardmetros estaticos (Tabela
E.1):

Tabela E.1: Cobertura Casco - parametros estimados (modelo simples com
distribuigao gama).

Jt=w
2,515
(0,100)
A1 A2 A3 A A5 A6 A7 A8 Ag
4268 2,621 0,699  -0,561  -1,191 -1,634 -2,207 -2,702  -2,951
(0,120) (0,122)  (0,1233) (0,124) (0,125) (0,128) (0,129)  (0,131)  (0,134)
A10 A11 A12 A13 A14 A5 A16 A17 A1

-3,108  -3,803  -3,869  -4,159  -4,083  -4,637  -4,965  -6,096  -5,071
(0,137)  (0,141)  (0,146)  (0,153) (0,161) (0,173) (0,191) (0,224)  (0,299)

Na Tabela E.2 estdao descritas as medidas de aderéncia calculadas para os

dados dentro e fora da amostra.

Tabela E.2: Cobertura Casco - medidas de aderéncia com distribuicao gama.

Modelo simplificado

Dentro da amostra  Fora da amostra

MAPE (%) 24,49 34,96
EQM (+10'3) 11,10 15,14
Pseudo R2 (%) 97,96 99,37

A Tabela E.3 apresenta as reservas IBNR e os coeficientes de variagao

estimados (modelo simples com distribuicdo gama).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121531/CA

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121532/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1121532/CA

Apéndice E. Modelo GAS simplificado - cobertura Casco 146

Tabela E.3: Cobertura Casco - reservas IBNR e coeficiente de variacao (Modelo
simples com distribui¢ao gama).

Modelo simplificado
Trimestre Reservas IBNR CV (%)
2 R$ 77.616,2 29,7%
3 R$ 105.443,7 24,0%
4 R$ 191.747 4 18,8%
5 R$ 311.502,9 16,9%
6 R$ 519.831,0 16,1%
7 R$ 712.868,6 14,9%
8 R$ 971.043,2 14,3%
9 R$ 1.246.863,9 14,7%
10 R$ 1.799.076,0 14,5%
11 RS 2.445.267,8 13,3%
12 RS 3.274.007,0 13,2%
13 R$ 4.634.262,0 14,0%
14 R$ 7.046.846,0 13,9%
15 R$ 10.804.024,0 13,8%
16 R$ 17.856.732,0 15,0%
17 R$ 42.724.852,0 13,8%
18 R$ 212.695.252,0 13,8%
Total R$ 307.417.235,4

O resultado do modelo GAS(1,1) com distribuigdo gama aponta que nao se

deve desconsiderar o fator temporal ao selecionar o modelo a ser aplicado aos dados.
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Modelo GAS simplificado - cobertura RCFV

Utilizando o tridangulo de run-off com dados IBNR da cobertura RCFV
(Figura 5.2) e o modelo simplificado com distribui¢do gama (A =0, B =0, a« = e
e ft = w, ou seja f; constante), foram estimados os seguintes pardmetros estéticos
(Tabela F.1):

Tabela F.1: Cobertura RCFV - pardmetros estimados (Modelo simples com
distribuigao gama).

Jt=w
2,869
(0,102)
A1 A2 A3 A A5 A6 A7 A8 A9
2249 1237  -0,025 -0,797  -1,182  -1,311  -1,420 -1,541  -1,856
(0,116)  (0,117)  (0,118)  (0,119)  (0,120)  (0,121)  (0,123)  (0,124)  (0,126)
A0 A1l A12 A13 A4 A5 A6 A17 A1
-2,092 -2,168 -2,334 -2,471 -2,601 -2,584 -3,058 -2,769 -3,788
(0,129)  (0,132) (0,136)  (0,140) (0,147)  (0,157) (0,170)  (0,195)  (0,257)

Na Tabela F.2 estao descritas as medidas de aderéncia calculadas para os

dados dentro e fora da amostra.

Tabela F.2: Cobertura RCFV - medidas de aderéncia com distribuicao gama.

Modelo simplificado

Dentro da amostra Fora da amostra

MAPE (%) 20,64 24,63
EQM* 13,16 4,94
Pseudo R2 (%) 96,39 99,42

Nota: “*” - Dentro da amostra (+10'?) e fora da amostra (+10?) .

A Tabela F.3 apresenta as reservas IBNR e os coeficientes de variagao

estimados (modelo simples com distribui¢cdo gama).
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Tabela F.3: Cobertura RCFV - reservas IBNR e coeficiente de varia¢ao (Modelo
simples com distribui¢ao gama).

Modelo simplificado

Trimestre Reservas IBNR CV (%)
2 R$ 399.161,7 24,0%
3 R$ 1.505.010,7 18,4%
4 R$ 2.332.783,0 15,0%
5 R$ 3.662.325,0 13,3%
6 R$ 4.970.206,0 12,2%
7 R$ 6.459.213,0 11,3%
8 R$ 8.166.622,0 10,3%
9 R$ 10.182.000,0 9,9%
10 R$ 12.357.403,0 9,5%
11 R$ 15.112.539,0 9,0%
12 R$ 18.888.333,0 8,8%
13 R$ 23.147.763,0 8,7%
14 R$ 27.899.740,0 8,5%
15 R$ 33.304.366,0 8,4%
16 R$ 41.246.899,0 8,3%
17 R$ 58.443.529,0 8,3%
18 R$ 119.187.079,0 8,1%

Total R$ 387.264.972,4

A comparagdo com o resultado do modelo GAS(1,1) com distribuicdo gama
aponta que nao se deve desconsiderar o fator temporal ao selecionar o modelo a ser

aplicado aos dados.
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G

Cobertura Casco - graficos de dispersao dos intervalos de
confianca para o IBNR (modelo GAS (1,1) com distribuicdo

gama)

Neste anexo serao apresentados os 18 graficos contendo as 10.000 simulagoes

que geraram os intervalos de confianca para todos os trimestres descritos na Tabela

5.11.

Figura G.1: GAS (1,1) gama
- IC simulado para t=2
(2°trim.09), Casco.

Média  Limite.inferior Limite.superior

R§74.802 R$41490 RS 124614
o 10004
S
5
2
g
i 5009
o J-I-
0.05 0.10 0.15 0.20

Reservas |IBNR estimadas parat= 2

Figura G.3: GAS (1,1) gama
- IC simulado para t=4
(4°trim.09), Casco.

Média Limite.inferior Limite.superior
R$190.091 RS 142.784 R$ 252.095

01 02 03
Reservas |IBMR estimadas parat= 4

Figura G.2: GAS (1,1) gama
- IC simulado para t=3
(3°trim.09), Casco.

Média Limite.inferior Limite.superior
R$ 112.638 R$ 72.930 R$ 171.845

1000+
o
i+
5
g
& 500+
0:\ Dl.z

Reservas |IBMR estimadas parat= 3

Figura G.4: GAS (1,1) gama
- IC simulado para t=5
(1°trim.10), Casco.

Média Limite.inferior Limite.superior
R$332.545 RS 266.270 R$ 415.238

o il e

03 04
Reservas |IBMR estimadas parat= 5

v
0.5
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Figura G.5: GAS (1,1) gama Figura G.6: GAS (1,1) gama
- IC simulado para t=6 - IC. simulado para t=7
(2°trim.10), Casco. (3°trim.10), Casco.
Média Limite.inferior Limite.superior Média Limite.inferior Limite.superior
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Figura G.7: GAS (1,1) gama Figura G.8: GAS (1,1) gama
- IC simulado para t=8 - IC simulado para t=9
(4°trim.10), Casco. (1°trim.11), Casco.
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Figura G.9: GAS (1,1) gama Figura G.10: GAS (1,1) gama
- IC simulado para t=10 - IC simulado para t=11
(2°trim.11), Casco. (3°trim.11), Casco.
Média Limite.inferior Limite.superior Média Limite.inferior Limite.superior
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Figura G.11: GAS (1,1) gama
- IC simulado para t=12
(4°trim.11), Casco.

Média Limite.inferior Limite.superior
R$3.311.684 R$2.152.931 RS$3.889.790

30004

1 2 3 4
Reservas IBNR estimadas parat= 12

Figura G.13: GAS (1,1) gama
- IC simulado para t=14
(2°trim.12), Casco.

Média Limite.inferior Limite.superior
R$ 6.860.886 RS$4.433.968 RS$7.877.369

30004

T
5

0- i T —

T ¥ v

& 9
Reservas IBNR estimadas parat= 14

Figura G.15: GAS (1,1) gama
- IC simulado para t=16
(4°trim.12), Casco.

Média Limite.inferior Limite.superior
R$ 17.503.952 R$ 10.697.607 R$ 20.306.064

1L

1'0 QID
Reservas IBNR estimadas parat= 16

Figura G.12: GAS (1,1) gama
- IC simulado para t=13
(1°trim.12), Casco.

Média Limite.inferior Limite.superior
R$4.731.851 R$4.103.148 RS$ 6.204.447

04 —

4 &
Reservas IBNR estimadas parat= 13

Figura G.14: GAS (1,1) gama
- IC simulado para t=15
(3°trim.12), Casco.

Média Limite.inferior Limite.superior
R$ 11.219.347 R$9.642.586 R$ 14.935.868

30004
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o
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Figura G.16: GAS (1,1) gama
- IC simulado para t=17
(1°trim.13), Casco.

Média Limite.inferior Limite.superior
R$ 43.942.873 R$ 37.034.803 RS 60.058.080

20 40 50
Reservas IBNR estimadas parat= 17

20
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Figura G.17: GAS (1,1) gama
- IC simulado para t=18
(2°trim.13), Casco.

Média Limite.inferior ~ Limite.superior
R$ 203.883.038 RS$ 87.677.434 RS 245.953.434

30004

g
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g

04 =

0 100 200 a0 00
Reservas IBNR estimadas parat= 18

As simulacoes quando t = 2,3,4,5,6,7,9,11,13,15 e 17 sao assimétricas para
a direita, enquanto as simulagoes quando t = 8,10,12,14,16 e 18 sao assimétricas

para a esquerda.
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H

Cobertura Casco - graficos de dispersao dos intervalos de
confianca para o IBNR (modelo GAS (1,1) com distribuicdo

log-normal)

Figura H.1: GAS (1,1) Log-
normal - IC simulado para t=2
(2°trim.09), Casco.
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Figura H.3: GAS (1,1) Log-

normal - IC simulado para t=4
(4°trim.09), Casco.
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Figura H.2: GAS (1,1) Log-
normal - IC simulado para t=3
(3°trim.09), Casco.
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Figura H4: GAS (1,1) Log-

normal - IC simulado para t=>5
(1°trim.10), Casco.
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Figura H.5: GAS (1,1) Log-
normal - IC simulado para t=6
(2°trim.10), Casco.

Média  Limite.inferior Limite.superior
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Figura H.7:  GAS (1,1) Log-

normal - IC simulado para t=8
(4°trim.10), Casco.
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Figura H.9: GAS (1,1) Log-
normal - IC simulado para
t=10 (2°trim.11), Casco.

Média Limite.inferior Limite.superior
R$ 1.694.443 R$ 1.223.759 R$2.178.414
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Figura H.6: GAS (1,1) Log-
normal - IC simulado para t=7
(3°trim.10), Casco.

Média  Limite.inferior Limite.superior
R$ 698.263 R$552.264 R$ 893.493
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g
B o
o‘... - - - g . -
04 08 12 16
Reservas IBNR estimadas parat= 7
Figura H.8: GAS (1,1) Log-

normal - IC simulado para t=9
(1°trim.11), Casco.
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Figura H.10: GAS (1,1) Log-
normal - IC simulado para
t=11 (3°trim.11), Casco.
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Figura H.11: GAS (1,1) Log-
normal - IC simulado para
t=12 (4°trim.11), Casco.

Média Limite.inferior Limite.superior
R$ 3.228.659 R$2.047.181 RS 4.245.666
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Figura H.13: GAS (1,1) Log-
normal - IC simulado para
t=14 (2°trim.12), Casco.

Média Limite.inferior Limite.superior
R$ 6.775.136 R$ 3.780.619 R$8.774.454
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Figura H.15: GAS (1,1) Log-
normal - IC simulado para
t=16 (4°trim.12), Casco.

Média Limite.inferior  Limite.superior
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Figura H.12: GAS (1,1) Log-
normal - IC simulado para
t=13 (1°trim.12), Casco.

Média Limite.inferior Limite.superior
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Figura H.14: GAS (1,1) Log-
normal - IC simulado para
t=15 (3°trim.12), Casco.

Média Limite.inferior Limite.superior
R$ 11.183.181 R$8.300.403 R$ 16.080.125
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Figura H.16: GAS (1,1) Log-
normal - IC simulado para
t=17 (1°trim.13), Casco.
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Figura H.17: GAS (1,1) Log-
normal - IC simulado para
t=18 (2°trim.13), Casco.

Média Limite.inferior ~ Limite.superior
R$ 209.141.297 R$ 45.124.937 R$ 288.096.062
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Como pode ser observado nos graficos acima, as simulagdoes quando t =
2,3,4,5,6,7,8,9,11,13,15 e 17 sao assimétricas para a direita, enquanto as simula-
¢oes quando t = 12,14,16 e 18 sdo assimétricas para a esquerda. O resultado das

simulac¢oes quando t = 10 apresenta um formato mais simétrico.
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Cobertura RCFV - graficos de dispersao dos intervalos de
confianca para o IBNR (modelo GAS (1,1) com distribuicdo

gama)
Figura I.1: GAS (1,1) gama
- IC simulado para t=2

(2°trim.09), RCFV.

Média  Limite.inferior Limite.superior

R$ 350.257 R$ 205.500 RS 544.140
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=
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L
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g
w
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Reservas IBNR estimadas parat= 2

Figura 1.3: GAS (1,1) gama
- IC simulado para t=4
(4°trim.09), RCFV.

Média Limite.inferior Limite.superior
R$2.555.594 R$1.955.817 R$3.231.294

: B

Frequéncia

g

0 i 2 3
Reservas IBNR estimadas parat= 4

e

Figura 1.2: GAS (1,1) gama
- IC simulado para t=3
(3°trim.09), RCFV.

Média Limite.inferior Limite.superior

A% 1.514.947 R$1.095.611 RS 2.042.500
2000+ se
15004
3
2
<g 1000 4
g
w
-
o . .
0 i 2 3
Reservas IBNR estimadas parat= 3
Figura 1.4: GAS (1,1) gama
- IC simulado para t=5

(1°trim.10), RCFV.

Média Limite.inferior Limite.superior
R$3.992.836 R$3.237.438 R$ 4.935.761

5

Frequéncia

|

2 4
Reservas IBNR estimadas parat= 5
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Figura 1.5: GAS (1,1) gama Figura 1.6: GAS (1,1) gama
- IC simulado para t=6 - IC simulado para t=7
(2°trim.10), RCFV. (3°trim.10), RCFV.
Média  Limite.inferior Limite.superior Média  Limite.inferior Limite.superior
RA$5.743.447 R$4.676.257 R$7.175.444 RA$5.743.447 R$4.676.257 R$7.175.444
3000 4 = ] [ R
@ 2000 g 2000
g g | I
- 1000+ . 1000+
B_ J 1_\_ 0_ _I“ 1 T
0 i 8 2 0 5 1
Reservas IBNR estimadas parat= 6 Reservas IBNR estimadas parat= 7
Figura 1.7:  GAS (1,1) gama - Figura 1.8: GAS (1,1) gama -
IC simulado para t=8 (4°trim.10), IC simulado para t=9 (1°trim.11),
RCFV. RCFV.
Média Limite.inferior  Limite.superior Média Limite.inferior Limite.superior
A% 8.780.586 R$ 7.321.498 R$ 11.677.278 R$ 12.383.909 R$9.991.415 R$ 16.739.778
3000 I 0007 ]
£ 20001 § 20001
g g
Y 1000 L 1000
o 1 o |
0 5 10 15 0 10 20
Reservas IBNR estimadas parat= 8 Reservas IBNR estimadas parat= 9
Figura 1.9: GAS (1,1) gama Figura 1.10: GAS (1,1) gama
- IC simulado para t=10 - IC simulado para t=11
(2°trim.11), RCFV. (3°trim.11), RCFV.
Média Limite.inferior  Limite.superior Média Limite.inferior Limite.superior
R$ 14.458.086 R$ 11.579.552 R$ 20.772.501 R$ 19.502.851 R$ 15.185.397 R$ 28.792.098
30004 = ] 30004 =1
@ 20001 . 20004
Eﬁ i g
w 10004 (L 10004
04 [] 04 ]
0 10 20 a0 ' 0 0 20 30 40

Reservas IBNR estimadas parat= 10 Reservas IBNR estimadas parat= 11


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121531/CA

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121532/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1121532/CA

Apéndice |. Cobertura RCFV - gréficos de dispersdo dos intervalos de
confianca para o IBNR (modelo GAS (1,1) com distribuicio gama) 159

Figura 1.11: GAS (1,1) gama
- IC simulado para t=12
(4°trim.11), RCFV.

Média Limite.inferior  Limite.superior
R$ 23.716.997 R$ 18.158.905 R$ 37.620.272

30004 =

Frequéncia

g

1

Figura 1.12: GAS (1,1) gama
- IC simulado para t=13
(1°trim.12), RCFV.

Média Limite.inferior Limite.superior
A% 29.305.481 R$ 22.136.190 R$ 48.794.873

o
i

0 20 40
Reservas IBNR estimadas para t = 12

Figura 1.13: GAS (1,1) gama
- IC simulado para t=14
(2°trim.12), RCFV.

Média Limite.inferior  Limite.superior
R$ 33.067.909 R$ 24.746.726 R$ 57.892.762
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Reservas IBNR estimadas parat= 13

Figura 1.14: GAS (1,1) gama
- IC simulado para t=15
(3°trim.12), RCFV.

Média Limite.inferior  Limite.superior
R$ 39.478.463 R$ 29.585.489 R$ 70.581.838
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| . 20007
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Reservas IBNR estimadas parat= 14 Reservas IBNR estimadas parat= 15

Figura 1.15: GAS (1,1) gama Figura 1.16: GAS (1,1) gama
- IC simulado para t=16 - IC simulado para t=17

(4°trim.12), RCFV.

Média Limite.inferior  Limite.superior
R$ 48.172.372 R$ 35.687.492 R$ 90.268.272

g

Frequéncia
|
I

8

|17

(1°trim.13), RCFV.

Média Limite.inferior ~ Limite.superior
R$ 68.996.916 R$ 50.564.863 R$ 133.338.999
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Reservas IBNR estimadas para t = 16
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Figura 1.17: GAS (1,1) gama
- IC simulado para t=18
(2°trim.13), RCFV.

Média Limite.inferior ~ Limite.superior
R$ 140.477.668 R$ 100.859.046 R$ 291.968.536
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o
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=1
g
w —
10004
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Reservas IBNR estimadas parat= 18

Para a cobertura RCFV, como pode ser observado nos graficos acima, as

simulacOes das reservas IBNR, para cada trimestre, apresentam simetria a direita.
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J

Cobertura RCFV - graficos de dispersao dos intervalos de
confianca para o IBNR (modelo GAS (1,1) com distribuicdo

log-normal)

Figura J.1: GAS (1,1) log-
normal - IC simulado para t=2
(2°trim.09), RCFV.

Média Limite.inferior Limite.superior
R$370.901 R$ 198.988 R$ 625.639

Frequéncia
g

00 05 10
Reservas IBNR estimadas parat = 2

Figura J.3: GAS (1,1) log-
normal - IC simulado para t=4

(4°trim.09), RCFV.

Média Limite.inferior Limite.superior
R% 2.659.414 R$ 2.021.659 R$ 3.407.929

Frequéncia

0 2 4
Reservas IBNR estimadas parat= 4

Figura J.2:

GAS (1,1) log-

normal - IC simulado para t=3
(3°trim.09), RCFV.

Média Limite.inferior Limite.superior
R$ 1.634.701 R$ 1.136.884 R$ 2.279.696

Fr;equért:-ia N
g & 8 &

g

(=]
I
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Figura J.4:

] 2 3
Reservas IBNR estimadas parat= 3

GAS (1,1) log-

normal - IC simulado para t=>5

(1°trim.10), RCFV.

Média Limite.inferior Limite.superior

R$3.900.955 R$3.205.529 R§4.677.215
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:
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Reservas IBNR estimadas parat= 5
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Figura J.5: GAS (1.1) log-
normal - IC simulado para t=6
(2°trim.10), RCFV.

Média Limite.inferior Limite.superior
R$ 5.574.200 R$ 4.678.603 R$ 6.575.588
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g

g

(=]
T
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3 6
Reservas IBNR estimadas parat= 6

Figura J.7:  GAS (1,1) log-
normal - IC simulado para t=8
(4°trim.10), RCFV.

Média Limite.inferior Limite.superior
R$ 8.322.211 R$ 7.319.356 R$ 9.447.254
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:

g

(=]
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5 10
Reservas IBNR estimadas parat= 8

Figura J.9: GAS (1,1) log-
normal - IC simulado para
t=10 (2°trim.11), RCFV.

Média Limite.inferior  Limite.superior
R$ 13.702.888 R$ 12.065.869 R$ 15.423.241
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§ 8 8 8
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Reservas IBNR estimadas parat = 10

Figura J.6: GAS (1,1) log-
normal - IC simulado para t=7
(3°trim.10), RCFV.

Média Limite.inferior Limite.superior
R% 6.696.323 R$5.786.988 R$ 7.698.791

2
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g

3 6 9
Reservas IBNR estimadas parat= 7

Figura J.8: GAS (1,1) log-
normal - IC simulado para t=9
(1°trim.11), RCFV.

Média Limite.inferior  Limite.superior
R$ 11.948.140 R$ 10.171.493 R$ 13.856.824
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g

g

(=]
=yt

5 10 15 20
Reservas IBNR estimadas parat= 9

Figura J.10: GAS (1,1) log-
normal - IC simulado para
t=11 (3°rim.11), RCFV.

Média Limite.inferior  Limite.superior
R$ 18.491.877 R$ 15.894.451 R$ 21.195.460
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g

10 20 30
Reservas IBNR estimadas parat= 11
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Figura J.11: GAS (1,1) log-
normal - IC simulado para
t=12 (4°trim.11), RCFV.

Média Limite.inferior  Limite.superior
R$ 22.187.653 R$ 19.511.047 R$ 25.151.382

MRODCI'.
;
g
& 1000+
04
10 15 20 25
Reservas IBNR estimadas parat= 12
Figura J.13: GAS (1,1) log-

normal - IC simulado para
t=14 (2°trim.12), RCFV.

Média Limite.inferior  Limite.superior
R$ 30.288.231 R$ 26.668.527 R$ 35.022.294
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Reservas IBNR estimadas parat= 14
Figura J.15: GAS (1,1) log-

normal - IC simulado para
t=16 (4°trim.12), RCFV.

Média Limite.inferior  Limite.superior
R$ 43.467.277 R$ 38.268.519 R$ 50.590.208
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Reservas IBNR estimadas para t = 16
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Figura J.12: GAS (1,1) log-
normal - IC simulado para
t=13 (1°trim.12), RCFV.

Média Limite.inferior  Limite.superior
R$ 27.165.397 R$ 23.919.365 R$ 30.930.249
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Figura J.14: GAS (1,1) log-

normal - IC simulado para
t=15 (3°trim.12), RCFV.

Média Limite.inferior  Limite.superior
R$ 35.946.225 R$ 31.738.402 R$ 41.541.034
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= 4
82000
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W q000-
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Reservas IBNR estimadas parat= 15
Figura J.16: GAS (1,1) log-
normal - IC simulado para
t=17 (1°trim.13), RCFV.
Média Limite.inferior  Limite.superior
R$ 62.146.972 R$54.527.545 R$ 72.635.433
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Reservas IBNR estimadas parat= 17


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121531/CA

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121532/CA


PUC-Rio- CertificacaoDigital N° 1121532/CA

Apéndice J. Cobertura RCFV - graficos de dispersdo dos intervalos de
confianca para o IBNR (modelo GAS (1,1) com distribuicdo log-normal)

Figura J.17: GAS (1,1) log-
normal - IC simulado para
t=18 (2°trim.13), RCFV.

Média Limite.inferior Limite.superior
R$ 8.322.211 R$ 7.319.356 R$ 9.447.254
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Reservas IBNR estimadas parat= 8
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Para a cobertura RCFV, como pode ser observado nos gréaficos acima, as simu-

lagoes dos sinistros IBNR obtidas por simulacdo, para cada trimestre, apresentam

formatos distintos, as distribui¢oes quando t = 2,3,4,13,14,16 e 17 sdo assimétri-

cas para a direita, enquanto as distribui¢oes quando t = 5,6,7,9,10,11,12,15 e 18

apresentam formato mais simétrico.
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