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Resumo

Esse trabalho visa a realizagdo de simula¢des em algoritmos de MATLAB para a
otimizagdo topoldgica de problemas de conducdo de calor, tendo como meta replicar as
tradicionais topologias ramificadas conhecidas na literatura por serem os caminhos condutivos
6timos na condugdo de calor 2D. Em primeiro momento se discute o algoritmo educacional
compacto de 99 linhas de Ole Sigmund, conhecido como ponto de acesso a otimizagao
topologica estrutural em malha estrutura, e em seguida se adapta o codigo para a otimizagao
topologica da conducdo de calor em meio isotrépico € homogéneo. Para ilustrar o
funcionamento do algoritmo, diferentes otimiza¢des foram simuladas ao se variar os parametros
passados na chamada da funcao, variando do nimero de elementos ao tamanho do filtro.
Aplicagoes gerais e as limitagcdes desse coddigo compacto sao discutidas para entdo seguir com
a extensao do estudo em malhas ndo estruturadas arbitrarias com elementos finitos poligonais.
Foram adotadas mudangas ao ja conhecido e validado codigo PolyTop de Talischi et al., rotina
em codigo MATLAB para otimizagao topoldgica estrutural que inclui uma rotina de elementos
finitos baseada em elementos poligonais isoparamétricos, para também adequé-la a condugao
de calor. A partir da geracao de um novo dominio de projeto, foi simulado diferentes condigdes
iniciais para se comparar com os resultados obtidos com o cddigo adaptado de 99 linhas de

Sigmund e com a literatura.

Palavras-chave: Otimizagdo topologica, conducdo de calor, coddigo MATLAB.



Topology optimization for heat conduction problems
using polygonal finite elements

Abstract

This work 1s focused on topology optimization of heat transfer in two dimensional
problems (2D). Its aim was to perform simulations on different MATLAB routines for the
topological optimization of pure heat conduction, trying to emulate the traditional “tree-like”
optimized conductive pathway commonly seen in literature. Firstly, we discuss the 99-line
educational algorithm created by Ole Sigmund and known till this day as the access point for
the learning and implementing of topology optimization for compliance minimization of
statically loaded structures. Afterwards, this script was altered to adapt it to topology
optimization for heat conduction in isotropic and homogeneous domains. To further illustrate
the algorithm’s functioning, different optimizations were conducted by altering specific
parameters, such as the total number of mesh elements and the filter’s size. General applications
and limitations of this method were discussed. To conclude the work, PolyTop, an efficient
MATLAB code for structural topology optimization using unstructured meshes with polygonal
finite elements were introduced and discussed, followed by its alteration for single physics
topology optimization of heat transfer. Also, as part of the validation process, different initial
conditions were simulated and resulting optimized branched structures compared with

topologies obtained with Sigmund's adapted 99-line.

Keywords: Topology optimization, heat conduction, MATLAB code.
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1. Introducao

1.1. Objetivos

Este trabalho se propde inicialmente em analisar e compreender a rotina compacta e
genérica de implementacdo em 99 linhas de cddigo no software MATLAB da otimizagdo
topologica para minimiza¢do de flexibilidade (compliance) de estruturas estaticamente
carregadas, proposta por Sigmund [1]. Posteriormente, dados os conhecimentos introdutdrios
adquiridos em Elementos Finitos e Otimizacao Topologica, pretende-se modificar a existente
rotina com as sugestoes discutidas por Bendsee e Sigmund [2] para a adequagao do codigo para
a resolucdo de problemas de conducao de calor, respeitadas as condi¢des iniciais e de contorno
empregadas no modelo. Por ultimo pretende-se adaptar o algoritmo de otimizagdo topoldgica
de elementos finitos poligonais isoparamétricos desenvolvidos por Talischi et al. [3] para
modelar o problema de conducao de calor discutido acima e procurar assim, obter resultados

igualmente satisfatorios.

1.2. Motivacao

O Merriam-Webster, a referéncia Norte Americana ¢ mundial de publicagdes de
referéncia de cunho linguistico, define a engenharia como a arte da aplicagdo da ciéncia e da
matematica através da qual as propriedades da matéria e as fontes de energia na natureza se
tornam uteis para as pessoas. Em contrapartida, a Accreditation Board for Engineering and
Technology, Inc (ABET), define a mesma como a profissdo em que o conhecimento das ciéncias
matematicas e naturais, adquiridas pelo estudo, experiéncia e pratica, sdo aplicados com juizo
para desenvolver meios de utilizar, economicamente, os materiais e forcas da natureza em prol
da humanidade [4]. Independente de qual seja seu entendimento e definicdo da engenharia, é

possivel se argumentar, que esta pratica ndo exista fora do dominio dos interesses da sociedade,
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caminhando paralelamente com suas necessidades e ocasionando um impacto inerente e
inevitdvel nela. Sendo assim, ao contrario das ciéncias, motivadas em grande parte pela
curiosidade, a engenharia visa combinar a sede pelo entendimento e o conhecimento em sua
pureza, com as necessidades entendidas da sociedade, encontrando solugdes praticas para os
problemas do mundo real 8 medida que estes sdo criados, e demandando uma continua interagao
com a sociedade [5]. E inegavel que existe uma vasta gama de engenharias e especialidades,
porém, todas compartilham do mesmo objetivo que € a solu¢des dos problemas relacionados a
uma determinada area da vida humana.

Dadas as crescentes necessidades de nosso meio, a complexidade desses problemas e
as limitacdes da mente humana, engenheiros e matematicos passaram a dividir sistemas em seus
componentes individuais para facilitar a sua compreensdo. Posteriormente, reconstruia-se o
sistema original a partir desses elementos e se estudava o comportamento do todo. Problemas
discretos se originaram, portanto, de uma divisao finita e bem definida dos componentes,
enquanto os problemas cujas subdivisdes continuavam de forma indefinida, levaram a
implicacdo de equagdes diferenciais, ou seja, um nimero infinito de elementos, um sistema dito
continuo. No ambito desses problemas realisticos de natureza continua, cujas solugdes eram
obtidas apenas por aproximagdes que no limite se possivelmente se assemelham a real solugao
continua, que foram se desenvolvendo métodos de “discretizacdo” genéricos que eventualmente
levaram as aproximagdes por diferencgas finitas e ao entdo conhecido e muito utilizado, Método
dos Elementos Finitos (MEF) [6].

Desde a sua criacdo, o MEF possibilitou e ainda possibilita a pesquisadores e
engenheiros resolver por aproximagdes numéricas as equacdes diferenciais parciais que regem
os problemas tipicos de engenharia de andlise de tensdes, troca de calor, escoamento de fluidos
[7]. Aliadas aos avangos das tecnologias de computacdo e dos processos de simulagdo, €

possivel se prever de forma bastante satisfatoria o comportamento estrutural, mecanico,
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térmico, elétrico e quimico de analises de design e performance indispensdveis para nossos
avancos tecnologicos.

Tratando-se da necessidade do uso eficiente de materiais dados seus custos,
econdmicos e sociais, “performaticos”, devido ao impacto ambiental da aquisi¢do dessa matéria
prima ou até mesmo devido a sua escassez, a otimizagdo geométrica e topoldgica passou a ser
cada vez mais estudada e priorizada. Tendo-se percebido o alto impacto em relacdo a
performance de estruturas que € possivel se obter com a otimizagao topoldgica, método que tem
como base o MEF, foi observado um crescente investimento monetario ¢ intelectual em
pesquisas dessas areas, cujas aplicacdes vao desde a distribui¢do de material para otimizagao
de estruturas com aplicagdes mecanicas, largamente utilizada na engenharia civil, as aplicagdes
de condutividade térmica em so6lidos, de importancia pratica e 6ébvia em difusores de calor,
aletas de refrigeracdo, canais de alta condutividade de micro componentes eletronicos

[8,9,10,11].

1.3. Revisao Bibliografica

1.3.1 Método dos Elementos Finitos

Para a resolug¢ao de problemas complexos de relagdes entre tensdes e deformagdes de
um corpo no qual uma forga ¢ aplicada, torna-se necessario o uso de métodos numéricos, pois
aresolucdo analitica ja ndo € mais trivial. Estabelecendo-se um sistema de equagdes diferenciais
validas em uma determinada regido, ou dominio, segue-se para a imposicdo de condigcdes
iniciais, e de contorno e por fim lanca-se mao do método numérico escolhido. Obtém-se entdo,
solugdes aproximadas da equacdo diferencial que se propde a resolver através da
“discretizagdo” do problema continuo e através do uso de aproximacgoes.

O MEF foi inicialmente desenvolvido para o uso da industria aeroespacial nos anos de

1950 e envolveu grandes corporacdes como a Boeing e a Rolls Royce [7]. Sua primeira citagdo
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na literatura ocorreu em 1956 com a publicacdo do paper académico: Stiffness and deflection
analysis of complex structures, tendo sua criacao atribuida ao entdo professor de Berkley, Ray
William Clough, por ter sido o primeiro a utilizar o termo Finite Elements [13]. Nos anos
subsequentes o MEF foi ganhando a aten¢do da comunidade académica, matematicos e grandes
corporagdes que reconheceram seus notaveis beneficios. Entre os anos de 1967-2005 foram
publicados 578 livros sobre o tema e acredita-se que sejam gastos, anualmente, apenas nos
Estados Unidos da América, valores excedentes a US$1 bilhdo com softwares e pesquisas
relacionadas [7].

O MEF ¢ um método dito de dominio, e envolve a formulagdo de uma malha que
divide toda a regidao no qual esta definido em elementos finitos ou simplesmente elementos, que
por sua vez sdo conectados entre si através de nos. Apesar de ndo ser o unico método de
“discretizacdo” existente, o MEF ¢ atualmente o dominante no cenario dos problemas lineares
com o MEC ficando logo atrés. Ja para os problemas ndo lineares a preferéncia pela utilizagao

do MEF ¢ de maioria esmagadora [12].

1.3.2 Otimizacao

Otimizagdo € o processo através do qual o objeto de estudo torna-se 6timo, isto €, uma
busca por exceléncia que leva a escolha das melhores alternativas existentes. Em uma defini¢ao
mais formal, fornecida pela American Society for Engineering Education Conference Paper, o
objetivo da otimizacdo ¢ conseguir o “melhor” projeto relativo a um conjunto de critérios ou
restrigdes priorizadas, que incluem a maximizagdo de fatores tais como produtividade,
longevidade, forca, eficiéncia, confiabilidade e utilizagcdo [14,15]. Era de se esperar que a
otimizacao fosse encontrada como objeto de estudo de pesquisadores e profissionais de variados
campos. No setor administrativo de empresas, no planejamento estratégico, na gestdo para
reducdo de gastos e custos, logistica, no estudo para aumento de produtividade ou vendas, na

utilizacdo eficiéncia do tempo dos funciondrios, dos processos ou de maquinas, entre outros.
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Matematicamente, para problemas de engenharia, deve-se primeiro construir modelos
matematicos que representem fielmente o sistema de estudo e chegar a uma fungdo para
representar a performance ou desempenho do mesmo. E justamente esta fungdo que deve ser
maximizada ou minimizada, seguindo critérios de desempenho previamente definidos para se

obter a solucdo otimizada pratica através de algoritmos, sendo estes os mais eficientes possivel.

1.3.3 Otimizagao Estrutural e Topologica

A otimizagdo estrutural pode ser datada ao século XIX com as teorias relativas ao
design de estruturas de James Clerk Maxwell [16] e posteriormente com as aplicagdes de tais
conceitos por Anthony Michell [17]. Maxwell focou seu estudo nas principais estruturas
estudadas por engenheiros, as pontes. Engenheiros preocupavam-se em obter modelos precisos
das tensdes mecanicas nas configuragdes do projeto. Maxwell por sua vez, procurou aplicar os
conceitos da teoria de elasticidade a problemas simples, afim de estudar o risco de falha de uma
ponte com a menor quantidade de material possivel. Maxwell sugeriu que a estrutura com
menor quantidade de material e com cujas propriedades estruturais seriam preservadas seria
uma onde as dire¢des principais seriam compostas por elementos de trelica. Essa solugdo veio
mais tarde a ser reconhecida como a solu¢ao 6tima para a estrutura com a maxima rigidez e o
menor peso, dado um carregamento Unico, minimizando a quantidade de material, o peso da
estrutura e o custo associado a produ¢do da mesma. Em suma, pode-se dizer que o projeto sem
a otimizagao pode levar a superdimensionamentos.

Partindo originalmente da Otimizagdo Estrutural e para aplicagdes de mecénica
estrutural, a OT veio a ser reconhecida propriamente dita como um campo de estudo apos a
publicacdo de 1988 de Martin Philip Bensoe e Noboru Kikuchi [18]. Derivado das palavras
gregas topos, “lugar” e de logos, “estudo”, a otimizagao topologica ¢ um método computacional
de distribuicdo de material para a sintese de estruturas sem qualquer forma preestabelecida,

concedendo ao método a liberdade para encontrar “layouts” estruturais inovadores e de alta
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performance [19]. O problema de OT tipico pode ser definido como um problema de

2

programacao bindria, onde “loops” iterativos de andlises for elementos finitos, analises de
sensibilidade e critérios de otimizagdo sdo preenchidos para encontrar as porgdes ineficientes
e, portanto, desnecessarias da estrutura. Para cada elemento ¢ atribuida uma densidade
individual relativa associada as propriedades fisicas do material e sdo interpoladas entre 0
(vazio, auséncia de material) e 1 (so6lido) e sdo usados critérios de penalizacdo para influenciar
essa distribui¢ao de material [1,2,20,21].

Kai Liu e Andrés Tovar [19] mapearam recente, além de obras de referéncia de
renome, mais de 11000 publica¢des académicas sobre o tema e rotinas educacionais para pronta
implementagao em ferramentas graficas, tal como o MATLAB[19]. Duas dessas rotinas serdo
abordadas no presente trabalho; sdo elas, o programa Top.m de 99 linhas para otimizagao
topologica em duas dimensdes [1] e o programa PolyTop [2] de OT baseada em densidades
que opta pelo uso de malhas de elementos finitos poligonais ndo estruturados, dessa forma,
modelando de forma mais precisa a geometria do dominio de projeto e mantendo a eficiéncia
de custo operacional [3].

O emprego de algoritmos computacionais como os discutidos acima leva a inevitaveis
ganhos de tempo para projetistas, pois fornecem solugdes otimizadas e atenuam as antigas
necessidades exaustivas de verificagdo das melhores distribuigdes estruturais de material para
um dado problema. Auxiliados por capacidades de processamento computacional cada vez
maiores, ¢ do uso do MEF, diversos métodos de OT tém sido desenvolvidos. Vale ressaltar o
método de leiaute baseado na abordagem material de Bendee e Kikuchi [18] o método ESO de

design evolucionario idealizado por Xie e Steven [20], para mencionar apenas alguns.

1.3.4 Transferéncia de Calor
Calor ¢ a energia térmica em transito devido a uma diferenca de temperaturas no espaco,

sendo assim, sempre que houver uma diferenga entre meios, haverd, necessariamente,
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transferéncia de calor [22]. Nos estudos de transferéncia de calor é comum a utiliza¢do do termo
modo para identificar os diferentes tipos de processos de transferéncia de calor. Condugdo € o
termo associado ao modo de transferéncia de calor que ocorre através de um meio estacionario
(s6lido ou fluido), quando nele existe um gradiente de temperatura. Quando uma superficie e
um fluido em movimento estiverem a diferentes temperaturas, a transferéncia de calor que
ocorrera entre eles sera intitulada como conveccdo. Radiacdo, ou radiagdo térmica, refere-se
ao ultimo modo de transferéncia de calor, que representa a energia liquida emitida na forma de
ondas eletromagnéticas entre superficies com temperaturas ndo nulas e auséncia de um meio
interposto participante [22]. Na Figura 1.1 sdo exibidos os diferentes modos aqui

exemplificados, sendo a condugdo o foco de nosso estudo.

Conduction through a solid Convection from a surface Net radiation heat exchange
or a stationary fluid to a moving fluid between two surfaces
T, =T T >T,
T, ! z T, T Surface, T,

L] g Moving fluid, T._ =
—h-g - ) j\‘i:* Surface, T,
—_— q \Sf/

q7

—_—
— |—T, g; <—

Figura 1.1 - Modos de transferéncia de calor: condugdo, convecgdo e radiagdo. Fonte: [22]

A condugdo pode ser vista como transferéncia de energia, a nivel atdbmico e molecular,
das particulas mais energéticas para as menos energéticas através de um meio, sendo devido
apenas as interacdes entre particulas. Para ilustrar o conceito pode-se pensar em um gés, contido
entre duas superficies mantidas a temperaturas diferentes. Os conhecimentos de termodindmica
nos levam a confirmar que temperaturas mais elevadas estdo associadas a uma maior energia
molecular, energia que por sua vez esta relacionada aos movimentos translacionais, rotacionais

e vibracionais das moléculas. Particulas mais energéticas, relacionadas a proximidade da
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superficie mais quente estardo naturalmente mais “agitadas” e ao colidiram com particulas
vizinhas em seus movimentos aleatérios, haverd uma transferéncia de energia, da mais
energética para a menos energética. Sendo assim, na presenca de um gradiente de temperatura,
a transferéncia de energia por condugdo devera necessariamente ocorrer na dire¢do da menor
temperatura. Essa transferéncia de energia liquida devido ao movimento randomico de
particulas € comumente chamado de difusdo de energia. Na condugao através de solidos essa
transferéncia ou difusdo de energia ocorre de maneira similar, sendo a interacao atomica das

moléculas devido as vibragdes dos reticulos [22].

A transferéncia de calor € quantificada pelas equagdes de calor, que podem ser usadas
para calcular a quantidade de energia transferido por unidade de tempo, sendo a equagdo para

a conducao de calor térmica conhecida como Lei de Fourier [22].

A equagdo da taxa de transferéncia de calor na direcdo x do meio unidimensional da Figura
1.2, com uma distribui¢do de temperaturas T(x), por unidade de area perpendicular a sua

dire¢ao de propagacao, ¢ dada por:

_ d_T (1.1)
dx

n

q x=
Essa taxa, também conhecida como fluxo térmico (ﬁ)’ ¢ proporcional ao gradiente de

d o A . ~ . -
temperaturas, é na dire¢@o de transferéncia. O parametro k da equacdo (1.1) € a condutividade

térmica do meio material, uma propriedade de transporte, caracteristica e singular para cada
material. O sinal negativo na equagdo ¢ devido a transferéncia de calor se dar da maior
temperatura para a menor temperatura, num sentido decrescente [22]. Caso fosse de interesse
encontrar a taxa de transferéncia de calor (W) através de uma superficie de area 4, como a da

Figura 1.2, a equagado (1.1) seria reescrita como:

G, =q", A (1.2)
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Figura 1.2 — Transferéncia de calor unidimensional por condugdo. Fonte: [22]

1.4. Organizacao do Trabalho

No Capitulo 2 ¢ descrito o funcionamento do método de elementos finitos e todos os
conceitos introdutorios necessarios para seu entendimento e aplicagdo. Sao definidos e
apresentados os conceitos de dominio, malha, elemento, nod, sistemas de referéncia, graus de
liberdade, entre outros.

No Capitulo 3 se introduz a otimizagao topologica e a rotina MATLAB elaborada por
Sigmund que foi utilizada para os primeiros entendimentos sobre o tema. Se apresenta também
o problema de acesso tipico para a OT baseada em densidade, sua formulagao e a simulacao de
OT estrutural da viga MBB. Segue-se com algumas alteragdes na rotina do 99-Lines para
adequa-lo aos problemas de condugao de calor.

No Capitulo 4, ¢ mostrado as principais desvantagens da rotina compacta de malha
estruturada de 99 linhas de Sigmund e apresentada o programa PolyTop [3]; sdo enumeradas
as principais vantagens da utilizagdo de uma malha ndo estruturada arbitraria de elementos
finitos poligonais. Assim como foi feito para problemas de minimizagdo de compliance no
Capitulo 3, mostra-se o MEF aplicado ao problema de condugdo de calor e todas as suas

dedugoes.
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No Capitulo 5, sdo apresentados os resultados e exemplos de simulagdes e sdo
comparados os codigos Toph .m (99 lines de Sigmund adaptado para condugdo de calor) e o
PolyTopHeat (codigo de Talischi et al. adaptado para a condugao de calor).

O capitulo 6 ¢ reservado para a conclusdo, criticas e possiveis desenvolvimentos e

melhorias futuras.
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2. Meétodo dos Elementos Finitos

2.1. Introducao

Difundido entre as engenharias devido a sua capacidade de analisar diversos tipos de
problemas, o Método dos Elementos Finitos (MEF) permite, para citar apenas alguns, o estudo
dos deslocamentos e tensdes em pecas € estruturas das mais diversas formas, fluxos de calor,
pressdes neutras, determinar percolacao e adensamento [23]. Independente da analise a ser feita,
do problema ou da aplicacdo, todas tém em comum o fato de estarem definidas em um
determinado dominio, terem que satisfazer condic¢des iniciais e de contorno impostas pelos
projetistas para as variaveis fundamentais e necessitarem solucionar um problema modelado
através de equacdes diferenciais parciais.

A ideia basica ¢ “discretizar” o problema definido no espago continuo, que nada mais
¢ que utilizar de aproximagdes para substituir o entdo infinito conjunto de nimeros que
representam as fungdes desconhecidas por um conjunto finito de parametros também
desconhecidos que entdo sao encontrados através de fungdes algébricas.

O sistema algébrico ¢ da forma:

[Al{x} = {b} (2.2)

Sendo [A] uma matriz quadrada e ndo singular, {b} o vetor independente e {x} o vetor
solucdo, com os pardmetros desconhecidos da solugcdo aproximada [24]. Uma outra
denominagdo frequentemente encontrada na literatura, principalmente no estudo de tensdes e
deslocamentos, e que serd a adotada ao decorrer desse trabalho é:

[K][U] = [F] (3.2)

Sendo K a matriz de rigidez global, U o vetor de deslocamento global e F' o vetor com

as forgas ou carregamentos atuantes no sistema.
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2.2. Conceitos Fundamentais

A ideia base do MEF ¢ discretizar o dominio do problema continuo, isso ¢, dividi-lo
através de sub-regides de geometrias simples, conhecidas como “elementos finitos”, como
vieram a ser nomeadas por Ray Clough [6]. Esses elementos podem adotarem formatos de
quadrilateros, cubos, tridngulos, etc., de acordo com as dimensdes do problema, buscando
sempre representar o dominio da maneira mais fidedigna possivel. Elementos conectam entre
si através de nos ou pontos nodais para gerar a malha de elementos finitos, conforme pode ser

observado na Figura 2.1 [25].

» pontos nodais elementos finitos

| contorno original

Figura 2.1 — Malha de Elementos Finitos para problemas no plano. Fonte: [25]

Na Figura 2.2 a seguir, ¢ possivel observar diferentes tipos de elementos finitos,
definidos de acordo com a sua geometria e nimero de nos. No caso dos problemas lineares, o
numero de parametros desconhecidos ¢ igual ao niimero de nos, e dado a implementagdo via
algoritmos computacionais, ¢ rotineiro observar que a precisdao da resposta aumenta a medida
que se aumenta o nimero de elementos e nds. Um conceito importante quando se fala do MEF,

¢ em relacdo a convergéncia dos resultados. Embora este seja um método de aproximagdes, €
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possivel se demonstrar que a medida que se eleva ao limite a quantidade de n6s em uma malha
consistente, isto ¢, quando o tamanho individual de cada elemento finito tende a zero, maior
sera a quantidade de elementos e consequentemente maior serd a quantidade de nds na malha,
que tendera ao infinito. Sendo assim, ¢ possivel a obtengdo de uma solugdo que converge para
a solugdo exata do problema em questdo. Todavia, apesar do aumento do numero de nos e
quantidade de elementos implicar um subsequente ganho de precisdo, também acaba-se
aumentando o tempo de maquina gasto, ou seja, o custo de processamento para a solu¢do do

problema [7,25].

/ \
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d |
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Elemento de barra  Elemento triangular Elemento triangular Elemento tetraédrico
com dois nos com trés nos com seis nos com quatto nos
a
I N T /
| !
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Elemento de barra  Elemento quadrilateral  Elemento quadrilateral Elemento hexaédrico
com trés nds com quatro nos COI NovVe n0s com oito nos

Figura 2.2 — Diferentes tipos de elementos finitos. Fonte: [25]

2.3. O Grau de Liberdade no MEF

O conceito de grau de liberdade (degrees of freedom) ¢ um termo originado da
Mecanica que explicita a permissividade de movimento de um ponto; as dire¢des no qual este
¢ livre para mover-se. No espaco R3 existem trés possiveis dire¢des de movimento atribuidas
aos possiveis movimentos de translagdo, o que equivaleria a trés graus de liberdade, enquanto

no R?, teriamos apenas dois GDL, ou DOF. Entretanto, para um corpo sélido no espago
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tridimensional, deve-se também levar em conta, além dos movimentos de translacdo, os
movimentos de rotacdo em cada um dos eixos, que somados equivalem a seis graus de

liberdade.

0 —-

/ P4

(@) (b)

Figura 2.3 — (a) graus de liberdade de um ponto, (b) graus de liberdade de um corpo

rigido. Fonte: [25]

Um dado problema, com o mesmo tipo de malha e elementos, pode, portanto, ser
interpretado de diferentes formas e gerar comportamentos distintos de acordo com o nimero de
graus de liberdade associados a cada n6 e gerar consequentemente complexidades distintas. A
atribui¢ao do nimero de graus de liberdade vai depender da dimensao e do tipo do problema a
ser analisado. Nos problemas tipicos de comportamento mecanico e analises de tensdes, 0s
graus de liberdade dos nds replicam os possiveis movimentos que estes podem sofrer; no caso
2D s3o observadas duas possiveis translagdes, nos eixos X ¢ Y do plano de coordenadas
cartesianas, enquanto no 3D existem trés translagdes, correspondentes aos eixos X, Y ¢ Z. Nos
problemas de conducdo de calor, apesar de ndo haver deslocamentos, os graus de liberdade
seguem sendo utilizado, porém, nesse caso, para representar o valor do campo de temperatura

em cada n6 da malha.
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2.4. Formulacio Isoparamétrica

2.4.1. Sistema de Referéncia Global e Local

Para um elemento sdlido tridimensional comum, ¢ padrdo a transformacdo entre o
sistema de referéncia global definido no sistema cartesiano xyz para o sistema local defino com
as componentes ENC. Essa modificagdo traz como beneficio a simplificacdo na hora dos calculos
das matrizes de rigidez e vetores de carregamento ao modificar os limites superior e inferior de

integragdo [26].

Y /——\
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Figura 2.4 — Transformacgdo entre sistemas de referéncia global e local. Fonte: [26]

A transformagdo de sistemas de referéncia também ¢ bastante util quando o elemento
finito de estudo possui uma forma distorcida ou demasiadamente complexa no sistema global.
Através de fungdes de forma ¢ possivel fazer com que este elemento fique com seus lados
retos no sistema local, conforme pode ser visto na Figura 2.5. Além de tornar mais simples a
representacdo e a visualizagdo de elementos, esse novo contorno também ajuda a simplificar

calculos.
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Figura 2.5 — Transformacgdo entre sistemas de referéncia utilizando fungoes de

forma. Fonte: [26]

2.4.2. Elementos Finitos Poligonais

Para as estudos e pesquisa de EF assim como na sua aplicagdo pratica na industria, ¢
muito comum se observar o uso dos tradicionais elementos triangulares de trés nos de tensao
constante assim como os elementos quadrilaterais bilineares de quatro nos, porém, tém crescido
a atengdo dada aos elementos poligonais devido as suas vantagens. Os beneficios potenciais de
sua utilizagdo na computacao de elementos finitos incluem: uma maior flexibilidade na geragao
de malhas de geometrias arbitrarias, uma maior precisdo da solugdo numérica em comparacao
as solugoes obtidas com malhas triangulares e quadrilaterais, capacidade de modelar materiais
policristalinos, para mencionar apenas algumas [43]. Essa escolha adiciona versatilidade a uma
rotina de elementos finitos, pois, as funcdes de forma dos elementos poligonais isoparamétricos
que serdo discutidos a seguir, permitem a constru¢ao de qualquer poligono convexo a partir dos
poligonos regulares de n lados, incluindo os tradicionais poligonos lineares como os tridngulos
lineares (n=3) e quadrilateros bilineares (n=4) [3].

A interpolacdo dos poligonos se da através do conceito dos diagramas de Voronoi.

Considerando-se um dominio Q em duas dimensdes, descrito por um conjunto N de M nos
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espalhados: N = {p;,p,, P3, ---, Pm }.- O diagrama de Voronoi do conjunto N ¢ a subdivisao do
dominio em regides V(p;) onde qualquer ponto em V(p;) estad mais préximo do n6 p; do que de
qualquer outro n6 p; € N (j # i). A Triangulagdo de Delaunay por sua vez ¢ utilizada para
conectar n6s com uma lateral de Voronoi em comum, como pode ser observado na Figura 2.6
para o conjunto nodal constituido de sete noés (M=7). O conceito pode ser mais aprofundado no

trabalho original do autor [43].

Figura 2.6 — Triangulag¢do de Delaunay em célula de Voronoi composta por sete

nos. Fonte: [43]

2.4.3. Funcoes de Forma

Para cada n6 de um elemento finito deve-se associar uma funcao de forma que recebem
o valor de 1 no n6 e 0 nos demais. Para um elemento bidimensional, com m e n nos nas dire¢des
& e m, tal como os elementos utilizados no cddigo Top.m de Sigmund [1], tem-se um total de

mn fungdes de forma, dadas por [26]:

_(3-9-0+n) (2.3)

N
1 4
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N _(@A+9-(1Q+n) (2.4)
2T 4

N _(@+9)-1-n) (2.5)
3T 4

N, = (1- E);L(l —1) (2.6)

As expressdes acima podem variar de acordo com a forma com que os nés do elemento foram
numerados e percorridos, sendo elas associadas ao elemento exibido abaixo. Com os nés do
elemento sendo numerados de 1 a 4 e percorridos no sentido horario a partir do canto superior

esquerdo [27].

Ly |1 @

{_1J_1] (11_1]

Figura 2.7 — Elemento bidimensional quadrangular linear. Fonte: [27]

A Figura 2.7 ilustra o que foi explicado acima para o comportamento das fungdes de forma,
com quatro casos particulares do elemento quadrangular, onde para cada caso, apenas um no
recebe o valor 1 enquanto os demais recebem o valor de 0, isto ¢, apenas um dos nds esta
selecionado. Sendo assim, as fungdes de forma ndo sdo apenas uteis quando se deseja interpolar
uma geometria, ou a transformagao entre sistemas de referéncia global e local, mas também sao

utilizados, como sera visto mais a frente para os calculos dos deslocamentos nodais.
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Nj
Figura 2.8 — Demonstragado visual do funcionamento das fungoes de forma dos

elementos quadrangulares lineares. Fonte: [7]

Para os elementos finitos poligonais utilizados pelo algoritmo PolyTop de Talischi et
al.[3] as func¢des de forma sdo definidas de acordo com o trabalho de Sukumar [43], e serdao
utilizadas na fungdo auxiliar PolyShapeFnc, que computa o conjunto de fungdes de forma
lineares para o poligono de referéncia de n lados em um ponto interior . A fungdo de forma
correspondente ao no6 i do elemento finito poligonal, dado que 1 < i < n, ¢ definida a seguir
[3]:

a; (%) (2.7)

N® =5
l j=1 (&)
onde ; sdo os interpolantes da forma, i o n6 em questdo e 4 a area do tridngulo formado,

conforme pode ser visto na Figura 2.9:

A(Pi-1,Dir Di+1) (2.8)
APi-1, 0 A1 Di+1, )

a;(§) =

Adotando a notacao:

Ai(8) = A(Pi-1,p1,¥) (2.9)



A equacao (2.8) pode ser expressa em sua forma reduzida:

a;(§) =

__r
Ai(®)4i41())
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(2.10)

Figura 2.9 — Areas utilizadas na defini¢io de a; (equagdo 2.8). Fonte: [3]

2.4.4. Calculo da Matriz de Rigidez

O calculo da matriz de rigidez dos elementos finitos envolve, através da matriz de

deformacgao /B/, a derivada das fungdes de forma em relagao as suas coordenadas globais.

Considerando para tanto, um n6 i de um elemento qualquer,

oN;
743

oN;
o

oN;

a7

aNl' 0x

:axa_z

aNL' 0x
dx dn

aNl' 0x

axa_z

As equag0es apresentadas acima também podem ser expressas em sua forma matricial,

dN;

kaN‘J

ox oy
a¢ | &  0¢
o _|ox oy
67] T jon oany
O0x Q

ay a7

aNl-a_y aNl-a_z (2.11)
dy 0¢ 0z 0%
(')NL- (')y (')NL 0z
dy on 0z 0n
aNi ay aNL dz
dy ¢ 0z 0C
aZ] 0N (ONi\ (2.12)
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onde /J] é a matriz de transformacdo, ou simplesmente, Jacobiano de transformagdo. Nas

coordenadas globais x,y,z as fungdes de forma da equacdo (2.12) ficam:

(ON; (ON; (2.13)
0x O0x

dN; Gy dN; >

ay [ Ul dy

dN; dN;

\ 9z / \ 9z /

O Jacobiano ¢ bastante utilizado para substituir os diferenciais de volume dV ou de area
dA, no caso plano, tornando o célculo das matrizes e vetores de carregamento dos elementos

finitos em fung¢do das coordenadas locais &,n,( [26].
No caso geral, a matriz de rigidez do elemento ¢ dada por [2]:

Lol el (2.14)
K,] = fv [B] [D][B]dV = f_ 1 f_ 1 f_ [BI7 [D]{B] detlIdEdnds

No caso plano dos elementos bidimensionais a equacao (2.14) se reduz a:

1 r1 2.15
K,] = f [B]” [D[BldA = ¢ f f [BI” [D][B]|det]J]|d&dn 219
A -1J-1

Sendo [B] a matriz de deformacgao, as vezes também denominada de matriz SN, [D] a matriz
de condutividade do material, [J] a matriz do Jacobiano e ¢ a espessura do elemento. Vale
ressaltar que as integracOes das equagdes (2.14) e (2.15) ndo poder ser realizadas
analiticamente, tendo que para resolvé-las, utilizar de técnicas de integragdo numéricas, como
a integracdo Gaussiana entre determinados pontos de Gauss e se empregando certos pesos neles

(weighting) [2,7,27].
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3. Otimizaciao Topologica

3.1. Introducao

Bendsge e Sigmund esclarecem os ingredientes basicos de como achar o lay-out 6timo
do método de distribuicdo de material em estruturas linearmente eldsticas em sua obra.
Definindo para tanto, o layout de uma estrutura como uma combinagdo de informagdes que
abrangem topologia, formato e tamanho. Na OT de estruturas sélidas determina-se por
exemplo, o nimero, localizacdo e formato dos furos na estrutura, assim como a conectividade
do dominio. Nos problemas tradicionais, as Unicas informagdes disponiveis sdo quanto ao
volume da estrutura a ser construida, as condi¢cdes de suporte, as cargas aplicadas e
possivelmente alguma condicao de restricao de design. Os problemas mais simples em relagao
as suas fungdes objetivas e de restricdo que levam ao entendimento do tema sao os problemas
de projetos para minimizagdo de “compliance”, ou seja, minimizando a flexibilidade para a

maximizagao da rigidez estrutural global [2].

a) =:>

Figura 3.1 — Categorias de otimizagdo estrutural. Fonte: [2]

Na Figura 3.1 acima, sdo exibidas as diferentes categorias de otimizagao estrutural com

os problemas originais exibidos na esquerda e suas respectivas otimizagdes exibidos na direita.
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Na figura a) temos a otimizac¢do de tamanho (sizing) de uma trelica, na b) a de formato e na c)
a otimizagao topoldgica. Ao contrario das duas primeiras otimizagdes, a OT permite a inser¢ao
e/ou a retirada de furos na estrutura, tornando-se, portanto, uma verdadeira ferramenta de

projeto 6timo [28].

3.2. A 99 Line Topology Optimization Code

Publicado em 1999, o paper académico intitulado “A 99 line topology optimization
code written in Matlab” do professor de engenharia mecanica da DTU (Universidade Técnica
da Dinamarca), Ole Sigmund, veio a se tornar referéncia no estudo educacional da otimiza¢ao
topologica para minimizacao de compliance em estruturas estaticamente carregadas [1,19]. O
paper apresenta um codigo enxuto de OT no software Matlab com apenas 99 linhas, sendo 36
linhas para o programa principal, 12 linhas para o “otimizador” baseado em OC, 16 linhas para
o filtro de independéncia de malha e 49 linhas de cddigo para a implementacao por EF [1]. O
proprio autor defende o seu uso para desenvolver a intuicdo e as habilidades dos alunos em
desenvolver designs 6timos, sendo aconselhado adaptagdes ao cddigo para atender a outros

tipos de problemas e restrigdes.

3.2.1. Consideracoes Iniciais

Caso fosse necessario a elaboragdo de um passo-a-passo para a facilitar a implantacao
bem-sucedida da OT, algo como as etapas exibidas a seguir seria apresentado. Em primeiro
lugar, deve-se definir o dominio do problema, tendo este o maior tamanho possivel para que
ndo venha a ser um fator limitante na execu¢do da OT. Restricdes impactam negativamente no
desempenho da solucdo e reduzem a qualidade e precisdo da otimizag¢do [29]. A Figura 3.2
ilustra um corpo bidimensional com dominio Q e contorno I', com sistema de referéncia em

coordenadas cartesianas.
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Figura 3.2 — Corpo bidimensional com dominio Q2 e contorno I

Como passo seguinte, o dominio deve ser “discretizado”, isto ¢, dividido em elementos
finitos, aplicadas as devidas condi¢cdes de contorno e entdo esses dados devem alimentar o
software de OT escolhido. Se tratando de MEF, deve-se escolher uma malha que diminua a
diferenca entre o dominio real e o aproximado; as malhas nao aproximam o dominio da mesma

forma, certos tipos de malha mostram ser mais eficientes do que outras [30-35].

Figura 3.3 — Dominio aproximado por diferentes malhas.

A Figura 3.3 mostra duas aproximacdes distintas de um dominio de contorno suave, sendo a
primeira malha composta por elementos finitos quadrados e a segunda, mais a direita, por
elementos finitos triangulares. Através dessa visualizagdo fica evidente, ao preencherem melhor

o espago interno, certas malhas aproximam melhor o dominio. Aumentando o nimero de
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elementos ¢ diminuindo seus respectivos tamanhos também ¢é possivel se obter ganhos de

precisdo e melhor preencher um dado dominio, como pode ser visto na Figura 3.4 de refino de

malha [7].

hﬁ;#ﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁﬁ
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NVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVA I

Figura 3.4 — Modelo de elementos finitos e modelo de elementos finitos refinado.

Fonte: [7]

O algoritmo do software, nesse caso o MATLAB, por sua vez, distribui o material no
dominio em um processo iterativo de forma a minimizar a flexibilidade da viga, que nesse caso
¢ a funcdo objetivo (objective function) especificada [2,29]. A topologia obtida serd apresentada
de uma forma binaria, com densidades individuais relativas associadas as propriedades fisicas
do material ao longo da malha, com 0 representando a auséncia de material e sendo indicada

com a cor branca e 1 o material solido, exibido em preto, conforme pode ser visto na Figura

3.1[1,2,20,21].

3.2.2. Formulaciao do Problema
Para que o codigo em MATLAB pudesse ser escrito de forma concisa e enxuta, da

forma com que Ole Sigmund o fez, algumas simplificagdes e convengdes tiveram que ser
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adotadas. Ao contrario dos dominios com formatos arbitrarios exibidos anteriormente, o
dominio de design foi adotado como sendo retangular e discretizado por elementos finitos
quadrangulares. Dessa forma, dada a similaridade geométrica entre o dominio ¢ os EF, a malha
pode preencher corretamente toda a regido de estudo. A numeragdo e a maneira com que
elementos e nos sdo percorridos também se tornou mais facil e intuitiva; sempre de coluna a
coluna comegando pelo canto superior esquerdo conforme exibido na Figura 3.5 abaixo. Cada
elemento foi identificado por sua posi¢do na malha, correspondendo o primeiro nimero a linha
e o segundo a coluna ocupada (ely,elx). Ja os nds foram numerados percorrendo-se o dominio

coluna-a-coluna a comecar pelo canto superior esquerdo, como pode ser visto na Figura 3.6.

—

- nely

[
nelx

Figura 3.5 — Numeragdo dos elementos da malha. Fonte: [27]

m—-

1 a3

a4

35
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36
Figura 3.6 — Numeragdo dos nos da malha. Fonte:[27]
O problema de otimizagado foi formulado de forma genérica e apresentado da seguinte
forma: ache a distribuicdo de material x para cada x, resultando em um subdominio df2 dentro
de um dominio fixo e preestabelecido 2, que minimiza a fun¢@o de custo (fungdo objetiva) c(x),

sujeito a uma fragdo volumétrica prescrita f.
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Matematicamente, isso pode ser escrito:

N 3.1)
Min,: c(x) =UTKU = Z(xe)p U, Tkou,
e=1
Sujeito a: V(x) f
Vo
KU=F

onde U e F sdo os vetores globais de deslocamento e de forga, respectivamente, K ¢ a matriz
global de rigidez, u, ¢ k, correspondem aos vetores de deslocamento e matriz de rigidez do
elemento, x € o vetor com varidveis de projeto, Xx,,;, € 0 vetor com densidades relativas
minimas, N ¢ o nimero de elementos usado para discretizar o dominio, sendo ele o produto do
namero de elementos nas direcdes X ¢ Y (ambos fornecidos como input do usuario), p ¢ o
expoente de penalizacdo (penalization power) previsto no método SIMP [36-39], V(x) é o
volume do material e V, o volume do dominio de projeto, e f (volfrac) ¢ a fragdo volumétrica
prescrita para o problema [1].
Dessa forma, uma restrigao ¢ a quantidade de material que se pode remover da estrutura
(volfrac, definida pelo usuario). A funcao objetiva a ser minimizada ¢ a de compliance, pretende-
se minimizar o trabalho externo gerado pelo carregamento enquanto se estipula uma restri¢gao

volumétrica na estrutura para se minimizar a quantidade de material utilizada [28].

3.2.3. Implementaciao do Codigo

Utilizando o cddigo de MATLAB, e seguindo a forma programada por Sigmund para a
chamada da funcdo, pode-se facilmente obter a OT para viga MBB. A figura obtida
correspondera a estrutura bi-apoiada sujeita a um carregamento pontual em seu centro, com o

menor peso e cuja resisténcia ¢ maxima. A chamada da fungdo TOP segue:
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top(nelx,nely,volfrac,penal,rmin)

onde nelx e nely sdo os numeros de elementos nas diregdes horizontal e vertical do dominio,
volfrac ¢ a fragdo volumétrica prevista na otimizagao, que limita a quantidade de material a ser

retirada, penal é o expoente de penalizagdo e rmin € o raio minimo do filtro.

|

(?

e
>

Figura 3.7 — Otimizagdo topologica da viga MBB. No topo: dominio de projeto
completo, ao centro: representagdo de sua metade com condi¢oes de simetria, e abaixo: a

exibicdo da estrutura otimizada topologicamente. Fonte: [1]

Na Figura 3.8 ¢é possivel ver algumas capturas de tela do processo de iteragdo do
algoritmo, que comeg¢a com a distribuicdo de material de forma homogénea no dominio de
projeto e a medida que ¢ executado e a fungcdo de custo ¢ minimizada, exibe uma imagem
referente a atual distribuicdo de densidades no dominio de projeto. No comego € possivel ver a

coloracdo cinza correspondente aos materiais intermediarios que ndo podem ser implementados
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na pratica, e ao final é possivel ver a exibi¢cdo das densidades do tipo 1-0, onde a cor preta indica

a presenca de material e o vazio a sua auséncia.

'
A

-

7 -

- I
- I\
AVAEAVAN

2 -
A -

Figura 3.8 — Distribuicdo de material no interior de um dominio e ao longo de

algumas iteragoes. Fonte: [40]

O resultado da OT obtida com o algoritmo de otimizagdo do 99 lines de Sigmund se aproxima
da estrutura de trelicas como sugerido nos primeiros papers de otimizagao estrutural do século

XX [29].
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3.2.4. Adaptacao do Codigo

Sigmund advoga que apesar da aparente complexidade do método de OT, um problema
simples de minimizacao de compliance, como o definido na equacdo (3.1), pode ser resolvido
através de um programa com poucas linhas de codigo ¢ com o auxilio de linguagens de
programacao de alto nivel, tal como o Matlab [1]. Em uma obra subsequente, Bendseoe e
Sigmund brevemente discutem extensdes do codigo de 99 linhas inicial, como a adaptacao para
outras condi¢des de contorno, o caso com carregamento multiplo ou até mesmo para a conducao

de calor [2].

Seguindo em frente com a ultima sugestdo, o codigo original [1], foi modificado para
passar de um algoritmo para a minimizagdo de flexibidade de vigas MBB para um que
resolvesse conducdo de calor pura em um dominio de projeto quadrado com distribui¢dao de
calor uniforme. A fungao objetivo passou a ser a minimizagao da temperatura média do dominio
de projeto sujeito a uma dada restricdo de volume, onde foi considerada a distribuicao de dois
materiais com condutividades isotropicas de 1 e 0.001, respectivamente. Também foi incluido
um dissipador de calor, posicionado no centro da lateral esquerda do dominio de projeto, cuja

temperatura ¢ fixada em zero.

A chamada do codigo permanece a mesma, sendo passados os nimeros de elementos
nas direcdes horizontal e vertical, a fragdo volumétrica de material o expoente de penalizacao

e o tamanho do filtro como pode ser visto abaixo:

toph(nelx,nely,volfrac,penal,rmin)

A Figura 3.9 exibe a esquerda, o dominio retangular com aquecimento distribuido uniforme e
o posicionamento do dissipador de calor, e a direita, a topologia resultante. O c6digo completo

com todas as alteracdes feitas pode ser encontrado [1,2].
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Figura 3.9 — Otimizagdo topologica da condugdo de calor. Fonte: [1]

Abaixo foram listadas as modificagdes necessarias para transformar o cédigo de 99
linhas para OT para a minimizagdo de compliance no codigo de 91 linhas para a OT de
conducao de calor, conforme as dedugdes feitas na secao 2.4.1-2.4.5. Entre as modificagdes
feitas, incluem adaptar o problema nas condi¢des dadas (meio isotrdépico e homogéneo) para
apenas um grau de liberdade (temperatura nodal), definir as condigdes de contorno do
dissipador de calor, cuja temperatura ¢ nula, definir o vetor carregamento, o dominio, a nova
matriz de rigidez K,, que nesse caso serd chamada de matriz de condutividade e as funcdes de
forma.

Os numeros indicam a linha de cddigo onde sera feita a mudanga, o operador

matematico < indica a retirada da linha indicada enquanto > indica a nova linha a ser inserida

[2].
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< Ue = U{[2*#nl-1;2+%nl; 2+n2-1:2+n2; 2*n2+1;2*n2+2; 2#ni+1;2+nl+2],1)
< ¢ = c + x(ely,elx) penaleUe’+KE»Ue;

< de{ely,elx) = -penal*x(ely,alx)  (penal-1)asUe’«KE+«Ue;

> Ue = U{[nl; n2; n2+1; ni+1],1);

> c=c + (0.001+0.999*x(ely,elx) penal)sUe’=KE={e;

> dc(ely,elx) = -0.999spenalsx(ely,elx) (penal-1)*Ue’+KEsUe;

68 ,69c68, 69

< K = sparse(2#(nelx+1)»(nely+1), 2=(nelx+1)+(nely+1));
< F = sparge(2+*(naly+1)*(nelx+1),1); U = sparse(2«(nely+1)#»(nalx+1),1);

> K sparse((nelx+1)=*(nely+1), (nelx+1)*(nely+l));
> F = sparse((nely+1)*(nelx+1),1); U = sparse((nely+i)*(nelx+1),1);
T4,75¢T4,75

< edof  [2#n1-1; 2#nl1; 2en2-1; 2#n2; 2+n2+1; 2#n2+2; 2enl+l; 2#n1+2];
< Kledof ,edof) = K(edof,edof) + x(ely,elx) "penal+KE;

> edof = [nl; n2; n2+1; nl+1];

> K{edof ,edof) = K(edof,edof) + (0.001+0.999+*x(ely,elx) "penal)sKE;

78,81c78, 81
< % DEFINE LDADS AND SUPPORTS (HALF MBB-BEAM)

< F(2,1) = -1;

< fixeddofs = union([1:2:2+({nely+1)],[2+(nelx+i)*(nely+1)1);
< alldofs [1:2#(nely+1)*{nelx+1)];

> % DEFINE LOADS AND SUPPORTS (SQUARE PLATE WITH HEAT SINK)
> F(:,1) 0.01;

> fixeddofs = [nely/2+1-(nely/20):2:nely/2+1+(nely/20)];
> alldofs [1:(nely+1)»(nelx+1)];

B88,99c88,91

<E=1.;

< nu = 0.3;
< k=[ 1/2-nu/6 1/8B+nu/8 -1/4-nu/12 -1/8+3I»nu/8 ...

< -1/4+nu/12 -1/8-nu/8 nu/6 1/8-3+nu/8];

< KE = E/(1-nu"2)»[ k(1) k(2) k(3) k(4) k(5) k(6) k(7) k(8)
< k(2) k(1) k(8) k(T) k(6) k(5) k(4) k(3)
< k(3) k(8) k(1) k(6) k(7) k{4) k(5) k(2)
< k(4) k(7) k(6) k(1) k(B) k{(3) k(2) k(5)
< k(5) k(B) k(7) k(8) k(1) k(2) k(3) k(4)
< k(B) k(5) k(4) k(3) k(2) k(1) k(8) k(7)
< k(7) k(4) k(5) k(2) k(3) k(8) k(1) k(6)
< k(8) k(3) k(2) k(5) k(4) k(7) k(6) k(1)1;
>KE = [ 2/3 -1/6 -1/3 -1/8

> -1/6 2/3 -1/6 -1/3

> -1/3 -1/6 2/3 -1/¢

> -1/6 -1/3 -1/6 2/3]1;

42
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4. Equacionamento para o Problema de Conducao de Calor

4.1. Introducao

Apesar do 99 lines, a rotina em MATLAB criada por Sigmund, servir como um bom
ponto de partida para as implementagdes de OT e uma referéncia para uso educacional, ela é
dotada de falhas. A sua propria versatilidade e usabilidade ¢ obtida ao custo da reducao da
velocidade computacional, sendo até cinco vezes mais lenta que um codigo similar em
linguagem mais “baixo nivel” tais como Fortran ou C++ [2]. Sendo assim o cddigo para
otimizacao estrutural e para conducao de calor apresentados nas se¢des 3.2.3 e 3.2.4 deixam de
ser praticos quando se passa a utilizar dezenas de milhares de elementos.

Em uma analise baseada em elementos, a parametrizacao do problema e sua solucao
aproximada esta fortemente relacionadas com a discretizagdo do dominio, e o fato de cada
elemento do dominio estar associado a uma variavel constante de projeto limita a resolucao da
topologia, principalmente caso elementos regulares sejam utilizados [28]. As caracteristicas dos
elementos usados na discretizacdo do dominio acabam por influenciar os problemas de OT e o
problema do “tabuleiro de xadrez” (Figura 4.1) ndo ¢ algo dificil de se encontrar. Essa
descontinuidade, exibe simultaneamente elementos de cor preta, que representam o material
solido e elementos de cor branca, que representa a auséncia de material, nao trazendo nenhum
significado real pratico [28,29,40]. Mesmo que se utilizem filtros de vizinhanga para minimizar
essas instabilidades e eliminar a variacdo brusca de propriedade entre elementos adjacentes,
nao se elimina o problema por completo visto que a malha utilizada na formulagdo do MEF
permanece sendo quadriculada. Sendo assim, adotar malhas estruturadas como ¢ o caso para
ambos os cdodigos discutidos até o momento, acabam por gerar instabilidades numéricas e na

pratica, restringir as areas de aplicagdo da OT. Dependendo do dominio de projeto escolhido, a
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malha gerada por elementos quadrangulares ndo sera capaz de preencher totalmente o dominio

sendo a melhor escolha para esses casos, uma malha ndo estruturada de EF poligonais.

tabuleiro de xadrez

=
bono
-

T
£

g
-

Figura 4.1 — O efeito do “tabuleiro de xadrez” ou instabilidade de tabuleiro.

Fonte: [40]

Introduzido mais recentemente por Talischi el al.[3], os algoritmos de cddigo aberto
PolyTop e PolyMesher, também em MATLAB, adotam elementos finitos poligonais para
a otimizagdo topologica baseada em densidade; tornando-os adequados para dominios de
projeto arbitrarios nao cartesianos em duas dimensdes [19]. Talischi el al apresentam um codigo
para OT estrutural que inclui uma rotina de EF baseados em elementos finitos poligonais
isoparamétricos de estrutura modular, malhas de dominio de projeto arbitrarias e ndo estruturas
e permanecem com a usabilidade e eficiéncia das rotinas de OT educacionais anteriores [3]. Os
autores também distinguem para a forma desacoplada do cddigo e sua inerente capacidade de
ser adaptada para problemas mais complexos, o que apenas reforcam a escolha do PolyTop
em contrapartida ao codigo 99 Lines de Sigmund para a adaptacdo e uso em problemas de

conducao de calor.
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4.2. Equacodes Governantes do Problema

Apresenta-se a seguir inicialmente, a “forma forte” das equagdes diferenciais que
governam o problema. Considere novamente a Figura 3.2; um corpo bidimensional com
dominio Q e contorno I', ¢ adotando o sistema de coordenadas cartesianas (x,y) como o sistema
de referéncia. Q(x,y) sera a taxa de geracdo de calor por unidade de volume e tempo, interna ao

dominio Q, e as componentes do vetor fluxo de calor por unidade de area e tempo, q,(x,y) e
qy(x, ).

0 (x, y)} (4.1)

q=q(xy)= {qy . y)

-

aq,,
T g, +—=dy
v o

Y dx

{ EI.T +
J’ X d . X

dx

T Ty

Figura 4.2 — Elemento diferencial com fluxo de calor atravessando seu contorno.

Fonte: [25]

Partindo de um elemento diferencial da Figura 4.2 de lados dx e dy com fluxo de calor
atravessando seu contorno pode-se chegar a equagdo que governa o problema estaciondrio de

condugao de calor [25]:

g, daqy (4.2)
W_W-I_ Q =0emn
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Ou, de uma forma mais compacta:

—divg+Q =0em 2 4.3)
—-Vig+Q=0emA (4.4)
Visto que:
a 0 d 0 4.5
ox 0y/ (qy dx  dy

Para o caso bidimensional geral, o vetor fluxo de calor ¢ funcao do gradiente de temperatura 7’

q = —kVT (4.6)

Sendo & a matriz de condutividade térmica dada por

ke (,Y) Ky (%, ) (4.7)

k=kG) = |1 @) k@)

e podendo o gradiente de temperatura, VT, ser reescrito por

) (T (438)
ox 0x

VE=To (= ar
dy dy

A equagdo (4.6) pode ser reescrita com a (4.7) e (4.8) para a forma

oT oT aT (4.9)
{qx}_ [kxx k1) 3% | ‘("xxﬁ”‘xyay)
kg Ky, )OT( oT oT
dy xy fyy 3y —(kxyW‘FkyyW)

A substitui¢do as equagdes individuais de g, € q, da equagdo (4.9) na equacdo (4.2) que

governa o problema estaciondrio de conducdo de calor, tem-se:
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6( oT 6T> 0 oT oT (4.10)
0x

Ky =+ kyy=— ) + == (kyy =— — =

Seguindo novamente as hipoteses [25], considera-se ky, = 0 € ky, = ky,, = k visto que as

dire¢des cartesianas coincidem com as dire¢des principais do material e estamos considerando
o caso particular de meio isotrdpico, onde a condutividade térmica ¢ a mesma em todas as

direcoes [2].

Sendo assim, matriz de condutividade térmica passa a ser dada por

_ _[kxy)  0) ] _ 10 (4.11)
k=k(xy) = 0 k(x,y) = k(x,y) [0 1]
Onde [(1) (1)] ¢ a matriz identidade de ordem 2.

Para reproduzir os resultados da secdo (3.2.4) e da Figura 3.9, o meio foi considerado, além de
isotropico, como sendo homogéneo, pois, a condutividade térmica ndao depende das

coordenadas (x,y), conhecimento esse que torna k.., € ky,, constantes.

Neste caso particular de meio homogéneo e isotropico, a equagao (4.10) € escrita como

(2T LT (4.12)
dx?  0y? 0=

Ou em uma forma mais compacta, como ficaria caso, ao invés de todas essas etapas, fosse

substituida a equacao (4.6) na equagao (4.4):

kV2T +Q =0 (4.13)

A “forma fraca” da equagdo governante que rege o problema de conducdo de calor e que

possibilita a aplicagdo direta do MEF também sera apresentada a seguir [7]:

Escrevendo na forma matricial, ache T(x,y) € U tal que,
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(4.14)
f (VW)T DVTdN = —f wT gdr +f wT sdf vw € U,
0 Iq Q
Onde
[T (4.15)
| ox | [kxx kxy]
VT = D =
|6_T| Kxy kyy
layJ
-‘I.
A q=qonT,

- X

Figura 4.3 — Modelo de elementos finitos em duas dimensoes na forma fraca para o

problema de condugdo de calor. Fonte: [7]

Fazendo com que o dominio de projeto seja divido em uma combinacdo de elementos
quadrangulares e triangulares, assim como o € na Figura 4.3, o nimero total de elementos € n,;
e o dominio de cada elemento ¢ 2°. Segue portanto, ao adotar um somatorio das integrais sobre

os elementos n,; € a equagao (4.14) que:

Net

Z( (Vwe)T De(VTe)dR = — | we'gqdr + | we’ sd.()) =0 VwelU,
_Qe

e
Iq 0e

(4.16)
e=1
A aproximagdo da solucdo e das fungdes peso associadas a cada elemento sdo escritas em

termos do nimero do nimero de nés do elemento n,,, da matriz de fungdo de forma do
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elemento N€(x,y), d® = [T{ T5 ..T¢, 1" ¢ a matriz de temperatura do elemento e we =

[wi ws ... W,‘fen]T ¢ a matriz dos valores nodais das fungdes peso dos elementos.

nen (4.17)
T(x,y) = T¢(x,y) = Né(x,y)d® = Z Nf (,Y)TP (x,y) € N°
I1=1
nen (4.18)

wT(,y) = we' (1) = N, y)we = ) NF (x,y)wf (x,y) € 0°

O gradiente de temperaturas ¢ dado por:

e e e e e
[9T°] [9Nf - AN LAVEY +aNnen Te 1 [ONf ONg ONg (4.19)
VTe_|0X| | ox dx M| | odx ox 0x lde
~|aTe| T |ang e NeT oy N | = |ang ang  oNg, |
layJ [0 dy ? oy e | lay oy  dy |
Ou em forma compacta:
vTe(x,y) = (VN¢(x,y))d® = B¢(x,y)d*® (4.20)

A matriz de rigidez de condutividade do elemento ¢ definida por sua vez de forma similar a

maneiro com que foi feita na se¢do 2.4.4, e vale:

(4.21)
Ke =f BeT De¢Bedn
0

4.3. Formulacido do Problema

Considere um dominio discreto de tamanho finito, Q, no qual calor estd sendo
uniformemente gerado a cada discretizagdo, dQ. Ele estd sendo resfriado através de um
dissipador de calor posicionado no seu contorno e cuja temperatura ¢ conhecida e definida com
sendo igual a zero. O dominio esta sujeito a uma fragdo volumétrica, isto ¢, um volume finito
de material de alta condutividade térmica, k,,,,, esta disponivel, e onde ele ndo estiver presente,

sera usado um material com baixa condutividade térmica, k,,;,. A presenga ou auséncia do
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material de alta condutividade ndo afetard o calor sendo gerado ao longo do dominio. A
distribuicdo do material de alta condutividade k,,,,, sob as restricdes de quantidade de material
(fracdo volumétrica) é obtida com a minimizagdo da fungdo objetivo ¢, para minimizar a

temperatura média do dominio de projeto sujeito a geragdo de calor constante e uniforme [41].

Uniform Heat
Generation, O

Figura 4.4 — Dominio de projeto 2D para a otimizagdo topologica da condugdo de
calor pura. Fonte: [21]

Assim como em muitos exemplos da literatura, ndo serd considerada os efeitos da
conveccao nos contornos convectivos do dissipador de calor devido a complexidade adicional
que ele traz. O problema € posto para permitir apenas valores discretos (K,,qx € Kmin) €m cada
discretizacdo do dominio e se tratando de uma OT baseada em densidade, que prevé resultados
da forma de densidades 0-1, a interpolacao material ¢ utilizada para converter o problema dos

valores discretos de k45 € Kimax para o problema com variaveis continuas pPp,qx € Pmin [41].

Considerando o dominio de projeto da Figura 4.4 homogeneamente aquecido e com
temperatura nula no contorno do dissipador de calar, a conducdo de calor através do dominio ¢

representado por:

V-(kVT)+Q =0em (4.22)

T=0emT

R (x) = Rmin
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Onde T ¢ a varidvel de estado de temperatura, Q ¢ o calor volumétrico gerado ¢ k ¢ a
condutividade térmica do material no dominio Q.
O problema de otimizacao topoldgica ¢ a minimizagao da fungdo objetivo ¢, matematicamente

escrita como:

min,. c(x)=Q'T = fVT(kVT)d_Q = jk(VT)Zd.Q (4.23)
Sujeito a: KT =0
V(x) 3
Vo f

0<xpn<x=<1

R(x) = Ryin
onde V(x) é a quantidade de material de condutividade térmica elevada e € restringida a uma
fragdo volumétrica f, muito similar a forma como foi feito na equagdo (3.1). R(x) € o raio do
caminho condutivo que deve sempre estar acima do espagamento minimo R,,;,, condi¢ao que
permite ao projeto ser de fato fabricavel [42].

Abaixo s3ao apresentadas as modificagdes feitas aos algoritmos PolyTop e

PolyScript de Talischi et al.[3], indicando a esquerda o numero da linha de cdodigo e
indicando com a cor vermelha as linhas de codigo retiradas e em verde as linhas que vieram a

substitui-las:

PolyTop:

cddigo base vs. codigo modificado.

function [=z,V,fem] PolyTop(fem,opt)

7 function [2,V,fem] = PolyTopHeat (fem,opt)

Z*pellfun(flength, fem.Element); % # of DOFs per element

fem. ElemDof
1*cellfun (i length, fem.Element); % # of DOF=s per element

53 fem.ElemNDof

elof = reshape([2%fem.Elementi{iell-1:2%fem.Element{iel}] ,NDof, 1) :

7l eDof fem.Elementi{el:';
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5. Resultados

O codigo Toph foi simulado para diferentes mimeros de elementos e fracdes
volumétricas, mantendo-se constantes, e iguais a literatura, os valores do raio minimo do filtro
(rmin) e expoente de penalizagdo (penal) do SIMP e comparado com a Figura 3.9 fornecida

por Sigmund [2].

Figura 5.1 — Simulag¢do do codigo de 91 linhas para OT de problemas de condug¢do de calor.

Chamada da fungdo: toph(40,40,0.4,3.0,1.2)

Figura 5.2 — Simulagdo do codigo de 91 linhas para OT de problemas de condugdo de calor.

Chamada da fungdo: toph(40,40,0.5,3.0,1.2)

Foi dado como ponto de partida a chamada da fun¢ado sugerida [2] com 40 elementos na
direcdo horizontal e 40 na dire¢do vertical, fragdo volumétrica permitida fixada em 0.4,

penalization power igual a 3 e raio minimo igual a 1.2. O resultado obtido em trés estagios
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distintos da discretizagdo pode ser visto na Figura 5.1. O dominio otimizado obtido ¢
exatamente igual a Figura 3.9 o que indica que o cddigo estava funcionando da maneira
esperada. Na Figura 5.2 a simulagdo foi novamente rodada, porém aumentando de 40% para
50% a fragdo volumétrica do material de alta condutividade, afim de se observar se existiria
diferengas nos caminhos condutores ou na figura otimizada final. Como esperado, ao restringir
menos a quantidade de material, os caminhos condutivos tornam-se maiores € ocupam mais o

dominio.

As Figuras 5.3 e 5.4 foram obtidas aumentando o niimero de elementos das diregoes
horizontal e vertical para 80 e as fragdes volumétricas fixadas em 0.4 e 0.5, respectivamente.
Nota-se que o aumento do numero de elementos da malha acaba por melhorar o resultado,

tornando os contornos da superficie otimizada mais suaves e fluidos.

Figura 5.3 — Simulagdo do codigo de 91 linhas para OT de problemas de condugdo de calor.

Chamada da fungdo: toph(80,80,0.4,3.0,1.2)
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Figura 5.4 — Simulag¢do do codigo de 91 linhas para OT de problemas de condugdo de calor.

Chamada da fungdo: toph(80,80,0.5,3.0,1.2)

Para gerar as Figuras 5.5 e 5.6, o nimero de elementos nas diregdes horizontal e vertical
foi aumentado novamente, para 100 elementos em cada dire¢do. Assim como nos casos

anteriores, as fracdes volumétricas fixadas em 0.4 e 0.5, respectivamente.

Figura 5.5 — Simulagdo do codigo de 91 linhas para OT de problemas de condugdo de calor.

Chamada da fungdo: toph(100,100,0.4,3.0,1.2)



56

Figura 5.6 — Simulagdo do codigo de 91 linhas para OT de problemas de condugdo de calor.

Chamada da fungdo: toph(100,100,0.5,3.0,1.2)

De posse das rotinas originais para a OT de elementos finitos de malha ndo estruturada
de Talischi el al.[3], foram feitas todas as modificagdes pertinentes para a adequacao do codigo
para a condug¢do de calor, tomando como base o problema introdutério de condugdo de calor
apresentado por Bendsee e Sigmund [2]. O resultado foram trés novos codigos; dois codigos
principais paraa OT, PolyTopHeat e PolyScriptHeat, e um codigo para a representacao
do dominio de projeto, SquareDomain. Nao houve a necessidade de alterar as sub-rotinas de
geragdao de malhas, PolyMesher, de interpolagdo de material, Mat IntFnc, ou de fungao
de filtro, PolyFilter; validando a usabilidade e capacidade de adequagao do codigo original

para variados problemas argumentada pelos seus criadores [3].

Buscando validar o cddigo PolyTopHeat e PolyScriptHeat, adaptados para a
conducdo de calor isotropica e homogénea no dominio SquareDomain, foram realizadas
simulagdes para confrontar e investigar os resultados. O algoritmo SquareDomain ¢

apresentado abaixo:

e ettt PolyMesher --—-———=-—---————————————————————— %
% Ref: C Talischi, GH Paulino, A Pereira, IFM Menezes, "PolyMesher: A %
% general-purpose mesh generator for polygonal elements written in %
% Matlab," Struct Multidisc Optim, DOI 10.1007/s00158-011-0706-z %
function [x] = SquareDomain (Demand, Arg)

BdBox = [0 1 0 1]; % xmin, xmax, ymin, ymax

switch (Demand)
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case('Dist'); x = DistFnc(Arg,BdBox);
case('BC"); x = BndryCnds (Arg{:},BdBox) ;
case ('BdBox'); x = BdBox;
case('PFix'); x = FixedPoints (BdBox)
end
s COMPUTE DISTANCE FUNCTIONS

function Dist = DistFnc (P, BdBox)

Dist = dRectangle (P,BdBox (1) ,BdBox(2),BdBox(3),BdBox (4)) ;
G —m e e SPECIFY BOUNDARY CONDITIONS
function [x] = BndryCnds (Node,Element, BdBox)

eps = 0.1l*sqrt ((BdBox (2)-BdBox (1)) * (BdBox (4) -BdBox (3)) /size (Node, 1)) ;

FixedNodes = find(abs (Node(:,1)-BdBox (1l))<eps &

(Node (:,2)<2/3 & Node(:,2)>1/3)):;

Supp = zeros (length (FixedNodes),1);

Supp (:,1)=FixedNodes;

Load = zeros (length (Node),2);

Load(:,1) = 1:length (Node);

Load(:,2) = 0.01;

x = {Supp,Load};

function [PFix] = FixedPoints (BdBox)
PFix = [];

Ao contrario do codigo enxuto de 91 linhas para a OT de condugao de calor onde se passa como
parametro na chamada da fung@o o nimero de elementos nas dire¢cdes horizontal e vertical, o
algoritmo de Talischi et al.[3] prevé que sejam escolhidos o dominio e o nimero de elementos
total da malha, porém, vale ressaltar que agora a malha ¢ nao estruturada e sera preenchida por
elementos poligonais. Para exemplificar sdo apresentados abaixo duas malhas nao estruturadas,
gerados pelo fungdo-dominio SquareDomain com calor distribuido por todo o meio. Os nds
sao selecionados em roxo enquanto os pontos fixos correspondente ao dissipador de calor (7=0)

sdo selecionados em azul.

Figura 5.7 — SquareDomain com malha ndo estruturada de 10 (a esquerda) e 100 elementos

poligonais (a direita).
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Para que haja alguma forma de comparar a OT do problema de condugdo de calor em duas
rotinas distintas como ¢ pretendido aqui, as simula¢des foram feitas com 1600, 6400 ¢ 10000
elementos, o que seria proximo ao nimero de elementos totais em uma malha estruturada
gerada pelo produto de 40x40, 80x80 e 100x100 elementos nas dire¢cdes horizontal e vertical,

respectivamente.

Figura 5.8 — PolyScriptHeat((@SquareDomain, 1600,100). Da esquerda para a direita: malha
com 1600 elementos, a distribui¢do de densidades (caminho otimo para a condugdo de calor)
e a distribui¢do de temperaturas. Simulagdo feita com 0.5 de fragdo volumétrica. Primeira

fileira com raio do filtro de R=0.01 e a segunda com R=0.1



59

Figura 5.9 — PolyScriptHeat(@SquareDomain,6400,100). Da esquerda para a direita: malha
com 6400 elementos, a distribui¢cdo de densidades (caminho otimo para a condugdo de calor)

e a distribui¢do de temperaturas. Simulagdo feita com 0.5 de fracdo volumétrica e raio do

filtro de R=0.01.

Figura 5.10 — PolyScriptHeat(@SquareDomain, 10000,100). Da esquerda para a direita:
malha com 10000 elementos, a distribui¢do de densidades (caminho otimo para a condugdo

de calor) e a distribui¢cdo de temperaturas. Simulagdo feita com 0.5 de fragdo volumétrica e

raio do filtro de R=0.01.

As Figuras 5.9, 5.10 e 5.11 foram geradas ao aumentar o nimero de elementos de 1600 para
6400 e por ultimo com 10000. Fica evidente através da primeira imagem (mais a esquerda) de
cada figura que a malha estd assumindo cada vez mais discretizagdes, o que contribui para
solucdes melhores. A fragdo volumétrica de material condutor para o dominio de projeto foide

0.5 ou 50%, e foi feita a interpolacdo material com o método SIMP. Os raios do filtro sdo
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utilizados na funcdo auxiliar PolyFilter do algoritmo que computa a distdncia entre
centroides dos elementos da malha e define o peso dado ao filtro, sendo valores muito baixos
retornam a matriz identidade. Um de suas fungdes principais € evitar os efeitos da instabilidade

de tabuleiro discutidos na secao 4.1.

Em seguida se simulou repetidas vezes o mesmo problema considerando mesmo nimero
de iteragdes, elementos e fracdo volumétrica, foi alterado apenas o raio do filtro para procurar

entender seu comportamento.

Figura 5.11 — OT de malha ndo estruturada para a condugdo de calor; da esquerda para a

direita: malha com 100 elementos, 1600 elementos e 6400 elementos.Raio do filtro R=0.01.
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Figura 5.12 — Influéncia do raio do filtro na OT de malha nao estruturada para a condugdo
de calor, com fragdo volumétrica de 0.5, 6400 elementos e raio do filtro variando entre
0.0001-0.5. Primeira fileira (da esquerda para a direita): R=0.0001, R=0.001 e R=0.01.
Segunda fileira (da esquerda para a direita):R=0.02, R=0.03,R=0.04. Ultima fileira (da

esquerda para a direita): R=0.05, R=0.1 e R=0.5.
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Figura 5.13 — Influéncia da fragdo volumétrica na OT de malha ndo estruturada para a

condugdo de calor, com 6400 elementos, raio do filtro R=0.01 e fra¢do volumétrica variando
entre 0.1-0.6. Primeira fileira (da esquerda para a direita): VolFrac:0.1, VolFrac:0.2 e
VolFrac:0.3. Segunda fileira (da esquerda para a direita): VolFrac:0.4, VolFrac:0.5 e

VolFrac:0.6.
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6. Conclusao

Sigmund expressa explicitamente que a sua inten¢do era apresentar um algoritmo de
programacao matematica de otimizacao topoldgica simples e intencionalmente mantido abaixo
de 100 linhas de codigo. Desde entdo, o cddigo foi baixado inimeras vezes e utilizado por muito
professores ao redor do mundo para cursos de otimizacdo estrutural, obtendo sempre, um
feedback muito positivo [1]. Levando isso em consideragdo, sua importancia para o estudo
inicial sobre o tema de OT, ndo pode ser descartada. O autor ndo se omite para as inefici€éncias
de processamento e custo operacional superior em comparagdo a uma implementacdo em
Fontran, porém, frisa que ganhos computacionais sdo obtidos ao se abrir mdo da
compatibilidade do cédigo. A adaptagdao do cddigo de Sigmund para a OT em problemas de
conducao de calor se mostrou bastante simples e manteve o algoritmo compacto, porém exibia
claras limitagdes [2]. O algoritmo PolyTop de Talischi et al.[3] por sua vez, apresentou claras
vantagens em comparagdo a codigos compactos de malha estruturada, com performance
igualavel a de codigos mais enxutos como o de 88 linhas publicado por Andreassen em 2010,
e sendo mais rapido em malhas maiores [3]. Como era de se esperar, a estruturacao e formulagao
do algoritmo PolyTop foi crucial para que este pudesse ser tdo facilmente adaptado a
conducdo de calor quanto o cddigo de 99 linhas, estendendo sua importancia para um software

educacional assim como os anteriores.

O primeiro contato com o uso de malhas ndo estruturadas arbitrarias que esse trabalho
permitiu, também deve ser colocado em evidéncia visto que muitas das aplicagdes de
engenharia requerem o uso de malhas ndo estruturadas para a completa e precisa representacao
da geometria do dominio de projeto, especificacdes de carregamento e suporte e uma resultante
analise confiavel. O suposto custo computacional mais elevado de malhas nao estruturadas que
seriam utilizados como motivo para ado¢do de malhas estruturadas sao apontadas por Talischi

et al. como provaveis causas de repetidos calculos da matriz de rigidez dos elementos,
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eliminadas do c6digo PolyTop ao se adotar meios de guardar tais informagdes em memoria

para as proximas iteragdes de otimizagdo [3].

Os resultados obtidos através das simulagdes, se comportam como previsto em
literatura, exibindo ramificagdes que lembram galhos de arvores na otimizagdo topoldgica em
duas dimensdes [42]. Para aplicacdes de troca de calor foi reconhecida a tendéncia de a
topologia 6tima adotar padrdes que se assemelham padrdoes de dendritos € minimizar a

resisténcia térmica entre a fonte e o dissipador de calor.

Pode ser defendido que a verdadeira otimizacao 6tima para problemas de resfriamento
ainda ndo foi encontrada, visto que o estudo e aprendizado no campo dos materiais, tecnologias,
projeto e manufatura de componentes € continuo e segue numa busca continua por melhorias
[41]. Os estudos dos caminhos condutores de calor continuard sendo uma importante area de
estudo dada a sua relevancia para os projetos de canais térmicos condutivos para
microcomponentes eletronicos, cuja performance e confiabilidade estdo relacionadas as

variagdes de temperaturas no substrato no qual estdo montados e as tensdes térmicas geradas.

Existe muito espaco para futuras melhorias, seja no cddigo (geragao de novos dominios)
ou na abordagem do problema. Todas as simulagdes foram feitas no SquareDomain para se
manter fiel ao problema enunciado por Sigmund [1,2] e constantemente representado na
literatura como problema introdutério de OT em problemas de condugdo de calor. Todavia, o
codigo elaborado nesse trabalho poderia ter sido validado em outros dominios, com
posicionamento distinto do dissipador de calor, com diferentes condigdes de contorno e em

diferentes meios, além do isotrdpico e homogéneo.
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