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Classificacao Supervisionada

3.1.
Aprendizado de Maquina

A aprendizagem de maquina € uma area da inteligéncia artificial que
estuda métodos computacionais, a fim de obter um determinado conhecimento
especifico através de experiéncias. Os algoritmos de aprendizado de maquina
possuem o foco em métodos estatisticos e a aplicacdo pratica de aprendizado
de maquina inclui o processamento de linguagem natural, diagnosticos médicos,
buscadores, entre outras.

O reconhecimento de padrées é um topico de aprendizagem de méaquina
cujo objetivo é classificar informagcdes baseadas ou em conhecimento a priori
(supervisionado) ou em informacbes estatisticas extraidas dos padrdes (ndo
supervisionado). Um sistema de reconhecimento de padrbes consiste em dois
mecanismos, o primeiro relacionado a extracdo de informagdes (padrdes), que
processa as caracteristicas semelhantes, e 0 segundo capaz de classificar as
observacoes, dependendo das caracteristicas extraidas anteriormente.

Nessa dissertagdo, focaremos apenas no reconhecimento de padrbes
supervisionado, que se utiliza de um conjunto dados de entrada, previamente
rotulados, com objetivo principal de capacitar a maquina a aprender sobre o
problema proposto.

A seguir, apresentaremos dois métodos de reconhecimento de padrao
supervisionado, Maxima Verossimilhanca e Support Vector Machines, mas para
a classificacdo de imagens podemos utilizar outros métodos de aprendizado de
méaquina como Rede Neural, TBL, Arvore de Decisdo entre outros.

3.2
Maxima Verossimilhanca

Considere a familia D, de distribuicbes de probabilidades parametrizadas

por um pardmetro @ desconhecido associado a uma fungdo de densidade de
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probabilidade (distribuicAo continua) ou a uma fungdo de massa de

probabilidade (distribuicdo discreta), denominado f,.
Seja x,x,,...,x, um conjunto de n valores dessa distribui¢éo, e usando
f, para computar a densidade de probabilidade através dos dados observados.

Assumindo que as amostras do conjunto x;,x,,...,x, Sd0 obtidas de forma
independente umas das outras, podemos utilizar um método de estimacgéo de
parametros conhecido como maxima verossimilhanca para estimar o valor do
parametro 6.
Dado a fungéo de € com x,,x,,...,x, fixos, afuncdo de verossimilhanga é
definida por:
LO)= f,(x,....x,10) (8.2.1)

O método de maxima verossimilhanga estima o pardmetro 8, encontrando

A

o valor de 6 que maximiza L(#), dada pela fungdo abaixo, em que ©®

representa o espaco de caracteristicas [11]:
O =arg max L(O) (3.2.2)

No caso da distribuicdo Gaussiana univariada, dois parametros devem ser

estimados. Dessa maneira, o parametro ¢ da funcdo de maxima

verossimilhanca passa a ser denotado pelo conjunto €:{u,0'2}, emque U e

o’ representam a média e a variancia, respectivamente. A representacdo

resultante para a funcéo de verossimilhanca para uma distribuicdo Gaussiana é

definida por:

Ldw.o?h= £, 5o, 0™ (3.2.3)

3.3.
Support Vector Machines

O modelo mais simples de Support Vector Machines (SVM), que também
foi o primeiro a ser introduzido, é chamado Classificador de Margem Maxima. Ele
trabalha apenas com dados linearmente separaveis, ficando restrito, portanto, a
poucas aplicagbes praticas. Apesar dessa limitagao, o Classificador de Margem
Méaxima apresenta propriedades importantes e é a pedra fundamental para a
formulacao de SVM mais sofisticadas.
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A Figura 7 exibe um espaco de caracteristicas linearmente separaveis para
um conjunto de treinamento bidimensional e a Figura 8 ilustra um espaco
linearmente inseparavel. A linha escura presente em ambas as figuras, que
separa os vetores de entrada de classes distintas, é chamada de superficie de
decisdo (ou separagdo). Em particular, na Figura 7, devido a linearidade da
superficie de decisdo, a mesma também é conhecida como hiperplano de

separagao.
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Figura 7 Espaco de caracteristicas linearmente separavel

Figura 8 Espaco de caracteristicas linearmente inseparavel

O classificador de margem maxima otimiza limites no erro de
generalizagdo das maquinas lineares em termos da margem de separagao entre
as classes, a qual é determinada pelo hiperplano de separagéo. Essa estratégia
envolve separar os dados com um tipo especial de hiperplano, o hiperplano de

margem maxima ou de separacao 6tima, que € descrito na préxima secao.
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3.3.1.
Hiperplanos de Separacio Otima

Um hiperplano é considerado de margem maxima (ou de separagao 6tima)
se separa um conjunto de vetores sem erro e a distancia entre os vetores (das
classes opostas) mais proximos ao hiperplano é maxima [12]. A Figura 9(a)
mostra um hiperplano com margem pequena e 9(b), um hiperplano de margem
méxima, para um conjunto de treinamento bidimensional. Para o caso
linearmente separavel, o algoritmo de Support Vector Machines tem como
objetivo encontrar esse hiperplano.

Figura 9 (a) Um hiperplano de separagao com margem pequena. (b) Um Hiperplano de
Margem Maxima

Considera um conjunto S de pontos de entrada x, € R" com i=1.2,...,N .
Cada ponto x; pertence a uma das duas classes, sendo fornecido, portanto, um
rotulo y, € {~11}. Supbe-se que ha um hiperplano que separa os exemplos
positivos dos negativos. Os pontos x sobre o hiperplano satisfazem w.x+b =0,
em que w é normal (perpendicular) ao hiperplano, [b|/[w]| ¢ a distancia
perpendicular do hiperplano & origem e |w| é a norma Euclidiana de w. Seja d*

a menor distancia entre o hiperplano de separacao e os pontos na fronteira da

classe positiva (+1), e d~ a menor distancia entre o hiperplano de separaco e
os pontos mais proximos na fronteira da classe negativa (—1). A margem do

hiperplano deve ser, dessa forma d* +d .
O algoritmo de SVM procura o hiperplano de separagdo com margem
méaxima que pode ser construido como segue. Assume-se que todos os dados

de treinamento satisfazem as seguintes restrigdes:
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x,w+b=+1,para y, =+1 (3.3.1)
x,.w+b<-1,para y, =-1 (3.3.2)
Podemos combinar estas desigualdades e obter:
y(x, w+b)-120 V,=12,....N (3.3.3)
Os pontos para os quais vale a igualdade na restricao (3.3.1) estdo no

hiperplano H,:x,.w+b =1, que possui norma w e distancia perpendicular a
origem igual a [L—5|/|w]|. Similarmente, os pontos para os quais vale a igualdade
da restrigdo (3.3.2) estdo no hiperplano H,:x,w+b=-1, com norma
novamente w e distancia perpendicular & origem igual a |~1-5|/|w{. Portanto,
d* =d”~ =1/|w| e a margem ¢ simplesmente 2/||w] .

Pode-se observar que H, e H, sdo paralelos (eles ttm a mesma norma)
e que ndo ha pontos de treinamento entre eles. Assim, é possivel encontrar o
par de hiperplanos que geram a margem maxima, pela minimizacdo de ||w||2
sujeito a restricao definida em 3.3.3.

A definicdo do hiperplano é a seguinte: dada uma amostra de treinamento
linearmente separavel representada da seguinte forma: S = ((x,, y,).....(x,. y,)),
o hiperplano w.x+b =0 pode ser encontrado solucionando-se o problema de
otimizagao:

minimize,, (w.w),
3.34
sujeito a yi((xi.w)+b)21,i=1,...,l ( )
A solugdo para um caso bidimensional tipico devera ter a forma
representada na figura 10. Os pontos para os quais se aplica a igualdade na
equacao (3.3.3) (isto é, aqueles que estdo em um dos hiperplanos H, ou H,) e
que, se forem removidos, devem alterar a solugdo encontrada, sdo chamados
vetores de suporte. Esses pontos sdo indicados na Figura abaixo por circulos

extras.
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origem
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Figura 10 Hiperplano de separagdo para o caso linearmente separavel. Os vetores de
suporte estdo circulados.

Para transformar o problema (3.3.4) em um problema quadratico, é

necessario reescrevé-lo da forma abaixo:

o 1
minimize,,, 5 (w.w),
(3.3.5)
sujeito a yi((xi.w)+b)2 Li=1,...,1

Para solucionar esse problema de otimizacdo é usado o método dos
multiplicadores de Lagrange. Ha duas principais razdes para isso:

1. A restricdo (3.3.3) & substituida por uma nova restricdo, que é
definida em funcdo dos multiplicadores de Lagrange, os quais sao
mais faceis de manusear computacionalmente;

2. Nessa reformulagédo do problema, os dados de treinamento apenas
aparecem na forma de produto interno entre vetores. Essa € uma
propriedade crucial que permite generalizar o procedimento para o
caso nao linear [13].

Séo introduzidos os multiplicadores de Lagrange «;, =1,...,1. E realizado o

produto entre a restricdo (3.3.3) e os multiplicadores de Lagrange positivos e
esse produto é subtraido da funcdo objetivo para formar a funcional de
Lagrange. Portanto, para solucionar o problema (3.3.5), deve-se encontrar o

ponto de sela da seguinte funcional de Lagrange:

l

L, =%(W.W)2 —Zl:aiyi(xi.w+b)+20{i (3.3.6)

i=1 i=1
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A derivadade L, emrelagdo a w e b, deve ser nula, isso corresponde ao

fato de que no ponto 6timo, tém-se as seguintes equacoes de ponto de sela:

oL, (w,b, a) _ !
—4 3.3.7
" Zl‘, (3.3.7)
1
:l
substituindo as relagdes obtidas, tém-se:
/
W:Zyiaixi (3.3.9)
/
>y, =0 (3.3.10)

Dadas essas restricoes acima, pode-se substitui-las na Equacéo (3.3.6) e
obter a formulacdo dual, uma vez que é computacionalmente mais eficiente
encontrar o ponto de sela na formulagao dual [14], a qual é definida da seguinte
forma:

LDziai—%Zaiajyiijixj (3.3.11)
i= ij

E importante observar que L, é o problema primal e L, o problema dual.
A solugéo é encontrada pela minimizagdo de L, ou maximizacdo de L, . H4 um
multiplicador de Lagrange para cada ponto de treinamento. Na solugdo, os
pontos para os quais &, >0 s&o chamados vetores de suporte e estdo em um
dos hiperplanos H, ou H,. Para SVM, os vetores de suporte sdo os elementos
criticos do conjunto de treinamento. Eles estdo na fronteira, ou seja, mais
préximos do hiperplano de deciséo. Todos os outros pontos tém «, =0. Se

todos esses outros pontos forem removidos e o treinamento for repetido, o
mesmo hiperplano deve ser encontrado [13].

Como os chamados vetores de suporte possuem ¢, néo nulos, eles s&o
os Unicos envolvidos na expressao do vetor peso w, logo, o vetor peso que

representa o hiperplano de margem maxima é calculado na forma da

combinagéo linear abaixo:

l
=Yy, (3.3.12)

i=1
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onde a',w" pertencem a solugdo 6tima. Pode, ainda, ser reescrito em funcéo
apenas dos vetores de suporte:

w = Zyia’:xi (3.3.13)

vetores de suporte
Reescrevendo o problema novamente, agora colocando a expressao para
w' na funcional de Lagrange dual, o problema quadratico de SVM torna-se o
seguinte:

l
Maximize W (&)= Zl:al. —% Zy,.yjalaj (x,..xj)
i=1

i,j=1

Sujeitoa )y, =0 (3.3.14)

Dado «, =(a1°,...,a,°) ser uma solugdo para esse problema, entdo, a

norma do vetor w, que corresponde ao hiperplano 6timo ¢ igual a:
”W”2 = 2W(0{0): Zaioa;)(xi‘xj)yiyj (3.3.15)
vetores de suporre

A regra de separagao, baseada no hiperplano 6timo, é a seguinte funcao
indicadora:

f(x)z sign Zyiaio(xi.x)—bo (3.3.16)

vetores de suporte
na qual x, sdo os vetores de suporte, a’ sdo os Coeficientes de Lagrange

correspondentes e b, € um limiar constante:

by =%[(wo.x*(l))+(wo.x*(—l))] (3.3.17)

em que x*(l) corresponde a qualquer vetor de suporte pertencente a primeira

classe e x* (— 1), um vetor de suporte pertencente a segunda classe.

O classificador de margem maxima, quando aplicado a dados nao
separaveis linearmente, ndo encontra a solugdo desejada. Isso é evidenciado
pela fungao objetivo (dual) que, aplicada a dados nédo linearmente separaveis,
cresce arbitrariamente. O principal problema desse classificador é que ele
sempre constréi hipéteses que se baseiam na inexisténcia de erros de
treinamento. Entretanto, para dados com ruidos, que geralmente implica em
separacao nao linear, o minimo para o risco esperado ndo pode ser calculado
dessa forma, pois pode causar overfitting. Essas desvantagens motivaram o
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desenvolvimento de técnicas que permitem o tratamento de problemas nao

linearmente separaveis via SVM.

3.3.2.
Support Vector Machines Nao Lineares

Para tornar o método descrito na secao anterior capaz de manipular dados
nao linearmente separaveis, é necessario "relaxar" as restricoes do problema.
Diferentemente das restricbes (3.3.1) e (3.3.2) da secdo anterior que utilizam
critérios rigidos, a estratégia apresentada nesta secdo utiliza um critério mais

relaxado. Isso pode ser feito introduzindo varidveis de folga (&,,i=1,...,N) nas

restricdes, as quais se tornam:

xw+b2+1-¢, para y, =+1 (3.3.18)
x,.w+b<—-1+& , para y, =—1 (8.3.19)
£ >0, Vi (3.3.20)

Essa estratégia permite tolerar ruidos e outliers (pontos muito distantes
das classes a que pertencem), considera mais pontos de treinamento, além dos
que estdo na fronteira, e permite a ocorréncia de erros de classificagao.

N
Portanto, zgi. € um limite superior para o nimero de erros de treinamento.

i=1
Além disso, a fim de poder representar o custo extra para os erros, decorrente
da adicao das variaveis de folga, ha a necessidade de mudar a fungao-objetivo a

2
ser minimizada de %Hw/‘ para:

k
e (X
EHWH +C Zlfl (3.3.21)
l:

na qual C é um parametro a ser escolhido pelo usuario. C € uma constante que
atua como uma funcdo de penalidade e prevenindo que outliers afetem o
hiperplano 6timo [15]. C > 0 determina a relacédo entre o erro empirico e o termo
de confianga. Um C maior corresponde a assumir uma penalidade maior para os
erros. Por se tratar de um problema de programagéao convexa, o valor de k pode
ser qualquer inteiro positivo em particular; se k =1 ou k =2, entdo, o problema
também é de programacao quadratica. Por razbes computacionais, entretanto,

uma escolha tipica é k =1. Esse caso corresponde ao menor dos k >0 e tem a
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vantagem de ndo ser necessario que & e seus multiplicadores de Lagrange,
aparecam no problema dual. O problema, com essa alteracéao, torna-se:
1 1 1
Maximize L, = Za,. =5 z VyoQ; (xi.xj)
i=1 i,j=1
]
Sujeitoa .y =0 (3.3.22)
i=1
O0<ea <C,i=1,...,1
A solugao é dada novamente por:
w= z ¥V, QX (3.3.23)

vetores de suporte
Assim, a Unica diferenga do caso do hiperplano étimo é que os «; tém um

limite superior em C . Essa situacao é representada abaixo pela figura.

Figura 11 Hiperplano de separagéo para o caso linearmente inseparavel.

Com o conteudo que foi descrito nas segbes anteriores, € possivel, a partir
deste ponto, descrever formalmente a construgdo da técnica SVM para uma
tarefa de reconhecimento de padrdes. A técnica SVM implementa basicamente
duas operacbes matematicas:

1. Mapeamento ndo-linear dos vetores de entrada x em um espaco
de caracteristicas Z com alta dimensao;

2. Construgao de um Hiperplano de Margem Maxima no espago de
caracteristicas.

A Figura 12 ilustra a estratégia do Support Vector Machines, de mapear o
espaco real em um espago de caracteristicas.
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Figura 12 llustragéo da estratégia de Support Vector Machines

33

As representagcbes Kernel trabalham com a projecdo dos dados em um

espaco de caracteristicas com alta dimensao para permitir a classificagdo em

espacos nao linearmente separaveis. Trata-se, em primeira instancia, de uma

estratégia de pré-processamento que envolve mudar a representacao dos dados

da seguinte forma:

xX=(x,...,x,)——0(x) = (¢, (x),...,0, (X))

(3.3.24)

Esse passo é equivalente ao mapeamento do espaco de entrada X em

um novo espago Z = {¢(x)|xe X } chamado espaco de caracteristicas em que

¢. séo as funcdes Kernel. A Figura 13 ilustra um mapeamento de um espacgo de

entrada linearmente inseparavel, para um espago de caracteristicas de maior

dimensao, em que os dados podem ser separados linearmente.

o el
.
A =

O

¢ heo

[016)

0 ©) ) (1163)
oo GO

q) X)

Figura 13 Mapeamento do espaco de entrada via fungéo de Kernel
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A escolha da fungao Kernel é de vital importancia para SVM e nao altera
muito o problema de SVM, pelo menos ndo explicitamente. Com a introdugéo da

funcdo Kernel, para encontrar os coeficientes «,, é necessario agora resolver o

seguinte problema:

] 1 ]
Maximize zai _EzyiyjaiajK(xi'xj)

i=1 ij=1

]
Suieitoa 2, =0 (3.3.25)
i=1
O<ea <C,i=1,..,1
Essa funcional coincide com a funcional para encontrar o Hiperplano de
Margem Méaxima, exceto pela forma do produto interno, que anteriormente era

representado unicamente por produto interno (xl.-xj) e agora passa a ser

representado pela funcédo Kernel K (x,.,xj). Com a fungéo Kernel, a fungéo de

decisdo passa a ser representada como:

f(x)=sign Z y,-Ol,»K(X,- x)—b (3.3.26)

vetores de suporte
O uso de diferentes funcdes Kernel K(xi,xj) possibilita a construcdo de

maquinas de aprendizagem com diferentes tipos de superficies de decisao nao-
linear no espacgo de entrada. Entre as fungdes Kernel mais usadas, destacam-se:
Polinémios [13], Fungbes de Base Radial Gaussiana [16] e Rede Neural
Sigmoide de duas camadas [17] [18].

3.3.3.
Support Vector Machines Multiclasses

Embora o SVM separe os dados linearmente em duas classes, o
reconhecimento de mais do que duas classes é possivel utilizando a estratégia
de decomposicao do problema multiclasses em subproblemas binarios. Existem
algumas técnicas que sdo utilizadas para resolver o problema de multiclasses,
as mais conhecidas sao a One-Against-All e One-Against-One.

Seja N o numero de classes, a técnica One-Against-All consiste em
separar uma classe A e agrupar as N —1 classes restantes em uma classe B,
a partir da separacdo encontraremos o hiperplano que separa a classe A da

classe B. O processo de separacao da classe é realizado N vezes para cada
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classe pertencente ao conjunto de classes, logo, encontraremos N hiperplanos
gue separam as classes.

Seja N o numero de classes, a técnica One-Against-One consiste em
separar duas classes A e B do conjunto de classes e encontrar um hiperplano
que separe esse par de classes. O processo de separacao é realizado para cada
par de classes pertencente ao conjunto de classes, logo encontraremos N
hiperplanos que separam as classes.

Abaixo, apresentamos duas figuras que representam as duas técnicas de
decomposi¢ao, One-Against-All e One-Against-One, respectivamente [19], [20].

Figura 14 Exemplifica a técnica de decomposi¢cao One-Against-All para trés classes

Figura 15 Exemplifica a técnica de decomposigdo One-Against-One para trés classes
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