PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1512246/CA

Leonardo Henrique Caldeira Pires Ferrari

Aspectos da Topologia e da Teoria dos Pontos
Fixos

Dissertacao de Mestrado

Dissertacao apresentada ao Programa de Pés—graduacio em Ma-
tematica da PUC-Rio como requisito parcial para obtencdo do grau
de Mestre em Matematica.

Orientador: Prof. Ricardo de Sa Earp

Rio de Janeiro
Junho 2017


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512246/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1512246/CA

Leonardo Henrique Caldeira Pires Ferrari

Aspectos da Topologia e da Teoria dos Pontos
Fixos

Dissertacao apresentada ao Programa de Pés—graduacio em Ma-
tematica da PUC—Rio como requisito parcial para obtencdo do grau
de Mestre em Matematica. Aprovada pela Comissdo Examinadora
abaixo assinada.

Prof. Ricardo de Sa Earp
Orientador
Departamento de Matematica — PUC-Rio

Prof. Graham Andrew Smith
Instituto de Matematica — UFRJ

Prof. Marcos Craizer
Departamento de Matematica — PUC-Rio

Prof. Nicolau Saldanha
Departamento de Matematica — PUC-Rio

Profa. Renata Martins Rosa
Departamento de Matematica — PUC-Rio

Marcio da Silveira Carvalho
Coordenador do Centro Técnico Cientifico
Pontificia Universidade Catélica do Rio de Janeiro

Rio de Janeiro, 9 de junho de 2017


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512246/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1512246/CA

Todos os direitos reservados. E proibida a reproducio total ou
parcial do trabalho sem autorizagao da universidade, do autor
e do orientador.

Leonardo Henrique Caldeira Pires Ferrari

Graduou-se em Matematica na PUC-Rio em 2014, tendo par-
ticipado de um programa de iniciagao cientifica em 2011 e sido
premiado por exceléncia no desempenho académico em 2012.

Ficha Catalografica

Ferrari, Leonardo Henrique Caldeira Pires

Aspectos da topologia e da teoria dos pontos fixos/
Leonardo Henrique Caldeira Pires Ferrari; orientador: Ricardo
de Sa Earp. — Rio de Janeiro: PUC-Rio, Departamento de
Matematica, 2017.

v., 141 f:il. ; 29,7 cm

1. Dissertacdo (mestrado) - Pontificia Universidade Caté-
lica do Rio de Janeiro, Departamento de Matematica.

Inclui referéncias bibliogréaficas.

1. Matematica — Dissertacdo 2. Topologia geral; 3.
Topologia diferencial; 4. Teoria de ponto fixo; 5. Teoria do
grau; 6. Teoria dos jogos; |. Sa Earp, Ricardo. Il. Pontificia
Universidade Catélica do Rio de Janeiro. Departamento de
Matematica. Ill. Titulo.

CDD: 510


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512246/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1512246/CA

Agradecimentos

Em primeiro lugar, gostaria de agradecer a minha familia pelo suporte
o qual a conclusao desse mestrado nao teria sido possivel, e em especial a
minha mae, pelo seu esfor¢co sempre presente em prover o necessario para que
eu pudesse dar continuidade a minha vida académica e profissional.

Eu gostaria de agradecer também ao Departamento de Mateméatica da
PUC-Rio, seus professores, coordenadores e secretarios por todo o apoio que
me deram durante o meu mestrado, e em particular ao meu orientador, Ricardo
Sa Earp, pela sua disponibilidade e paciéncia ao lidar comigo nesses ultimos
dois anos, e por todos os seus sabios conselhos e sugestoes que me guiaram ao
longo de todo esse periodo.

Queria agradecer por fim aos meus colegas e amigos, que sempre me
incentivaram a continuar nesse caminho escolhido, e principalmente a Yunelsy,
por toda a ajuda dada com o LaTeX, sem a qual esta dissertagdo nao teria
sido concluida.

Agradego também & FAPERJ, pelo suporte financeiro durante esse ultimo

ano de mestrado.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512246/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1512246/CA

Resumo

Ferrari, Leonardo Henrique Caldeira Pires; Sa Earp, Ricardo. Aspectos
da Topologia e da Teoria dos Pontos Fixos. Rio de Janeiro,
2017. 141p. Dissertacao de Mestrado — Departamento de Matematica,
Pontificia Universidade Catoélica do Rio de Janeiro.

Esse trabalho tem como objetivo reunir os teoremas topologicos de ponto
fixo classicos e seus corolarios, além de teoremas de ponto fixo provenientes
da teoria do grau e algumas importantes aplicacoes desses teoremas a varia-
das areas — desde as cléssicas aplicagoes a teoria de EDOs e EDPs a uma
aplicacao a teoria dos jogos. Um exemplo é o Teorema do Ponto Fixo de
Schauder-Tychonoff, para aplicacbes compactas em convexos de espagos local-
mente convexos, do qual segue como corolario que todo compacto convexo de
um espaco vetorial normado (ndo necessariamente de dimensao finita) possui
a propriedade do ponto fixo. No que se refere a teoria dos jogos em particular,
foi deduzido o Teorema de Nash, que determina condig¢ées sobre as quais certos
jogos possuem equilibrios nos seus espacos das estratégias. Toda a topologia ge-
ral necessaria nas demonstragoes foi desenvolvida extensiva e detalhadamente
a partir de topologia elementar, seguindo algumas das referéncias bibliogra-
ficas. O Teorema de Extensao de Dugundji — uma extensdao do Teorema de
Extensao de Tietze a fechados de espagos métricos sobre espacos localmente
convexos —, por exemplo, é demonstrado com detalhes e usado diversas vezes

ao longo da dissertacao.

Palavras—chave

Topologia geral; Topologia diferencial; Teoria de ponto fixo; Teoria do
grau; Teoria dos jogos; Teorema de extensao Dugundji; Teorema antipodal de
Borsuk; Teorema do ponto fixo de Borsuk; Teorema do ponto fixo de Brouwer;
Teorema do ponto fixo de Schauder; Teorema do ponto fixo de Dugundji;
Equilibrio de Nash
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Abstract

Ferrari, Leonardo Henrique Caldeira Pires; S& Earp, Ricardo (Advisor).
Aspects of Topology and Fixed Point Theory. Rio de Janeiro,
2017. 141p. Dissertacao de Mestrado — Departamento de Matematica,
Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

The goal of the present work is to gather the classical fixed-point
theorems and their corollaries, as well as other fixed-point theorems arising
from degree theory, and some important applications to diverse fields —
from the classical applications to ODEs and PDEs to an application to the
game theory. An example is the Schauder-Tychonoff Fixed-Point Theorem, !
concerning compact mappings in convex subsets of locally convex spaces, from
which it follows as a corollary that every compact convex subset of a normed
vector space is a fixed-point space. In regard to game theory in particular,
we obtained Nash’s theorem, ? which ascertains conditions over which certain
games have equilibria in their strategy spaces. All general topology necessary
in the proofs was developed extensively and in details from a basic topology
starting point, following some of the bibliographic references. Dugundji’s

3 — an extension of Tietze’s Extension Theorem? for

Extension Theorem
closed subsets of metric spaces into locally convex spaces—, for instance, is

obtained with detais and used throughout the dissertation.

Keywords

General topology; Differential topology; Fixed point theory; Degree
theory; Game theory; Dugundji extension theorem; Borsuk antipodal theorem:;
Borsuk fixed-point theorem; Brouwer fixed-point theorem; Schauder fixed-

point theorem; Dudundji fixed-point theorem; Nash Equilibrium

. See 3.3.13.
. See 3.5.5.

. See 2.3.42.
. See 2.1.41.
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Lista de Simbolos

10.

11.

12.

13.

No decorrer da disertagao, os seguintes simbolos serao utilizados:

. # serd usado para representar a cardinalidade de um conjunto;

CX indicard o complementar de X;

. Z(X,Y) é o conjunto de funcoes de X em Y, Z(X,Y) é o conjunto das

fungoes lineares de X em Y e XN = Z (N, X);

. VX C R tal que 0 € X, X* serd utilizado para indicar X — {0};

Seja X espago topolégico e U C X. Entdo int(U) representard o seu
interior, U o seu fecho, OU a sua fronteira topoldgica e U’, o seu conjunto

de pontos de acumulagao;

. Para Y C X com a topologia induzida de X, utilizarei inty (U) para

: . =Y .
representar o interior de U em Y, U™ para seu fecho e 0y U a sua fronteira;

R? serd usado para representar R” — {0} e R}, o conjunto dos niimeros

reais estritamente positivos;

. Para A, B conjuntos quaisquer, C°(A, B) indicar4 o conjunto das fungoes

f : A — B continuas e C%A), o conjunto de fungdes f : A — R

continuas;

. Em um espago métrico (X, d), a bola aberta de centro x € X eraior > 0

serd indicada por B(z,r) e S(x,r) = 0B(z,1);
A distancia entre um ponto p € X e um subconjunto nao-vazio A C X
¢ dada por d(p, A) = infucad(p, a);
A distancia entre dois subconjuntos nao-vazios A, B C X é dada por
d(A, B) = infscad(a,b);
beB

O didmetro de um subconjunto nao-vazio A C X ¢é dado por diam(A) =
supzcAd(z,y);

yeA
Seja V um espacgo vetorial. Entao U < V sera utilizado para indicar que

o subconjunto U C V' é um subespago vetorial de V;
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Lista de Simbolos 10

14.

15.

16.

17.

18.
19.

20.

21.

Para V' espago vetorial e vy,...,v, € V, o conjunto span(vy,...,v,)

indicaré o subespaco de V' gerado pelos vetores vy, ..., Up;

Seja V um espaco vetorial real, S C V' um subconjunto qualquer, v € V
eteR. Entaov+S=S+v={u+v|ueS} S—v={u—v|uesS}
etS={tu|ueSk

Seja V' espago vetorial e a,b € V. Entdao [a,b] indicard o conjunto
{at +b(1—1t) |0 <t <1} C Ve (a,b), o conjunto {at + b(1 —¢t) |
0<t<1}cCV;

Nesse caso, para qualquer X C V', o envelope (ou envoltéria) convexo(a)

de X serd representado por Cy(X);

D" ={zeR"||z| <1} eS" ! =0D"

Dado um espago vetorial normado FE, sua bola fechada unitéria nesse
espago sera indicada por D(F) e a sua esfera por S(F);

L2 = {(z,) € RV | 2, |z,|*> < o0} é 0 conjunto das sequéncias reais
quadrado-somaveis;

A homotopia entre as fungoes f,g: X — Y sera indicada por H : f ~ g,
isto é, H : X x [0,1] =y com H(z,0) = f(z) e H(z,1) = g(z).
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1
Introducao

A teoria de ponto fixo é um campo que até hoje vem sendo desenvolvido
por matematicos de diversas partes do mundo. Suas inimeras aplicagoes vao
desde poderosos resultados de existéncia e unicidade de EDOs e EDPs a teoria
da medida, a teoria dos jogos e a diversas outras areas.

O objetivo principal dessa dissertacao é o de reunir os principais teoremas
classicos de ponto fixo e de obter demonstragées puramente topologicas des-
ses teoremas. Para alcancar tal fim, todos os principais teoremas de topologia
geral utilizados nas demonstragoes ao longo dessa dissertacao foram desenvol-
vidos extensamente e com grande riqueza de detalhes a partir de topologia
elementar no capitulo "Fundamentos da Topologia'. Aqui o leitor encontrara
demonstragoes de importantes teoremas, como o Lema de Urysohn, o teorema
de existéncia da particao da unidade em espacos paracompactos,! o Teorema
de Extensao de Tietze (aqui demonstrado para espagos paracompactos, a par-
tir da particao da unidade, embora uma demonstracao mais geral para espacos
normais seja indicada), o Teorema de Tychonoff e o Lema de Riesz, utilizado
indiretamente no poderoso Teorema do Ponto Fixo de Dugundji, que afirma
que a bola unitaria fechada de um espago vetorial normado tem a propriedade
do ponto fixo se, e somente se, o espaco for de dimensao finita. Na secao "Es-
pacos Vetorias Normados, Espagos de Banach e Convexos', o leitor encontrara
teoremas que serao frequentemente utilizados nas demonstragoes dos teoremas
de ponto fixo, como o Teorema de Mazur, o Teorema de Minkowski e o Teorema
de Extensao de Dugundji. Além disso, na subsecao "Simplexos e o Teorema de
Lusternik-Schnirelmann-Borsuk", apés uma detalhada incursao na topologia
dos simplexos, serd obtido o resultado de Lusternik-Schnirelmann-Borsuk —
que serda utilizado em sequéncia na demonstracao do Teorema do Ponto Fixo
de Borsuk e, mais tarde, no Teorema do Ponto Fixo de Brouwer.

J& no capitulo "Teoremas Topologicos de Ponto Fixo e Suas Aplicagoes”,

1. Ver 2.1.40.
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o leitor encontrara demonstragoes detalhadas dos classicos teoremas de ponto
fixo, como o Teorema do Ponto Fixo de Banach, o Teorema do Ponto Fixo
de Brouwer, Teorema do Ponto Fixo de Schauder-Tychonoff e o Teorema do
Ponto Fixo de Leray-Schauder, além de diversos corolarios relevantes para
a teoria de ponto fixo e esbocos de aplicagoes classicas na teoria das EDOs
e EDPs. O menos conhecido Teorema do Ponto Fixo de Dugundji também
serd demonstrado nessa se¢do, embora a partir do resultado descoberto por
Dugundji em [1] de que toda esfera unitaria ndo-compacta de um espago
vetorial normado é AR. 2 Por fim, na secao "Uma Aplicacido da Teoria de Ponto
Fixo a Teoria dos Jogos', sera trabalhada uma aplicacdo menos recorrente da
teoria de ponto fixo a teoria dos jogos, em particular ao famoso resultado de
Nash sobre a existéncia de equilibrios em jogos finitos.

Finalmente, com o objetivo de estender diversos dos teoremas vistos
em Teoremas Topologicos de Ponto Fixo e Suas Aplicagoes e de obter novos
teoremas de ponto fixo, no capitulo "Aspectos da Teoria do Grau e Aplicacoes
a Teoremas de Ponto Fixo", serdo desenvolvidos, para esse fim, uma base da
teoria do grau de dimensao finita e algumas aplicagoes desse campo a teoria
do ponto fixo, obtendo, em particular, generaliza¢gbes do Teorema do Ponto
Fixo de Brouwer e do Teorema Antipodal de Borsuk. * Algumas demonstracoes
que utilizarem amplamente resultados da topologia diferencial, contudo, serao
omitidas, visto que o principal foco desse capitulo é obter novos teoremas do
ponto fixo puramente topoldgicos. Por exemplo, o resultado topoldgico de que,
dadas duas fungoes continuas f e g quaisquer em uma esfera de dimensao par,
pelo menos uma das funcoes f, g, f o g tem ponto fixo. *

No apéndice "Demonstracoes de Proposi¢oes Variadas", podem ser encon-
tradas diversas demonstragoes e detalhes de proposicoes que fogem ao escopo
da dissertacao de uma forma geral, mas que sao relevantes para algum teorema
demonstrado no corpo da dissertagdo, como os comentarios sobre funcoes se-
micontinuas inferiormente (usadas na aplicacdo do Teorema do Ponto Fixo
de Schauder-Tychonoff ao Teorema de Nash) e detalhes dos exemplos sobre
alguns espagos vetoriais normados que serao posteriormente utilizados em de-
monstragoes. Esse apéndice esta dividido nos campos da Matematica aos quais
cada proposicao pertence, e também se encontra devidamente referenciado e
indexado quando necessario.

Conhecimentos elementares de topologia geral, analise real e algebra

linear foram supostos de conhecimento do leitor.

2. Ver 3.3.15.
3. Ver 2.4.46.
4. Ver 4.1.10.
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2
Fundamentos da Topologia

2.1
Axiomas da Separacao e Coberturas

2.1.1
Axiomas de Separacao

Definicao 2.1.1. Um espago topologico X é dito de Hausdorff ou 75 se,
Vp,q € X,p # q = 3JU,V vizinhangas de = e y, respectivamente, com
unv =4.

Proposigao 2.1.2. As seguintes afirmagoes sao equivalentes:
1. X é de Hausdorff;
2. Seja p € X. Vq # p, AV vizinhanga de p tal que ¢ ¢ V;
3. Vp e X, ﬂvgkéei;tov = {p}.

Demonstracao.
1= 2 Sejap e X e q# p. Entao 3V, U vizinhangas respectivamente de p e ¢
taisque UNV =0=q ¢ V.
2 =3 q#p= 3V vizinhanga de p tal que ¢ ¢ V = ¢ ¢ ﬂvzg%}rtov-

3=1lq#p=>q¢{p}= mVab:‘a/rtOV = 3V vizinhanga de p tal que q ¢ V.
_ pE _
Tome U = 0V 3 ¢ conjunto aberto. UNV c UNV = 0.
[

Corolario 2.1.2.1. Seja X espago de Hausdorff e # uma base de abertos de
X. Entédo, Vp,g € X com p #q, FA € Btal quep e Ae q ¢ A.

Demonstragcio. Como X é de Hausdorff e ¢ # p, 3V vizinhanca de p tal que
q ¢V, isto é, tal que ¢ € CV. Mas Z é base de X, logo 3A € £ tal que
peACV CV. Segue que OV c CA. Entdo 34 € # tal que p € A e
qge CA. O
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Corolario 2.1.2.2. Seja X de Hausdorff, p € X e {V,} uma familia de
vizinhangas de p tais que VU > p aberto, 3a | p € V,, C U. Entao N, Vo = {p}-

Demonstragio. YU > p aberto, Jatalquepe V, cU =V, CcU =N, Va C
V, C U. Assim, VU > p aberto, N, V. C U, ou seja, N, Va C DUZE%tO U.
Mas, por 2.1.2, mU?}E%tO U = {p}. Entao N, V. C ﬂyzz%to U = {p}. Agora, Va,
peEVLCVea=peENyVae {p} CNy Va. Assim, temos que N, Vo = {p}. O

Corolario 2.1.2.3. Todo ponto de um espago de Hausdorff é um conjunto
fechado.

Demonstracao. Todo ponto de um espago de Hausdorff é uma interseccao de

conjuntos fechados, logo fechado. m

Corolario 2.1.2.4. Todo conjunto finito de um espaco de Hausdorff é um

conjunto fechado.

Demonstragio. Todo conjunto finito é uma unido finita de pontos, que sao

conjuntos fechados (conforme 2.1.2.3), sendo assim fechado também. [

Coroléario 2.1.2.5. Seja X de Hausdorffe A C X. Entao x € A’ se, e somente
se, VU > x aberto, U N A é infinito.
Demonstracao.

= Suponha que 3U > z aberto tal que U N (A — {z}) = {x1,...,z,}.
Como X ¢é de Hausdorff, por 2.1.2.4, temos que {z1,...,x,} é fechado,
logo V.= UNC{zy,...,z,} é aberto e x € V. Mas V N (A — {x}) =
UNC{zy,...,2,} N (A~ {2}) = {21, ....,2,} N C{21,...,2,} = 0. Entdo
r¢ A

< Suponha que YU > z aberto, U N A ¢ infinito. Entao U N (A — {z}) =
(UN A) — {z} ainda é infinito, logo nao-vazio.

O

Proposicao 2.1.3.

1. A imagem de um espaco de Hausdorff por uma bijecao aberta é também
de Hausdorff.

2. Todo subespago de um espaco de Hausdorff é também de Hausdorff.

Demonstracao.

1. Uma bijecao leva conjuntos disjuntos em conjuntos disjuntos. Portanto,

uma bijecao aberta leva vizinhancas disjuntas em vizinhangas disjuntas.
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2. Seja X espago de Hausdorff e Y C X com a topologia induzida por X.
Vp,g € Y C X, U,V vizinhancas respectivas de p e ¢ em X tais que
UNV =0.Entao 3U =UNY,V = VNY abertos em Y tais que p € U,
geVelNnV=0.

m

A partir deste momento, todos os espacos deste capitulo, a menos que se

especifique o contrario, devem ser considerados de Hausdorff.

Definicao 2.1.4. Um espaco de Hausdorftf X ¢ dito regular ou 75 se, Vp €
X, VF C X fechado tal que p ¢ F, 3V vizinhanga de p e 3U D F aberto com
unv =4.

Proposicao 2.1.5. As seguintes afirmacoes sao equivalentes:
1. X é regular;
2. Vp € X e VV vizinhanca de p, 3U vizinhanca de ptal quep € U C U C
&
3. Vp € X e VF fechado tal que p ¢ F, 3V vizinhanca de p tal que
VNFE=0.

Demonstracao.

1 =2 Sejap € X eV vizinhanca de p. Entdo p ¢ 0V conjunto fechado = 3U
vizinhanca de p e 3W D LV aberto com UNW = @ < U c CW. Mas
CW ¢é fechado = U c CW C V.

2 = 3 p ¢ F conjunto fechado < p € CF conjunto aberto = 3V vizinhanca de
ptalque VCCF e VNF=0.
3=1p¢F = 3V vizinhanca de p tal que VN F = (). Tome U = CV.
O

Proposicao 2.1.6. Todo subespago de um espago regular ¢ também regular.

Demonstragio. Seja X regular e Y C X. Tome p € Y e F fechado em Y tal
que p ¢ F. Entdao F = FNY, com F fechado, e p ¢ F, pois, do contrario,
p € F. Pela regularidade de X, 3U,V abertos tais que z € V, F C U e
VNU=0.Assim,z e VNY, F=FNY cUNY,UNY e VNY sio abertos
em Y por definicio e (UNY)N(VNY)=0. Entdo Y é regular. O

Proposicao 2.1.7. Seja X um espago regular. Entao cada par de pontos

distintos tem vizinhancas cujos fechos nao se interceptam.
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Demonstragio. Sejap € X e g # p < p ¢ {q} conjunto fechado. Entao, por
2.1.5, 3V vizinhanca de p tal que VN {q} =0 < ¢ ¢ V. Mas V é fechado,
assim, pela regularidade de X, 3U vizinhanca de ¢ tal que UNV = 0. O

Definicao 2.1.8. Um espago de Hausdorff X ¢ dito normal ou 7} se cada dois

conjuntos fechados disjuntos tiverem vizinhancas disjuntas.

Observacao 2.1.9. Naturalmente, todo conjunto normal é também regular,

de acordo com 2.1.2.3.

Proposicao 2.1.10. As seguintes afirmacoes sdo equivalentes:
1. X é normal.
2. VF fechado e VU D F aberto, 3V aberto tal que F CV CV C U.
3. VA, B fechados disjuntos, 3U aberto com AC U eUNB = .
4. Cada par de conjuntos fechados disjuntos tem vizinhancas cujos fechos

nao se interceptam.

Demonstracao.

1 = 2 Seja F fechado e U D F aberto. Entdo F e CU sao dois fechados disjuntos

= 3V, W abertoscom F CV,LUCWeVNW =0 =V c CW. Mas
CW é fechado =V c CW c U.

2 = 3 Sejam A, B fechados disjuntos < A C CB. CB é aberto = 3U aberto

talque AcU CU cCB. MasU cCBe UNB=40.

3 = 4 Sejam A, B fechados disjuntos. Logo, 3U com A C U e BNU = (). Entao

B e U sao fechados disjuntos = 3V aberto tal que BC Ve VNU = 0.

4 = 1 Sejam A, B fechados e U, V suas respectivas vizinhancas tais que UNV =

0. Entaio UNV CcUNV =0=UNnV =0.
O

Proposicao 2.1.11. Todo subespago fechado de um espago normal é também

normal.

Demonstragdo. Seja X um espago normal, Y C X um subespacgo fechado com
a topologia induzida por X e A, B fechados em Y. Y é fechado em X = A, B
sao fechados em X = U,V abertosem X com AC U, BCVeUNV =0.
Tome U=UNY D AeV =VNY D B. Entdo U,V sio abertos disjuntos de
YcomAcUeBcCV. O]

Teorema 2.1.12 (Lema de Urysohn). Seja X de Hausdorff. Entio X é
normal se, e somente se, VA, B C Y fechados disjuntos, 3f : X — R, dita
fungao de Urysohn, tal que:
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1. 0< f(zx) <1, Vx e X;
2. f(z)=0,Vx e A;
3. f(x)=1,Vx € B.

Demonstracao.

= Seja R = {2% €[0,1] | n,k € N} C Q. Podemos construir uma familia

de abertos % = {U, | r € R} tais que:
(a) AcU, cCB, vr e R;

(b) r<r' = U, CUpy.
Basta definir U; = CB, % = {U;} e Uy um aberto satisfazendo
A Cc Uy c Uy C BB (que sempre existe, dada a normalidade de X, por
2.1.10), e dado %, = {U%m |k=0,..., Zm} satisfazendo as propriedades
acima, definir %,,.1 O %,, tomando, para cada k impar, um U_x tal

o . om~+T
que Ukn CU_x CU e C Ur+1 (que sempre existe, pois X é normal
om om om

om+1

e, para k impar, {U%Ukim} CUpek-1<k+1=Usr CUs).
Pondo % = Ny,,_y %, definimos entao f : X — R por:

f(x):{inf{relﬂerr} se r ¢ B,

(2.1.1)
1 sex e B,

Temos que f(X) C [0,1], f(B) = {1} e f(A) = {0} (pois A C Uy). Falta,
portanto, provar a continuidade. Note, primeiramente, que y € U, =
fly) <rey ¢ U.= fly) >r (poisr <r = U, C U, logoy ¢ U,
=y & Uy, Vr' <r).Seja f(yo) = ro e tome qualquer W = (rg — ¢, ro+¢€)
vizinhanca de ry. Temos trés casos possiveis:
(a) Caso 19 = 0: Tome r € (0,€). Entao f(U,) C [0,7] C (—€,€) = W.
(b) Caso g = 1: Tome r € (1 —¢,1). Entdo f(CU,) C [r,1] C
(1—€14+¢=W.
(¢) Caso rg € (0,1): Tome 7,7 tais que g — € < 17 < 1o <1’ <719+ €.
Entao f(U, — U,) C [r,r'] C (ro —€,70+¢€) = W.
< Sejam A, B fechados e f : X — R sua funcao de Urysohn associada.
R é espaco de Hausdorff = 30U,V C R vizinhancas disjuntas de 0 e
1, respectivamente. Tome U = f~(U) e V. = f~Y(V). f(A) = {0} =
AC f_1<f(A)) c f740) ¢ f~Y(U). Analogamente, B C f~'(V). Mas
f é continua e U,V sao abertos = U,V sao abertos. Como U,V sao

disjuntos, U, V também o sao, logo sao vizinhancas disjuntas de A e B.

]

Observacio. E possivel reformular o Lema de Urysohn da seguinte forma: X

¢ normal se, e somente se, V F' fechado e U D F' aberto, 4 f : X — R tal que:
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1. 0< f(z) <1, Vx € X
2. flx) =1, Ve € F;
3. flz)=0,Vz ¢ U.

Apesar de essencialmente idéntica, essa formulagdo é mais 1til em certas

ocasioes.

Definicao 2.1.13. Um espago de Hausdorff X ¢ dito completamente regular
ou de Tychonoff se, Vp € X e V F fechado tal que p ¢ F, 3¢ : X — [0,1] C R
continua com ¢(p) =1 e ¢(z) =0, Vx € F.

Teorema 2.1.14. Todo espago completamente reqular X é também reqular.

Demonstragio. Seja X completamente regular, x € X e ' C X fechado tal
que p ¢ F. Defina ¢ : X — [0, 1] funcdo de Urysohn associada (conforme o
Lema de Urysohn) e tome U = gbl((l — €, 1]> para algum € € (0,1). Segue

que

U=o(1-e1)) =¢ (T=c1]) =07 (11— 1))

ou seja, UNF = (, pois I C ¢ 1(0). Além disso, p € U, pois ¢(p) = 1.
Finalmente, (1—¢, 1] é um aberto de [0, 1], logo, pela continuidade de ¢, temos
que U é aberto. Entao U é aberto tal que p € U e UNF = (). Segue, por 2.1.5,
que X é regular. O

Teorema 2.1.15. Todo espago normal é também completamente reqular.

Demonstracao. Seja X um espago normal, p € X e F' C X fechado tal que
p ¢ F. X é de Hausdorff = {p} é fechado = 3 f : X — [0,1] C R fungao
de Urysohn associada (conforme o Lema de Urysohn) = f(z) =0,Vz € F e

flx)=1Vxe{p} & f(p) =1 O

Proposicao 2.1.16. Todo subespaco de um espago completamente regular é

também completamente regular.

Demonstragao. Seja X completamente regular e Y C X um subespago qual-
quer. Sejam p € Y e F fechado em Y tal que p ¢ F. Entao F = FNY, onde I
é um fechado de X tal que p ¢ F' (do contréario, p € F). Logo, 3¢ : X — [0, 1]
com ¢(p) =1e ¢(z) =0, Vo € F. Defina ¢ = |y : ¥ — 0, 1]. Temos que b é

continua = ¢ é continua, ¢(p) = ¢(p) = 1 e ¢(F) = ¢(F) C $(F) = {0}. O

Definicao 2.1.17. Um espaco de Hausdorfl X ¢é separavel se contiver um

conjunto enumeravel denso.
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Proposicao 2.1.18.

1. A imagem por uma funcao continua e sobrejetiva de um espago separavel

¢ também separavel.

2. Todo subespago aberto de um espaco separavel é também separavel.

Demonstracao.

1. Seja f : X — Y continua e sobrejetiva e seja D C X enumeravel denso.
Entdo Y = f(X) = f(D) C f(D). Além disso, a imagem de um conjunto
enumeravel ¢ também enumeravel.

2. Seja A C X abertoe D C X enumeravel denso. DNA C A é enumeravel.
Tome, entao, U aberto em A. A é aberto = U é aberto. Mas D é denso
em X =UND#0=UNAND)=UND #( (pois U C A). Logo,

DN Aédenso em A.
O

2.1.2
Coberturas

Definicao 2.1.19. Seja X um conjunto qualquer. Uma familia de subcon-
juntos {A, | @ € &/} é chamada de cobertura de X quando Uyey Ao = X.
Uma cobertura é dita aberta quando cada um de seus elemtnso é um aberto e

fechada quando sao fechados.

Definicao 2.1.20. Uma cobertura ¥ de X é chamada de irredutivel quando,
V€' C €, €' nao é cobertura de X.

Proposicao 2.1.21. Seja {U, }acyr uma cobertura irredutivel de X. Entao,
Vo € o/, Jz, € U, tal que o # a = z, ¢ Uy (isto é, cada elemento da

cobertura contém um ponto que nao pertece a nenhum dos outros).

Demonstra¢io. Suponha que Joy € o7 tal que Vo € U,,, dJa # ap tal que
x € Uy. Entao {Us}aco—fae © {Uatacw ainda é uma cobertura de X, isto é,

{Uq }aew nao é irredutivel. O

Definicao 2.1.22. Uma cobertura {A, | @ € &} é chamada de partigdo
quando o # = A, N Az = 0.

Proposicao 2.1.23. As componentes conexas de um espaco topolégico cons-

tituem uma particao desse espaco.

Demonstragio. As componentes conexas definem uma relacao de equivaléncia,
onde zEy < x € C, (sendo C, a componente conexa de X que contem y).

Entao temos que {C, | z € X} é uma partigao de X. O
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Definicao 2.1.24. Uma familia {4, | @ € &/} de conjuntos em um espago
topolégico X é dita pontualmente finita se, Vo € X, o conjunto {a € & |

xr € A,} é finito, isto é, cada ponto do conjunto pertence a apenas um nimero

finito de elementos da cobertura.

Definicao 2.1.25. Uma familia {4, | @ € &/} de conjuntos em um espago
topologico X é dita localmente finita se, Vo € X, 9V vizinhanca de x tal que
o conjunto {a € & | VN A, # 0} é finito.

Proposigao 2.1.26. Scja {4, | @ € &/} uma familia localmente finita em X.

Entao:
1. {A, | a € &} é também localmente finita;
2. VB C A, Usep As = Upes As.

Demonstracao.

1. Vz € X, 3V, vizinhanca de x tal que {a € & | V., N A, # 0} é finito.
Mas A, NV, =0 o A, c 0V, = A4, c 0V, & A, NV, = 0, logo
{aed |V,NA, #0} C{ae o |V,NA,# D} éfinito.

2. Seja B = Ugeg Aa- {Aa | @ € &/} ¢é localmente finito = Vo ¢ B, 3V,
vizinhanca de z tal que {8 € B | V, N Ag # 0} = {B1,..., 8.} Mas
v ¢ B=x¢ Ag,parai=1..n=xeclU=V,NN~, CAs. Como
VaoN B = Upey (ngﬂ V:C) =Ur, (T@ﬂ Vx), temos que UNB =0 = U
é uma vizinhanca de z tal que U C CB. Entdo, V2 ¢ B, 3U vizinhanca
de z | U c CB = CB é aberto < B ¢ fechado. Mas Ugeyp As C B C
Usez As = B = Upes As-

[

Definicao 2.1.27. Sejam €1 = {A, | @« € F} e 6 = {Bs | § € H#}
duas coberturas de X. %, é chamada de refinamento de %5 quando, V A, €
¢1, 3B € 65 com A, C Bg. Escreve-se, nesse caso, que 61 < %5.

Um refinamento {Bs}sez de {An}acy ¢ chamado de preciso se B = o ¢
B, € A,, Va € .

Observagao 2.1.28. Se uma cobertura {A,} de X admitir um refinamento
{Bgs}, entao ela admite também um refinamento preciso {C, }. Além disso, se
{Bg} for aberto ou localmente finito, entdo {C,} pode ser escolhido de modo

a possuir também tais propriedades.

Demonstragio. Defina o funcao ¢ : 4 — o/ escolhendo, para cada [ € %,
algum o € & tal que By € A,. Agora, Va € &, defina C, = Ugey-1(a) Bp

(alguns C, podendo ser vazios). Evidentemente, os C, sdo abertos quando
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todos os Bjs o sao. Além disso, como ¢(8) = a = Bz € A,, temos que
Co € As. Ainda mais, Upew Co = Uncw Upep1(a) Bs = Upen Bs = X, ou
seja, {Cy} é cobertura de X. Finalmente, como C, NV # 0 = 38 € ¢ !(a)
tal que Bg # (), temos que

#laed |ConNV A0} <#{BeB| BNV #£0}

Assim, se {Bg} for localmente finito, Va € X, 3V vizinhanca de z tal que
{8€P|BsNV #0} ¢ finito = {a € & | C, NV # 0} é finito. Segue que

{C4} é também localmente finito. O

Proposicao 2.1.29 (Lema do Encolhimento). Seja X espago normal X e
{U;}_, uma cobertura aberta finita de X. Entao 3{V;}” , refinamento aberto
preciso de {U;} tal que, Vi € {1,...,n}, V, C U; e U; # 0 = V; # 0. Esse

refinamento é chamado de encolhimento aberto de {U;}.

Demonstragio. Seja X normal e {U;}!_; uma cobertura aberta de X. Entao
CU™, U; é fechado e CU™, U; C Uy, pois U; U U, U; = X. Tome, conforme
2.1.10, Vi aberto tal que [:U?:2 Uy c V; ¢V, C U,. Ainda mais, se U; # 0,
escolha V| # () (sempre existe um tal V;, pois mesmo se G ", U; = ), podemos
tomar p € U, e, consequentemente, V; aberto tal que p € V; c V; C U; =
Vi #0). Entao V; UUL, U; = X, ou seja, {V4,Us, ..., U,} cobre X.

Suponha, agora, que {Vi, ..., Vi1, Uy, ..., U, } cobre X. Entao F' = E(Uf;ll V;u
Uiskat U,-) é fechado e F' C Uy. Logo, 3V, aberto tal que F C Vj, C V}, C U,.
Analogamente, se Uy, # (), podemos tomar V; # 0. Entdao V, UCF = X, isto é,
{1,y Vi, Ugy1, -, U } cobre X. Assim, por inducao, temos que 3{V;, ...,V }
é cobertura de X. O

Corolario 2.1.29.1. Toda cobertura aberta finita de um espaco normal admite

um encolhimento fechado.

Demonstragio. Seja. X normal e {U;}!, cobertura aberta finita. Entao
J{V;}, refinamento tal que Vi € {1,...,n},V; C U e U; # 0 = V; # 0.
Considere, assim, a familia {Vl}; Temos que U, Vi D U, V; D X e
U #0 =V, DV, 40 =V, # 0. Logo, {V’}Ll é encolhimento fechado
de {U;}. O
Observacao 2.1.30. Usando o axioma da escolha, o Lema do Encolhimento
pode ser generalizado em espagos normais para qualquer cobertura pontual-

mente finita.!

1. Vide [2, VII-6, p.152-3].
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Definicao 2.1.31. Um espago de Hausdorff X ¢é metacompacto se cada

cobertura aberta de X admitir um refinamento aberto pontualmente finito.

Definicao 2.1.32. Um espaco de Hausdorff X é paracompacto se cada

cobertura aberta de X admitir um refinamento aberto localmente finito.

Observacgao 2.1.33. Evidentemente, todo paracompacto ¢ também metacom-

pacto.

Proposicao 2.1.34. Seja X paracompacto. Entao toda cobertura aberta de

X admite refinamento aberto localmente finito preciso.

Demonstracao. Toda cobertura aberta de X admite um refinamento aberto
localmente finito. Assim, por 2.1.28, toda cobertura aberta admite também

um refinamento aberto localmente finito preciso. O

Teorema 2.1.35. Todo espago paracompacto é normal.

Demonstragio. Seja X um espago paracompacto. Veremos primeiro que X é
regular. Tome F' C X fechado e p ¢ F. Como X é de Hausdorff, por 2.1.2,
Vo € F, 3V, vizinhanca de z tal que p ¢ V,. Mas {V, | x € F} é uma
cobertura aberta de F' = {V, | * € F} U{CF} é uma cobertura aberta de X
paracompacto. Entdo podemos obter, conforme 2.1.34, um refinamento aberto
localmente finito preciso ¢ = {U, | # € F} U {A}. Mas A C 0F e € cobre
X = {U, | v € F} cobre F. Ponha entdao W = U,cp U, = W ¢ aberto
e ' C W. Como € ¢ localmente finito temos que W = U,cp U, (conforme
2126). Masp ¢ V, DU, = p ¢ U, Ve € F = p ¢ W. Assim, VF C X
fechado e Vp ¢ I, 3W aberto tal que FF C W e p ¢ W. Entao, por 2.1.5, X é
um espago regular.

Tome, agora, A, B C X fechados disjuntos. X é regular = Vzr € A, IV,
vizinhanca de z tal que V, N B = {). Analogamente, {V, | z € A} U {CB} é
uma cobertura de X paracompacto, entao obtemos um refinamento localmente
finito preciso {U, | © € AYU{D}. Pondo W = U e 4 U., temos que W ¢é aberto,
ACWeW =UpealUs Mas U, CV, e V,NB=0=U,NB =10, Vo € A
Entdao W N B = (. Logo, VA,B C X,3W aberto tal que A C W e
BNW = = X énormal (conforme 2.1.10). O

Proposicao 2.1.36. Todo subespaco fechado de um espago paracompacto é

paracompacto também.
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Demonstragio. Seja X paracompacto, F' C X fechado e ¥ uma cobertura
aberta de F. Entdo F' C Uueq A = € U {CF} é cobertura de X. Logo, por
2.1.34, admite refinamento localmente finito preciso " U {U}, onde U C CF.
Mas U UUgeqr = X = F C CU C Uyeyr, ou seja, €’ é uma cobertura
localmente finita de F' com ¢’ < €. Entao F' é paracompacto. O

Definicao 2.1.37. Seja X um espago topoldgico e f : X — R. O suporte
de f é o conjunto supp(f) = {x | f(x) # 0}. Note que = ¢ supp(f) < IV

vizinhanga de x tal que f|y = 0.

Definigao 2.1.38. Seja X um espago de Hausdorff. Uma familia de fungoes
continuas {f, : X — R} é chamada de parti¢cao da unidade se:

1. {supp(fa)}a é uma cobertura fechada localmente finita de X;

2. Yo fo =1 (essa soma faz sentido porque cada x € X pertence apenas a

um ntmero finito de suportes de f,).

Definicao 2.1.39. Seja {U,} uma cobertura aberta do espaco X e {f.}
uma partigio da unidade de X. Diz-se que {f,} estd subordinada a {U,}
se, Va € o, supp(fo) C U,.

Teorema 2.1.40. Seja X paracompacto. Entao cada cobertura aberta de X

admite uma particio da unidade subordinada.

Demonstragio. Seja {U,} uma cobertura aberta de X. Por 2.1.34, podemos
obter um refinamento aberto localmente finito preciso {U,}. Como, por 2.1.35,
temos que X é normal, podemos obter deste refinamento um outro refinamento
aberto localmente finito {V,} tal que V,, C U, (conforme 2.1.30), que por sua
vez admite um refinamento aberto localmente finito {W,} com W, C V,.
Temos, entdo, coberturas abertas localmente finitas {V,}, {W,} tais que
W,cW,cV,cV, CU,.

Agora, pelo Lema de Urysohn, para todo a, podemos obter uma funcao de
Urysohn g, : X — [0,1] C R com gal7m = 1 € galey, = 0 (pomos g, = 0 se
Vo = 0). Entao go(z) # 0=z € V, = supp(ga) = Vo C U, = {supp(ga)}
é localmente finito. Como {Wa} é cobertura de X, Vx € X, da tal que
r e W, & Ve e X, Ja tal que go(z) # 0. Além disso, {V,} é localmente
finita = Vo € X, 3V vizinhanga de x tal que {a | V NV, # 0} é finito,
ou seja, existem finitos g, que ndo se anulam em V. Entao Y, g, estd bem
definida e nunca se anula em X. Além disso, Vo € X, 3V vizinhanca de X tal
que Yo 9o = >y g; em V. Como cada g, € coninua e >, g, €, localmente, a
soma de finitas g,, segue que >_, g, € continua em X.

Defina, entao, f, = ﬁ. Como g, € >, go sd0 continuas e >, g, nunca se

«@
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anula, temos que f, é continua em X. Além disso, supp(f,) = supp(ga) =
{supp(fa)} é localmente finito. Finalmente, >, f, = %a za = 1. Entao {f.}

«

¢ uma partigdo da unidade subordinada a {U,}, uma Vez que supp(fa) =
supp(ga) = Wy C U, O

Teorema 2.1.41 (Teorema de Extensao de Tietze). Seja X paracompacto.
Entio ¥V A C X fechado, VU aberto com ACU eV f:A— R continua, 3 F :

U — R fungio continua tal que F|y = f (F € chamada de extensao continua

de f).

Demonstragdo. f é continua em A nao-aberto < Va € A, 3V, C U vizinhanca

deaedg, : V, — R continua tal que g,|v,na = fv,na. Mas {V, },eca é cobertura
de A = {V,}U{CA} é cobertura de X paracompacto. Entdo, por 2.1.40, existe
{6.} U {¢} partigdo da unidade associada & cobertura, com supp(f,) C V,
possivelmente vazio, supp(¢) C CA e {supp(f,)} U{supp(#)} localmente finito.
Como z € A & x ¢ CA D supp(¢), para todo x € A, temos que ¢(z) = 0
e 1 = Yueala(®) + 6(x) = Lueaba(x), ou seja, (Loeala)ls = 1. Além
disso, Va € A, 0,9, : U — R estd definida e é continua, pois = ¢ V, =
O,(x) =0 = (GGga)(x) = 0. Finalmente, se x € U — U,eca Vo, temos que
Vaec A,z ¢ V,=Vae A, 0,(x)=0.

Defina, assim, F' = > ,c4 6.9, : U — R. Entao F é continua em J,cy Vo, pois
¢ localmente soma finita de fungoes continuas, e x € A = Y c 4 0a(2) fu(x) =
S enbal)[(2) = F(2) Tucabulz) = f(2), ou seja, Fla = f. Como & €
U —Usea Vo = 0u(x) =0, Va € A, segue que F' é continua em U. O

Definicao 2.1.42. Um espaco de Hausdorft X satisfaz o primeiro axioma da

enumerabilidade se tiver uma base enumeravel de vizinhancas em cada ponto,

ou, mais formalmente, se Vo € X, 3{V,,(z)} familia enumeravel de vizinhangas
tal que, VU > x aberto, In | V() C U.

Observacgao 2.1.43. Evidentemente, todo subconjunto de um conjunto que
satisfaz o primeiro axioma da enumerabilidade também o satisfaz, visto que

essa é uma propriedade pontual.

Proposicao 2.1.44. Seja X satisfazendo o primeiro axioma da enumerabi-
lidade e x € X. Entao 3{U,} base enumeravel de vizinhancas de z tal que

U, D U,i1, Vn € N.

Demonstragio. Seja {V,} uma base enumeravel de vizinhangas de z. Defina,
assim, U, = N;_; Vx. Temos que x € V,,, Vn € N = z € U,, Vn € N. Além
disso, VU > x aberto, dAn e Ntal quex € V,, CU = x € U, C V,, C U. Entao

{U,} é base enumerével de vizinhangas de x com U, 11 C U,. O
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Definigao 2.1.45. Um espago de Hausdorff X satisfaz o segundo axioma da

enumerabilidade se tiver uma base enumeravel de abertos.

Proposicao 2.1.46. Todo conjunto que satisfaz o segundo axioma da enume-

rabilidade satisfaz também o primeiro axioma da enumerabilidade.

Demonstragcio. Seja % uma base enumeravel de abertos de X, e defina
B, = {U € B | U > x} C A. Evidentemente, #, ¢ enumeravel. Além
disso, VA 3 x aberto em X, 3U € B talquex € U C A = U € A,, ou seja,
JU € #, tal que x € U C A. Entao %, ¢é base enumeravel de vizinhangas de
x. O

Proposicao 2.1.47. Seja X satisfazendo o segundo axioma da enumerabili-
dade. Entdao 3{U,} cobertura aberta enumeravel de X tal que U, C U,,1,
n € N.

Demonstragio. Seja {V,} uma base enumeravel de abertos de X. Defina,
assim, U, = Uj_; Vk. Temos que Vz € X, dn € Ntal que z € V,, = Vz € X,
dn € N tal que = € U,,. Entao {U,} é uma cobertura aberta enumeravel de X
tal que U,, C Up4q. O

Proposicao 2.1.48. Todo subespago de um espaco que satisfaz o segundo

axioma da enumerabilidade é também o satisfaz.

Demonstragio. Seja X um espago satisfazendo o segundo axioma da enume-
rabilidade, {U,, | n € N} uma base enumeravel de X e Y C X.V A C Y aberto
em Y, 3U C X aberto tal que A=UNY. Mas = A =2,(U,, NY). Entao
{U,NY | n € N} é uma base enumeréavel de abertos de Y = Y satisfaz o

segundo axioma da enumerabilidade. O]

Teorema 2.1.49. Todo espaco que satisfaz o sequndo axioma da enumerabi-

lidade é separdvel.

Demonstragio. Seja {U, | n € N} uma base enumerdvel de X. Para cada
n € N, tome z, € U,. Temos que {z,, | n € N} ¢é enumerdvel. Além disso,
para cada aberto nao-vazio U C X, dn € N tal que U,, C U. Segue que YU
aberto nao-vazio de X, 3n € N tal que z,, € U, isto é, UN{z, }nen # 0. Entao

{Zp}nen é denso em X. O

Definigao 2.1.50. Seja ¢ uma cobertura de um espago topologico X. Uma

subcobertura de % é um subconjunto de € que ainda é uma cobertura de X.
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Observagao. Toda subcobertura de uma cobertura é também um refinamento
dessa cobertura. Basta observar que, dado uma cobertura {U, | « € &}, toda
subcobertura ¢ da forma {Us | f € A} com B C «/. Entao, V3 € £, Ja =
B € of tal que Ug C U,.

Proposicao 2.1.51. Toda base de abertos de um espago topoldgico (portanto
cobertura) admite uma subcobertura que é refinamento de uma cobertura

aberta qualquer.

Demonstracdo. Seja % um base de abertos do espago X e tome % cobertura
aberta de X. Defina o = {A € B | A C U para algum U € % }. Vx € X,
JU € % tal que x € U. Mas & é base = A € % tal que x € A C U. Entao
A€ o/ Logo, Vo € X,dA € & tal que x € A, ou seja, &7 cobre X. Como A
é também cobertura, o/ é subcobertura de . E & é refinamento de % por

construcao. ]

Proposigao 2.1.52. Toda cobertura pontualmente finita de um espaco topo-

légico tem uma subcobertura irredutivel. 2

Definicao 2.1.53. Um espaco de Hausdorff X ¢é dito de Lindel6f se toda

cobertura aberta de X tiver uma subcobertura enumeravel.

Proposicao 2.1.54. Todo subespaco fechado de um espago de Lindelof é

também de Lindelof.

Demonstragio. Seja X de Lindelof, F C X fechado e {U,} uma cobertura
aberta de F'. Suponha que {U,} ndo cobre X (se cobrir, o resultado decorre
trivialmente). Entdo {U,} U {CF} é uma cobertura de X, logo admite sub-
cobertura enumerdvel ¥ C {U,} U {CF}. Suponha que {CF} ¢ €. Terfamos,
nesse caso, que 6 C {Uy} = Uperw U C U Uy € X = € nao cobre X, um
absurdo. Logo, {LF} € €. Entao € = {U, }nen U{CF}, onde {U, }nen C {U.}
é enumeravel e cobre F, pois € cobre X e CF N F = (). Logo, toda cobertura

aberta de I’ admite subcobertura enumeravel. Entao F é de Lindelof. O

Teorema 2.1.55 (Lindelof). Todo espago que satisfaz o sequndo axioma da

enumerabilidade € de Lindeldf.

Demonstragio. Seja A uma base enumeravel de abertos de X e % uma
cobertura aberta de X. Tome .o/ subcobertura de % que refine % (conforme
2.1.51). o C B = o é enumerdvel. Para cada A € &7, tome Uy € % tal que
A CUyedefina ¥ ={Uy | A € o} o é enumeravel = ¥ é enumeravel.
Além disso, X = Ugey A C Usey Usa = ¥ € cobertura de X. Entao 7 é uma

subcobertura enumeravel de % . OJ

2. A demonstracao desta proposicdo utiliza conceitos que fogem ao escopo desta
dissertagdo, mas pode ser encontrada em [2, VIII-1.1, p.160].
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Teorema 2.1.56. Em espacos de Lindelof os conceitos de reqularidade, nor-

malidade e paracompacidade sao equivalentes.

Demonstrag¢io. Paracompacidade implica normalidade (por 2.1.35) e normali-
dade implica (trivialmente) regularidade. Basta entdo mostrar que um espago
de Lindelof regular é sempre paracompacto:

Seja X espaco de Lindelof regular. Tome {U,} uma cobertura aberta qual-
quer. Para cada x € X, tome «, tal que x € U,, e V, vizinhanca de x tal
que r € V, CV, C U,, (conforme 2.1.5). Como X é de Lindelof e {V, },ex ¢
cobertura de X, temos que 3{V,, },en subcobertura enumeravel de X. Defina
Wy = U, — (U?:_f W) Evidentemente, cada W, é aberto e W,, C U,,, . Mas
Vi C Un,, = Upoy Wi = Upy U, - Logo, U2, Wi = U, U, = X, ou scia,
{W, }nen € cobertura. Finalmente, Vo € X, 3n € N tal que z € V,,, C V.
Entao m > n = V, NW,, = 0 por definicdo. Ou seja, cada x € X possui
uma vizinhancga que s6 se intercepta com um ntmero finito de W,,. Portanto,
{W, }nen € localmente finito. Como {W,, },en < {U,

{Wy,}nen é um refinamento localmente finito de {U,}. Entao X é paracom-

nen < {U,}, temos que

Tn

pacto. ]

2.2
Compactos, Espacos Métricos e Espacos Completos

2.2.1
Compacidade

Definigao 2.2.1. Seja X um espaco topoldgico. X é dito compacto se cada

cobertura aberta de X admitir uma subcobertura finita.

Proposicao 2.2.2. Todo subconjunto finito de um espaco topoldgico é com-

pacto.

Demonstragio. Seja X espago topoldgico e F' = {xy,...,z,} C X um subcon-
junto finito qualquer. Tome uma cobertura aberta ¢ = {A,} de F'. Para cada
i € {1,...,n}, tome um «; tal que z; € A,, (sempre existe um, pois ¢ cobre
F). Entao {Aq, }I", é subcobertura finita de & O

Observacao 2.2.3. Evidentemente, todo compacto é de Lindel6f, uma vez

que uma subcobertura finita é também enumerével.

Teorema 2.2.4. Todo espagco compacto é também paracompacto.

Demonstracao. Toda subcobertura é um refinamento de sua cobertura. Além
disso, toda familia finita é, evidentemente, localmente finita. Entdo toda
cobertura aberta de um compacto admite uma subcobertura finita que é

também um refinamento localmente finito desta cobertura. O]
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Corolario 2.2.4.1. Em particular, todo compacto é também metacompacto,

normal, completamente regular e reqular.

Demonstragdo. Segue diretamente de 2.2.4, 2.1.33, 2.1.35, 2.1.15e¢ 2.1.9. [

Proposigao 2.2.5 (Propriedade da Interseccao Finita). Seja X espaco de

Hausdorff. As seguintes afirmacoes sao equivalentes:
1. X é compacto.
2. V{F,} familia de fechados em X satisfazendo N, F, = 0, 3{F,,}7, C
{F,} subfamilia finita tal que N, F,, = 0.

3. Seja {F,} familia de fechados em X cujas intersecgoes finitas sdo nao-
vazias. Entao N, F, # 0.

Demonstracio. Evidentemente, 2 < 3. Além disso a interseccdo de uma
familia de fechados {F,} é vazia se, e somente se, U, (CF,) = E( Na Fa) =X.
Entdo {CF,} ¢ uma familia de abertos que cobre X, logo tem subcobertura
finita, isto é, tal que os complementares tem intersecao vazia. Portanto,
1& 2. [l

Proposicao 2.2.6.
1. A imagem continua de um compacto é também um compacto;

2. Compactos e pontos possuem vizinhancgas disjuntas em espacos de Haus-
dorff;

3. Todo subconjunto compacto de um espaco de Hausdorff é fechado neste
espago;

4. Todo subespacgo fechado de um espago compacto é compacto;

5. A unido finita de subconjuntos compactos de um espago de Hausdorff é
também um conjunto compacto;

6. Dois subconjuntos compactos disjuntos de um espaco de Hausdorff tém
vizinhangas disjuntas;

7. K C X é um subconjunto compacto de um espaco regular = VA D K
aberto, 3U aberto com K C U c U C A.

Demonstracao.

1. Seja K compacto e f : K — Y continua. Seja {U,} uma cobertura
aberta qualquer de f(K) em Y. f(K) C U,U, = K C ffl(f(K)) C
Ua [7H(U,). Como f é continua, {f~'(U,)} é uma cobertura aberta
de K, logo admite uma sucobertura finita {f~*(U;)}",. Mas K C
Uiy £ (Ua) = f(K) C Uy £(f1(U3) € Uiy Ui Entao {U;}e, é
uma subcobertura finita de {U,}.
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2. Seja X de Hausdorff e K C X compacto. Fixe p ¢ K. X é de Hausdorff
= Vo € K, 3V, vizinhanca de p e U, vizinhanca de z tais que U,NV, =
(conforme 2.1.2). Entao {U, } é cobertura de K, logo admite subcobertura
finita {U,,}" . Seja, portanto, V. =N, V,, o pe U = U, U, D K.
U, V sao abertos e V,, NU,, =0 =V NU,, =0=VNU = 0. Entdao K

e p tém vizinhancas disjuntas.

3. Seja X de Hausdorff e K C X compacto. Vp ¢ K, U, V abertos tais
quepceU KCcVeUNV =0=UcCCV cCK. Entao CK ¢ aberto.

4. Seja K compacto e F' C K fechado, e tome {A,} cobertura aberta de
F que nao cubra K (se cobrir, é trivial obter uma subcobertura finita).
Entdo {A,} U {CF} é uma cobertura de K, logo admite subcobertura
finita da forma ¢ = {A,,}", U {CF}, onde {A,,}, é subcobertura
finita de {A,}. Entdo F' é compacto.

5. Seja K = U, K; unido de compactos K; e {A,} cobertura de K.
K; C K = {A,} é cobertura de K; = 3{A,,,}jL, subcobertura finita
de K;,Vi = 1,...,n = U {Aa,}ji1 é subcobertura, pois unido de
subcoberturas da mesma cobertura, e é finita. Assim, K é compacto.

6. Seja X de Hausdorff e A, B C X compactos. Vx € B, 3U,, V, abertos
com A C U,z €V, eU,NV, =0. Seja {V,,}"; uma subcobertura
para B de {V,} eponha V= ,V,, D BeU =N, U, D A. Temos
que U, V sdo abertos e U, NV, =0 = UNV = 0. Entao U e V séao
vizinhangas disjuntas de A e B.

7. Seja X regular e K C X compacto. Tome A DO K aberto. Pela
regularidade de X, Vo € K, 3V, vizinhanca de z tal que V, C A.
{Vi}zex cobre K, logo admite subcobertura finita {V,,} ;. Segue que
KU Ve, CUL Ve =UL Ve, C A

L]

Corolario 2.2.6.1. Toda restricao compacta de uma fungdo continua € fe-
chada.

Demonstragio. Sejam XY espacos de Hausdorff, f : X — Y continua,
K C X compacto e F' C K fechado em K. Por 2.2.6, temos que F' é compacto,
logo fx(F) = f(F) é compacto de Y, logo fechado (conforme 2.2.6). O

Lema 2.2.7 (Teorema da Sub-Base de Alexander). Seja X um espago topo-
logico e suponha que 3.9 sub-base de X tal que V€ C & cobertura de X, €

tem uma subcobertura finita. Entdo X € compacto.

Demonstracio. A demonstracao desta proposicao utiliza conceitos que fogem

ao escopo desta dissertacdo, mas pode ser encontrada em [3, 5.6, p.139]. [
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Lema 2.2.8. Sejam (X,,7,) espacos compactos para todo o € o e X =
[locw Xo com a topologia-produto induzida. Entdo toda cobertura aberta € de
X contida em {n;'(A) |a € &, A € F,} admite uma subcobertura finita.

Demonstragio. Seja € conforme o enunciado e defina ¢, = {A € 9, |
. 1(A) € €}. Suponha que Vo € &, €, nao cobre X,. Assim, Va € &,

dz, € X, tal que z, ¢ Uyesr,V = U A€, A. Defina entao f € X
por f(a) = x4. Como 7,(f) = f(«a) :W;a(,A)tee(inos que f ¢ Upeg U, do
contrario f € U € € = Ja € & e A € T, taisque 1,'(A) =U > [ =
To = Tao(f) € Wa(ﬂ(;l(A)) = A (pois 7, ¢é sobrejetiva), um absurdo, pois
T, (A)=U €€ = A€ G,
Entao f nao pertence a nenhum elemento de %, um absurdo, uma vez que
% ¢é cobertura de X. Logo, da € & tal que %, cobre X,. Como X, é
compacto, 3{Vi,...V,,} C €, tal que X, = U}, Vi. Segue que X = 7 '(X,) =
m N (Vh), ou seja, {m 1 (Vh), ..., (V) } C € ¢é cobertura finita de X. [

Teorema 2.2.9 (Tychonoff). O produto cartesiano de uma familia de espagos

compactos € também compacto na topologia-produto induzida.

Demonstragio. {n,'(A) | « € &/, A € J,} é sub-base da topologia-produto
induzida. Por 2.2.8, toda cobertura de X contida nessa sub-base admite uma

subcobertura finita. Entao, por 2.2.7, X é compacto. O]

Teorema 2.2.10. Seja X um espagco compacto e Y um espaco de Hausdorff.
Seja f : X —'Y continua. Entdo f € uma funcgdo fechada.

Demonstragio. Seja F' C X fechado. Entao F' é compacto = f(F') é compacto.
Como X D f(F) é de Hausdorff, temos que f(F) é fechado. O

Definicao 2.2.11. Sejam X,Y espagos topolégicos e f : X — Y continua. f
é dita prépria se VK C Y compacto, f~(K) for compacto.

Exemplo 2.2.12. Evidentemente, toda funcao continua f : X — Y definida
de X compacto para Y de Hausdorff é propria, pois, VK C Y compacto, temos
por 2.2.6 que K é fechado, logo, pela continuidade da f, f~!(K) é fechado do

compacto X, portanto compacto.

Proposicao 2.2.13. Seja X espaco de Hausdorff, Y espago topoldgico, f :
X — Y prépria e F C X fechado. Entao f|r é propria.

Demonstragio. Tome K C Y compacta. Como f é prépria, temos que f~1(K)
é compacto, logo fechado (conforme 2.2.6). Entao (f|p) ' (K) = f1(K)NF é
fechado. Mas (f|r) ' (K) = f~YK) N F, isto &, (f|r) ' (K) é um fechado de
f7YK). Assim, por 2.2.6, (f|r)"*(K) é compacto. O
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Definicao 2.2.14. Seja X um espaco de Hausdorff. FF C X ¢ dito

compactamente fechado se, VK C X compacto, K N F é compacto.

Proposicao 2.2.15. Seja X satisfazendo o primeiro axioma da enumerabi-

lidade. Entao todo subconjunto compactamente fechado F' C X é fechado.

Demonstracio. Seja I C X compactamente fechado e zy € F. Como X
satisfaz o primeiro axioma da enumerabilidade, por 2.1.44, 3{V,} base de

vizinhancas de zy tal que V.1 C V,, Vn € N. Por 2.1.2.2, segue que

%)
n=1

temos que V,, N F' # (). Assim, para cada n € N, tome z, € V,, N F e defina
K ={z, |neN}U{xp}.
Seja, entdao, {A,} uma cobertura aberta de {z, | n € N} U {zq}. Segue que

V., = {zo}. Agora, como zy € F e cada V,, ¢ uma vizinhanga de zo,

Jag tal que zy € A,,. Mas {V,,} é uma base de vizinhancas de xz(, logo
3N € N tal que Vy C A,,. Portanto, n > N = z, € V,, C Vx C A,,,
ou seja, n > N = x, € A,,. E como {A,} é cobertura de X, temos que
{AdYarao ¢ cobertura de {x, }2_ |, um compacto (conforme 2.2.2), logo admite
subcobertura finita { A, }2_,. Segue que {Aq, }F_,U{A,,} é subcobertura finita
de {z,, | n € N} U {xo}, ou seja, K é compacto.
Assim, como F' é compactamente fechado, temos que F'N K é compacto. Mas,
Vn € N, z, € FN K. Entao z,, € (FHK) NV,, pois z, € V,, C V,,. Além
disso, (F N K) NV, é um fechado no compacto FN K e, V{n;}*_, C N, pondo
ng = maxr_,n;, vale que

k
(FNKNV,) = (FNK)N OV, = (FNE) NV, 3 3

1 =1

.

2

o0

ou seja, {V NF ﬂvn} ¢ uma familia de fechados do compacto F'N K cujas

n=1

interseccoes finitas sdo nao vazias. Portanto, pela Propriedade da Interseccao

Finita, temos que

DX

(FNK)n{z} = (FNE)N ﬁVn: (FNKNT,) #0

n=1

isto é, 79 € F'N K. Entdo xy € F. Assim, obtemos que F' C F. Segue que
F=F. ]

Lema 2.2.16. F C X ¢ compactamente fechado se, e somente se, a inclusio

1: F'— X € propria.

Demonstragio. Seja v : F — X inclusdao. F' é compactamente fechado <

VK C X compacto, K N F =i71(K) é compacto < i é prépria. O
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Teorema 2.2.17. Sejam X,Y espagos de Hausdorff. Vale que toda funcao pro-
pria f: X =Y € fechada se, e somente se, todo subconjunto compactamente
fechado de 'Y € fechado.

Demonstracao.

= Seja F' C Y compactamente fechado e i : FF — Y a inclusao. Por 2.2.16,
temos que i é prépria, logo fechada por hipdtese. Entao F' = i(F) é
fechado em Y.

< Seja f : X — Y prépria e FF C X fechado. Tome K C Y compacto.
Como f é prépria, f~1(K) é compacto. Mas F é fechado, assim F N
f~YK) é um fechado de um compacto, logo compacto por 2.2.6. Pela
continuidade de f, segue que f(f_l(K)ﬂF) é compacto. Mas, por A.1.1,
f(f_l(K)ﬂF> = KN f(F). Desta forma, f(F)NK é compacto, VK C Y
compacto, ou seja, f(F') é compactamente fechado em Y, logo fechado

por hipétese. Entao f é fechada.
]

Corolario 2.2.17.1. Seja X espaco de Hausdorff e Y um espaco satisfazendo
o primeiro axioma da enumerabilidade. Entao toda fungao propria f: X — Y

é fechada.

Demonstragdo. Por 2.2.15, todo subconjunto compactamente fechado de Y é

fechado. Assim, por 2.2.17, toda funcao propria f : X — Y é fechada. m

Definicao 2.2.18. Um espago de Hausdorff é enumeravelmente compacto se

toda cobertura aberta enumeravel tiver uma subcobertura finita.

Observacgao 2.2.19. Evidentemente, todo compacto é enumeravelmente com-

pacto.

Proposicao 2.2.20 (Propriedade da Intersecgao Finita). Seja X espago de

Hausdorff. As seguintes afirmacoes sao equivalentes:
1. X é enumeravelmente compacto.
2. V{F,} familia enumerdvel de fechados em X satisfazendo N, F,, = 0,
3{F, Yt C {F,} subfamilia finita tal que N}, F},, = 0.
3. Seja {F,} familia enumerével de fechados em X cujas interseccoes finitas

sdo nao-vazias. Entao N, F,, # 0.

Demonstracio. Evidentemente, 2 < 3. Além disso a interseccdo de uma
familia de fechados {F,} é vazia se, e somente se, ,(CF,) = C(ﬂn Fn) =X.
Entdao {CF,} é uma familia enumerdvel de abertos que cobre X, logo tem
subcobertura finita, isto é, tal que os complementares tem intersecao vazia.
Portanto, 1 < 2. O
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Proposicao 2.2.21. X ¢ enumeravelmente compacto se, e somente se, todo
subconjunto infinito enumeravel de X tem pelo menos um ponto de acumulacao
em X.

Demonstracao.

= Suponha que existe Y C X enumerével com Y’ = ). Entao Y =Y (isto
é,Y seria fechado) e para cada y € Y, existiria V}, vizinhanca de y tal que
V, NY = {y}. Entdo {CY'} U {V,} ey seria uma cobertura enumerdvel
de X, visto que Y C Uyey{y} C Uyey Vy e {V,} U {CY} ¢ unido de
dois conjuntos enumeraveis. Mas esta cobertura nao admite nenhuma
subcobertura (pois z ¢ Y = 2z € (Y ex € Y = 3V € {V,} tal que
x € V), um absurdo.

< Suponha que exista {U,} uma cobertura aberta enumerdvel de X que
nao admite subcobertura finita e defina W,, = U;_; Uy. Temos que
UnexnWn =X, n<m=W, CcW, eW, C X, VneN (contrario {U, }
admitiria subcobertura finita {U;}! ;. Escolha, entdo, para cada n € N,
x, ¢ W, e ponha S = {z, | n € N}. Como {W,} é uma cobertura de
X,Vx e X,dN € Ncom z € Wy, onde Wy NS C {xy,...,xny_1}, pois
n>N=x,¢ W, DWy.Por 2.1.2.5 segue que z ¢ S’ Vo € X, isto é,

S é um conjunto enumeravel sem ponto de acumulagao em X.

O

Corolario 2.2.21.1. Todo conjunto enumeravelmente compacto discreto é
finito.

Demonstragio. Seja X enumeravelmente compacto discreto e suponha que
X seja infinito. Entao X ¢é enumeravel, logo deve conter algum ponto de

acumulagao, um absurdo. O]

Proposicao 2.2.22.

1. A imagem continua de um conjunto enumeralvemente compacto é tam-

bém enumeravelmente compacta;

2. Um subespaco fechado de um espaco enumeravelmente compacto é

também enumeravelmente compacto;

Demonstracao.
1. A demonstracao é analoga a da proposicao 2.2.6.

2. A demonstracao é analoga a da proposicao 2.2.6, bastando considerar que

a uniao de dois conjuntos enumeraveis ¢ ainda um conjunto enumeravel.

[]
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Teorema 2.2.23. Todo subconjunto enumeravelmente compacto de um con-
junto que satisfaz o primeiro axioma da enumerabilidade é fechado neste con-

jJunto.

Demonstracao. Seja X satisfazendo o primeiro axioma da enumerabilidade e
Y C X enumeravelmente compacto. Tome = ¢ Y e {U,} base enumeravel de
vizinhangas de x por abertos tais que U,, D U, 41 (conforme 2.1.44). Por 2.1.2.2,
temos que N>, U, = {z}. Portanto, U2, CU, =CN2, U, = X — {p} DY,
isto ¢, {CU,,} é cobertura aberta enumeravel de Y, logo admite subcobertura
finita {CU,,,}%_,. Mas U,, D U,y1 = U, D U, = CU, c CU, 1. Segue que
Y C Ule CU,, = EUink, portanto U, C U,, C CY. Logo, Vo € 0Y, 3U > =
aberto tal que U C CY, isto é, CY é aberto. O

Proposicao 2.2.24. Todo espago enumeravelmente compacto que satisfaz o

primeiro axioma da enumerabilidade é regular.

Demonstracao. Seja X enumeravelmente compacto satisfazendo o primeiro
axioma da enumerabilidade. Tome x € X, U > x aberto, e seja {V,}
uma base enumeravel de vizinhancas de z tais que V,, D V,1; (conforme
2.1.44). Como na demonstracio de 2.2.23, temos que J>2,CV, = X — {z}
= {CV,} U{U} é cobertura enumeravel de Y, logo admite subcobertura finita
{CV,. 3, u{U}.Como OV, c OV,41 e X = UU UL, CV,, = UULV,,, segue
que V,, C U. Entao 3V}, > x aberto tal que V,, C U. Por 2.1.5, temos que
X é regular. O]

Teorema 2.2.25. Um espago é compacto se, e somente se, ¢ metacompacto e

enumeravelmente compacto.

Demonstragio. Todo compacto é metacompacto (conforme 2.2.4.1). Além
disso, por 2.2.19, todo compacto ¢ enumeravelmente compacto. Basta mostrar,
desta forma, que um metacompacto enumeravelmente compacto é compacto.
Seja X metacompacto enumeravelmente compacto e tome {U,} cobertura
aberta de X. Pela metacompacidade de X, 3{Vj} refinamento aberto pontu-
almente finito. Obtenha uma subcobertura irredutivel {V,} de {V3} (sempre
existe uma, por 2.1.52). Suponha que {V,} ¢é infinita. Endo, por 2.1.21, V7,
Jz, € X que pertence apenas a V. Assim, o conjunto S = {x,} seria infinito
sem nenhum ponto de acumulacao, pois Vz, € S, 3V, > z, aberto tal que
V, NS = {z,}. Mas, por 2.2.21, todo subconjunto infinito de X deveria ter
um ponto de acumulagdo, uma contradigao. Segue que {V,} é uma cobertura
finita.

Agora, {V,} < {V3} < {U,}. Entao {V,} é refinamento de {U,}, ou seja,
Vv, Ja(y) tal que V, C Uy(y). Como {V,} cobre X, temos que {Uy(y)}, é um
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subconjunto de {U,} que ainda cobre X, ou seja, uma subcobertura. Além
disso, #{Ua)}y < #{V;} < 00, isto é, {Uqs(y)}, € finito. Segue que {Uy(y) }
¢ uma subcobertura finita de {U,}. Entao toda cobertura aberta de X tem

subcobertura finita, isto é, X é compacto. O

Definicao 2.2.26. Um espaco de Hausdorff X é dito pseudocompacto se toda

funcao f : X — R for limitada.

Observacgao. Evidentemente, todo compacto é pseudocompacto, pois X é

compacto = f(X) C R é compacto, logo limitado.

Proposigao 2.2.27. Seja X um espaco completamente regular. As seguintes

afirma ¢Oes sao equivalentes:
1. X é pseudocompacto.
2. Y{U, | n € N} sequéncia desdencente de abertos nao-vazios, N3° U, # 0.

3. Toda cobertura aberta enumeravel de X tem uma subfamilia finita cujos

fechos cobrem X.

Demonstracao.

1 = 2 Suponha que {U,},eny é uma familia decrescente de conjuntos abertos
nao-vazios com (22, U,, = 0. Entao {U, },en deve ser localmente finita. 3
Agora, para cada n € N, tome z,, € U,. Pela regularidade completa de
X,3f,: X —=[0,1] C Rtal que f,(z,) =1e fulgy, =0.Sejag, : X - R
dada por g,(z) = nf,(z),Vo € X = gy(zn) = n e galgy, = 0.
Logo, supp(g,) C U,. Como {U,}.en é localmente finito, temos que
g = >0", gn estd bem definida e é continua, pois é localmente uma soma
finita de func¢oes continuas. Mas ¢g nao é limitada, pois, Vn € N, dz,, € X

tal que g(x,) > gn(z,) = n. Assim, X nao é pseudocompacto.

2 = 3 Seja {U,}neny uma cobertura enumerdvel aberta de X. Defina entao
Vo = (U= Ux) = Vasr C Vi, ¥n € N. Mas Uy, C Uy = Uy € CUL.
Logo, V,, = Nr_,(CU,) c Nt_,(CU,) = V,, c Ni—,(CU,), pois cada CU,
é fechado. Assim, N7, Vi = V,, C N{_,(CU,), uma vez que {V, } ey é
também uma sequéncia decrescente de conjuntos. Suponha, agora, que
nenhum V,, é vazio. Terfamos que {V, },en é uma sequéncia decrescente
de abertos nao-vazios, logo 0 # N2, Vi C N2, Cu, = E(U,ﬁil Un) =
Upe, U, € X, absurdo, pois {U, }nen ¢é cobertura de X. Entao dng € N
tal que V,,, =0 = Up2, U, =CN2, Vi =00 = X.

3. Ver A.3.2.
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3=1 Seja f: X — Rcontinua e U, = {x € X | |f(z)| <n}. {Up}nen é uma
cobertura aberta de de X, logo admite subfamilia finita {U,,. }*_, tal que
¥ U, = X. Entdo, |f(z)] < max{ny,...,n.}, Vo € X = f ¢ limitada.

O

Definicdo 2.2.28. Seja X um espaco e A € X. A ¢é dito

relativamente compacto se A for compacto.

Definicao 2.2.29. Um espago de Hausdorff X é localmente compacto se todo

ponto p € X tiver uma vizinhanca relativamente compacta.

Proposicao 2.2.30. As seguintes afirmacdes sao equivalentes:
1. X é localmente compacto.

2. Vx € X, VV vizinhanca de x, U aberto relativamente compacto tal que

reUcCUCcCV.

3. VK C X compacto, VA D K aberto, 3U aberto relativamente compacto
talque K U Cc U C A.

4. X tem uma base de abertos relativamente compactos.

Demonstracao.

1= 2 Seja x € X e V vizinhanca de X. X é localmente compacto = IW
vizinhanca de  com W compacto. Segue por 2.2.4.1 que W é regular ,
logo W C W também o é (conforme 2.1.6). Como V N W é vizinhanga
de z em W, por 2.1.5, 3U C W abertotal que x € U C U C VN W.
Entao U C W C W. Pela compacidade de W, temos que U é também
compacto (conforme 2.2.6), ou seja, U é relativamente compacto. Além
disso, U C VNW C V. Assim, dados € X e V vizinhanca de X, 3U

aberto relativamente compacto tal que z € U C U C V.

2=3 Tome K C X compacto e A D K aberto. Vx € K, JU, aberto
relativamente compacto tal que x € U, C U, C A. Extraia de {U, },ex
uma subcobertura finita {U,,}?, de K e defina U = U}~ U,,. Entao
U = UL, U, C A Além disso, por 2.2.6, U,. sio compactos = U ¢é

compacto.

3 = 2 Todo ponto é compacto (conforme 2.2.2), logo o resultado segue trivial-

mente.

2 = 4 Seja X a familia de todos abertos relativamente compactos de X. Entao
Vo € X, VV vizinhanca de x, U € # tal que x € U C V, ou seja, A é
base de abertos de X.
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4 =1 Seja A uma base de X de abertos relativamente compactos. Entao,

Vee X,JU € B|x €U e U é compacto.
O

Proposicao 2.2.31. Todo espaco localmente compacto que satisfaz o segundo
axioma da enumerabilidade tem uma base enumeravel de abertos relativamente

compactos.

Demonstragio. Seja X localmente compacto satisfazend o segundo axioma
da enumerabilidade e {U,},en uma base enumeravel de abertos de X. Para
cada n € N e cada z € U,, tome um V,,, aberto relativamente compacto
tal que € V,, C V,, C U,. Assim, para cada n € N, {V, ,}.ev, ¢
uma cobertura aberta de U,. Mas, por 2.1.48, U, C X = U, satisfaz o
segundo axioma da enumerabilidade, portanto ¢ de Lindelof (conforme 2.1.55).
Podemos extrair entdo uma subcobertura {V}, ..., }men enumeravel de U,,. Entao
{Voz, | (n,m) € N x N} é uma cobertura enumerédvel de X, onde cada V,, ,,,

é relativamente compacto. ]

Teorema 2.2.32. Todo espaco localmente compacto é também completamente

reqular.

Demonstracio. Seja X localmente compacto. Tome p € X e F' C X fechado tal
que x ¢ F. Entdao x € OF aberto, logo 3 V5 aberto relativamente compacto tal
quez € Vo C Vs C CF (conforme 2.2.30). Mas V5 3 x é aberto, logo 3V} aberto
relativamente compacto tal que z € V; C Vi C V,. Agora, V5 é compacto,
logo, por 2.2.4.1, é completamente regular. Entao 3f : Vo — [0,1] C R tal
que f(p) = 1 e fliz_y, = 0. Defina entdao F' : X — [0,1] por Fliz = f e
Flgz = 0. Temos que F' é continua em X, F(p) = f(p) = 1 e F(EVl) =
F (C@) UF (72 — Vl) = {0}. Portanto, X é completamente regular. O

Proposicao 2.2.33. A imagem de um espago localmente compacto por uma

funcao continua aberta é também localmente compacta.

Demonstragio. Seja X localmente compacto e f : X — Y continua aberta.
Tome y € f(X) eV C f(X) vizinhanca de y em f(X). Pela continuidade
da f, f7Y(V) é aberto em X. Seja z € f~'(y) C f (V). Como é X
localmente compacto, por 2.2.30, 3W C X aberto relativamente compacto
tal que z € U C U C f4(V). Entao f(z) C f(U) C f(T) C f(f71(V)) C V.
Mas, pela continuidade da f, f(U) = f (U) e f (U) é compacto (conforme
2.2.6). Além disso, f é aberta e U C X é aberto = f(U) C Y é aberto. Logo,
f(U) é um aberto relativamente compacto tal que y € f(U) C f(U) C V.

Segue que f(X) é localmente compacto. O
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Definicao 2.2.34. Sejam X,Y espagos topolédgicos e f : X — Y continua. f
é dita aplicagdo compacta se existir X C Y compacto tal que f(X) C K.

Proposicao 2.2.35. Seja X espaco topologico e Y de Hausdorff. Entao f é

compacta se, e somente se, f(X) for relativamente compacto.
Demonstracao.

1. =: Seja K C Y compacto com f(X) C K.Y é de Hausdorff, logo, por

2.2.6, K é fechado. Entao f(X) C K = K. Segue que f(X) é compacto,

pois é subconjunto fechado de um compacto (conforme 2.2.6).

2. «<: Seja f(X) é relativamente compacto. Entao f(X) C f(X), onde
f(X) é compacto.
[

Definicao 2.2.36. Um espago localmente compacto é o-compacto se puder

ser expresso como uniao enumeravel de espagos compactos.

Proposigao 2.2.37. As seguintes afirmacoes sdo equivalentes:
1. X é o-compacto.

2. X = U°U;, onde cada U; é um aberto relativamente compacto com
U; C U, Vi €N

3. X é localmente compacto de Lindelof.

Demonstracao.

1=2 Seja X = U2, K,, com K, compactos. X ¢é localmente compacto
= JU; D K; aberto relativamente compacto (conforme 2.2.30). Induti-
vamente, suponha U,, aberto relativamente compacto. Temos, por 2.2.6,
que U, UK, é compacto. Tome U, D U, UK, aberto relativamente
compacto. Assim, U, C U,y e K, CU, = X = U2, K,, C U2, U,.
Entao U;2, U, = X.

2= 3 Seja X = U;2, U, com U, abertos relativamente compactos. Segue que
X ¢ localmente compacto, pois, Vo € X, 3U,, C X aberto relativamente
compacto tal que x € U,. Basta, portanto, demonstrar que X ¢é de
Lindelof.
Seja entao {A,} uma cobertura aberta qualquer de X. Temos que cada
compacto U; C X é coberto por {A,}, portanto admite {Aq,,}j%,

subcobertura finita. Segue que
{Ao,; 1ieN, j=1,..,n}=J{Aa, |7 =1,....,n;}
i=1

¢ uma cobertura enumeravel de X e é subcobertura de {A,}, portanto

subcobertura enumeréavel. Ou seja, X é de Lindelof.
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3 =1 Seja X localmente compacto de Lindelof. Para cada =z € X, 3V,

vizinhanga de z relativamente compacta. {V, },cx cobre X, logo admite
subcobertura enumerdvel {V,, }nen. Entdao X = U2, V,, C U2, V,, =

X =2, V,, com V,, compactos.

]

Teorema 2.2.38. Todo espaco o-compacto € normal e paracompacto.

Demonstragao. Todo espago o-compacto é de localmente compacto e Lindelof
(conforme 2.2.37). Além disso, por 2.2.32 e 2.1.14, temos que todo espaco local-
mente compacto é também regular. Mas, em espacos de Lindelof, regularidade
é equivalente a normalidade e a paracompacidade (conforme 2.1.56). Segue que

todo espaco o-compacto é normal e paracompacto. O

2.2.2
Espacos Métricos

Definicao 2.2.39. Seja X um conjunto qualquer. Uma métrica em X é uma

funcao d : X x X — R com as seguintes propriedades:
1. d(z,y) >0,Vz,y € X.
2. d(z,y)=0ez=y
3. d(z,y) =d(y,z),Vr,y € X (simetria).
4. d(x,z) < d(z,y) +d(y, z), Vx,y,z € X (desigualde triangular).

Neste caso, d(x,y) é chamada de distancia entre z e y e (X, d) é chamado de

espaco métrico.

Definigao 2.2.40. Seja (X,d) um espago métrico, By(a,r) = {z € X |
d(x,a) < r} a d-bola aberta de raio r e centro a, By(a,r) = {z € X |
d(x,a) < r} a d-bola fechada de raio r e centro a e Sy(a,r) = {z € X |
d(z,a) = r} a d-esfera de raio r e centro a. A familia {B;(a,r) | x € X, r > 0}

serve de base para uma topologia de X, induzida pela métrica d, notada por

7(d).

Definigao 2.2.41. Um espago topoldgico (X, 7) é metrizdvel se 3d métrica
de X tal que . = 7(d).

Proposicao 2.2.42. Uma fungdao f : (X,d) — (Y,p) é continua se Vx €
X, Ve>0,3(z,e) >0 |Vpe X, d(z,p) <d= p(f(x),f(p)) <e.

Definigao 2.2.43. Uma funcao [ : (X,d) — (Y,p) ¢é dita
uniformemente continua se Ve > 0, 3d(¢) > 0 | Va,y € X, d(z,y) < § =

p(f(2), f() <e.
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Proposigao 2.2.44. Toda funcao uniformemente continua é também conti-

nua.

Definicao 2.2.45. Uma fungdo f : (X,d) — (Y,p) é dita de Lipschitz com
constante C' > 0 se, Vz,y € X, p(f(a:), f(y)) < C-d(z,y).
Para C' < 1, f é chamada de contragao, e para C' = 1 dizemos que f é

nao-expansiva.

Proposicao 2.2.46. Toda funcao de Lipschitz é também uniformemente

continua.

Definicao 2.2.47. Duas métricas d, p em um conjunto X sao ditas

equivalentes se .7 (d) = 7 (p). Neste caso, nota-se d ~ p.

Definicao 2.2.48. Seja (X, d) um espago métrico.

1. A distancia entre um ponto p € X e um subconjunto nao-vazio A C X
¢ dada por d(p, A) = infecad(p, a).
2. A distancia entre dois subconjuntos nao-vazios A, B C X é dada por
d(A, B) = infscad(a,b).
beB
3. O didmetro de um subconjunto nao-vazio A C X é dado por diam(A) =

supread(z,y).
yeA
Exemplo 2.2.49. Evidentemente, diam(B(m,r)) <2-r.

Proposigao 2.2.50. Seja (X, d) um espago métrico e A C X um subconjunto

nao-vazio qualquer de X.
1. dz,A) =0 &z € A;
2. A funcdo f: X - R |z +— d(x, A) é de Lipschitz.

Proposigao 2.2.51. Seja (X, d) um espaco métrico e A, B C X dois subcon-
juntos nao-vazios quaisquer de X.

1. diam(A) = 0 < A tem um tnico ponto;

2. diam(A) = diam(A);

3. AC B = diam(A) < diam(B);

4. AN B # () = diam(A U B) < diam(A) + diam(B).

Definigao 2.2.52. Seja (X, d) espago métrico. Um subconjunto Y C X é dito

limitado se diam(Y') < oo.
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Observagao. Evidentemente, toda bola ¢ limitada, uma vez que
diam(B(a,r)) < 2r, Vzx € (X,d), Vr > 0. Além disso, é facil perceber

que um subconjunto de um conjunto limitado é sempre limitado.

Proposicao 2.2.53. Um subconjunto de um espago métrico é limitado se, e

somente se, estiver contido em uma bola.

Teorema 2.2.54. Todo compacto de um espagco métrico é limitado.

Demonstragio. Seja (X, d) espago métrico e K C X compacto. Ve > 0,
I{B(x;,€)}ic; cobertura finita de {B(z,€)}ex. Ponha D = max; ;d(z;, ;)
e tome z,y € K. 3i,j € {1,...,n} tais que x € B(z;,¢) e y € B(zj,e).
Segue que d(z,y) < d(x,x;) + d(x;, x;) + d(z;,y) < D + 2¢e. Entao diam(A) =
supxgﬁd(a:, y) < D+ 2¢ < 0. O

Teorema 2.2.55. Seja K C R". Entdo K € compacto se, e somente se, €

limitado e fechado.

Corolario 2.2.55.1. Toda bola fechada e esfera de R™ € compacta.

Proposicao 2.2.56.
1. Metrizabilidade é um invariante topolédgico.

2. Todo subespago de um espago métrico é também um espago métrico.

Teorema 2.2.57. Todo espaco métrico é paracompacto.*

Corolario 2.2.57.1. Em espacos métricos, os conceitos de compacidade e

compacidade enumerdvel sao equivalentes.

Demonstra¢io. Todo compacto é enumeravelmente compacto (conforme
2.2.19). Além disso, como espagos métricos sdo paracompactos (logo metacom-
pactos, conforme 2.1.33), entao, por 2.2.25, compacidade enumeravel implica

em compacidade. O

Teorema 2.2.58. Todo espagco métrico satisfaz o primeiro axioma da enume-
rabilidade.

Demonstragio. Seja (X, d) espago métrico. Como {B(x,r) |z e X, r > 0}
é uma base de abertos de X, dado x € X e A 3 x aberto, dr > 0 tal
que B(z,r) C A. Mas 37’ € Q tal que ' < r = B(z,7) C A. Entdo
{B(x,r) r e Q} ¢ uma base enumeravel de abertos em torno de z. Logo,

X satisfaz o primeiro axioma da enumerabilidade. O

4. A demonstracdo desta proposicdo utiliza conceitos que fogem ao escopo desta
dissertagdo, mas pode ser encontrada em [2, IX-5.3, p.186]
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Teorema 2.2.59. Em espacos métricos, os conceitos de separabilidade, Lin-

deldf e o seqgundo axioma da enumerabilidade sio equivalentes.

Demonstragcao. Por 2.1.55, o segundo axioma da enumerabilidade sempre
implica em Lindel6f. Basta entdo demonstrar que, em um espago métrico
(X, d) separabilidade implica no segundo axioma da enumerabilidade e Lindel6f

implica em separabilidade:

1. Separabilidade = segundo axioma da enumerabilidade:

Seja D C X enumerdvel e denso em X. Defina Z = {B(w,r) | z €
D, re Q} enumeravel. Tome A C X aberto e p € A. Entao dr > 0 tal
que B(p,r) C A= B(p,5) C A. Mas B(p, §) ¢ aberto e D é denso em
X =3rvecBps5)ND =dpz)<i=3recQldpz) <r <3
Segue que p € B(z,r’). Além disso, y € B(z,7") < d(y,x) < v’ =
d(y,p) < d(y,z) +d(z,p) < 2-7 < r = y € B(p,r), ou seja,
B(z,r") C B(p,r) C A. Logo, VA C X abertoeVz € A, 3 (p,7’) € DxQ
tal que x € B(p,r’) C A. Portanto, # é uma base enumeravel de abertos
de X.

2. Lindelof = separabilidade:

Para cadan € N, {B(x, %)}xEX é uma cobertura de X. Como X é de Lin-
delof, podemos extrair uma subcobertura enumeravel {B(xn,m, %)}meN.
Defina D = Unen Zn . Evidentemente, D é enumeravel. Seja, portanto,
AC X um abrgretNo qualquer e tome z € A. A é aberto = Jr > 0 tal que
B(z,r) C A. Mas 3n € N | £ < r. Como {B(xn,m, %)}meN é cobertura
de X, temos que Im € N tal que & € B(Tnm, 1) = d(@,Znm) < = <
r = Tpm € B(zx,r) C A= AN D # (). Entao, para qualquer A C X
aberto, AND # () = D é denso em X.

m
Teorema 2.2.60 (Urysohn). Em espagos satisfazendo o sequndo axioma da
enumerabilidade, reqularidade é equivalente a metrizabilidade.

Demonstracio. A demonstracao desta proposicao utiliza conceitos que fogem
ao escopo desta dissertacdo, mas pode ser encontrada em [2, 1X-9.2, p.194-
5]. O

Teorema 2.2.61. Um espaco enumeravelmente compacto é metrizavel se, e

somente se, satisfaz o sequndo axioma da enumerabilidade.

Demonstracao.
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= Seja X enumeravelmente compacto satisfazendo o segundo axioma da
enumerabilidade. Entao X satisfaz também o primeiro axioma da enume-
rabilidade (conforme 2.1.46). Assim, por 2.2.24, temos que X é regular.

Por 2.2.60, segue que X ¢é metrizavel.

< Seja X espaco métrico enumeravelmente compacto. Logo, por 2.2.57.1,
X é compacto, portanto de Lindel6f (conforme 2.2.3). Assim, por 2.2.59,

temos que X satisfaz o segundo axioma da enumerabilidade.

]

Definicao 2.2.62. Sejam X espaco métrico, Y espaco topologicoe f: X — Y
continua. f é dita completamente continua se, VL C X limitado, 3K C Y
compacto tal que f(L) C K.

Proposicao 2.2.63. Sejam X espacgo métrico, Y de Hausdorffe f: X — Y
continua. Entao f é completamente continua se, e somente se, VL C X

limitado, f(L) for relativamente compacto.

Demonstracao.

= Seja [ : X — Y completamente continua e tome L C X limitado. Entao
JK C Y compacto tal que f(L) C K. Mas Y é de Hausdorff = K ¢é
fechado = f(L) C K = f(L) é compacto (conforme 2.2.6).

< Se VL C X limitado, f(L) for relativamente compacto, entdao VL C X
limitado, f(L) C f(L) com f(L) compacto.

]

Definigao 2.2.64. Seja (X, d) espago métrico. Dizemos que um conjunto
Y C X é totalmente limitado se Ve > 0, 3{y1,...,y,} C Y finito tal que
Y C UL B(yi€)-

Proposicao 2.2.65.
1. Todo conjunto totalmente limitado é também limitado;

2. Todo subconjunto de um conjunto totalmente limitado é também total-

mente limitado;

3. Um conjunto é totalmente limitado se, e somente se, seu fecho for

totalmente limitado.

Demonstracao.
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1. Seja A totalmente limitado e tome € > 0. Entao 3 {a;}, finito tal que
A CUB(a,¢). Tome, assim, D = max};_,d(a;,a;) e ponha R = D + 2e.
Tome agora z,y € A. Temos que z € B(a;,€) e y € B(aj,€) para algum
i,j € {1,...,n}. Segue que d(z,y) < d(x,z;) + d(a;,aj) + d(a;,y) <
D + 2¢ = R. Entao diam(A) = supweAd(:c, y) < R, isto é, A é limitado.

2. Sejam B totalmente limitado e A C B. Temos que 3 X C B finito tal
que B C Uex B(x,g). Defina entdo X = {z € X | AﬂB(x, g) # 0}.
Como A C B C U,ex B(x, §), segue que X # (). Além disso, y € A
syeB=>3dreX|yeB(rg) =>ycAnB(zrs) >recX
=y € U%XB(:%, g), ou seja, A C UzeXB(f’ g) Agora, Vz € X,
tome z; € AﬂB(;ﬁ, 5) e ponha Z = {2z | & € X}. Assim, Z C A e
H7 = #X < #X < o0, ou seja, Z é finito. Finalmente, y € B(:Z‘, %)
= d(y,zz) < d(y,Z) +d(z,2z) < €, isto é, B(ﬁv, %) C B(zz,¢€). Entao
A CUzex B(f, %) C U.ez B(z,¢€). Segue que B é totalmente limitado.

3. Como A C A, temos que A é totalmente limitado = A é totalmente
limitado.

Seja, entao, A totalmente limitado. Ve > 0, 3{a;}; finito tal que A C

Ui B(as, §). Segue que A C U; B(a;, §) C U; B(as,€). Entdo A é total-

2
mente limitado.

]

Proposicao 2.2.66. Todo compacto ¢ totalmente limitado.

Demonstragio. Seja (X, d) espago métrico e K C X compacto. Ye > 0,
{B(z,€)}sex é cobertura de K, logo admite subcobertura finita { B(x;,€)} .

Entao K é totalmente limitado. O

Lema 2.2.67 (Lebesgue). Seja X um espaco métrico compacto e {M;}*, um
conjunto finito de fechados nao-vazios com intersec¢ao vazia. Entao 3e > 0 tal
que, VA C X com ANM; # 0 para todo i € {1,...,n}, temos que diam(A) > .

Esse € € chamado de nimero de Lebesqgue.

Demonstragao. Seja Y = [[;-; M;. Por Tychonoff, temos que Y é compacto,
pois cada M; é um fechado do compacto X, logo compacto (conforme 2.2.6).

Defina entdo A : Y — R por
M1, ooy ) = max{d(z;, ;) | 1 <i < j <n}

Como d : X x X — R e a funcdo maximo de um nimero dado finito de
elementos sao continuas em R, temos que A é também continua. Suponha,

entdo, que 3z = (x1,...,x2,) € My X ... X M,, com A(z) = 0. Seguiria que
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d(z;,z;) = 0 para todos i,j € {1,...,n}, ou seja, 1 = ... = x,, um absurdo,
pois ¥y = ... = x, € N, M; = 0. Logo, A\(z) > 0, Vx € Y. Assim, pela
continuidade de A, € = inf ey A(z) > 0.

Desta forma, se ANM; # () paratodoi € {1, ...,n}, entdo, tomando z; € ANM;,
temos que A(xy,...,z,) > €. Segue que diam(A) > € (do contrario, sendo
diam(A) < ¢, cada d(z;,z;) < € e A1, ..., x,) = max{d(z;,z;) | 1 <i < j <
n} <€, um absurdo). O

Observacao. Equivalentemente ao lema 2.2.67, podemos dizer que, dado X
espaco métrico compacto e € cobertura finita de abertos de X, 3¢ > 0 tal
que, VY C X, vale que diam(Y) < e = Y C A para alguma A € ¥.

Teorema 2.2.68 (Lebesgue). Seja X espago métrico compacto e {M;}? | uma
cobertura finita de fechados de X. Entao 3\ > 0 tal que, quando A C X com
diam(A) < X intercepta M, , ..., M;,, entdo (Nj—y M;, # 0.

Demonstragao. O resultado segue diretamente de 2.2.67. [

2.2.3
Sequéncias e Espacos Completos

Definigao 2.2.69. Seja X um espaco topologico. Uma sequéncia é uma fungao

x € XN denotada por (,), onde x,, = z(n). Dizemos que:

1. (x,) converge para xo se VU vizinhanca de o, AN e N|n > N =z, €

U. Neste caso, escreve-se x,, — xg.

2. (x,) se acumula em zy se VU vizinhanca de zo, VN € N, dn > N |

x, € U. Neste caso, escreve-se x,, > .

Observacgao. E facil perceber, pela definicio de convergéncia, que uma
sequéncia converge para um ponto se, e somente se, todo aberto que conti-

ver aquele ponto contiver também infinitos elementos da sequéncia.

Proposigao 2.2.70. Seja X um espaco de Hausdorff e (z,,) € XV tal que
T, — aezx, —b Entdo a = b.

Demonstragcdo. Suponha que a # b. Entao, como X é de Hausdorff, U,V C X
abertos taisquea € U, b€ Ve UNV = (). Mas z,, — a, logo 3N, € N tal que
n > Ny = x, € U. Equivalentemente, 3Ny, € N tal que n > Ny = z, € V.
Ponha Ny = max{N;, No}. Segue que n > Ny = x, € UNV = @, um absurdo.
Entao a = b. O

Exemplo 2.2.71. Seja X um espago de Hausdorff e (z,,) uma sequéncia em
X tal que z,, = 7o € X. Entao o conjunto {x, }nen U {xo} é um compacto de

X.
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Demonstragio. Seja {A,} uma cobertura aberta de {x,, | n € N}U{zo}. Entao
Jag | g € Any- Mas z,, — g, assim AN € N|n > N = z, € A,,. Como
{A.} é cobertura de X, temos que {A,}aza, ¢ cobertura de {z,}Y |, um
compacto (conforme 2.2.2), logo admite subcobertura finita {A,,}% ;. Segue
que {Ay}F, U{A,,} é subcobertura finita de {z,, | n € N} U {20}, ou seja,
{z,, | n € N} U{zo} é compacto. O

Proposicao 2.2.72. Sejam X,Y espagos topologicos, 1o € X e f : X — Y
continua em xy. Entdo V(z,) € XN sequéncia com z, — =z, temos que

f(xn) = f(x0).

Demonstragio. Tome (z,,) tal que x,, — xo. Pela continuidade de f em xq, VIV
vizinhanca de f(x¢), 3V vizinhanga de zq tal que f(V) C W. Mas z,, — =,
logo 3N € Ntal quen > N =z, € V = f(z,) € f(V) C W. Assim,
VW vizinhanca de f(z¢), 3N € N tal que n > N = f(z,) € W, ou seja,

f(xn) — f(xo). O

Proposigao 2.2.73. Seja (X, d) espaco métrico e (z,,) € XV. Entdo:
1.2y, 2290 Ve>0,IN eN|n>N = d(x,,z) <e.

2. 2, =29 & Ve>0,VN eN In>N | d(z,,z) <€

Demonstragio. Basta observar que as bolas abertas B(z,€) constituem uma

base de abertos de X na topologia induzida pela métrica. O

Observagao 2.2.74 (Teorema do Confronto). Seja R com a métrica induzida
do médulo e sejam (), (9a), (zn) € RY tais que Vn € N, 2, < 2, < yo
Tn,Yn — L. Entao z, — L.

Demonstracao. Como x,,y, — L, temos que, Ve > 0, 3Ny, Ny € N tais
quen > Ny = |z, — L <een > Ny = |y, — L| < e. Entdo IN =
max{Ny,No} €e Ntalquen > N = —e<z,—-L <z, —-L<y,—L<e
Logo, n > N = |z, — L| < €. Segue que z, — L. O

Proposicao 2.2.75. Seja X satisfazendo o primeiro axioma da enumerabili-

dade e Y C X. Entdo yy € Y se, e somente se, 3 (y,,) sequéncia em Y tal que

Un — Yo-

Demonstracao.
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v,

Figura 2.1 — Fecho topolégico em espacos satisfazendo o primeiro axioma da
enumerabilidade

= Seja yp € Y C X e seja {V, }nen base enumerdvel de vizinhangas de yq
por abertos tais que V,, D V,,;1 (conforme 2.1.44). Como gy € Y, temos
que V,NY # 0, ¥n € N. Portanto, para cada n € N, tome y,, € V,,NY e
considere a sequéncia (y,). Temos que YU > gy, aberto, 3N € N tal que
Vv C U. Segue que {y,} CY e,Vn > N, y, €V, CVy CU, ou seja,
Yn — Yo-

< Seja (y,) sequéncia em Y tal que y, — yo € X. Entao y,, — yo = VU >
yo aberto, 3N € N tal que y,, € U para todo n > N. Assim, VU > yy
aberto, UNY # 0 =y, €Y.

]

Definigao 2.2.76. Seja X espaco topoldgico e (x,,) uma sequéncia em X . Uma

subsequéncia de x : N — X é uma fungao zo¢ : N — X onde ¢ : N — N é uma

funcao crescente. Denotamos x o ¢ por (z,,) C (z,), onde Vk,l € N, n, € Ne

k<l=n,<ny.

Proposicao 2.2.77. Seja X espago topoldgico e (x,) uma sequéncia em X.
Entao x, — x¢ se, e somente se, V(z,,) C (), Tn, — Zo-
Demonstracao.

= Tome (z,,) C (z,). YU vizinhanca de xy, 3N € N tal que n > N =
x, € U. Mas 3K € N tal que ng > N. Assim, k > K = n, > nxg >
N = z,, € U. Entao z,, — xo.

< (z,) é, em particular, uma subsequéncia de si mesma. Entao z,, — x.

]
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Proposicao 2.2.78. Seja X satisfazendo o primeiro axioma da enumera-
bilidade e (z,) uma sequéncia em X. Entdo z, > xo se, e somente se,

3 (z,,) C (x,) tal que x,, — xo.

Demonstracao.

= Suponha que z,, > xy e tome {V,} base enumeravel de vizinhangas de
composta de abertos encaixados, conforme 2.1.44. x,, > o < VU 3 xg
aberto, VN € N, dn > N tal que x,, € U. Tome entao n; € N com
Tn, € Vi eng > ng_y com z,, € Vi, Yk € N. Temos que (x,,) ¢ uma
subsequéncia de (x,). Como VU 3 xy, 3 K € N com zy € Vi C U, segue
que k> K = z,, €V, C Vg CU, ouseja, x,, — Tp.

< Suponha que z,, — xo e tome U vizinhanca de zy. Entao 3K € N tal
que k > K = z,, € U. Logo, VN € N, 3k € N tal que n; > N. Assim,
Ik’ = max{k, K} tal que np > nx > N e ny € U (pois k' > K), ou seja,
VU vizinhanga de o, VN € N, dn > N | z, € U.

]

Proposicao 2.2.79. Seja X um espaco topolégico. Entao X é enumeravel-
mente compacto se, e somente se, toda sequéncia em X tem um ponto de

acumulagao em X.

Demonstracao.

= Seja X enumeravelmente compacto e tome (x,) uma sequéncia em X.

Temos dois casos possiveis:

(a) Se S = {x,}nen for finito, entdo Jzg € S com {n € N | x, = 20}
infinito.® Entdao VN € N, 3n > N | =z, = mz. Assim, VU
vizinhanca de zo, VN € N, dn > N tal que x, = ¢y € U, ou
seja, T, > rg. Além disso, g € S C X.

(b) Se S = {z, }nen for infinito, entdo, por 2.2.21, S tem um ponto de
acumulacao zo € X. Logo, por 2.1.2.5, VU > x4 aberto, U NS é
infinito. Entao x,, > xg, do contrario 3U > x( aberto e 3 N € N tal
quen > N =z, ¢ U, ouseja, UNS C {x1, ..., zx5 }, um absurdo.

< Suponha que 3{U,} cobertura enumeravel de X que nao admite subco-
bertura finita e defina W,, = U;_,; Uy. Temos que W,, C W, .1 e W,, C X,
Vn € N (do contrario, {U,} teria subcobertura finita). Agora, ¥n € N,
tome x, ¢ W, e considere a sequéncia (z,). Vo € X, 3N € N tal que
x € Uy. Mas Uy C Wy, Vk > N = x ¢ Uy, Vk > N. Entao z, ¥ z,

Vx € X, ou seja, (z,) ndo tem ponto de acumulagdo em X.

5. Ver A.3.3.
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]

Corolario 2.2.79.1. Seja X satisfazendo o primeiro arioma da enumerabi-
lidade. Entao K C X ¢é enumeravelmente compacto se, e somente se, toda
sequéncia em K tiver uma subsequéncia convergente em K.

Em particular, para X espaco métrico, temos que K C K ¢é compacto se, e

somente se, toda sequéncia em K tiver uma subsequéncia convergente em I .

Demonstragcio. O resultado segue de 2.2.79 e 2.2.78. Para compactos de

espacos métricos, basta considerar também 2.2.58 e 2.2.57.1. O

Definicao 2.2.80. Seja X um espaco topologico.

1. Um subconjunto A C X é dito sequencialmente aberto se, e somente se,

toda sequéncia convergente para um elemento de A eventualmente esta
em A. Ou, mais formalmente, se V(z,) € X" tal que =, — x9 € A,
AN eNcomn >N =z, € A

2. Um subconjunto F' C X ¢ dito sequencialmente fechado se, e somente

se, toda sequéncia convergente em A converge para um elemento de A.

Ou, mais formalmente, se V(z,) € F~, x,, — 19 = 2 € F.

Proposigao 2.2.81. Seja X espaco topoldgico. Entdao A C X é sequencial-

mente aberto se, e somente se, CA é sequencialmente fechado.

Demonstracao.

= Seja A C X sequencialmente aberto e tome (z,,) sequéncia em (A tal que
T, — x. Suponha que o ¢ CA, isto é, 2y € A. Entdao IN € N tal que
n> N =z, €A, Ouseja, n > N = z, ¢ CA, um absurdo, pois (z,,) é
uma sequéncia em CA. Segue que zy € LA, isto é, A é sequencialmente
fechado.

< Seja ' C X sequencialmente fechado e tome (z,) € XV tal que
x, — 9 € CF. Suponha que YN € N, In > N com z, ¢ CF. Defina
(ng) € NY por ny = 1 e ny, > ny_1 com Tn, € F. Segue, por 2.2.77,
que x,, — xo. Mas F' é sequencialmente fechado, logo zo € F, um
absurdo. Assim, 3N € N tal que n > N = x,, € 0F. Portanto, CF é

sequencialmente aberto.

O

Corolario 2.2.81.1. Seja X um espaco topolégico. Entao as seguintes afir-

magoes sao equivalentes:

1. Todo subconjunto sequencialmente aberto de X é aberto.
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2. Todo subconjunto sequencialmente fechado de X é fechado.
Neste caso, diz-se que X é sequencial.

Demonstragio. Por 2.2.81, todo subconjunto sequencialmente aberto A C X

é aberto < todo subconjunto sequencialmente fechado CA C X ¢é fechado. O

Proposigao 2.2.82. Sejam X espaco sequencial e Y espaco topoldgico. Entao

f é continua se, e somente se, ¥(z,) € XN tal que x, — o, temos que
f(an) = flxo)-
Demonstracao.

= Seja f continua e tome (z,) € X" tal que z,, — 2. Por 2.2.72, temos
que (f(xn)) é convergente e f(x,) — f(xo).

< Seja f levando sequéncias convergentes em sequéncias convergentes e
tome W C Y aberto. Defina V= f~}(W) C X e tome (z,) € X
tal que z,, — xo € V. Temos, entao, que (f(a:n)) ¢ convergente em Y
e f(xz,) — f(xg). Como W é aberto, pela definicdo de convergéncia,
dN € Ncomn > N = f(z,) € W. Entdao 3N € Ncom n > N =
r, € f~Y(W) = V. Portanto, V é sequencialmente aberto em um espaco
sequencial, logo aberto. Entdao f~! : Z(Y) — Z(X) leva abertos em

abertos, isto é, f é continua.

O

Teorema 2.2.83. Todo espago que satisfaz o primeiro axioma da enumerabi-

lidade € sequencial.

Demonstragao. Seja X satisfazendo o primeiro axioma da enumerabilidade e
F C X sequencialmente fechado. Tome xy € F. Por 2.2.75, 3(z,,) € F" tal
que x, — xo. Mas F' é sequencialmente fechado, portanto segue que xg € F.
Desta forma, temos que F' C F, ou seja, F' é fechado. Entao todo subconjunto

sequencialmente fechado de X é fechado, isto é, X é sequencial. O

Definicao 2.2.84. Seja X um espaco topoldgico. Diz-se que uma sequéncia
(1,,) € XN escapa de todo compacto se, VK C X compacto, 3N € N tal que
n>N=uz,¢K.

Proposicao 2.2.85. Toda funcao propria entre espacos de Hausdorff leva
sequéncias que escapam de todo compacto em sequéncias que escapam de todo

compacto.

Demonstragio. Seja f : X — Y prépria e (z,) € XV escapando de todo
compacto. Tome K C Y compacto. Como f ¢ prépria, segue que, f~}(K) é
compacto. Assim, 3N € N tal quen > N = z, ¢ 1K) & f(z,) ¢ K.
Portanto, ( f (xn)) escapa de todo compacto. ]
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Corolario 2.2.85.1. Uma funcao continua entre espacos métricos é prépria
se, e somente se, leva sequéncias que escapam de compactos em sequéncias que

escapam de compactos.

Demonstracao. Por 2.2.85, temos que toda fungao prépria leva sequéncias que
escapam de todo compacto em sequéncias que escapam de todo compacto.
Seja, portanto, f : X — Y uma funcao continua que leva sequéncias que
escapam de todo compacto em sequéncias que escapam de todo compacto e
K C Y compacto. Tome (z,) sequéncia em f~!(K). Entdao (x,) nio escapa
de qualquer compacto, do contrario ( f (:vn)) seria uma sequéncia em K que
escaparia de todo compacto, um absurdo.

Desta forma, 3K C X compacto tal que z,, € K, Vn € N. Assim, por 2.2.79.1,
3 (zy,, ) subsequéncia convergente de (z,,) com z,, — g € K. Agora, temos que
K é fechado (conforme 2.2.6). Logo, pela continuidade de f, f~!(K) também o
é. Entao, por 2.2.58 € 2.2.75, 7y € f~(K), uma vez que (x,, ) ¢ uma sequéncia
em f7}(K). Ou seja, toda sequéncia em f~'(K) possui uma subsequéncia
convergente em f~!(K). Portanto, f~!(K) é compacto (conforme 2.2.79.1). [

Definigao 2.2.86. Seja (X, d) um espago métrico. Uma sequéncia (z,,) em X
é chamada d-Cauchy se Ve > 0, AN € N | Vn,m > N, d(z,, z,,) < €.

Proposicao 2.2.87. Seja (X, d) espaco métrico.
1. Toda sequéncia convergente em X ¢é d-Cauchy;

2. Toda subsequéncia de uma sequéncia d-Cauchy é também d-Cauchy.

Demonstracao.

1. Seja (x,,) com x, — 9. Como V§ >0, IN € N | n > N = d(z,, 1) <
5, segue que m,n > N = d(2p, v,) < d(m, 2o) + d(20, 7,) < €.

2. Seja (z,,) sequéncia d-Cauchy e (z,,) C (x,) uma subsequéncia qualquer.
Ve > 0, tome N(e) € N tal que Vn,m > N, d(z,,z,,) < € e tome K € N
tal que ng > N. Entao k,l > K = ng,n > ng > N = d(z,,,Ts,) <,
ou seja, Ve > 0, 3K (e) € N | Vk,l > K, d(x,,,x,,) < €. Logo, (z,,) é
d-Cauchy.

]

Proposigao 2.2.88. Se uma sequéncia d-Cauchy tem um ponto de acumula-
¢ao, entao ela converge aquele ponto. Em particular, uma sequéncia d-Cauchy

converge ou nao tem subsequéncias convergentes.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512246/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1512246/CA

Capitulo 2. Fundamentos da Topologia 52

Demonstragio. Seja (x,) sequéncia d-Cauchy tal que z,, > ¢ e seja (x,,) C
(7,) uma subsequéncia tal que z,, — 7. Entao V§ >0, 3IK €N [ k> K =
d(zn,,r0) < §. Mas (v,) é d-Cauchy = V5 > 0,IN € N | Vn,m > N,
d(2p, 2m) < 5.
d(zp, x0) < d(zp, Ty, ) + d(zp,, ) < €.

Tome, portanto, k > K | n; > N. Temos que n > N =

Segue que toda sequéncia d-Cauchy com uma subsequéncia convergente con-

verge. O

Definicao 2.2.89. Seja X um espaco metrizavel. Uma métrica d de X ¢é dita
completa se toda sequéncia d-Cauchy converge em X. Neste caso, dizemos que
X é completo, ou d-completo para indicar a métrica sob a qual o espago é

completo.

Proposicao 2.2.90. Todo espaco métrico compacto é completo.

Demonstragio. Seja (X, d) espago métrico compacto e (z,) C X uma sequén-
cia d-Cauchy qualquer. Por 2.2.79.1, temos que 3 (z,,) C (x,) convergente.
Entao (z,) converge (conforme 2.2.88). Logo, X é completo. O

Proposicao 2.2.91.
1. Completude topoldgica é uma invariante topolégica.

2. Todo subespaco fechado de um espaco completo é completo com a

métrica induzida.

3. Todo subespago completo na métrica induzida de um espaco métrico é

fechado nesse espaco.

Demonstracao.

1. Seja (X, d) espago completo e ¢ : X — Y bijecao. Definad : Y xY — R
por d'(z,y) = d(¢7(x), ¢ (). Entéo d'(x,y) > 0, d'(y,z) = d'(z,).
d(z,y) =0 ¢7'(z) = ¢ (y) & = = y (pela bijetividade de ¢ ') e
d(w,2) = d(¢7}(2),071(2)) < d(¢7(x), 07 (v)) +d(67 (), 07 '(2)) =
d(z,y) +d(y,2), Vr,y,z € Y, ou seja, d é uma métrica em Y. Além
disso, V(y,) sequéncia d’-Cauchy em Y, temos que (gb*l(yn)) é sequéncia
d-Cauchy em X pela definicdo da métrica d’, portanto converge. Como

¢ é continua, segue por 2.2.82 que (y,) converge em Y.

2. Seja (X, d) espago métrico completo e Y C X fechado com métrica
dy = d|yxy. Tome (y,) sequéncia dy-Cauchy em Y. Segue que {y,}
é sequéncia d-Cauchy em X, pois dy (z,y) = d(z,y), Vx,y € Y. Mas X
¢ completo = (y,,) converge em X. Seja yp € X tal que y,, — 3. Como
X é espaco métrico, logo primeiro-enumeravel, e Y é fechado, temos por

2.2.75 que yp € Y. Entéao (y,) converge em Y.
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3. Seja (X,d) espaco métrico e Y C X dy-completo. Tome gy € Y. Por
2.2.58 ¢ 2.2.75, 3 (y,) € YN tal que y, — yo. Agora, como (y,) é uma
sequéncia convergente em (Y, dy), por 2.2.87, (y,) é dy-Cauchy. Assim,
segue da completude de (Y, dy) que y, — a € Y. Segue, por 2.2.70, que
yo=acY.EntdoY C Y, isto é, Y é fechado.

]

Teorema 2.2.92. Um espaco mélrico é compacto se, e somente se, for

completo e totalmente limitado.

Demonstra¢io. Todo espago métrico compacto é totalmente limitado (por
2.2.66) e completo (por 2.2.90). Basta, entao, mostrar que todo espago métrico
completo totalmente limitado é compacto.

Seja (X, d) espaco métrico completo totalmente limitado e tome (z,,) sequéncia
em X. Como X é totalmente limitado, é possivel cobrir X com um ntmero
finito de bolas de raio 1. Seja B; uma das bolas dessa cobertura que contenha
um ndmero infinito de elementos de (z,) (sempre existe uma, do contrario a
uniao das bolas conteria apenas um ntmero finito de z,,, um absurdo, pois as
bolas cobrem X) e seja S; = {n € N| z,, € By}. Por construgao, S; é infinito.
Indutivamente, defina também Bj, como a bola de uma cobertura finita de raio
% que contém infinitos z, tais que n € Si_; (novamente, como Sy_; ¢ infinito,
existe um tal By) e S, = {n € N | x,, € By}. Segue por indugao que cada Sy é
infinito e S, C Sk_1.

Tome entao ny € 51 e, Vk € N, tome ny € S tal que n; > ni_; (sempre existe
um tal ng, uma vez que Sy ¢ infinito). Segue que (x,, ) é uma subsequéncia de
(x,,). Além disso, como Sy, sao conjuntos decrescentes, i < j = n; € S; C 5;.
Assim, Ve > 0, seja k € N tal que % < 5. Temos que 7,5 > k = ny,n; € Sy
= Tn, Ty, € Bp = d(z,,,x,,) < diam(B;) = 2 < e Portanto, (z,,) ¢
sequéncia de Cauchy, logo convergente pela completude de X. Entao, (x,) tem
ponto subsequéncia convergente. Assim, por 2.2.79.1, X é enumeravelmente

compacto, portanto compacto (conforme 2.2.57.1). O

Corolario 2.2.92.1. Todo subconjunto de um espago completo é relativamente

compacto se, e somente se, for totalmente limitado.

Demonstragio. Seja (X,d) completo e A C X. Temos que A é compacto se, e
somente se for completo e totalmente limitado. Como A é fechado, segue que
A ¢ completo (conforme 2.2.91). Mas, por 2.2.65, temos que A ¢ totalmente

limitado se, e somente se, A for totalmente limitado. Portanto, VA C X,

A é relativamente compacto < A é compacto < A é totalmente limitado

& A é totalmente limitado
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2.3
Espacos Vetorias Normados, Espacos de Banach e Convexos

2.3.1
Espacos Vetoriais Normados e Espacos de Banach

Definigao 2.3.1. Um espaco topoldgico real® E ¢é chamado de

espaco vetorial topolégico quando ele for um espago vetorial e, além disso,

as operageos + : K x £ — E, com +(u,v) =u+wv,e-: ExR — E, com

(v, ¢) = cv, forem fungoes continuas.

Definicao 2.3.2. Um espago vetorial £ é chamado de normado quando existe

uma fungao || - || : £ — [0,+00) € R, chamada de norma, tal que:
L ||lz|]|=0< 2 =0;
2. ||[Az|| = |\ - ||z]|, Vz € E, VA € R;
3.l +yll < [lzf] + [lyll, Yo,y € E.

Quando substituimos ||z|| = 0 < = = 0 por ||0|| = 0, obtemos que || - || é uma

semi-norma.

Observacgao 2.3.3. Naturalmente, todo espago vetorial normado é um espaco
métrico. Basta definir d(z,y) = ||z — y||. Segue por 2.2.58 que todo espaco
vetorial normado satisfaz o primeiro axioma da enumerabilidade, portanto é
também sequencial (conforme 2.2.83).

Além disso, todo espago vetorial de dimensao finita é isomorfo a um espaco
euclidiano. Segue, por A.5.5, que os compactos desse espago sao justamente
os conjuntos limitados e fechados. Consequentemente, suas bolas fechadas sao
compactas, pois sao limitadas (conforme 2.2.2) e fechadas. Assim, todo espago
vetorial normado de dimensao finita é localmente compacto.

E possivel ainda, dada uma norma || - || de um espaco vetorial V, definir uma
topologia cuja base sdo as bolas abertas B(a,r) = {x € V | ||z —a|| < r} para
a € V er > 0. Contudo, isso nao faz com que o espago seja um espaco vetorial
topolodgico, pois é preciso que as operagoes de soma e multiplicagao por escalar

sejam continuas nessa topologia.

Exemplo 2.3.4. Dado V espago vetorial de dimenséo finita e uma base {e; }™;

de V, é possivel definir, para p > 1, a norma || - ||, : V — [0,+00) por
1
o], = (Z?Zl |vi|p)p, onde v = Y7, v;e;. As propriedades 1 e 2 em 2.3.2

6. A menos que seja especificado o contréario, todos os espagos vetoriais considerados
nessa dissertagao serao espagos vetoriais reais.
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decorrem diretamente da defini¢dao, enquanto a propriedade 3 é chamada, neste

caso, de desigualdade de Minskowski.

No caso em que p = 1, a norma || -||; é definida por ||v||; = > v, enquanto

para p = 00 a norma || - || é definida por ||v|oc = max?_;|v;].”

Exemplo 2.3.5. Considerando que t(z,) = (tz,,) e () + (Yn) = (Tn + Yn),
o conjunto Z? = {(z,) € RN | 5°, |z,|? < oo} é um espago vetorial. Além

disso, definindo || - || : £% — R por ||(z,,)|] = /202, |z.|?, obtemos que || - ||

¢ norma. Entdo .2 é um espaco vetorial normado. 8

Exemplo 2.3.6. Sejam X,Y espacos vetoriais normados. O espago .Z(X,Y)
das aplicacoes lineares de X para Y é um espaco vetorial normado com a norma
Tl = inf{c < O [ |[Tx|ly < cllz|[x, Ve € X} = sup{[|T=[|y | |lz][x <1}.

Diz-se que a aplicacao T' € Z(X,Y) é limitado se ||T|| < oo. Neste caso,
Vx € X, vale que ||T'(z)|ly <||T|| - ||x||x. Além disso, temos que as seguintes

proposigoes sao equivalentes:
1. ||T|| < 0.
2. T é continua.

3. T é continua em x, € X.?

Exemplo 2.3.7. Seja X um conjunto qualquer, &/ uma o-algebra de X e u

uma medida em .o7. Defina
L(X, o p)={f: X = R| fé p-mensuravel }

e, para cada f,g € L(X,o/, ), ponha f ~ g se, e somente se, f = ¢g em
p-quase todos pontos (isto é, exceto em um conjunto de medida g nula). Seja
[f] a classe de equivaléncia de f sob essa relacdo de equivaléncia e defina,
Vp € (1, 400),

=Xt ) = {1 € LX) e [ 1Py < oo

Entdo LP é um espago vetorial normado com norma ||- ||, : L? — [0, +00) dada
1

por || fll, = (/ |f[Pdp)”.

Além disso, o espago L*(I) = {f : I — R limitada} é também um espago

vetorial com norma ||f||s = sup,f. !

7. Os detalhes desse exemplo nos casos p =1 e p = oo podem ser vistos em A.5.1.
8. Os detalhes desse exemplo podem ser vistos em A.5.2.
9. Os detalhes desse exemplo podem ser vistos em A.5.3.
10. Os detalhes desse exemplo fogem ao escopo dessa dissertacdo, mas podem ser
encontrados em [4, §6, p.52-65].
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Proposicao 2.3.8. Seja E espago vetorial normado e L C FE. Entao L é

limitado se, e somente se, 3r > 0 tal que L C B(0,r).

Demonstracao.

= Seja diam(L) < oo, tome zo € L e ponha r = ||zo|| + diam(L). Entao,
Vo e L, |lzf] < [lz = wol| + [lzol| < [|zol + diam(L) = 7, ou seja,
xz € B(0,r). Entao L C B(0,r).

< Seja v > 0 tal que L C B(0,7). Entao, por 2.2.2, diam(L) <
diam(B(O, r)) < 00, ou seja, L é limitado.

]

Definigao 2.3.9. Seja E um espago vetorial normado e (x,) € EY. Dizemos

que (z,) converge para o infinito quando ||z,|| — oco. Nesse caso, escrevemos

que x, — o0.

Proposigdo 2.3.10. Seja F um espaco vetorial normado e (x,) € EN

convergindo para o infinito. Entao (x,) escapa de qualquer compacto.

Demonstragio. Seja (x,) € EM tal que x, — oo e tome K C E compacto. Por
2.2.54 e 2.3.8, temos que Ir > 0 tal que K C B(0,r). Mas ||z,|| — oo, logo

dN e Ntal que n > N = |z,| > r < x, ¢ B(0,r) D K. Segue que (z,)

escapa de todo compacto. O

Corolario 2.3.10.1. Seja £ um espago vetorial normado de dimensao finita
e (x,) € EN. Segue que (r,) escapa de todo compacto se, e somente se, ()

converge para o infinito.

Demonstracao. Por 2.3.10, temos que toda sequéncia que converge para o
infinito escapa de qualquer compacto.

Seja, entdo, (z,) € RN que escapa de qualquer compacto, e considere, entdo,
B(0,r). ¥r > 0, temos que B(0,7) ¢ limitado (conforme 2.2.2) e fechado,
logo, por 2.3.3, compacto. Assim, Vr > 0, 3N € N tal quen > N = z, ¢
B(0,7) & ||z,]| > r. Temos, assim, que ||z,|| — oo, ou seja, (x,,) converge

para o infinito. O

Teorema 2.3.11. Seja E, F' espacos vetoriais normados de dimensao finita e
f+ E — F continua. Entdao [ € propria se, e somente se, leva sequéncias que

convergem para o infinito em sequéncias que convergem para o infinito.

Demonstracio. Como todo espago vetorial normado é também espago métrico
(conforme 2.3.3), por 2.2.85.1, temos que f é propria se, e somente se, f leva

sequéncias que escapam de todo compacto em sequéncias que escapam de todo


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512246/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1512246/CA

Capitulo 2. Fundamentos da Topologia 57

compacto. Agora, por 2.3.10.1, uma sequéncia de um espaco vetorial normado
de dimensao finita escapa de todo compacto se, e somente se, converge para
o infinito. Logo, f é prépria se, e somente se, leva sequéncias que convergem

para o infinito em sequéncias que convergem para o infinito. O

Definicao 2.3.12. Seja V espago vetorial normado. Duas normas |4, ||-||, em
V' sdo ditas equivalentes se o, f > 0 tais que Vo € V', al|z||o < ||z||s < Bl|2||a-

Nesse caso, escrevemos ||« ||o ~ || - [|p-

Observagao 2.3.13. As topologias definidas pelas bolas abertas de duas
normas equivalentes sao também equivalentes. Dado V' espago vetorial com
normas || - [|o € || - ||p, tomando xy € V e r > 0, pondo B,(xg,r) = {x € V|
||z = zolla <1} e tendo que Cylfz[lo < [|z||p < Cof|z[|a para todo z € V, segue

que By(xg,rCy) C By(xg,r), pois

x € By(xg,7Ch) < ||x — m0|p < 7C = C4||x — 20]|0 < ||z — 20]|p < rC

& || — xolla <7 x € By(xg,7)
e, analogamente, temos que B, (JIQ, CLQ) C By(xo,T).

Proposicao 2.3.14. A equivaléncia das normas é uma relacao de equivaléncia.

Demonstracao.
1. Seja V espaco vetorial com norma ||-||. Entao ||z|| < ||z|| < ||z]|, Vx € V,
isto &, [[ - [[ ~ - [l.
2. Seja V espaco vetorial e || - ||4, || - ||[p normas em V' com || - || ~ || - ||p-

Entao dm, M > 0 tais que m||z||l. < ||z|ly < M||z||s, Yz € V. Logo,

1

temos que 3+, & > 0, |[z|[y < [|z]la < L||2a, V& € V. Segue que

me M < <

Ao ~ A1 o
3. Seja V' espago vetorial e || - ||a, || - |lo € || - ||c normas em V com
- 1la ~ Il -1l el Ilp ~ Entdo Imy,mo, My, My > 0 tais que

mal[zlle < flzlls < Millzlla e mollelly < [lelle < Moz, Vo € V.

Entao my - mol|z|le < |zl < My - Mal|z||, com my - mg, My - My > 0,
Vo € V. Segue que || - ||la ~ || - ||e-

Temos, dessa forma, que ~ é uma relagao de equivaléncia. O

Teorema 2.3.15 (Equivaléncia das Normas). Todas as normas sdo equivalen-

tes entre si em espagos vetoriais normados de dimensao finita.
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Demonstragio. Seja V' um espago vetorial de dimensao finita, {e;} uma base
de V, || - || a norma conforme 2.3.4 e || - || uma norma qualquer de V. Pela

| =1yl < [l= = yll. Agora,

propriedade 3, podemos obter que Vx,y € V,

pondo x =>"  xe; e y = > y;€;, temos que

n

lz =yl =] > (@ <Z|$z lesl] <l =yl - maxiz, [[e|
i=1
isto é, a fungdo ¢ definida por ¢ : x — |[|z|| é de Lipschitz em (V.|| - |]1),
portanto continua. Assim, como a || - ||i-esfera S = {x € V | ||z|}1} é

compacta em (V)| - [|1), segue que g(S) é compacta em R, logo 3m, M € R
tais que m < ||z|| < M, Vo € S. Além disso, como, Vx € V, ||z|| > 0 e
l|z|| = 0 & x = 0, temos que m, M > 0.

Tome, portanto, x € V. Entao Tl || € S. Segue que m < ) El = I‘\lz’\|||1 < M,
ou seja, mllz||; < ||z|| < M||z||;. Logo, || - || ~ || - ||1. Assim, toda norma em
V' é equivalente a norma || - |||1.

Finalmente, sejam || - ||4, || - ||» duas normas em V. Temos que || - || ~ || -||1 €
Il lo ~ || - ||1. Portanto, || - ||o ~ || - ||p (conforme 2.3.14). O

Teorema 2.3.16. Todo espago vetorial normado de dimensao finita é com-

pleto.

Demonstragdo. Seja V um espago vetorial normado de dimensdao n com norma
| -] e seja {v;}, uma base de V. Tome (u;) € VY sequéncia de Cauchy
qualquer e ponha u; = Zj:l u; 5, com u; ; € R.

Agora, sendo || -||; a norma da soma na base {v;}!_; (definida conforme 2.3.4),
temos, por 2.3.15, que 3 A, B > 0 tais que, Vo € V| A-||z||; < ||z|| < B-||zl|].
Além disso, como (u;) é Cauchy, Ve > 0, 3N € N tal que k,l > N =

|lup, — w|| < e. Entao

n
e > |lup —wl| = Alfux —wlly = A Jupy — wgl = Alugg — wl
j=1
Vi € {1,...,n}. Segue que (u;;)ieny ¢ uma sequéncia de Cauchy em R para
cada j € {1,...,n}, logo converge em R. Ponha u;; —; w; € R e defina

w =377 1 wjv;. Assim, temos que

n
[lur — wl| < Bllu; —wlly = BY_ |uij — wjl
j=1
Mas |u; ; — w;| —; 0, V5 € {1,...,n}, entao ||u; — w|| — 0, isto é, u; — w.
Segue que toda sequéncia de Cauchy em V' é convergente em V', ou seja, V é

completo. O
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Corolario 2.3.16.1. Todo subespaco de dimensao finita de um espago vetorial

normado € fechado nesse espaco.

Demonstragio. Seja (L, || -||) um espago vetorial normado e V' C L subespago
de dimensao finita. Como (V|| -||) é um espago vetorial normado de dimensao
finita, por 2.3.16, temos que V é completo. Segue que V ¢é fechado em L
(conforme 2.3.3 e 2.2.91, pois V' é um subconjunto completo de um espago

métrico). O

Proposicao 2.3.17. Seja E espaco de vetorial normado e V' C E subespago
de dimensao finita. Entao, Vxg € E, 3z € V tal que d(xg, z) = d(zo, V), isto

é, a distancia de um ponto a V' é sempre alcancada.

Demonstra¢io. Tome xy € E e ponha § = d(zg, V) > 0. Observe, primeira-

mente, que Vr > d, V N B(xg,r) # (. ! Defina, portanto,

K=V (Bl = (V0B

>4 r>0§

Temos que K ¢ limitado, pois, Vr > §, K C B(xo,7), um conjunto limitado
(conforme 2.2.2). Além disso, K é fechado em V, uma vez que (,~s B(xo,7)
é um fechado de E. Assim, temos que K ¢é limitado e fechado de V', portanto
compacto de V' (conforme 2.3.3). Agora, como, para todo Z C (6, 00) finito,
temos que ry = min{r € Z} > d(xq, V), segue que 12

N (VN B(zo,)) =V N B(xg,70) # 0

reEZX

Entao, pela Propriedade da Interseccao Finita, K # (). Tome, assim, z € K.
Temos que, Vr > d(zg,V), € B(xg,7), isto é, d(z,z¢) < 7. Segue que
d(x,z0) < d(xg,V). Mas K C V, portanto z € V e d(zg, x) > infeyd(xg, z) =
d(xg, V). Assim, d(xg,z) = d(x¢,V) com z € V, ou seja, 3z € V tal que

d(zg, x) = d(zo, V).

11. Ver A.3.4.
12. Ver A.3.5.
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B(xo,7)

B(xo, )NV

Figura 2.2 — Distancia em espacos vetoriais normados

Observe que, no caso em que xy € V, basta tomar x = xg, pois
d(z,z9) = 0= d(xp,V) (uma vez que V é um fechado, conforme 2.3.16.1). [

Teorema 2.3.18 (Lema de Riesz). Seja X um espago vetorial normado e
Y € X wum subespago fechado de X. Entdo, Ve € (0,1), Jx € S(X) tal que
||z —y|| > € para todo y € Y.

Demonstra¢io. Tome xo € X —Y e defina a = d(xo,Y). Como Y é fechado,

a

por 2.2.50, temos que a > 0. Tome, assim, ¢ € (0,1). Entao ¢ >a Segue,
assim, que Jyp € Y tal que a < ||z —yo|| < ¢ (do contrario, d(xg,y) > ¢ para
todoy € Y e d(xo,Y) > ¢ > a, um absurdo). Defina » = Hig:ZEH. Temos que

xr € S(X). Além disso, como (yo + ||zo — Yol| - y) € Y para todo y € Y, temos

que

d(zo,Y
ro =0~ lleo = woll o > 5 =

€

Iz — 3| !
r—yl|=———F
20 — w0l

VyeY. O]
Corolario 2.3.18.1. Seja L espaco wvetorial normado. Entdo as sequintes
afirmagoes sdo equivalentes:

1. dim(L) < o0.

2. D(L) € compacto.

3. S(L) é compacto.

Demonstracao.

1 = 2 Caso dim(L) < oo, temos que D(L) é um fechado limitado de um espago

vetorial de dimensao finita, logo um compacto (conforme 2.3.3)

2 =3 Se D(L) é compacto, como S(L) C D(L) é um fechado de L, por 2.2.6,

segue que S(L) é compacto.
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3 = 1 Suponha, entdo, que dim(L) = oo e tome x; € S(L). Indutivamente,
dados {z1,...,x,} € S(L), temos que V,, = span(xy,...,z,) C L, pois
dim(V,) < n < oo = dim(L). Como, por 2.3.16.1, temos que V,, é
fechado, segue do Lema de Riesz que 3z,,+1 € S(L) tal que d(z,41, Yy) >
%. Considere, portanto, a sequéncia (z,) € S(L)Y. Vn,m € N, para

n > m, temos que

d(xn7$m> Z d([L‘n, Ym) Z d(xna Yn—l) >

N | —

pois Y, C Y,_;. Entdo (z,) ndo possui nenhuma subsequéncia conver-
gente (pois, caso (z,,) fosse uma tal subsequéncia, para € < %, teriamos
que d(Tn, Tpm) > % > ¢ para todos n,m € N, um absurdo). Assim, por

2.2.79.1, temos que S(L) nao é compacto.

]

Defini¢ao 2.3.19. Um espago vetorial normado (E, I - H) ¢ chamado de

espaco de Banach quando sua norma for completa.

Proposigao 2.3.20. Seja E espaco de Banach e K C E. Entao K é compacto
se, e somente se, K é fechado, limitado e Ve > 0, 3V, C E subespago de
dimensao finita tal que d(z,V;) <€, Vz € K.

Demonstracao.

= K ¢é compacto, logo é também limitado (por 2.2.54) e fechado (por
2.2.6). Tome ¢ > 0. Como {B(x,¢€)}cx é cobertura de K temos que
I{B(x;, )}, subcobertura finita. Defina entdo V = span(zy,...,x,).
Evidentemente, dim(V) < n < oo. Além disso, Vo € K, i € {1,..n}
tal que = € B(x;,€), ou seja, tal que d(z,z;) < €. Segue que d(x,V) =
inf ey d(z,y) < d(z,z;) <e.

< Seja K fechado e limitado tal que Ve > 0, 3V, C E subespaco de
dimensao finita tal que d(z,V.) < ¢, Vo € K. Tome entdao ¢ > 0 e
V =V, C E um tal subespaco. Defina agora L = {x € V | d(z, K) < ¢}.
Evidentemente, L é fechado, uma vez que x +— d(z, K) é continua
(conforme 2.2.50). Além disso, por 2.3.17, Vx,y € L, 32’y € K tais
que d(z,2') = d(z,K) < e e d(y,y) = d(y, K) < e. Entao d(z,y) <
d(z, ') +d(2',y")+d(y, y) < 2e+diam(K). Segue pela limitagao de K que
L também é limitado. Assim, por 2.3.3, temos que L C V. é compacto,
logo totalmente limitado (conforme 2.2.66). Portanto, 3y, ..., y, € L tais
que L C UL, B(y,e).
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N

Figura 2.3 — Caracterizacdo de compactos em espagos de Banach

Agora, por 2.3.17, Vx € K, Jy € V tal que d(z,y) = d(z,V) < e. Mas
d(y, K) = inf,exd(y, 2) < d(y,x) <e=y € L. Assim,Vz € K, Jy € L
tal que d(z,y) < e. Porém, como y € L, 37 € {1,...,n} tal que d(y,y;) <
e. Entdo Vo € K, 31 € {1,...,n} tal que d(x,y;) < d(x,y)+d(y, y;) < 2e,
ou seja, K C U, B(yi, 2¢). Tome, portanto, Vi € {1,...,n}, z; € K tal
que d(z;,y;) < 2¢e. Temos que Vo € K, 3i € {1,...,n} tal que d(x,y;) < 2¢
= d(z,z;) < d(z,y;) + d(y;, x;) < 4e. Entdo I{xq,...,z,} C K tais que
K C U, B(x;,4¢). Como a escolha do € foi arbitraria, segue que K é
totalmente limitado. Entao, por 2.2.92.1, K ¢ relativamente compacto.

Mas K ¢ fechado, ou seja, K = K. Logo, K é compacto.
]

2.3.2
Convexos

Definicao 2.3.21. Um subconjunto C C E de um espaco vetorial é dito

convexo quando, Yu,v € C, [u,v] = {(1 —tu+tv|telo, 1]} cC.

Exemplo 2.3.22. Subespacos vetoriais e bolas sdo sempre convexos.
Proposigao 2.3.23. Seja {C,} uma familia de convexos em E. Entdo N, Cy
é convexo.

Demonstrag¢io. Tome u,v € N, Cq. Temos que u,v € C,, Va. Mas C, é

convexo = [u,v] C Cy, Ya = [u,v] C N, Ca. O

Definicao 2.3.24. Seja X C E. O envelope convexo (ou envoltéria convexa)
de X é dada por:

CG(X)= N C

COX
C convexo

Em outras palavras, Cy(X) é o menor convexo que contém X.
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Observacao. E ficil perceber, pela definicdo acima, que Y € X = Cy(Y) C
Co(X).
Proposigao 2.3.25. Seja C' C F As seguintes afirmagdes sdo equivalentes:

1. C é convexo.

2. Cy(C) =C.

3. Y{vi,...,v,} C C finito, V{ay, ..., a, } C [0, 1] tal que 37" ; ; = 1, temos

que Y., a;v; € C (esta soma é chamada de combinagao convexa).

Demonstracao.
12 Cy(C)=C«xCe{C'DC|C%convexo} < C é convexo.
2 = 3 Suponha que toda combinacao convexa de n elementos de C estd em
C e tome {vy,...,0n,0p11} C C e {ag,...,an, an1} C |0, 1] tal que
Yifter = 1. Entao {2 wt 0,1 e X, =1

10z+1 71a+1 1CY+1
Assim, >

ie1 ﬁvl € C. Mas C' é convexo, portanto

n+1 n o
Z o 0; = (1 — Oén+1) ( Z 1“2) + Opt1Un+1 € C
i=1

=1+ Onyl

Logo, por indugao, toda combinagao convexa de elementos de C' esta em
C.
3=1VYu,v € C, ¥{t,1 — t} C [0,1], temos que (1 — t)u + tv € C. Assim,
[u,v] C C.
[

Observagao 2.3.26. Todo elemento de Cy(X) pode ser escrito como a
combinagao conexa Y cx a,z, onde {z € X | a, # 0} ¢ finito (logo, as somas

fazem sentido).

Proposicao 2.3.27. Seja E espago vetorial normado. Entao VX C F limitado,
diam (Cy(X)) = diam(X).

Demonstragio. Como X C Cp(X), temos que diam(X) < diam(C’o(X)).
Assim, basta demonstrar que diam (C’O(X )) < diam(X).

Ponha r = diam(X) e tome zy € X. Entdo X C B(xzg,7), pois y € X =
d(rg,y) < diam(X) = r < y € B(xg,7). Como B(zg,7) é convexo, segue
que Co(X) C Bz, r). Desta forma, Vo € X, Co(X) C B(z,r). Logo,
Ve € X, Yy € Cy(X), d(z,y) < r. Tome, agora, yo € Cp(X). Entao
X C B(yo,r), pois ¥ € X = d(x,y0) <7 < 2 € B(yo,r). Novamente, pela
convexidade de B(yo,7), segue que Co(X) C B(yo, 7). Assim, Yy € Co(X),
Co(X) C B(y,r). Portanto, Yo,y € Co(X), d(z,y) < r = diam(X) =
diam (Cp(X)) < diam(X). O
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Proposicao 2.3.28. Seja E espaco vetorial normado e S C FE finito. Entao
Co(S) é compacto em E. 13

Demonstragio. Seja S = {p1, ..., pn} € considere

A= {(tl, wntn) €R"

Ogtigl,Ztizl}CR”
i=1
Como A ¢é limitado e fechado, por 2.2.55, é compacto. Defina, entao, ¢ :
R™ — E por ¢(t1,....,tn) = >, t;p;. Temos que ¢ é continua. Logo, segue
que Cy(S) = ¢(A) é compacto (conforme 2.2.6). O

Proposicao 2.3.29. O fecho de todo convexo é também convexo.

Demonstragio. Seja C C E convexo e sejam z,y € C, t € [0,1]. Tome
(zn), (yn) sequéncias em C' tais que z, — z e y, — y e defina z, =
tx, + (1 — t)y,. Pela convexidade de C, temos que z, € C, Yn € N. Além
disso, z, — tx + (1 — t)y. Segue que tx + (1 —t)y € C, Vz,y € C et € [0,1].

Entao C é convexo. m

Corolario 2.3.29.1. Seja E espago vetorial normado e X C FE. Entao
Co(X) = Co(X).
Demonstragio. VX C E, X C Co(X) = X C Cy(X). Mas Cy(X) é convexo,

portanto Cy(X) também o é (conforme 2.3.29). Segue que Cy ( ) C Co(X).
Agora, Cy(X) é fechado, logo Cy (7) C Co(X). Mas X C X = Co(X) C
Co(X) = Co(X) C Co(X). Segue que Co(X) = Co(X). 0
Proposigao 2.3.30. Seja (E,|| - ||) espago vetorial normado e C' C FE

convexo com interior nao-vazio. Entdo, Vry € int(C) e Vz; € C, (w9, 1) =
{0 =tu+tv|te(0,1)} Cint(C).
Demonstragio. Seja € > 0 | Be(zg) C C. Tome t € (0,1) e defina os
homeomorfismos 7, : £ — E dados por T,(2) = (1 — t)y + tz. Note que,
Yy € C, T,(C) C C, pois z € C = Ty(z) € [y,z] C C. Considere entao a
sequéncia (w,), com w, € C e w, — z; (sempre existe uma, por 2.3.3 e
2.2.75). Queremos mostrar que By, (Twn (:1;0)) =Ty, (Be(x0)>:
1. 2 € Bdx) e Ty, (x) = (1 — w, + tz = ||Ty,(x) — Tw,(xo)|| =
[tz — tao|| = t||z — z0|| < te = Tu, (x) € Bie(Tw, (z0))-
2. y¢€ Bte(Twn(%)) CE=3zeFE|y="T,,(2) =(1—t)w,+tz (pois Ty,
é homeomorfismo) = ||y — Ty, (z0)|| = ||Tw, (2) — Tw, (x0)|| = t||z — z0]|.
Mas y € Bie(Tu, (20)) = [ly = Tu, (z0)l] < te = ||z — 20|l < e = 2 €
Be(w) = y € T, (Be(0)).

13. Como serd visto em 2.4.23, esse Cy(S) é chamado de n-simplexo, onde n = #5 — 1.
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Entdao Be(wg) C C = Bie(Tu,(x0)) = To,(Be(wo)) C T, (C) C C =
BtE(Twn(xo)) C int(C). Mas w, — 1 = dIng € N tal que n > ny =
wy, € Be(xy). Agora, || Ty, (x0) — Ty, (zo)|] = (1 —t)||w, — x1]| < te para cada n
suficientemente grande = (1 — t)x; + txg = Ty, (z0) € Bye (Twn (m0)> C int(C).
Entao (zg, 1) C int(C). O

Lema 2.3.31. A envoltoria convexa de um compacto de um espaco de Banach

¢ relativamente compacta.

Demonstracio. Seja E espago de Banach e K C F compacto. Entao, por
2.3.20, K é limitado, fechado e Ve > 0, 3V C E subespaco de dimensao finita
tal que z € K = d(z,V) <e.

Tome, assim, € > 0, um tal V C E e z € Cy(K). Segue I{xz;}1, C K e
{Ni}, € [0,1] tais que X0, A\ =1e X0, Niz; = 2. Como V é de dimensao
finita, Vi € {1,...,n}, Jy; € V tal que d(x;,V) = d(z;,y;) (conforme 2.3.17).
Ponha y = >, \;jy;. Como V' é convexo, y € V. Além disso,

H(Z) G-l

=1 =1

n
d(z;, V EZ)\i:e

Z)\ |z; — i

= Z Aid(%, ?/z
i=1

||M:

pois z; € K = d(z;,V) < e. Mas d(z,y) < € = d(z,V) < ¢, pois y € V.
Assim, Vz € Cy(K), d(z,V) <

Considere, agora, xo € m. Como FE é espacgo métrico, satisfaz o primeiro
axioma da enumerabilidade (conforme 2.2.58), entdo, por 2.2.75, 3(z,) C
Co(K) sequéncia tal que =, — xg. Temos que d(z,,V) < ¢ Vn € N. Como
x +— d(z, V) é de Lipschitz, logo continua, obtemos que d(z,,V) — d(zq, V)
(conforme 2.2.82 e, visto, por 2.3.3, que E é sequencial). Entao d(zo, V) < e.
Logo, Ve > 0, 3V C E subespaco de dimensio finita tal que 2 € Cy(K) =
d(z,V) <e

Além disso, por 2.2.51 e 2.3.27, diam(C’o(K)) = diam(Co(K)) = diam(K).
Entao m ¢ limitado, fechado e Ve > 0, 3V C FE subespago de dimensao
finita tal que * € Co(K) = d(x,V) < e. Segue por 2.3.20 que Cy(K) é

compacto. L]

Teorema 2.3.32 (Mazur). A envoltoria convexa de um conjunto relativamente

compacto de um espaco de Banach é também relativamente compacta.

Demonstracio. Seja E espaco de Banach e A C FE relativamente compacto,

ou seja, tal que A é compacto. Entdo, por 2.3.31, Cy (Z) é compacto. Como

Co (Z) = Cy(A) (conforme 2.3.29.1), segue que Cy(A) é compacto. O
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Definicao 2.3.33. Seja E espago vetorial. S C F é dito simétrico se = €

S & —x € S. Dois tais pontos {z, —z} sdo chamados de pontos antipodais,

antipodas ou pontos simétricos.

Exemplo 2.3.34. Evidentemente, todo subespago vetorial é simétrico. Além
disso, bolas e esferas de espacos vetoriais normados centradas na origem sao
também simétricas, uma vez que ||z|| <r & ||—z|| <re||lz|| =r < ||—z|| =

Tr.

Definicao 2.3.35. Seja E espago vetorial normado e K C E convexo simétrico

tal que 0 € K. O funcional de Minkowski de K é a fungdo pg : E — [0, +00)

definida por

pr(x) =inf{r >0 |z erkK} = inf{r >0

% e K} (2.3.1)

Proposicao 2.3.36. Nestas condigoes, o funcional de Minkowski ¢ uma

seminorma, isto é, possui as seguintes propriedades:
1. px(0) =0;
2. Vr e EeVAER, pg(A-x) = |\ pr(z);
3. Va,y € E, pr(z +y) < pr(x) +pr(y).
Demonstracao.
LVr >0 9% =0¢€ K. Assim, {r >0 | 2 € K} = (0,400) ¢
px(0) = inf (0, +00) = 0;
2. Sejax € E e A > 0. Entao

pr(Az) = inf{r >0

MGK}:inf{A-T>O|
r A

 x}

NIRIRS

<8

:)\~inf{f>0‘ eK}:)\~pK(x)

Agora, como K é simétrico, % e K& —’\r—w € K. Assim, Vo € F e
A>0,{r>0|-2¢ecK}={r>0]2 € K}. Segue que px(—Az) =
pr(Az) = X - pg(x), ou seja, Vo € E e A # 0, px(A-x) = |A| - pr(z).
Finalmente, para A = 0, temos que px(A-z) = pr(0) = 0 = |A| - px(x),
Ve e F.

3. Sejamz,y € E.Se 7, % € K parar,s > 0, entao Yy — r .z s Y[

r4+s r+s r r4+s s

para r + s > 0. Assim,
{r>0lzerK}+{s>0|yesK}C{r+s>0]|(zx+y)e(r+sK}

Segue que pg(z +vy) < pr(x) +pr(y), Yo,y € E.
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]

Lema 2.3.37. Seja E espago vetorial normado e K C E convero simétrico
com 0 € K. Entao, Vx € E,

(px (@), +00) C {r > O‘i € K} C |px(x), +00)

Desta forma, px(z) <r =2 € K.

Demonstragio. Sejax € Eeac{r>0[%¢c K} Entao £ € K. Como 0 € K
e K é convexo, YM > 1, temos que - € (0,1] e ;& = & - £ + 1M € K|
ou seja, Ma € {r > 0|2 € K}. Segue, por A.2.1, que {r >0 | % € K} é um
intervalo ilimitado superiormente. Mas {r > 0 | £ € K} C [0, +00), portanto
¢ limitado inferiormente.

Agora, como pg(z) = inf{r > 0| £ € K}, temos que esse conjunto ¢ da forma
{pK(x),%—oo) ou (pK(x),+oo). Em qualquer dos casos, vale que Vo € F,
(pK(ZE),+OO) C{r>0]%¢cK}C [pK(a:),qLoo). Entao pg(z) < 7 =
fe(pK(x),+oo)C{r>0|§€K},ouseja,%€K. O

Proposicao 2.3.38. Seja E espaco vetorial normado e K C FE convexo

simétrico tal que 0 € K. Segue que

int(K) C{zr € E|px(z) <1} CcKC{reFE|px(xr) <1} CK

Demonstracao.

1. z € int(K) = Je > 0 tal que B(x,2¢) C K. Entao -+ = z(1 +¢€) €
1+4+e€

B(z,2¢) C K, ou seja, = € {r > 0 | £ € K}. Desta forma,

7 1+4e
pr(z) < 7 < L

2. pr(x) <1=1¢ (pK(x),+oo) C{r>0|%¢€ K} (conforme 2.3.37).
Entao z = € K;

3.i=reK=1c{r>0|2c K} = px(z) <1;

4. Seja x € FE tal que pg(r) < 1. Entdo, Ve € (0,1), ==~ > 0 e

1—e€
pr(z) < 1+ & = &=, Segue que (1 — ¢)z = 4 € K (conforme
1—e
2.3.37). Como ||z — (1 — €)x|| = €, temos que (1 —€)z € B(x,2¢). Assim,
z(1 —€) € KN B(x,2¢) # 0. Entao, Ve > 0, K N B(x,2¢) # (), ou seja,

reK.

Seguem, portanto, as inclusoes desejadas. O
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Teorema 2.3.39 (Minkowski). Seja E espago vetorial normado e K C E um
aberto limitado convezo e simétrico tal que 0 € K. Entdo 3| - |x norma em
Ecom{x € E||z|x <1} =K e{x € E | |z|x <1} = K, chamada de

norma_de Minkowsks.

Demonstragdo. Seja px o funcional de Minkowski definido por K. Como K é
limitado, 3M > 0 tal que Vo € K, |[z|| < M. Assim, Vo € K*, £ ¢ K =
el < M = r > M Entao

I

pr(z) = inf{r >0

M
feK}>>o

Logo,  # 0 = pg(x) # 0. Segue de 2.3.36 que px é uma norma.

Agora, como K é aberto, temos que int(K) = K. Assim, por 2.3.38, K = {z €
E | pr(z) < 1}. Seja, entdo, r € K. Como K ¢é convexo e 0 € int(K) = K,
por 2.3.30, temos que, Vr € [0,1), re =rz+ (1 —r) -0 € int(K) = K. Assim,
Vr < 1, rx € K. Equivalentemente, Vi = % >1, e K,istoé, {r>0]2 ¢
K} D (1,+00). Dessa forma, px(z) = inf{r > 0| £ € K} <inf(1,4+00) = 1.
Temos, assim, que K C {z € E | px(z) < 1}. Novamente, por 2.3.38, segue
que K ={z € F | px(z) < 1}.

Finalmente, definindo || - ||x : £ — [0,+00) por ||z||x = px(z), obtemos o

resultado desejado. O

Definicao 2.3.40. Seja FE espaco vetorial topologico. FE ¢ dito

localmente convexo se, Vo € E, YU > x aberto, 3C aberto convexo com

x € C' C U. Em outras palavras, E é localmente convexo se tiver uma base de

abertos convexos.

Exemplo 2.3.41. Todo espaco vetorial normado E ¢ localmente convexo.
Basta considerar que as bolas abertas By(xo,7) = {z € E | ||z — xo|| < 7}
formam uma base de abertos na topologia induzida pela norma em E e que,
além disso, sdo convexas, pois x,y € By(zg,7) = ||((1 —t)r + ty) — xo]| =
(1 =t)wty) = ((A=t)zottao )| < | (1=t)@—a0)l|+][H(y—0)[| = (1=1)||~
zol|+t||y—zo|| < (1—t)r+tr =r, ouseja, x,y € By(xo,r) = [2,y] C Ba(zo, 7).

Teorema 2.3.42 (Teorema de Extensao de Dugundji). Seja X espago métrico
F C X fechado, L um espago localmente convexo e f : F — L continua. Entdo
f admite extensao continua g : X — L satisfazendo g(X) C Cy (f(F))

Demonstragio. F é fechado, entdo z ¢ F = d(z, F') > 0. Defina, assim, Vx €

X-—F,rp,=%>0epB, = B(z,r,). Segue que B, C X — F, do contrario

2
existiria y € B, N F, ou seja, y € F tal que d(z,y) < rp = @, absurdo.
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Agora, temos que y € B, = d(z,y) < 3d(z, F) = diam(B,) < d(z, F).
Considere, portanto, a cobertura {B,},cex_r de X — F. Como X — F C X
é espago métrico, logo paracompacto (conforme 2.2.57), segue da defini¢do
de paracompacidade que existe refinamento aberto localmente finito % dessa
cobertura.

Seja, agora, B(F,n) = {x | d(z,F) < n} e tome zo ¢ B(F,2n). Entado
d(xg, F') > 2n. Assim,

1
Yy € Bwo = d(l‘o,y) < id(x(hF) = d(y’ F) Z d([L‘[),F) - d(l'()?y)

1
> §d(xo,F) >n=y¢B(Fn)

Figura 2.4 — Teorema de extensdo de Dugundji — figura 1
ou seja, x ¢ B(F,2n) = B, N B(F,n) = ). Equivalentemente,
B.NB(F,n) # 0=z € B(F,2n) = d(z, F) < 2n = diam(B,) < 27

Temos, entdo, que y € B, = d(y,F) < d(x,y) + d(z, F) < 2n. Assim,
B, C B(F,2n). Logo, como YU € %, 3z € X tal que U C B,, entao

UNB(F,n) #0= B,NB(F,n) # 0 = diam(B,) < 2n
= diam(U) < diam(B;) < 27

Assim,
YU € %, UNB(F,n) # 0= diam(U) < 27 (2.3.2)

Agora, para cada U € %, tome xzy € U. Entao dpy € F tal que d(zy,py) <
2d(zy, F) (do contrério, teriamos que d(zy,p) > 2d(zy, F) para todo p € F,
logo d(zy, F) = infyepd(zy,p) > 2d(xy, F) e d(zy, F) = 0, isto é, z, € F,
pois F é fechado. Mas isso é absurdo, pois 2y € U C B, C X — F). Considere,
portanto, a familia {(U, zy,py)}. Vp € F, B(p7 5) C B(F, g) Logo, VU € %,
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UnN B(p, g) +# 0 = Un B(F, g) # 0 = diam(U) < %. Tome entdo
relUn B(p, g) Temos, neste caso, que y € U = d(y,p) < d(x,y) +d(z,p) <
diam(U) + d(z,p) < 3, ou seja, U C B(p, g) Assim, d(zy, F') < d(ay,p) < §
e, além disso, d(py,p) < d(py,zv) + d(zy,p) < 2d(x,, F) + d(zy, F) < €, ou
seja, py € B(p,€). Ponha W, = B(p,¢) e V, = d(p, g) Portanto, Vp € F,
VW, vizinhanca de p em X, 3V, C W, vizinhanca de p em X com a seguinte
propriedade:

VUeu, UNV,#0=UCW,epy € FNW, (2.3.3)

Figura 2.5 — Teorema de extensdao de Dugundji — figura 2

Agora, X — F' é paracompacto e % é cobertura aberta de X —F = 3 {ky}

particdo da unidade continua subordinada a %/ . Defina, entao,

o) — f(z) sexe€F,
) { Syew ko(e) - f(ps) se o ¢ F, (234

Como {supp(ky)}ves ¢ localmente finito, temos que a soma Y ey ku(z) -
f(pv) estd bem definida e é continua, pois é localmente uma soma finita de
fungoes continuas, ou seja, g|x_r é continua. Desta forma, basta mostrar que
g|F é continua.

Tome entdo p € F, B C L uma vizinhanga de F(p) = f(p) e C C L um aberto
convexo tal que p € C' C B (sempre existe um tal C, pois L é localmente
convexo). f é continua, logo 3 W, vizinhanca de p em X tal que f(FNW,) C C.
Seja V,, C W, satisfazendo a propriedade 2.3.3. 'V, C W, = f(FnV,) C
f(FNW,) C C. Agora, tome zy € V, — F. Como % ¢ localmente finita, e
portanto pontualmente finita, temos que %y = {U € % | xo € U} é finito.
Assim, U € % — W = ky(xg) = 0. Mas xy € V, — F = 1z € V,. Logo,
YUy € %, V,NUy # 0, pois zy € Up. Entdo, pela propriedade 2.3.3, segue que
Uo C W, epy, € FNW,, ouseja, f(py,) € f(FNW,) C C, YUy € %. Como
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Vo—F C X—F, g(x0) = Yuyem kuo(®0)- f(puy), isto é, g(xo) é uma combinacao
convexa dos f(py,) € C, pois %, é finito e Yy e, kv, () = 1. Entao g(z0) € C,
pois C' é convexo. Mas isso ¢ vélido para qualquer zy € V, — F, portanto
g(Vo—F) C C. Assim, g(V) = g(V,NF)Ug(V,— F) = f(V,NF)Ug(V,— F) C
C C B. Entao 3V, vizinhanca de p | g(V,,) C B, isto é, g é continua em p,
Vp € F. Logo, g é continua em X e g|p = f. Além disso, Vo € X — F,
> vew ku(xz) =1 é uma soma finita, ou seja, g(z) = Y pyey ku(z) - f(py) é uma
combinagao convexa de elementos f(p,) € f(F). Entao g(x) € C’o(f(F)),
Vo € X —F = g(X = F) C Co(f(F)). Mas g(F) = f(F) C Co(f(F)). Assim,
9(X) = g(F)Ug(X — F) C Co(f(F)). O

Corolario 2.3.42.1. Seja X espagco métrico, F C X fechado, L localmente

convexo, C C L convero e f : I — C continua. Entao f admite extensdo
continua g : X — C satisfazendo g(X) C Cy (f(F))

Demonstragio. f: F — C C L é continua = dg : F' — L extensdo continua
de f com ¢g(X) C Co(f(F)). Mas f(F) C C e C é convexo = C’O(f(F)> cC.
Entao g(X) C C. O

2.4
Homotopias, Simplexos e o Teorema de Lusternik-Schnirelmann-Borsuk

24.1
Homotopias

Definicao 2.4.1. Sejam X,Y espacos topologicos. Duas f,g : X — YV
aplicagoes continuas sao ditas homotdpicas se existir uma funcao continua
H:X x[0,1] =Y tal que H(z,0) = f(x) e H(x,1) = g(z). Neste caso, H é

chamado de homotopia e representado por H : f ~ g.

Proposigao 2.4.2. Seja X espaco topologico e sejam f, g : X — S" continuas.

Entao:
1. f(x) # —g(x), Vo € X = f ~ ¢g. Em particular, temos que f(z) # —uz,

2. f(z) # g(z), Vx € X = f ~ —g. Em particular, temos que f nio tem
ponto fixo = f ~ —Idgn.

Demonstracao.

1. f(z) # —g(z),Ve e X = (1—-t)- f(x)+t-g(x) #0,V(z,t) € S" x[0,1].

Entdo H : S™ x [0,1] — S" definida por H(x,t) = Hg:g:;g;ﬁ:gggu

continua, H(z,0) = f(z) e H(z,1) = g(x), ou seja, H : f ~ g.
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2. f(x) # g(x), Vo € X = f(x) # —(=g)(x), Ve € X = [~ —g.
[l

Definigao 2.4.3. Seja E espaco vetorial e S C E simétrico. A funcao —Idg,

definida por —Idg : x — —x, é chamada de aplicacdo antipodal em S.

Definicao 2.4.4. Sejam E,V espacos vetoriais e S C E simétrico. f: S =V
é dita impar (ou antipodal) se Vo € X, f(—z) = —f(z), ou, equivalentemente,

fo(=Ids) = (—Ids)o f.

Exemplo 2.4.5. A funcao identidade Ids e a aplicacao antipodal —Idg sao

fungoes fmpares.

Proposigao 2.4.6. A imagem por uma func¢ao impar de um conjunto simétrico

é também simétrica.

Demonstracio. Sejam E, F espacos vetoriais, S C E simétricoe f : S — F
impar. Tome y = f(x) € f(5). Segue que —x € S e —y = —f(x) = f(—x) €
f(S). Entao f(S) é simétrico. O

Proposicao 2.4.7. Seja f : S" — S” satisfazendo f(x) # f(—z), Vx € S".
Entao g : S* — S" definida por g(z) = m ¢ impar. Além disso, temos
que f ~g.

Demonstragio. Defina g : S* — S™ por g(z) = % Suponha, entao,

que exista z € S™ tal que g(z) = —f(z). Seguiria que
f(=2) = f@) - (L+11f(@) = f(=2)|l) = 1 =1+ f(2) — f(~2)|

(pois f(z), f(=x) € 8" = [|f(@)| = [[f(=2)[| = 1). Entdo f(z) = f(-=),
absurdo. Segue que g(z) # —f(x), Vx € S* = f ~ g (conforme 2.4.2).
Finalmente, temos que g(—x) = 7II§E:3:§E§§II = —7‘&3:%:3” = —g(z), ou

seja, g ¢ impar. O]

Definicao 2.4.8. Uma funcao é dita homotopicamente trivial se for homoto6-

pica a uma funcao constante.

Proposicao 2.4.9. Seja X espaco topologico e f : S* — X continua. Entao
f € homotopicamente trivial se, e somente se, f se estende continuamente a
Dt

Demonstragio. Defina ¢ : S™ x [0,1] — D" continua por ¢(z,t) = xt.
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= Seja H : ¢ ~ f. Defina entdao F: D" — X por

xr 1
Flz) = { H(pp 2 llell =1) se 3 <[lall <1,

¢ sellz]| <3,

Como H ¢é continua e ||z|| = 5 = H(H 2+ ||x|| — 1) = ¢, temos que F' é

continua. Além disso, x € S" = ||z]|| = 1= F(z) = H(le|,2 ||z||— )
H(:L‘7 1) = f(x)a ou SeJa7 F|S” = f

< Suponha que IF : D" — X continua tal que Flg» = f. Entdo
Fog¢:S"x[0,1] - X é continua. Além disso, como ¢(z,0) = 0 e
¢(x,1) =z, (Fo¢)(x,0) = F(0) e (Fog)(z,1) = F(z) = f(x). Logo,
Foo:F(0)~ f.

]

Definicao 2.4.10. Um espaco topologico X é dito contrétil se a aplicacao
Idx : X — X é homotopicamente trivial.

2.4.2
Simplexos e o Teorema de Lusternik-Schnirelmann-Borsuk

Definicao 2.4.11. Seja V' um espaco vetorial. Um subconjunto A C V ¢é
chamado de variedade afim quando Vo e V, A —v < V.

Observagao 2.4.12. Evidentemente, quando 0 € A, temos que A = A — 0 <

V, isto é, A é um subespaco vetorial.

Proposicao 2.4.13. Seja V' espago vetorial e A C V variedade afim. Logo,
Vu,v € A, A—u=A—n.

Demonstragio. Seja o =w—v € A—v, comw € A. Entdo v = (w—u)— (v—
u) € A—u, pois (w—u),(v—u) € A—ue A—u < V. Segue que A—v C A—u.
Analogamente, podemos obter que A —u C A —v. Entao A —u=A—v. [

Observacao 2.4.14. Vale notar, por 2.4.13, que A—wvg nao depende da escolha
do vy e fica completamente determinado por A. Podemos entao definir S4 < V'

como o subespaco de V' tal que, Vv € A, Sy +v = A.

Proposigao 2.4.15. Seja V um espago vetorial e A C V. Entao A é uma
variedade afim se, e somente se, V{vq,...,v,} C A finito e V{o,...,a,} C R
tal que Y1 a; = 1, temos que Y. | a;v; € A (esta combinagao é chamada de

combinagao afim).

Demonstracao.
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= Seja A = vy + S4 e seja v = Y | q;u; uma combinacao afim em A.

Temos, entao, que v; — vy € Sa, Vi € {1,...,n}. Dessa forma,

n
v—v0:<2aivi>—vo Zaz v; — Ug) € Sa
i—1

isto é, v € vy + Sy = A.
< Seja A C V tal que todas as combinacgoes afins de elementos de A estao
em A. Tome vy € A e defina S = A — vy. Entao:

(a) Vv € Sy, 30 € Atal que v = 0—vp. Assim, Vt € R, t-v = to—tvg =
tv + (1 —t)vg — vo, onde w = t0 + (1 — t)vy € A, pois é combinagao
afim de elementos de A. Segue que tv = w —vg € A — vy = S, para
todove SeteR.

(b) Yu,v € S, 34,0 € Acom u = 4 — vy e v = U — vyg. Entdo
U+ Vv =0+0—2 vy = 2(“—“’—1}0) onde w = ©2 € A, pois é
combinacao afim de elementos de A. Segue que w — vy € S. Assim,
por (a), u+ v =2(w —vy) € S, Yu,v € S.

Temos, portanto, que A — vy <V, Vug € A. Entao A é variedade afim.
]

Definigao 2.4.16. Seja V espaco vetorial e A C V uma variedade afim. A é

chamado de n-plano quando dim(S4) = n.

Proposicao e defini¢cdo 2.4.17. Seja V' espacgo vetorial e {v;}I, C V. O
conjunto [vg, ..., vnlg = {Xgaiv; | Yy a; = 1}, chamado de envelope afim,
¢ a menor variedade que contém cada um dos v;, e seu subespaco é definido
por {31 aqv; | it i = 0}

Além disso, [vo, ..., vn|p é s-plano com s < n, e [vg,...,v,]g é n-plano se, e
somente se, Vk € {0,...,n} os vetores {vi —v, |1 €{0,...,n}ei # k:} forem

linearmente independentes.

Demonstra¢io. Ponha A = [vg,...,v,]g € tome w € A, isto é, tal que

w =y ,qu ey a; =1. Segue que

n

A_w:{fj J— @

1=0

i — 0 —0} = {En:ﬁivi
i=0

> =0}

:0 =0

Assim, para cadav =Y, Biv;, 0 =Y., B,-vi et € Rcom Z? 0Bi =20 B, =
0, temos que u+v = ?:O(Bi—l—@)vi com Z?:O(ﬁmLBZ-) =>roBi+>Xr, 51 =0
etu =" o(tf;i)v; com Y8 (t6;) =t >, i = 0, ou seja, A—w <V,Vw e A
Entao A = [vg, ..., v,]y é uma variedade afim.

Tome agora A variedade afim tal que {vo, ..., vn} C A. Temos que v €
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[V0, .., Un|r = v é combinagao afim dos elementos de {vy, ..., v,} C A=ved
(conforme 2.4.15). Entéo [vg, ..., va]g C A.

Finalmente, considere A = [vg, ..., v,y € tome k € {0, ...,n}. Entao

A—vp = { Z@;Ui
i=0

=0

n n

Zﬁz‘ = 0} = {ZBi(Ui - Uk)}
s

= [Vg — Uk, evry Vk—1 — Uk, Vg1 — Uk, oo, Up — Vi) H

pois By = — > i f;. Temos, portanto, que dim(Sy) = dim(A —vx) < n e
£k
que dim(S4) = n se, e somente se, {vi —wvp | i € {0,...,n}ei # k:} forem

linearmente independentes. O

Definigao 2.4.18. Seja V um espago vetorial e {v,...,v,} C V. Diz-se que

0s pontos vy, ..., U, sao afim-independentes se [vy, ..., v,]y for um n-plano.

Equivalentemente, n + 1 pontos sao afim-independentes se nao estiverem

contidos em nenhum n — 1-plano de V.

Definicao 2.4.19. Sejam V, U espagos vetorias e T': U — V. T é chamada

de transformacao afim quando existir v € V tal que T'—v : v — Tu — v

é linear. Nesse caso, podemos escrever que T = L + v, onde v = T(0) e

L=T—v:U —V é transformacao linear.

Observagao 2.4.20. E fdcil perceber, pela defini¢io acima, que uma trans-
formacao afim que leva 0 € U em 0 € V' ¢ linear.

Proposicao 2.4.21. Seja T : U — V. Entao T é transformacao afim se, e
somente se, Yu = Y7 ; o;u; combinacao afim em U, Tu = 377" ; o T'u;.

Demonstracao.

= Sejal =L+vcomL:U — Vlinearev € V, esejaainda u = 37" ; oy,

combinacao afim em U. Entao

Tu=v+ Lu= v(Zoq) —l—ZaiLvi = Zai(v+Lui) = ZaiTui
i=0

=0 =0 i=0

< Seja T : U — V levando combinagoes afins em combinagoes afins. Ponha
v="T(0) € V edefina L =T —v. Temos que

(a) Yu e U et € R, temos que tu = tu+ (1 —t) - 0, logo
T(tu) =tTu+ (1 —t)T(0) =tTu+ (1 —t)v

Assim, L(tu) = T(tu) — v = tTu — tv = t(Tu —v) = tLu.
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(b) Vuy,up € U, T(52) = Tt + T2 Entdo

Uy + Usy uy + u2> Tu;, Tus (v v)
L :T — = -_— _— J— —
( > ) ( > VTt +

_Tul—v+Tu2—v_Lu1 Lus

2 2 2 2

LOgO, L(Ul + Ug) = L(2UI+TUZ) =2 L(ulT—i_uQ> = Lul + LUQ.
Entao L ¢ linear, ou seja, T' é transformagcao afim.

]

Corolario 2.4.21.1. Seja 7' : U — V transformcao afim. Entao T leva

combinagoes convexas em combinagoes convexas.

Demonstragio. Toda combinagdo convexa ¢ uma combinacao afim. Logo, Vu =

o a;u; combinagao convexa em U, Tu = > o Tu;, onde 37" o, = 1. O

Proposicao 2.4.22. Sejam U, V, W espagos vetoriaise T': U -V, R:V —

W transformacoes afins. Entdao RoT : U — W também é transformacao afim.

Demonstragao. Yu = Y ;" , ou; combinagao linear em U, temos que

R(Tu) = R(iaiTuZ) = iaiR(Tui)

Entao RoT leva combinagoes afins em combinagoes afins, logo é tranformacao
afim. O]

Definig¢ao 2.4.23. Seja E um espago vetorial normado e V- = {py, ...,ps} C E
um conjunto de s + 1 pontos afim-independentes de E. O envelope convexo
Co(V') é chamado de s-simplexo (ou simplexo de dimensdo s) com vértices
Po,---,Ps € € denotado por [po, ..., ps]. Quando os vértices de um simplexo nao
precisarem ser explicitados, o simplexo serda denotado por ¢ ou ¢, o indice
superior indicando a dimensao.

O k-simplexo gerado por quaisquer k 4+ 1 dos vértices py,...,ps ¢ chamado
de k-face, sendo as O-faces os vértices e as 1-faces os segmentos [p;, p;| com
pi # p; as arestas, e a unica s-face sendo o préprio s-simplexo. O conjunto
do® = {o™ C 0°}, a unido de todas as n-faces com n < s, é chamado de bordo

de ¢*, e o simplexo aberto é o conjunto o — Jdo.

Proposigao 2.4.24. Seja F um espago vetorial normado e o = [py, ..., ps] um

simplexo em E. Entdao —o = —Idg(o) = [—po, ..., —Ds]-
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Demonstragcio. Como o é convexo por definicdo, temos que —o também o é.

Mas —py,...,—ps € —o. Segue que [—pg, ..., —ps] C —o. Agora, © € —0 <
—r € 0 = —r = Y. ,q;p; combinacdo afim. Entdao = = Y7, ai(—pi)
combinacao afim, isto é, x € [—py, ..., —ps]. Segue que —o = [—pog, ..., —=ps|. O

Proposicao 2.4.25. Seja E um espago vetorial normado, P = {po, ...,pn} C E

e 0° = Cy(P). Entdo diam(o*) = maxi’,_,|[p: — pjl|-

Demonstragio. Evidentemente,
diam(P) = sup, ,ep||u — vl = maxi’;_o[[pi — ;]|

Agora, por 2.3.27, temos que diam(c®) = diam(CO(P)) = diam(P). Entao

diam(o®) = max?,_||pi — | =

Teorema 2.4.26. Todo simplexo é um espagco métrico compacto.

Demonstragio. Seja E espago vetorial normado, P C E finito e 0 = Cy(P).
Por 2.3.3, temos que E é um espago métrico, logo ¢ C E também o é. Além
disso, como P é finito, por 2.3.28, temos que o = Cy(P) é compacto. Entao o

é um espaco métrico compacto. n

Proposigao 2.4.27. Vz € o®[py, ..., ps|, I (co, ..., ¢s) € R com 0 < ¢; < 1
e Yl ¢ = 1 tal que © = Y7 ,¢p;. Podemos entao definir a (s + 1)-upla
Aoy -y As) = 0® = [0, 15T tal que S5 Ni(z) = 1 e S5 N(z)p; = z. O

ponto (Mg, ..., As) € R*T! ¢ chamado de coordenadas baricéntricas de o*, e

cada \; : 0® — [0, 1] ¢ a i-ésima fungao coordenada baricéntrica de o®.

Demonstragio. Seja x € [po, ..., ps]. Entao, pela definigdo de envelope convexo,
xr = Y% ,cp; para algum (co, ..., cs) € [0, 1]*T tal que 33_,¢; = 1. Suponha,
assim, que T = Y_5_, é&p; com (Co, ..., ¢s) € [0, 15T, 3% & =1e (co,...,Cs) #
(Coy ..., Cs). Teriamos entao que >7_ ¢;p; = >o5_o Gipsi, ouseja, Y5 o(c;—¢)p; = 0
com Y7 _,(c; — ¢) = 0. Pondo a; = ¢; — ¢, existiria i tal que a; # 0 (podemos
supor que seja ay # 0). Entdo ag = — Y7 1a; e pp = Yy ( — Z—(})pZ com
- e [0,1] e i, ( — Z—;) = 1. Seguiria que py € [p1,....,Pn] T [P1; -, Pu)m,
onde [p1, ..., pu]g é um s-plano com s < n—1. Entao {po, ..., pn} C [P1, - Pnlr
e [po, s Dulg = [P1, -+, Pn]m (conforme 2.4.17), ou seja, [po, ..., pn] é um s-plano
com s < n—1, um absurdo, pois {po, ..., ps} s@o afim-independentes. Segue que

as coordenadas baricéntricas de cada ponto de um simplexo sao unicas. O

Exemplo 2.4.28. A* C R*™!| definido por A® = e, ...,e,] (onde {e;}i, é

a base candnica de R**1) é chamado de s-simplexo padrio. E facil perceber

que as coordenadas baricéntricas de A® sdo justamentas as coordenadas

euclidianas, pois, pondo A; : © — x;, temos que & = Y7 z6; = >0 Ai(x)e;.
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Teorema 2.4.29. Quaisquer dois s-simplexos sao afim-homeomorfos. Além
disso, para cada simplexo o, cada uma de suas funcoes coordenadas baricéntri-

cas \; : 0 — [0,1] sdo continuas.

Demonstragio. Seja E espago vetorial normado e o° = [pg,...,ps] C FE.
Defina h : R — FE por h(zg,...,zs) = Yi_ox;p;- Temos, entdo, que h
é continua. Além disso, h é linear, logo é tranformacdo afim. Finalmente,
Ve = (zg,...,xs) € A%, h(z) = Y7 _oxip; € 0°, pois x; € [0,1] e Y7 _jx; = 1.

Por 2.4.27, temos que h estabelece uma correspondéncia tinica entre A® e o,

isto é, g = h|as : A — o° é bijecdo. Como, por 2.4.26, A® é compacto,
segue que h é fechado (conforme 2.2.6.1), logo f~' é continua, ou seja, f é
homeomorfismo. Portanto, VE espaco vetorial normado e ¢ C E s-simplexo,
dg: A®* = 0 homeomorfismo afim.

Tomando entao FE, F' espacos vetoriais normados e 0y C E e 09 C F s-
simplexos, temos g1 : A®* — 01 e go : A®° — 05 homeomorfismos afins. Segue
que go 0 g7 ' 1 01 — 05 é homeomorfismo afim (conforme 2.4.22). Entdo todos
os simplexos de mesma dimensao sao afim-homeomorfos entre si.

Agora, dado o s-simplexo e g : A® — ¢ homeomorfismo afim, e sendo
7+ R**! — R a projecdo na i-ésima coordenada, temos que A\, = m; o g~ L.

Entao as fungoes coordenadas sao continuas. O]

Teorema 2.4.30. Considere ||-||, a norma da soma em R™. Entdo D} e S§—,
a bola fechada e a esfera unitdrias messa norma, sdo unioes de n-simplexos
com vértices 0 e Ley,..., e, e (n — 1)-simplexos com vértices Ley, ..., te,,
respectivamente.
Demonstragio. Seja [ = {+1}", s = (s;) €l e
n
R ={z € R" | s;z; > 0,Vi=1,...n} = [{z € R" | s;z; > 0}

=1

Assim, temos que R" = J,¢; RY.
Tome, entao, x € D}. Logo, 3s € I tal que x € R7. Segue que s;xz; > 0. Mas

$ix; = |sixy| = || e Xy sizy = X |z = ||z||1. Desta forma,

- ;xe = (i) - (si00) = (i(sixi) . (siei)> + (1= lalls) -0

i=1 =1

ou seja, r é uma combinagao convexa de {sjeq, ..., s,e, } U {0}, pois

<§:lszxz> + (1 — ||ZE||1) = ||x||1 + (1 — ||:1c||1> =1
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Entao, Vx € D}, 3s € [ tal que z € C’O(O,slel,...,snen) = [0, 51€1, ..., Spéy).
Portanto, D} C U,e;[0, s1€1, ..., Snen]. Agora, como 0 € DY e ||s;e;|| = |les]| = 1,
ou seja, s;e; € DY, Vi € {1,..,n}, segue que [0, syeq, ..., Spe,] C DY, pois D} é
convexo (conforme 2.3.22). Assim, D} = U,¢;[0, s1€1, ..., Snén].

No caso em que x € S} ', tomando s € I com z € R?, temos que
r =30 (siw;) - (sie;) com cada s;z; > 0e > s = >0y x| = ||z]|[y = 1, ou

seja, ¥ € [sieq, ..., 5pen]. Segue que ST C Uses[sier, ..., Snen]. Tome entdo

s € I ex € [sieq,...,5.6n]. Logo, © = Y, t;s;e; com cada t; > 0 e
mot; = 1 Assim, ||z]l; = 20, |tisi] = .t = 1, ou seja, x € SPT
Entdao ST ' = Uer[s161, -0y Snén). O

Observacao 2.4.31. Seja
LW = {(z;) € RY|{i € N | z; # 0} é finito | (2.4.1)

um espago vetorial normado com norma definida por H(:zcl)

‘ = Yien |l
(essa soma sempre faz sentido, pois é finita para (z;) € £, Sejam ainda
E" = {zx € X9 | z; = 0,¥i > n}, B = {z € E" | ||z|] < 1},
St={xe B ||lz||=1}, ST ={x € S" | xpt1 >0} e S" = -5
Evidentemente, S™ = (S7) U (S”). Além disso, como

para todo k < n, temos que S"~! = (57) N (S™).

Agora, dado um espago vetorial normado (L™, || - ||.) de dimensao n e pondo
S(L™) = {v € L™ | |jv||z = 1}, podemos tomar {v;}!, base em L",
considerar 7' : E™ — L™ definido por T : (aq,...,a,,0,...) — > aqu; e
N : L™ — L™ dado por N : >0 | av; — ( T awOHZ%%. Temos que N
é homeomorfismo e que T é linear com inversa linear, portanto homeomorfismo
também (conforme A.5.4). Além disso, ambas fungbes sdo impares, logo
h = N oT é homeomorfismo impar. Finalmente, como > |o| = 1 =
|| 0, cyvi|| = 1, temos que h(S™1) = S(L™).

Assim, os resultados obtidos a seguir para E™, onde a esfera unitaria é uma
unido de simplexos (conforme 2.4.30), serao validos para qualquer bola unitaria

de alguma norma em algum espaco vetorial de dimensao finita.

Definicao 2.4.32. Uma familia ." = {o} de simplexos em S™ é chamada de

triangulagao de S™ quando:

1. A intersecao de dois simplexos de . é vazia ou é uma face comum de

cada um;

2. Se 0 € ", entao cada face de o percente a .";
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3. Sn - erﬁﬁn g.

Exemplo 2.4.33. A triangulagdo X", gerada pela cobertura de S™ por
n-simplexos (conforme 2.4.30) e suas respectivas faces, é chamada de

triangulacdo padrao de S™. Além disso, cada elemento o* de X" pode ser es-

crito unicamente como [+£e;,, ..., £e;, ], com i; < ... < i, < n+ 1, essa forma

sendo chamada de a forma padrdo de o*. Assim, segue que

yn— {[ieiﬂ ...,Zl:eis] | il < ... < Zk S n 4+ 1}

Definig¢ao 2.4.34. Seja 0% € ¥". A forma padrao de o tem sinal alternante

se of = ey, —eq, ..., (—1)Fe;,].

Exemplo 2.4.35. O s-simplexo padrdao com sinal alternante em S™ é dado

por o = [e1, —€a, ..., (—1)%esi1].

Definicao 2.4.36. Uma triangulacao " de S™ é chamada de simétrica

quando:
1. Vk < n, S¥ C S™ é a unido de k-simplexos de .#™;

2. Yk <neVore.#" —o* também é um k-simplexo de .#™.

Proposigao 2.4.37. A triangulagdo padrao de S™ é simétrica.

Demonstracao.

LS =85"n{r e R | 240 = ... = 2,01 = 0} e [Fey, ..., kepyq] 520
k-simplexos de ¥". Segue, portanto, o resultado desejado, uma vez que
Sk = Ulxey, ..., Zeps1]-

2. Tome o € X", Entao existem k < n, 11 < ... <1y <n+1lesy,.., s =+1
tais que 0 = [s1€;,, ..., Sk€i,|. Assim, por 2.4.24, —0 = [—s1€;,, ..., —Sk€;, |
Pondo §; = —s; = £1, temos que —0 = [51€;,, ..., Si€;, ] € 2"

]

Defini¢ao 2.4.38. Seja .#* uma triangulacio de S* e . uma triangulacio
de S™. Uma aplicacdo dos vértices de .#* para os vértices de .#", representado

por f : % — " ¢é chamado de aplicacdo de vértices simpliciais se leva

vértices de cada simplexo de .#* em vértices de simplexos (possivelmente de
menor dimensao) em ..
Evidentemente, f pode ser estendido para uma aplicacdo entre S¥ e S™,

também indicado por f, que leva simplexos de .#* em simplexos de .7".
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Definicao 2.4.39. Sejam .* uma triangulacdo arbitraria de S¥ e f : % —
¥ uma aplicacdo de vértices simpliciais. Um r-simplexo o” de % ¢ dito
f-positivo quando f(c¢") for um r-simplexo de ¥" com sinal alternante na
forma padrao e tiver o primeiro vértice com sinal positivo, e é dito f-negativo
quando f(o") for um r-simplexo de X" com sinal alternante e tiver o primeiro
vértice com sinal negativo. Um simplexo de .#* ¢ dito f-neutro quando nio
for positivo ou negativo.

Dado uma aplicacio de vértices simplicias f : .#* — ¥ e um conjunto L C S*,

o numero de r-simplexos f-positivos em L serd indicado por p(f, L, 7).

Exemplo 2.4.40. Considere S = {-1,1}, ¥° = {{—1}, {1}} ef: S0 —3%n
antipodal. Entdao f(1) = +e;, para algum k < n, isto é, {1} é f-positivo ou
f-negativo, depenendo do sinal de f(1). Mas, como f é simétrica, temos que
f(=1) = —f(1). Assim, segue que {1} é f-positivo & {—1} é f-negativo.
Entao p(f, S 0) = 1.

Lema 2.4.41. Seja k < n, .* triangulacio simétrica de S* e f : /% — ¥n

aplicacao de vértices simpliciais impar. Entao
p(f, S* k) = p(f, S*' k — 1) mod 2

Demonstracdo. Essa demonstracao utiliza conceitos que fogem ao escopo desta

dissertacao, mas pode ser encontrada em [5, §5, 3.2, p.89-90]. O

Teorema 2.4.42. Seja ™ uma triangulagcdo simétrica de S™ e f: " — X"
uma aplicacao de vértices simpliciais impar. Entdo f leva um niumero impar
de n-simplezos de S™ no n-simplexo padrao com sinal alternante of (conforme
2.4.85) ou, equivalentemente, #f_1<ag> = 1 mod 2.

Demonstragao. Por definicao, o™ € ™ é f-positivo se, e somente se, f(a”) =
oy, ou seja, #f_l(ag) = p(f,S™ n). Agora, por 2.4.41, indutivamente, obte-
mos que p(f, S™, n) = p(f,S° 0)mod 2. Finalmente, por 2.4.40, p(f,S°,0) = 1.
Entao #f! (03) = 1 mod?2. O

Lema 2.4.43. Sejam My, ..., M, conjuntos fechados em S™ nao contendo
nenhum par de pontos antipodais tais que {Mjy, ..., My1,—My,...,—M,1}
cobre S™. Entdo N2 M; # 0.

Demonstragio. Essa demonstracao utiliza conceitos que fogem ao escopo desta

dissertacao, mas pode ser encontrada em [5, §5, 4.3, p.91]. O

Lema 2.4.44. Toda cobertura de S™ por n+ 1 conjuntos fechados contém um

par de pontos antipodais em algum desses conjuntos.
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Demonstra¢do. Suponha que {M;}! seja uma cobertura de S™ tal que
nenhum M; tenha pontos antipodais. Entao { M, ..., M1, — My, ..., — M, 1} é
cobertura de S™. Assim, por 2.4.43, N/*! M; # 0. Tome, entdo, o € N M;.
Como —z¢ € S™ e {M;}!"]! é cobertura de S™, 3j € {1,..,n + 1} com
—x9 € M;. Mas xy € M;, isto é, M; possui um par de pontos antipodais,
um absurdo. Segue que toda cobertura de S™ por n + 1 conjuntos fechados

contém um par de pontos antipodais em algum desses conjuntos. O

Teorema 2.4.45 (Lusternik-Schnirelmann-Borsuk). Seja L™ um espago
vetorial com norma || -||. Entdo toda cobertura de S(L"™') por n+1 conjuntos
fechados contém um par de pontos antipodais em algum desses conjuntos.

Em particular, toda cobertura de S* C R™ por n + 1 conjuntos fechados

contém um par de pontos antipodais em algum desses conjuntos.

Demonstragio. Tome {M;}!4! cobertura fechada de S™ e seja h : S* —
S(L™*!) homeomorfismo impar (sempre existe um, por 2.4.31) e ponha F; =
h=Y(M;). Como h é homeomorfismo, temos que F; sdo fechados. Além disso,
Ut R, — h‘l(U?jf Mi> = BTSN = S7 sto 6, {F} ¢ uma
cobertura fechada de S™, logo, por 2.4.44, 3j € {1,...,n} tal que F; tem

um par pontos antipodas, digamos +xz¢ € Fj. Agora, como h é impar, temos
que h(—zo) = —h(zo) € h(F;) = M;. Mas h(xq) € h(F;) = M;. Entao +h(x)

¢ um par de pontos antipodais em M;. O

Teorema 2.4.46. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
1. Bf - D — S™ continua tal que flgn é impar.

2. (Teorema Antipodal de Borsuk) Nenhuma fungao f : S" — S™ continua

impar é homotopicamente trivial.

Af . S* — S continua impar.

(Borsuk-Ulam) Vf : S* — R™ continua, 3z € S™ tal que f(—x) = f(z).
Vf:S" = R™ continua impar, 3x € S"™ tal que f(z) = 0.

(Lusternik-Schnirelmann-Borsuk) Y{F;}14! cobertura fechada de S", 3
tal que F; N (—F;) # 0 (isto é, F; tem um par de pontos antipodas).

7. Y{U YA cobertura aberta de S™, 3i tal que Fy N (—F;) # ().

S v e

Demonstracao.

1< 2 Por 2.4.9, a equivaléncia segue diretamente.

2=3 Seja ST = {(z1,..,Tnp1) € S" | xpy1 > 0} e m : S} —

D™ tal que w(z1,..7n,Tne1) = (x1,..,7,). Entdo m é homeomor-

fismo (pois ¢ bije¢io continua com inversa continua 7 '(xy,...,z,) =
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3=4

4=75

5=3

3=1

4=6

6=3

(xl, ey T/ 1T — (20 xf))) e Tlgn—1 = Idgn—1, uma vez que (21, ..., T,) €
St D" = (v1,...1,) = (T1,..7,,0) = 7w(v,.1,) =
(21, .., Tn, 0) = (21, ..., 2,). Suponha, entdo, que If : S* — S*~! con-
tinua fmpar. Como S"™' = ST C S%, temos por 2.4.9 que flgn-1 :
S*=t — §™! pode ser estendida continuamente & f : S — S*7L.
Mas 7 é homeomorfismo m|gn-1 = Idgn-1 = 7 '|gn1 = Idge—1. Entédo
for t:D" — St ¢ tal que (f o !)|gn-1 = flgn-1. Por 2.4.9, segue
que f|gn-1 é homotopicamente trivial. Além disso, f é impar = f|gn-1 é
fmpar. Assim, flgn-1 : S"! — S"7! é homotopicamente trivial e impar.
Suponha que 3f : S* — R” continua tal que f(z) # f(—=z), Vo € S".
Defina entao g : S® — S"~! dada por g(z) = % Segue, por 2.4.7,
que g é continua e impar.

Seja f : S™ — R" continua impar. f é impar < Vo € S*, f(—z) = — f(x).
Mas f é continua, logo Jzg € S | f(—x9) = f(zo) = —f(xg) =
f(=z0) = f(w0) = f(z0) =0.

Suponha que 3f : "™ — S" continua impar. Entao 0 ¢ S™ O f(S"*1),
ou seja, f: S"! — S* ¢ R*"! é uma funcdo continua {mpar sem raizes.
Considere ST, S™1 e 7 : ST — D™ como em 2 = 3. Segue que 7
é homeomorfismo e 7|sn = Idss. Suponha, assim, que 3f : D" — S

continua tal que f|g» é impar e defina g : S"*! — S por:

fom)(—z) sexe ST

om)(x) sex ntl
g(x):{_(w )(z) sex €S,

Evidentemente, x € S"*! < —z € STt Além disso, temos que
reS" =mnx)=a —xeS"e f(—z) =—f(z), logo —(f orm)(—2z) =
—f(=x) = f(z) = (f om)(z), portanto g estd bem definida e é continua,
uma vez que S* = S N S". Finalmente, Vo € ST, —x € S*H!
e g(—x) = =(fom)(— (-2)) = —(f om)(x) = —g(x) (andlogo para
x € S"). Segue que g : S*! — S™ ¢é continua e impar.

Tome {F;} cobertura fechada de S e defina f : S* — R" dada por
flz) = (d(x, F), ...,d(x,Fn)). Segue, por 2.2.50, que F' é continua, logo
Jxo € S" tal que f(zo) = f(—z0). Seja f(zo) = f(—z0) = (Y1,..-Yn) €
R™, onde y; = d(zo, F;) = d(—zo, F;). Temos que y; = 0 < xy €
F, & —xo € F;, ou seja, £x¢ € F;. Caso Vi € {1,...,n}, y; # 0, entdo
Vie{l,...n}, {zo, —xo} N F; =0 = +x¢ € F, 41 (pois {F;} é cobertura
de S™).

Suponha que 3 f : S**! — S" continua impar e tome {{F;}*? cobertura

fechada de S™ (por exemplo, a projecao das n + 2 n-faces de um (n + 1)-
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simplexo em S"). Entdo, pela continuidade de f, {f~*(F;)}? é uma
cobertura fechada de S"™!. Agora, f~!(F;) tem um par de antipodas <
tag € fUE) = £(0) = f(£a0) € F(F71(F)) C Fi (pois f 6 impar),
ou seja, F; tem um par de antipodas. Como nenhum F; possui um par
de antipodas por construcio, temos que {f~*(F};)}? é uma cobertura
fechada de S"*! tal que nenhum elemento contém um par de antipodas,

um absurdo.

6 = 7 Seja {U;}!! cobertura aberta de S". Como S™ é um subconjunto
fechado de R™ (um espago normal), S” é também normal. Além disso,
{U;} é cobertura finita, logo localmente finita. Por 2.1.29.1, 3{F;}4}
encolhimento fechado de S". Segue que Jxy € S* e Ji € {1,....,n+ 1}
tais que +zg € F; C Uj.

7 = 3 Demonstra-se como 6 = 3.

Corolario 2.4.46.1. A esfera S™ nao é contratil.

Demonstracio. Por 2.4.46, temos que 2.4.45 equivale a que nenhuma fungao
f:S™ — S™ continua impar é homotopicamente trivial. Mas a identidade em
S™ é uma funcao continua impar. Segue, assim, que a identidade em S™ nao é

homotopicamente trivial, isto é, a esfera S™ nao é contratil. O

A importancia em se obter uma demonstracdo topologica de 2.4.45
estd no fato, que sera visto com mais detalhes em 3.2.8, de que 2.4.46.1 é
equivalente ao Teorema do Ponto Fixo de Brouwer. Assim, podemos obter
uma demonstracao desse teorema que nao utiliza teoremas de variedades ou
de topologia algébrica, como ¢é feito em [6] ou [7].

O Teorema Antipodal de Borsuk enunciado em 2.4.46 é, na verdade, a
versao fraca do mais geral teorema antipodal de Borsuk, que afirma que toda
fungao impar em S™ tem grau impar. A defini¢do topoldgica de grau sem fazer
uso da topologia diferencial e suas implicagoes, entretanto, é algo que foge ao
escopo desse dissertacao, mas detalhes sobre o tema podem ser encontrados
em [2, XVI.1, p.335-40].

As proposicoes demonstradas em 2.4.46 para S™ e D", a esfera e a
bola unitérias em R™, podem ser estendidas para os espacos E"™! e suas bolas
fechadas e esferas unitdrias B"*! e S™ (conforme 2.4.31). Basta considerar que
as demonstracoes continuam sendo validas substituindo S™ por S™, D"*! por
Bt e R*! por B!, uma vez que toda bola em uma norma é um conjunto

simétrico (conforme 2.3.34), que as proposicoes 2.4.9 e 2.4.7 sdo vélidas para
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qualquer esfera unitaria de um espago vetorial normado, e que todo espago
vetorial normado ¢ normal (conforme 2.3.3, 2.2.57 e 2.1.35).

Para finalizar essa secao, usando as construgoes aqui estabelecidas, sera
demonstrado o seguinte resultado obtido por Borsuk (que serd posteriormente
generalizado no capitulo Aspectos da Teoria do Grau e Aplicagdes a Teoremas
de Ponto Fixo): 1

Teorema 2.4.47 (Teorema do Ponto Fixo de Borsuk). Seja U C R™ um aberto
limitado, convezo e simétrico tal que 0 € U e seja F: U — R™ continua tal

que Floy € impar. Entao F' tem um ponto fizo.

Demonstragio. Por 2.3.39, 3 ||+ ||y norma de Minkowski de R™ tal que ||z||y <
1< x € U. Defina p: R* — R” por

T) = v
p() 0 sex=0

{ a:H”;‘H se x # 0,

Temos que p é homeomorfismo fmpar com inversa impar p~! : = — x‘m'ﬁ ,

Vo # 0 e p71(0) = 0. Além disso, [|z]] < 1 & ||p@)|ly < 1 e |z]| =
1 & |lp@)|ly = 1, isto é, p(D*) = U e p(S*') = 9U. Defina entdo
F=ploFop:D"— R" Assim, Yz € S"', F(—z) = —F(x), pois p é
fmpar, z € S" ! & p(z) € AU e F|ay é impar. Segue que F|gn1 é fmpar.

Suponha, agora, que F' nio tenha ponto fixo em D" e defina G : R" — S*~!
continua por G(z) = % Como E|gn-1 é fmpar, segue que Glgn—1 : S"~1 —
S™~! também o é. Logo, por 2.4.46, temos que G|sn—1 ndo é homotopicamente
trivial, um absurdo (conforme 2.4.9), uma vez que G|gn-1 se estende continua-
mente a G. Desta forma, F tem ponto fixo 2, € D". Mas po F' = F op. Assim,
F(w0) = 20 = p(0) = (po F)(wo) = (F op)(x) = F(p(w0)), isto é, p(wo) € U

é um ponto fixo de F'. O

14. Ver 4.3.9.
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Teoremas Topoloégicos de Ponto Fixo e Suas Aplicacoes

Definicao 3.0.1. Seja f : X — X. x € X é chamado de ponto fixo de f se
fz) = .

Observacgao 3.0.2. Evidentemente, encontrar um ponto fixo para f : X — X
é equivalente a encontrar uma raiz para h : X — X definida por h(x) =
f(z) — x ou a encontrar um ponto fixo para g : X — X definida por
g(x) = “f et/ (@) . Apesar de que essas reformulacoes sejam essencialmente simples,
muitas vezes é mais facil obter um tal ponto para essas func¢oes do que para a

funcao original.

Proposicao 3.0.3. Sejam X, Y espacos topolégicosea : X - Y, 3:Y —- X

continuas. Entao a o  tem ponto fixo se, e somente, J o o tem ponto fixo.

Demonstra¢do. Suponha que 3z € X |, B(Oz(x))) = x. Entao oz(ﬁ (a(w)))) =
a(x), isto é, a(x) € Y é ponto fixo de ao 3:Y — Y. A volta é analoga. [J

3.1
Teorema do Ponto Fixo de Banach

Teorema 3.1.1 (Teorema do Ponto Fixo de Banach). Seja (X, d) um espago
métrico completo e f : X — X contracao com constante L. Entao f tem um

unico ponto fixo em X, dado por p = lim, f™(z), independentemente da escolha
de x € X. Além disso, d(f"(av),p) < %d(z, f(x))

Demonstracao.

Existéncia: Tome x € X e considere a sequéncia ( f”(as)) Yn € N,

d(f”(m),f”“(x)) < L”d(m, f(x)) Assim, Vk > 0,

A @), @) < 3 d(F), 0) < (. f) L

=0

(V) >EEE

| /\

Ld(:c f(x))
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Entao ( f”(.r)) é sequéncia de Cauchy, logo converge, pois X é completo.
Seja p = lim,, f"(z). Pela continuidade da f, temos que p = lim, f""(z) =
lim,, f(f”(x)) = f(p), ou seja, p é ponto fixo de f. Finalmente, fazendo k — oo
em d(f”(a:‘),f””“(x)) < f_ld(a:,f(a:)), obtemos d(f"(x),p) < 1L_nLd(a:, f(x))
Unicidade: suponha agora que Jz,y € X tais que f(x) =z e f(y) = y. Entao
d(z,y) = d(f(x),f(y)) < Ld(x,y). Como 0 < L < 1, segue que d(z,y) = 0,
pois do contréario d(z,y) < d(z,y), absurdo. Entao z = y. O

Aplicagdo 3.1.2 (Teorema de Existéncia e Unicidade de EDOs). Seja I =
0,7] CR, yo € R" e f: I xR* — R" continua em [ x R” ¢ uniformemente

Lipschitz ! em R™. Entao o problema de valor inicial (PVT)

{ v(t) = (L),

y(O) = Yo,
tem uma Unica solugao.

Demonstragao. Esse resultado pode ser obtido mostrando que o operador
T : C(I) — C(I) definido por T[y](t) = yo + J3 f(s, y(s))ds é uma contragio
no espago de Banach C'(I) das fungdes continuas y : I — R™ dotadas da norma
do supremo (uma vez que o PVI possui solucdo se, e somente se, o operador
T possui ponto fixo).

Seja, entao, Seja C'(I) o espago de Banach das fungoes continuas y : [ — R”
com a norma ||y|lo = sup;|y(t)| e defina T : C(I) — C(I) por T[y|(t) =
Yo + Jo f(s, y(s))ds. Queremos mostrar que 7" possui um ponto fixo em C(1).

Considere, portanto, a norma || - ||, : C(I) — C(I) dada por ||y|la =
supiesle” 'y (t)|. Segue que e™"[[y[lo < |[ylla < [[yllo, ou seja, || - [la ~ ] - [lo-
Desta forma, o espago C(I), das fungdes continuas com norma || - ||, é um

espacgo de Banach. Agora, Vy, z € C(I),

7010 - 710 = | [ (#(51066) = 155060 s
< /Ot f(s,y(s)) - f(s, z(s)) ds < /OtL‘y(s) - z(s)‘ds
= /Ot LeHe |y (s) — z(s)‘ds < /Ot Le™||ly — z||pds

t
=lly==lls [ Let*ds = lly = 2ln(e™ 1)

Batio e H{T(f](t) — Tlgl(t)] < (1= eM)lly = zllu < (1= e )lly = I,
portanto ||Ty — Tz||r < (1 — e )|ly — z||1, onde 1 — e ™" < 1, ou seja, T

1. Ver A.6.1.
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é uma contracao em C(I). Assim, por Teorema do Ponto Fixo de Banach, T

tem um ponto fixo em C(I). O

Teorema 3.1.3. Seja (X,d) espago métrico compacto. Entio ¥Vf : X — X
satisfazendo d(f(:z:),f(y)) < d(z,y) para todos x # y, Az € X tal que

f(z) =x.

Demonstracao.

Existéncia: Defina g : X — R por g(z) = d(m, f(:p)) Temos que g é continua
e X é compacto, logo g(X) é compacto, portanto limitado (conforme 2.2.6 e
2.2.54). Assim, pelo Teorema dos Extremos, atinge seu minimo. Seja xy € X
um tal minimo. g(zo) > 0 = zq # f(xo) = g(f(w0)) = d(f(f(x0)), f(z0)) <
d(f(xo),xo) = g(xp), isto é, ry ndo é ponto minimo de g, um absurdo. Entao
g9(xo) =0 < f(z0) = zo.

Unicidade: Suponha que Jz,y € X pontos fixos distintos de f. Entao d(z,y) =
d(f(m), f(y)) < d(z,y), absurdo. O

Proposicao 3.1.4. Seja E um espago de Banach, r > 0e f: B(0,r) —» E
uma contracao tal que f(S(O, 7")) C B(0,r). Entao f tem um tnico ponto fixo.

Demonstragio. Seja x € B(0,r) ndo-nulo e defina y = T € S(0,r) (pois
lly|| = 7). Como f é contragao, 3L € (0,1) tal que ||f(x) — f(y)|| < Lz — y|.
Mas z —y = |xl|(\|xH - r) ou seja, ||z — y|| = r — ||z]|. Segue que
1£(x) = fW) < L(r = [la]]). Como y € S(0,7), temos que f(y) € B(O,r).

Logo, Vz € B(0,r) — {0},

@I < IF W+ 11 @) = F)I < r+ L= |lell) < 2r — [Ja]]

Defina entao g : B(0,7) — E por g(z) = %@) Temos que z € B(0,r) — {0}
= ||g(x)]| < M < r, ou seja, g(x) € B(0,r). Por continuidade, segue

que ||g(0)|] < r, portanto g(B(O,r)) C B(0,r). Além disso, g(x) — g(y) =
z— y+f( )=f ()

, logo

|z =yl + 1If(x) = Wl _ llz =yl + Lllz — y]|

2 = 2
1+L
= |z = yll

l9(x) — g(y)| <

1+L
2

tnico ponto fixo em B(0,7). Assim, segue por 3.0.2 que f tem um tnico ponto

fixo em B(0,7). O

isto é, g é contracao com constante < 1. Por 3.1.1, temos que g tem um
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Corolario 3.1.4.1. Seja E espago de Banach, r > 0 e f : B(0,r) - E
contragao tal que, Vo € S(0,r), |f(z)| < |z| . Entdo f tem ponto fixo.

Demonstracao. ||f(x)|| < ||z|| = f(z) € B(0,r), Vx € S(0,r). Entao
f(S(O, 7”)) C B(0,7). Segue que f tem um tnico ponto fixo. ]

Corolario 3.1.4.2. Seja E espago de Banach, r > 0 e f : B(0,r) - E

contragao tal que f|g(,) é impar. Entao f tem ponto fixo.

Demonstragio. Seja x € S(0,7) C B(0,7). Temos que f(—x) = —f(x). Mas f
¢ contragao, logo 2[|f(z)[| = |If(z) — f(==2)|| < [lz — (=2)|[ = 2||z[|, ou seja,
||f(z)]| < |z|, Yz € S(0,7). Entdo f tem um tnico ponto fixo em B(0,r). [

Essas trés proposicoes podem ser sintetizadas no seguinte teorema:

Teorema 3.1.5. Seja E espago de Banach, r > 0 e f : B(0,r) — E contragao

respeitando ao menos uma das sequintes condigoes sobre x € S(0,71):
1. f(z) € B(0,r);
2@ < fll;
3. f=x) = =f(2).

Entao f tem um tinico ponto fizo em B(0,7).

Proposicao 3.1.6. Seja (X,d) espago métrico completo, U C X aberto,
f,9: U — X contragdes tais que g tem ponto fixoem U e H : f ~ g | (z,t) —
H(xz,t) = Hy(x) homotopia uniformemente Lipschitz em ¢ e uniformemente
contragao? em x tal que H; ndo tem ponto fixo em 9U, Vt € [0,1]. Entao f

tem um ponto fixo em U.

Demonstragio. Defina = {t € [0,1] | H; tem ponto fixo em U}. Evidente-
mente, g = H; tem ponto fixo = 1 € .7, ou seja, 7 # (.

Seja (t,) € IN tal que t, — t. Como [0, 1] é fechado, temos que t € [0, 1].
Tome, Vn € N, z, € U tal que =, = Hy, (v,) = H(x,,t,). Segue que,
Vn,m € N,

(H ). H (s )
( H (o, t)) + d(H (@0, 1), H(2m, 1))
Milt, — tm| + L d(zn, 2m)

d(Tp, Tm)

IA ||
SYEY

sendo M, L as constantes de Lipschitz de H nas variaveis t e x, respectivamente.
Segue que d(zp, Ty,) < M|t,—ty,|+L-d(zy, xm), logo d(z,, z,) < %\tn—tm\.

2. Ver A.6.2
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Mas (t,) é convergente = (t,) é de Cauchy = (z,) é de Cauchy = (z,) é

convergente, pois X é completo. Seja entdo z,, — = € U. Temos que
d(wn, H(x,1)) = d(H(2n, ta), H(w,t)) < Mty —t| + L+ d(z,, 2)

Como |t, —t| — 0 e d(xz,,x) — 0, segue que d(:cn,H(:z;,t)) — 0, ou seja,
d(x,H(a:,t)) =0« v = H(x,t). Assim, x ¢ 0U, do contréario x # H(z,1).
Entdoz € U et € 7, isto é, F é fechado, pois V{t,}5°, C T, t, >te€ .
Seja agora tg € 7. Temos que Jz € U tal que H(xg,tg) = to. Tome, entéo,
r < dist(z,0U), € > 0 tal que € < %r et € (to — €ty + €). Assim,
Va € B(wo, ),

d(wo, H(x,t)) = d(H(xo, to), H(w,t))
< d(H(xo, to), H(x,t0)) + d(H (o), H (z,1))
< L-d(zg,x) + M|ty — t]
<Lr+eM < Lyr+ (1 —Ly)r=r

isto é, H(x,t) € B(xo,7). Entdao H, (B(xo, r)) C B(xzg, 1), YVt € (tg — €, to + €).
Assim, uma vez que H; : X — X ¢é contragdo para todo t € [0,1], por
3.1.1, segue que H; tem ponto fixo, Vt € (ty — €,1y + €), ou seja, t € 7,
Vt € (to — €,tg + €). Entao 7 é aberto, pois Vip € 7, Je > 0 tal que
(to —€,tg+¢€) C .

Portanto, .7 C [0, 1] é aberto e fechado nao-vazio. Como [0, 1] é conexo, temos
que 7 =[0,1]. Entao 0 € 7, ou seja, F' = Hy tem ponto fixo. ]

Teorema 3.1.7 (Alternativa Nao-Linear para Contracoes). Seja E espaco de
Banach, U > 0 aberto de E e f : U — E aplicacdo limitada e contracdao. Entdo

pelo menos uma das sequintes proprosicoes vale:
1. f tem um ponto fizo em U;

2. (x,\) € OU x (0,1) tal que x = \f(z).

Demonstragio. Seja f : U — E contracdo com constante L € [0,1) e
||f(z)]] < C em U. Suponha que a segunda proposi¢do nio valha para f.
Suponha ainda que f ndo tem ponto fixo em AU (do contrario, a primeira
proposi¢ao seguiria imediatamente). Entao V(z,\) € oU x [0, 1], temos que
x # MNf(z) (pois x # f(z) em OU e 0 € U = 0 ¢ OU).

Defina, assim, H : U x [0,1] — E por H(z,t) =t f(x). Temos que H : 0 ~ f,
onde 0 é uma func¢ao constante, logo contragao. Além disso, 0 tem ponto fixo
0 € U. Ainda mais, || H(x,t) — H(z',t)|| = [t| - |f(z), f(@')| < LIt - |& = 2'| <
L-|z—2'|, ou seja, H & contragao em x; e || H (x, )~ H(x,t')|| = || f(x)]|-[t—#] <
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M|t — t'|, isto é, H é uniformemente de Lipschitz em t. Finalmente, como
r # M(z), Y(z,\) € 0U x [0,1], temos que H(z,t) = t - f(z) # =z,
V(xz, ) € 0U x [0,1]. Assim, por 3.1.6, temos que f tem um ponto fixo em U.

Entdo vale a segunda proposicio ou f tem um ponto fixo em U = UUQU. O

Corolario 3.1.7.1. Seja E espaco de Banach, U >0 abertode E e f : U — E
aplicacao limitada e contracao com ao menos uma das sequintes propriedades

sobre x € OU :
LAlf@)]] < |=]];

2. OU € simélrico e f|ay € impar.

Entao f tem um ponto fixzo em U.

Demonstragio. f(—x) = —f(z) em OU e f é contracao = ||f(x)|| < ||z|| em
OU (conforme a demonstragao de 3.1.4.2). Consideremos, portanto, apenas o
caso de f : U — E aplicacio limitada e contragdao com ||f(z)|| < ||z|| em OU.
Suponha, entao, que 3 (zg,A) € U x (0,1) tal que o = Af(xg). Segue que
s = X < 1, absurdo. Assim, por 3.1.7, f tem um ponto fixo em U. O]

3.2
Teorema do Ponto Fixo de Brouwer

Definicao 3.2.1. Diz-se que um espaco topologico X tem a propriedade
do ponto fixo (ppf) se, Vf : X — X continua, 3z € X tal que f(z) = z.

Exemplo 3.2.2. O intervalo real [1, +00) C R néao possui ppf. Basta observar
que a fungao f : [1,4+00) — [1, +00) definida por f(z) = z + 1 é continua mas

nao possui ponto fixo.

Exemplo 3.2.3. A esfera S* C R"*! nao possui ppf. Basta considerar a

aplicacao antipodal —Idg» : S — S”, uma func¢do continua sem ponto fixo.

Proposigao 3.2.4. A propriedade do ponto fixo é um invariante topolégico.

Demonstragio. Seja X um espago com ppfe h: X ~ Y. Tome f:Y — Y
continua. Entdo h™' o foh : X — X é continua, logo 32 € X tal que
h_1<f(h(x))) =z & f(h(x)) = h(x), ou seja, h(x) € Y é ponto fixo de
f. O

Definicao 3.2.5. Seja X um espaco topolégico. A C X é chamado de retrato
de X se existir r : X — A continua tal que r|4 = ida.

Neste caso, a funcao r é chamada de retracgao.
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Proposicao 3.2.6. Todo retrato de um espaco com ppf tem também ppf.

Demonstragio. Seja X um espaco ppf, A C X er : X — A retrato. Tome
f A — A continua e considere a fungao continua i : A — X tal que i(z) =
z,Vr € A (i é chamada de inclusao). Temos que io for: X — X é continua,
logo 3z € X tal que z((f(r(:c))) = z. Em particular, x € A. Assim, r(z) =z

e f(x) = f(r(z)) =€ A. Segue que = = @(f(r(x))) = 2<f(x)) = f(x). O

Proposigao 3.2.7. Seja L um espago vetorial normado e C' C L um fechado

convexo. Entao C' é retrato de L.

Demonstragio. Por 2.3.41 e 2.3.3, temos que L é espaco métrico e espaco
vetorial localmente convexo. Considere, portanto, Idq, a identidade em C.
Como Ide : C — C C L é uma funcao continua, pelo Teorema de Extensao
de Dugundji, 3 F : L — L continua tal que F'|¢c = Idc e F(L) C C’()(Id(;(C)).
Mas, por 2.3.25, CO<IdC(C’)) = Cy(C) = C. Segue que F : L — C é continua

e F|c = Idg, isto é, F' é uma retracao. Entao C' é um retrato de L. O

Teorema 3.2.8. As sequintes afirmacoes sio equivalentes:
1. S™ nao € contratil.

2. (Bohl) Toda aplica¢io continua F : D"t — R" tem ao menos uma das

sequintes propriedades:
(a) F tem ponto fizo,
(b) 3z € S*=0D" e X € (0,1) tal que v = A\F(x).
3. (Brouwer) D™ tem ppf.
4. (Borsuk) fir : D" — S" retragio.

Demonstracao.

1 = 2 Suponha que exista F : D" — R" tal que F(z) # z, Vo € D" e
x # AF(x), Y(z,\) € S*" x (0,1). Defina entdo H : S" x [0,1] — S™ por

x—2tF (x) 1
woair(m) ¢ 0=t=<3,
H(x,t) = (2—2t)a:—F((2—2t)x) wlctel

V(Jc, (2 — 2t)) € S" x (0,1), temos que z € D" e (2 — 2t)z € DT
logo © — 2tF(x) # 0 e (2 — 2t)x — F((Z - 2t)x> # 0. Além disso,
t=1=1—-2F(z)=(2-2)z — F((Q — 2t)x>, ou seja, H é continua.
Mas H(z,0) = p=re H(z,1) = _|1}~:Eg;|' Segue que H : Idgn ~ —%,
isto é, Ids» é homotopica a uma constante.
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2=3 Seja F : D" — D" c R"! continua. Suponha que 3 (z,\) €
S™ x (0,1) tal que x = AF(x). Entao 1 = |z| = A|F(z)| = A, absurdo.
Assim, F' tem ponto fixo.

3 = 4 Suponha que I7 : D" — S retracao. Entao, por 3.2.6, D"*! tem ppf
= S" tem ppf, um absurdo, pois a aplicacao antipodal —Ids» é continua

e nao possui ponto fixo.

4 = 1 Suponha que Ids. : S — S™ seja homotopicamente trivial. Entao, por
2.4.9, existe f : D" — S" extensdo continua de Idgs», ou seja, tal que

fls» = Idsn. Logo, f é retragao.
O

Teorema 3.2.9 (Teorema do Ponto Fixo de Brouwer). Toda bola fechada de
R™ tem ppf.

Demonstrag¢io. Como Ids. é uma fungdao impar, por 2.4.46.1, temos que S”

nao ¢é contratil. Assim, por 3.2.8, segue que D™ tem ppf.

Agora, toda bola fechada B(zg, ) C R™ é homeomorfa a D". Basta considerar
T—xg

o homeomorfismo ¢ : B(xg,r) ~ D" dada por ¢(z) = Segue que B(zg, 1)

p .

tem ppf. O]
Corolario 3.2.9.1. Todo retrato compacto de R™ tem ppf.

Demonstracio. Seja K C R™ compacto e r : R* — K retracdo e tome

f : K — K continua. Como K é compacto, por 2.2.54, temos que 3r > 0

tal que K C B(0,r). Como r]m : B(0,7) — K ¢é também retragao, segue

que K é retrato de B(0,r), um espago ppf (conforme 3.2.9). Assim, por 3.2.6,
K é espaco ppf. n

Corolério 3.2.9.2. Todo compacto convezo de R™ tem ppf.>

Demonstracao. Seja K C R™ um compacto convexo. Por 2.2.6, temos que
K é fechado. Assim, segue que K é convexo fechado, logo um retrato de R"
(conforme 3.2.7, uma vez que R" é um espago vetorial normado). Entao K é

um retrato compacto de R", portanto tem ppf (conforme 3.2.9.1). O

Corolario 3.2.9.3. Seja f : D" — R"! aplicagcdo continua satisfazendo

(x, f(x)) <1 em S™. Seque que f tem um ponto fixzo em B(0,1).

3. Esse teorema, valido apenas para compactos convexos de espagos euclidianos, pode
ser generalizado, a partir do Teorema do Ponto Fixo de Schauder-Tychonoff para qualquer
compacto convexo de um espago localmente convexo. Isto, contudo, sera visto com mais
detalhes em 3.3.13.1.
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Demonstragio. Suponha que 3 (z, A) € S” x (0,1) tal que x = Af(x). Segue
que f(z) = 5 = (v, f(v)) = 2l — % > 1, absurdo. Entao, por 3.2.8, f tem

A
um ponto fixo xg € D, 1. Suponha, agora, que xg € S™. Assim, (g, f(zo)) =
(mg, o) = |70]* = 1, absurdo. Logo, zo € B(0,1). O

Exemplo 3.2.10. Seja X um espago métrico e L C X um fechado homeomorfo

ao intervalo [1,400). Entdo X nao possui ppf.

Demonstragio. Seja h : L — [1,4+00) homeomorfismo. Como R é um espago
localmente convexo (conforme 2.3.41) e [1, +00) é convexo, por 2.3.42.1, temos
que 3g : X — [1,+00) continua tal que g|, = h. Entaor =h™log: X — L
é retragdo, pois é continua e r|p = h™' o (g|y) = h™' o h = Idy. Segue, assim,
que L é retrato de X. Portanto, se X possuisse ppf, por 3.2.6 e 3.2.4, [1, +00)
também possuiria ppf, um absurdo (conforme 3.2.2). Desta forma, obtemos

que X nao possui ppf. O

3.3
Teorema do Ponto Fixo de Schauder

Definicao 3.3.1. Sejam X, Y espacos topoldgicos e f : X — X. Dizemos
que f se fatora através de Y se da: X — Y, f:Y — X continuas tais que

f=0oa.

Proposicao 3.3.2. Toda funcao continua que se fatora através de um espago

ppf tem ponto fixo.

Demonstragio. Sejam X,Y espagos topologicos e f : X — X que se fatora
através de Y ppf. Sejam a: X — Y, f:Y — X continuas tais que f = o «.
Como avo :Y — Y é continua e Y tem ppf, temos que oo § tem ponto fixo.

Entao, por 3.0.3, f = 8 o a tem ponto fixo. O

Lema 3.3.3. Seja (K, d) espago métrico compacto. Assuma que, ¥n € N, 3 X,
espago topologico com ppf e e, : K — X,, continua e B, : X,, — K continua
satisfazendo d(x, (Bn o ozn)(x)) < an,Vz € K, onde (a,) € uma sequéncia real

tal que a, — 0. Seque que K possui ppf.

Demonstragdo. Seja f : K — K continua. Entao Vn € N, a,0fof3, : X,, = X,

é continua, logo tem um ponto fixo z, € X,,. Defina z,, = (,(z,) € K. Segue
que (ozn o f) (Tn) = 2 = (Bn o, o f) () = Bu(zn) = x, € K. Assim,

d(f(xn), ) = d(f(@n), (Buoanof)(wn)) = d(f(rvn), wnoan)(f(xn))) < a,

pois f(z,) € K. Logo, d(f(xn),xn) < a, com a, — 0. Agora, como K é

espago métrico compacto, por 2.2.79.1, temos que (x,) admite subsequéncia
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convergente (z,, ). Segue que a,, — 0 (conforme 2.2.77). Ponha z,, — z, € K.
Por 2.2.82, f(z,,) — f(xo). Assim, por 2.2.74, d(f(xo),xo) = 0, isto é,
f(xo) = xo. Entao f tem ponto fixo. O]

Definicao 3.3.4. Seja X espacgo topologico. X é chamado de absolute retract
(AR) se, VY espago métrico, VF C Y fechado, Vf : F' — X continua,
3f:Y — X continua tal que f|p = f.

Proposicao 3.3.5. Espacos localmente convexos, espagos vetoriais normados

e subconjuntos convexos desses espagos sao retratos absolutos.

Demonstracao. Pelo Teorema de Extensao de Dugundji, temos que espacos lo-
calmente convexos sao retratos absolutos. Mas espagos vetoriais normados tem
uma base de abertos convexos, as bolas abertas, logo sao também localmente
convexos. Por 2.3.42.1, obtemos também que subconjuntos convexos de espa-
gos vetorias topoldgicos localmente convexos (ou, portanto, espagos vetoriais

normados) sdo retratos absolutos. ]

Defini¢do 3.3.6. O conjunto I = {(z,) € £? | |z,| < 2} ¢ chamado de
cubo de Hilbert.

Observacao 3.3.7. Como, por 2.3.5 e I*® C .£?, temos que o cubo de Hilbert é
um subconjunto de um espaco vetorial normado, logo espago métrico, portanto

sequencial e satisfazendo o primeiro axioma da enumerabilidade (conforme
2.3.3, 2.2.58 e 2.2.83).

Exemplo 3.3.8. Seja A, = {z € I* |z, > 0}. Tome z € A, e € € (0,z,).
Assim, Vy € I tal que ||z — y|| < €, temos que |z, — yn|* < 32, v — vil?
e |z, —ynl < |z —y|| < e Segue que y, > x, —e > 0, isto é, y € A,. Entdo

B(z,€) N I* C A,. Dessa forma, temos que A,, é um aberto de I*°.

Observagao. No cubo de Hilbert, as proje¢oes sdo definidas por p; : I* —

[O’ %] com pl(x) = I; para r = (ZB]_, vy Ly, )

Proposicao 3.3.9. Seja X um espaco topolégico. Entao f : X — [* é

continua em a € X se, e somente se, Vi € N, fi = pjof : X — [0,1] ¢

7
continua em a.
Demonstragio. Evidentemente, como as projegoes p; sdo continuas, f é conti-
nua = f; = p; o f é continua, V2 € N. Suponha, entao, que cada f; é continua
em a € X e defina f = (f;)ien. Como 302 =5 < oo, dado € > 0, Jip € N tal
que Yisiy & < 5. Mas, Vi € N, fi(x), fia) € [0,4] = Liuyy Ifilx) — fila)? <
Disio %2 < %, Vr € X. Agora, x — (fl(x), s fn(x)) é continua, pois cada f; o
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é, entdo 3V vizinhanca de a em X tal que z € V = ¥, | fi(z) — fi(a)]* < %
Logo, Va € V. [|f(2) = f(a)* = Zizi, [filx) = fi(a)* + Lisiy | fi() — fia)* <
€2, ou seja, ||f(x) — f(a)|| < e. Assim, Ve > 0, 3V vizinhanca de a tal que,

Ve eV, ||f(z) — f(a)]| < €. Segue que f é continua em a. O

Corolario 3.3.9.1. Uma sequéncia (z,) em I, tal que x, = (x,;); € I,
converge para um ponto a = (a;) € I se, e somente se, Vi € N, a sequéncia

(@n)n converge para a;.

Demonstragdo. Seja @ = {0} U {+ | n € N}. Temos que lim, oz, = a &
f:Q — I definida por f(%) =z, e f(0) = a é continua, uma vez que, sendo
os pontos nao-nulos de () isolados, a continuidade da f depende apenas da sua
continuidade em 0, que equivale, por 2.2.82 e 3.3.7, a x,, — a. Agora, esta tal

f ¢ continua se, e somente se, Vi € N, f; =p; o f: Q — [0, 1] definida por
1 1
fz() =Di (f <>) = pi(Tn) = T
n n

é continua. Mas, Vi € N, uma tal f; é continua em a; se, e somente se,

limy, 00n i = a;. ]

Teorema 3.3.10.
1. O cubo de Hilbert é compacto;

2. O cubo de Hilbert é o espaco métrico compacto universal, isto €, todo
espago métrico compacto K é homeomorfo a um subconjunto K fechado
em I*°;

3. O cubo de Hilbert possui ppf.

Demonstracao.

1. Temos, por 2.2.79.1 que um subconjunto de um espaco métrico é com-
pacto se, e somente se, toda sequéncia naquele subconjunto admitir uma
subsequéncia convergente nele mesmo. Agora, observe que uma sub-
sequéncia de uma sequéncia (z,) em I*° é uma restri¢io da aplicagao
x : N — I* a um conjunto infinito N C N. Nesse caso, indicaremos a
subsequéncia por (z,)nen € seu limite por lim,cyx,.

Seja entdo (z,) uma sequéncia qualquer em I*°. Segue que (z,1) ¢é
uma sequéncia no compacto [0, 1], logo existe N; C N infinito tal que

lim,en, Tp1 = a1 € [0, 1]. Da mesma forma, (x,2)nen, ¢ uma sequéncia

1

no compacto [0, 3], logo existe Ny C N; infinito tal que lim,en,zn2 =
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as € [0, %] Indutivamente, temos que (2, x)nen,_, ¢ uma sequéncia em
[0, %], logo existe N, C Nj_; infinito tal que lim,en, = ai. Como
cada N esta ordenado por ordem crescente, podemos tomar seu k-ésimo
elemento py e definir N* = {p; | £ € N} € N. Ainda mais, como
Ny D Ny D ... D N1 D Ny D ..., para cada k € N, N* a partir
do seu k-ésimo termo, estd contida em Ng. Segue que (z,)nen+, a par-
tir do seu k-ésimo termo, é uma subsequéncia de (x,)nen,. Assim, por

2.2.77, temos que

hmnEN*xn,k = limn€>]\]7€*xn,k = hmnEkan,k: = Qg
Vk € N. Logo, por 3.3.9.1, limen+2, = (ax), onde a; € [0, 1], Vk € N =
a = (ag) € I*°. Assim, V(z,,) sequéncia de I, IN* € N tal que (x,,)nen-

¢ convergente. Segue que [*° é compacto.

2. Seja K um espago métrico compacto. Segue que K ¢é enumeravelmente
compacto, logo satisfaz o segundo axioma da enumerabilidade (conforme
2.2.61). Tome, assim, # = {B,,} base enumeravel de abertos de K. Para

cada n € N, seja f, : K — |0, %] uma funcao continua definida por

1 d(z, K — By)

Observe aque f,(z) > 0 < = € B,. Agora, por 3.39, f : K — [
definida por f(z) = (fi(x),..., fu(x),...) é continua. Além disso, por
2121, Ve #ye K, dne Ntalquex € B, ey ¢ B, = fu(xr) >0e
fuly) =0= f(z) # f(y), isto é, f é injetiva. Segue que f : K — f(K) é
uma bijecdo continua. Mas, como K é compacto, temos que f é fechada
(conforme 2.2.6.1). Entdao f : K — f(K) é homeomorfismo entre K e
K = f(K) C I®, onde K é um compacto de I, logo fechado.

3. Seja I" = {x € I | x; = 0,Yi > n}. Entdo I" = [[}4[0,1] ~
[0,1]" ~ D" = " ~ D" = I" tem ppf. Seja entdo i, : I — [* a
inclusao e p, : I — I™ a projecdo. Segue que 5, 0 oy, : [® — [
¢ continua e leva @ = (1,T9,...,Tn, Tpi1,...) €M (T1,Tg, ..., Ty, 0, ...).
Assim, d(x, (an o 5n> (:B)) = /XX 22 Mas o0 af <X %2 <
J¥ &5 = L. Assim, d(:c, (an o 5n)(:v)) < \/% — 0. Entao, por 3.3.3, I®

tem ppf.
O

Lema 3.3.11. Seja (K,d) espago métrico compacto e f : K — K. Suponha
que [ se fatora através de um espaco AR X. Entdo f tem ponto fixo.
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Demonstragio. Sejam o : K — X e §: X — K continuas com f = o a.
Tome K C I R A K — I ainclusdo e h : K — K homeomorfismo (sempre
existe um tal R’, por 3.3.10) e considere coh™! : K — X continua. X é espago
AR = 3¢ : I — X continua tal que ¢|z = aoh™'. Entdoioh : K — [*®
e fo¢:I*° — K sao continuas e (fo¢)o(ioh) = f. Segue que f se fatora
através de 1. Como I possui ppf (conforme 3.3.10), por 3.3.2, temos que f

tem ponto fixo.

I°°<—)K

aoh~1

' /@\ /\&

[OO

]

Teorema 3.3.12 (Teorema do Ponto Fixo de Schauder). Seja E espago
vetorial normado e C' C E convero nao-vazio. Seja f : C' — C compacta.
Entdao f tem ponto fixo.

Demonstragio. f é compacta = f(C) C C é compacto. Considere entdo as
fungoes f : C — f(O) | f(z) = f(x),Vo € C ei: f(C) — C inclusao.
Temos que foi: f(C) — f(C) se fatora através de C. Mas f(C) C E é

um subconjunto de um espago vetorial normado, portanto métrico (conforme

2.3.3). Segue que f(C) é espago métrico compacto. E, por 3.3.5, C' C E é AR.
Assim, por 3.3.11, temos que foi tem ponto fixo. Entao f =10 f tem ponto
fixo. O]

Teorema 3.3.13 (Teorema do Ponto Fixo de Schauder-Tychonoff). Seja L
espaco localmente convero e C' C L convexo. Entdao toda aplicacao compacta
f:C — C tem ponto fixo.

Demonstracao. Demonstra-se da mesma forma que o Teorema do Ponto Fixo
de Schauder, mas usando que L é localmente convexo e C' C L é convexo = ('
¢ AR (por 3.3.5). O

Corolario 3.3.13.1. Todo compacto convexo de um espaco localmente convezxo

tem ppf.

Demonstragdo. Seja L espaco localmente convexo e C' C L convexo compacto.
Assim, Vf : C'— C continua, como C' é compacto e f(C) C C, temos que f é
compacta. Logo, pelo Teorema do Ponto Fixo de Schauder-Tychonoff, f tem
ponto fixo. Segue que C' tem ppf. O]
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Teorema 3.3.14. Toda aplicagdo compacta de um espagco AR tem ponto fizo.

Demonstraciao. Demonstra-se da mesma forma que o Teorema do Ponto Fixo
de Schauder. N

Teorema 3.3.15 (Dugundji). Seja L um espago vetorial normado. Se S(L)

ndo for compacto, entdo é AR.*

Teorema 3.3.16 (Dugundji). Seja L um espago vetorial normado. Entao D(L)

tem ppf se, e somente se, D(L) for compacto.

Demonstragio. Como L é localmente convexo e (L) é convexo (conforme
2.3.41 e 2.3.22), se D(L) for compacto, por 3.3.13.1, segue que D(L) tem ppf.
Suponha, entdo, que D(L) ndo é compacto. Segue de 2.3.18.1 que S(L)
tampouco é compacto. Logo, por 3.3.15, S(L) é AR. Considere, entao, a
identidade Idsr) : S(L) — S(L), uma aplicacao continua. Como S(L) é AR e
é um fechado de D(L) (um espago métrico, conforme 2.3.3, pois é subconjunto
de um espago vetorial normado), 3F : D(L) — S(L) extensao continua de
Idsry. Defina, agora, ¢ : D(L) — S(L) por ¢(z) = —F(x). Se ¢ tiver um
ponto fixo z € D(L), entdo z = —F(z) € S(L) (pois S(L) é simétrico,
conforme 2.3.34). Mas x € S(L) = F(x) = Ids()(z) = x, um absurdo. Entao
¢ :D(L) — S(L) C D(L) é uma aplicacao continua que nao tem ponto fixo.
Segue que (L) nao possui ppf. O

Corolario 3.3.16.1 (Teorema do Ponto Fixo de Dugundji). Seja L um espago

vetorial normado. Entdo D(L) tem ppf se, e somente se, dim(L) < oco.

Demonstragao. Por 2.3.18.1 e 3.3.16, temos que

D(L) tem ppf < D(L) é compacto < dim(L) < oo

4. A demonstracao desse teorema pode ser encontrada em [1, 6.2].
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3.4
Alternativa Nao-Linear e o Teorema Ponto Fixo de Leray-Schauder

Proposicao 3.4.1 (Alternativa Nao-Linear). Seja E espago de Banach, C C E
convexo e U aberto de C'. Sejam ainda T o fecho de U em C e 9€U a fronteira
de U em C. Entdo, Vp € U e VF : U — C compacta, vale uma das seguintes
proposicoes:

1. F tem um ponto fixo em U ;

2. Ju € 9% e\ € (0,1) tal que u = AF(u)+(1—M\)p, ou, equivalentemente,
Ju € O°U tal que u € ( ,F(u))

Demonstragio. Suponha que F' ndo tenha ponto fixo em d°U (do contrario a

demonstracao seria trivial) nem satisfaga a segunda proposigao e defina
A= {xEUc |z =t- F(x)+ (1 —t)p para algum ¢ € [0, 1]}

Evidentemente, p € A, logo A # (). Além disso, ANO°U = (. Seja, entdo, (z,)
uma sequéncia em A C U° tal que z,, — xo9 € U. Assim, Vn € N, 3¢, € [0,1]
tal que z,, = t, - F(z,) + (1 — t,)p. Entao (¢,) é uma sequéncia definida no
compacto [0, 1], logo admite subsequéncia (t,,) tal que t,, — to € [0, 1]. Mas,
por 2.2.77, x,, — xo. Segue, por 2.2.82, que f(z,,) — f(zo) (pois U° cE
é espaco métrico, portanto satisfaz o primeiro axioma da enumerabilidade,
conforme 2.2.58). Logo, oy = to - F(zo) + (1 — to)p, ou seja, g € A. Assim,
A & fechado de UC. Além disso, 0°U é também fechado em TC. Dessa
forma, como T 6 normal (por 2.2.57 e 2.1.35), conforme o Lema de Urysohn,
34T — [0,1] tal que p=(0) = U e p~1(1) = A. Defina entio N : C' — C

por

+C
N(&) = { (@) F(x) + (1 - u(x))zz; i g e

Temos que z € U = u(z) = 0 = N(x) = p. Entao N é continua. Além
disso, pu(z)F(x) + (1 - u(w))p € [p, F(x)], logo N(C) C Cy (F(UC) U {p})
Agora, F' é aplicacdo compacta, entdo F (Uc) é relativamente compacto e
FU)YU{p} = F(U")U{p} é compacto, isto 6, F(TU") U {p} é relativamente
compacto. Segue, por Mazur, que C (F (Uc) U {p}) é relativamente compacto.
Como N(C) C Cy (F (Uo) U {p}), temos que N é aplicacdo compacta. Pelo
Teorema do Ponto Fixo de Schauder, 3¢ € C' tal que N(zg) = .

Suponha, agora, que xg € C'— U. Entao xy = N(zg) = p € U, absurdo. Segue
que xo € U. Temos, desta forma, que g = N(x¢) = p(xo) F(xo)+ (1—u(x0))p.
Mas p(zg) € [0,1], logo xy € A. Pela definicao de p, segue que p(zg) = 1 e
N(zg) = F(x¢). Entao zo é ponto fixo de F. O
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Aplicacdo 3.4.2. Seja p € [1,+o0] constante, ¢ tal que %4—5 =1, h €
C’O([O, 1]), g :[0,1] x R — R uma aplicagao L?Carathéodory, isto ¢, tal que
1. g, :t— g(t,y) é mensuravel para todo y € R;
2. g; > g(t,y) é continua para quase todo ¢ € [0, 1];
3. Vr >0, 3pu, € Lq([O, 1]) tal que |y| < r = |g(t,y)| < p.(t) para quase
todo t € [0, 1].
e seja k : [0,1] x [0,1] — R tal que k; : s — k(t,s) € LP([O, 1]) para cada
t €1[0,1] e t — k; é continuo de [0, 1] para Lp([O, 1])
Suponha ainda que, VA € (0,1) e Vy : [0,1] — R solucao de

y(t) = A(h(t) + /01 k(t, s)g(s, y(s))ds), vt € [0,1]

vale que ||y||oc = suppyly| # M, onde M > 0 é uma constante que ndo

depende de A\. Entao a equagao

y(t) = h(t) + /01 k(t, s)g(s, y(s))ds, vt € 0,1] (3.4.1)
tem solugao y € C([O, 1])

Demonstragcio. A ideia desta demonstracao é provar que o operador F' :
C([O, 1]) — C’([O, 1]) dado por

FIl(t) = o) + [ k(t,5)g(s,y(s) ) ds, Vi € [0,1]

é um operador que satisfaz os requisitos de 3.4.1 sem que valha (2), tendo, desta
forma, um ponto fixo em C’([O, 1]) Contudo, apesar de este ser um exemplo
classico e de grande importancia de uma aplicagao de 3.4.1 as EDPs, ele nao
sera elaborado aqui, por utilizar diversos elementos que fogem ao escopo da
dissertacdo. A demonstragao integral, entretanto, pode ser encontrada em [8,

§5, 5.2, p.49-51] 0

Teorema 3.4.3 (Teorema do Ponto Fixo de Rothe). Seja E espago de Banach
e U C E aberto convexo ndo-vazio. Seja F : U — E compacta tal que
F(0U) Cc U. Entao F tem ponto fizo em U.

Demonstragio. Tome p € U, u € U e A € (0,1). Como F(u) € U, por 2.3.30,
AF(u) + (1= XNp € U, logo AF(u) + (1 = XN)p # u, Yu € OU, VA € (0,1). Mas
U C U, onde U é fechado convexo (por 2.3.29). Entdo, por 3.4.1, F tem um
ponto fixo. n
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Teorema 3.4.4. Seja E espaco de Banach, C C E convexo fechado, U > 0
aberto em U e p : E — [0,+00), ndo necessariamente continua, satisfazendo
p10) =0 e p(Ax) = Ap(x), ¥(z,)\) € E X [0,+00). Assuma ainda que, para
F.TU° = C compacta, vale a condigio de Rothe, isto €, p(F(x)) < p(x) para
x € O°U. Entio F tem ponto fizo.

Demonstragio. Como 0 € U, pondo p = 0 em 3.4.1, temos que F' tem ponto
fixo ou J(x,\) € 9°U x (0,1) tal que z = AF(x). Mas © = \F(z) =
p(z) = p()\F(x)) = )\p(F(x)) < p(F(x)), um absurdo, pois p(F(:L‘)) < p(x)
em 0°U. Entdo F tem ponto fixo. m

Observagao. Observe que, em particular, toda norma de um espaco vetorial
¢ uma tal p. Assim, pondo p(z) = ||z||, C = F e tomando U > 0 aberto,
obtemos que toda F': U — E compacta com tal que ||F(z)|| < ||z|| tem um

ponto fixo.

Proposicao 3.4.5 (Alternativa de Leray-Schauder). Seja F espago de Banach,
C C FE convexo fechado tal que 0 € C' e F': ' — C' completamente continua.
Entéo e(F) = {x € C | x = A\F(z) para algum A € (0,1)} é ilimitado ou F

tem ponto fixo.

Demonstrag¢io. Suponha que e(F) é limitado. Entao e(F’) é também limitado,
isto é, Ir > 0 tal que e(F') C B(0,r). Defina U = B(0,7)NC'". Logo, U é aberto
de C e 0 € U. Além disso, U ¢ limitado, portanto U também o é. Como F

é completamente continua, temos que F(U) é relativamente compacto, isto é,

F|z: U — C é aplicagao compacta. Finalmente, temos que
o°U =U“-U = (B(0,NC)—(B(0,r)NC) = (B(0,1)—B(0,r))nC = dB(0,

Assim, u € 0°U = u € 0B(0,7) = u ¢ e(F) c B(0,7) = # € (0,1) tal que
u = AF(u). Pondo p =0 em 3.4.1, temos que F' tem ponto fixo. O

Teorema 3.4.6 (Teorema do Ponto Fixo de Leray-Schauder). Seja (£, || - ||)
espaco de Banach e T : E — FE completamente continua satisfazendo a

condi¢io de contorno de Leray-Schauder, isto €, tal que 3M > 0 com ||z|| =
M = T(z) # \x, YA > 1. Entdo T tem um ponto fizo.

Demonstragdo. SejaT" completamente continua satisfazendo a condi¢ao acima

com um tal M > 0 e ponha C = B(0,M) C E. Segue que C é convexo e
fechado. Além disso, como T é completamente continua, temos que 3K C E
tal que T'(C') C K, pois C' ¢ limitado (conforme 2.2.2). Defina entdo p: E — C
por

M

T'f” se ||z|| > M,

r sexeC &zl <M,
p(z) =
\
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onde ||z|| > M = ||p(z)]| = M = 2 € dC e ||z]| = M = p(z) = v = M=

BN
isto é, p é continua. Segue que p é retracdo, pois p|c = Idc. Assim, temos
que g = poT|c : C — C é compacta, pois T|c(C) = T(C) C K =
g(C) = (poT|c)(C) = p(T(C’)) C p(K), onde p(K) é compacto pela

continuidade de p. Assim, por 3.3.12, 3¢ € C tal que g(xy) = xo. Suponha

que, portanto, que ||T(xg)|| > M. Entao zq = g(zo) = p(T(xo)) = ?{T%;(:)OH) =

T(xg) = Azg, onde A = w > 1, absurdo. Segue que ||T(zo)|| < M, logo
xo = g(xo) = p(T(:z:o)) = T'(xp), ou seja, ry € C' é ponto fixo de T O

Observacgao 3.4.7. O Teorema do Ponto Fixo de Leray-Schauder pode ser

reformulado da seguinte forma, mais pratica para aplicacao na teoria das EDPs:

Seja (E,|| - ||) um espago de Banach e T': E — E completamente
continua com uma constante M > 0 tal que, para todos x € E e
o € [0, 1] satisfazendo x = oT'(x), vale que ||z|| < M. Entao T tem

um ponto fixo.

Um exemplo importante de aplicacao dessa versao equivalente do Teorema do
Ponto Fixo de Leray-Schauder as EDPs quasilineares elipticas de 2* ordem

pode ser encontrado em [9, I, 11.2, Teorema 11.4].

3.5
Uma Aplicacao da Teoria de Ponto Fixo a Teoria dos Jogos

Lema 3.5.1 (Ky Fan). Seja X um espago localmente convero, K C X um

compacto convero e ® : K X K — R uma aplicacdo tal que:
1. Vye K, ®,:x— ®(z,y) € semicontinua inferiormente;®
2.Vr e K, &, :y— P(z,y) € concava.
Entio Fxg € K com sup,cx®(wo,y) < sup,e®(y,y).
Demonstra¢io. Por A.2.5, temos que F' : K — R dada por F(z) =
sup,cx ®(z,y) é semicontinua inferiormente. Fixe, assim, ¢ > 0 e tome = € K.

Observe, primeiramente, que = € F‘1<F(zr;) — €, +oo), pois F(x) > F(x) — €.
Suponha, agora, que, para todos y € K e U 3 x aberto, 32z € U N K tal que

CD(Z7y) S SupwEK(D(J:?w) — €

Entao sup,c®(2,y) < sup,cx®(r,w) — ¢, isto é, F(z) < F(x) — e. Portanto,
VU 3 x aberto, 3z € U N K tal que

F(z) < F(z) — e F(2) ¢ (F(z) —e,+00) & 2 ¢ F7'(F(z) — €, +0)

5. Ver A.2.2.
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Dessa forma, VU > x abertos, temos que UNK ¢ F~1 (F(:B) — €, —l—oo) (pois
Jdz e UNK tal que z ¢ F*1<f(x) — €, —I—oo). Entao F*1<F(x) — ¢, +oo) nao
é um aberto de K, um absurdo, pois F' é semicontinua inferiormente.

Logo, fixando € > 0, Vx € K, dy, € K e AU, > x aberto tais que
D(2,Ye) > sup,ex®(z,y) —¢, Vz2eU,NK

Como {U,}.ex é uma cobertura aberta de K, um compacto, ela admite
subcobertura finita {U,, }I_,. Agora, como K ¢é paracompacto (conforme 2.2.4),
por 2.1.40, existe {¢; }I; particdo da unidade em de K subordinada & cobertura
aberta {U,,}" ;. Defina, entdo, f : K — X por f(z) = X" ¢i(x)y,,. Temos
que f é continua, por ser soma finita de fungoes continuas. Além disso,
Vo € K, S ¢ilx) = 1, logo f(z) = S0y ¢i(2)ye, € Co({Uarr - ¥r,}).
Assim, pondo C' = C ({yzl, s ymn}), temos que f(K) C C. Mas K é convexo
e {Yzy, -, Y, } C K, portanto C' C K. Segue que f(K) C K, ou seja, f é
aplicagdo compacta, pois K é compacto. Assim, por 3.3.13, f tem um ponto
fixo z € K, isto é, T = Y1 1 ¢i(Z)Ya,

Agora, como @z : y — D(Z,y) é concava e 3", ¢;(Z)y,, é uma combinagao

convexa, por A.2.11.1,

i=1
Além disso, pela escolha dos y,,,
D(T, Ya;) = sup e @(wi,y) — €= F(;) — ¢

Temos, entao, que
S, @(0.) 2 D7) 2 36 (1) 5 0) = 3 () (Fm) — )
> Z:;@( ) (mfxeK( (x) — e)) = infmeK(F(x) — 6)
)

= infex F(z) —

Agora, como K é compacto e F' é semicontinua inferiormente, por A.2.8,
Jxg € K tal que inf,ex F(z) = F(x9). Segue que

sup, e x ®(y,y) > infocx F(x) — € = F(20) — € = sup,c g ®(20,y) — €

Como podemos tomar qualquer ¢ > 0, obtemos que dzqg € K tal que

sup, e x ®(wo, y) < sup,cx®(y,y). O
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Consideraremos, para a aplicacdo a seguir, jogos nao-cooperativos de
n > 2 jogadores, isto é, jogos em que cada jogador age independentemente.

Nessas condigoes, um jogo pode ser definido da seguinte forma:
Definicao 3.5.2. Um jogo é um par ordernado (K, F'), onde K =[], K; ¢
F=(fi)r,: K — R" Um elemento z; € K; é chamado de uma estratégia do

jogador 7 (K; sendo justamente o conjunto de todas as estratégias possiveis para

o jogador 7), enquanto a n-upla z = (r;) € K é chamada de perfil de estratégias

do jogo.

A funcao F', por sua vez, é chamada de funcao de perda, enquanto cada

coordenada f; representa a funcao de perda para o jogador i é maximizar
seu ganhos, ou seja, encontrar uma combinacao de estratégias que minimize a

sua funcao de perda.
Definig¢ao 3.5.3. Um jogo ¢é dito de soma zero quando >_!' ; f; = 0.

Definicao 3.5.4. Uma estratégia é chamada de equilibrio de Nash quando

nenhum jogador se beneficia ao mudar sua estratégia enquanto os demais
jogadores mantém as suas inalteradas. Ou seja, um elemento & = (7;) € K é

um equilibrio de Nash quando temos que

fl(j?) S fi('%l; ...,infl,l'i,i'l#l, ,.’i’n) Vi € {1, ...,Tl}, V:z:‘l € Kz (351)

Observacao. Falando vagamente, dizer que pequenas variagoes de uma estra-
tégia causam pequenas variagoes de ganho podem ser traduzidas matematica-
mente na exigéncia de que a fungdo de perda seja continua.

A concavidade das fungoes de ganho — ou quasi-concavidade, dependendo do
resultado almejado® — &, por sua vez, é uma exigéncia necessaria para a ga-
rantia de existéncia de certos equilibrios de Nash, e representa a habilidade de

um jogador em particular de misturar estratégias para diminuir sua perda.

Ap06s essa breve introdugao a conceitos fundamentais da teoria dos jogos,

podemos entao obter o seguinte resultado fundamental da Teoria dos Jogos:

Teorema 3.5.5 (Nash). Para cadai € {1,...,n}, seja X; um espago localmente
convezo, K; C X; um convexro compacto nao-vazio e K = [[;—, K;. Sejam ainda
fi : K — R continuas em K e convexas na i-ésima coordenada. Entio 3% € K

equilibrio de Nash. "

6. Ver [10, 1,2, 20.3, p.20].
7. Esse importante teorema foi demonstrado inicialmente em [11] por Nash, que ganhou
o Nobel de Economia por esse resultado.
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Demonstragio. Defina @ : K x K — R por

n

q)(.ﬁE, y) = Z (fl(x) - fi(xla s Tim1, Yis Tit1, 7$n))
i=1
para y = (y;). Entao ® é continua, ¢, : y — ®(z,y) é concava para cada x € K
e (z,r) = 0, Vo € K. Assim, por Ky Fan, 37 € K com sup,x®(7,y) <
sup,cx®(y,y) = 0. Entao, Yy € K, ®(7,y) < sup,cx®(Z,y) < 0. Assim,
Vi e {l,..,n} e Vz; € K;, temos que

(I)<fi', (53'1, ey ji—la :Bi,ji—i-la ,[Z’n)> <0<& f,(i’) < fi(ii'l, ...,i’i_l,$i, ‘%H—lv ,Zl?n)
ou seja, T € K ¢é um equilibrio de Nash. O

Observacgao 3.5.6. No caso de um jogo de soma zero, podemos reproduzir o
resultado de 3.5.5 para fungoes de perda f; concavas na i-ésima coordenada
e semicontinuas superiormente em K. Neste caso, como > !, f; = 0, temos
que ® : K x K — R" definido conforme na demonstracao de 3.5.5 é dada por
O(x,y) = =30 filxr, oo, Ti1, Uiy i1, oy Tp ). Entdo @, além de ser concava
na segunda coordenada, é semicontinua inferiormente na primeira coordenada,
pois cada f; é semicontinua em seu dominio. Assim, podemos aplicar 3.5.1 e o

resultado desejado segue como em 3.5.5.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512246/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1512246/CA

4

Aspectos da Teoria do Grau e Aplicacoes a Teoremas de
Ponto Fixo

Devido a necessidade de todo um fundamento de topologia diferencial

que foge ao escopo desta dissertagdo (que visa, nesse momento, desenvolver

os fundamentos da teoria do grau e trabalhar suas respectivas aplicagoes aos

teoremas de ponto fixo), as demonstragoes de alguns teoremas e proposigoes

da teoria do grau serao omitidos aqui, mas devidamente referenciados caso o

leitor

1.

deseje se aprofundar no tema. !

Ao longo desta secao, a seguinte notacao sera utilizada:

Sejam M, N variedades diferencidveis? e f : M — N diferenciavel.
Ry ={a€ N |Vz € f(a), df, : T.M — T,N é sobrejetiva }

é conjunto de valores regulares de f;

. Sejam FE,V espacos vetoriais de mesma dimensao e L : E — V

isomorfismo. Dizemos que sgn(L) = +1 (isto é, L tem sinal positivo)

caso det(L) > 0 e sgn(L) = —1 caso contréario;

. Em se tratando de variedades, o simbolo O sera usado para indicar o

bordo;

Além disso, os seguintes resultados de topologia diferencial e analise serao

empregados:

Teorema 4.0.1 (Sard-Brown). Sejam M, N variedades suaves de dimensoes

m e n, respectivamente, e f : M — N suave. Entio Ry é denso em N.?

Teorema 4.0.2. Sejam M, N wvariedades suaves sem bordo e f : M — N

prépria. Entdo 3g: M — N suave e prépria propriamente homotépica a f.*

= N

. Para uma abordagem abrangente desse tema, ver [12].

. Para a defini¢do de variedades diferencidveis e outros conceitos associados, ver A.4.1.
. A demonstragao desse teorema pode ser encontrada em [6, §2, p.11].

. A demonstracao desse teorema pode ser encontrada em [12].
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Teorema 4.0.3 (Stone-Weierstrass). Seja K C R™ compacto e f : K — R”
continua. Ye > 0, 3P : K — R" polinomial tal que ||f — P||o < €.?

Teorema 4.0.4 (Jordan-Brouwer). Seja M C R™™ wma variedade suave
fechada, conexa e sem bordo de dimensao m. Entdo M ¢é orientdvel e M
separa R™ em duas componentes abertas Dy e Dy cujos fechos sao variedades
fechadas de dimensao m + 1 com bordo M. Além disso, se M for compacta,
uma das componentes conezxas € limitada (indicada por in(M)) e a outra é
ilimitada (indicada por ex(M)).®

Corolério 4.0.4.1. Seja M uma variedade compacta de dimensao m em R™*,
Entao 3D C R™™! aberto limitado tal que 0D = M.

4.1
O Grau de Brouwer-Kronecker

Teorema e definigao 4.1.1. Sejam M, N variedades suaves orientadas sem
bordo de dimengcio m e seja f : M — N suave propria. Seque que, Va € Ry C
N, 3V wizinhanga de a tal que ¥b € V, f71(b) € finito e #f71(b) = #f71(a).

Além disso, o inteiro

Seer-1w) sgnldfs) se f7Hb) # 0, (4.1.1)
) 1.

d(f,b) :{ 0 se f1(b) =

depende apenas de a e é chamado de grau de f em a.

Demonstrag¢do. Primeiramente, por Sard-Brown, temos que R; é denso em
N. Em particular, Ry # (. Agora, Ya € Ry, {a} C N é compacto, logo
f~Ya) C M também o é, pois f é prépria (conforme 2.2.11). Mas f é suave,
portanto f~'(a) é discreto. Por 2.2.19 e 2.2.21.1, temos que f~'(a) é finito.
Agora, Vo € f~Ya), df, : T,M — T,N é uma aplicagdo linear sobrejetiva
entre espacos de mesma dimensdo, logo é um isomorfismo. Ou seja, f é
difeomorfismo local. Portanto, 3U vizinhanca de z e 3V vizinhanca de a tais
que fly, : Uy — V é um difeomorfismo.

Ponha agora f~'(a) = {z1,..,24}. Vi € {1,..,k}, 3U,, e V; vizinhancas
de z; e a, respectivamente, tais que f|g U% — Vp é um difeomorfismo
(uma vez que, tomando [73’6 eV, Vizinhan(:’as de z; e a, respectivamente, tais
que flg U;, — V; sdo difeomorfismos, basta definir V; = N5, V; e por
U, = Ug’; N f~'(Vy) para obter o resultado desejado). Defina F = M —Ur_, U,..
Temos que F' é fechado. Mas f é prépria e N satisfaz o primeiro axioma da
enumerabilidade, logo f(F') é fechado de N (conforme 2.2.17.1) e a ¢ f(F).

5. A demonstragio desse teorema pode ser encontrada em [13, 5.11.16].
6. A demonstragio desse teorema pode ser encontrada em [12, 111, 6.4, p. 129].
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Como M é normal (conforme A.4.2.1 e 2.2.38) e localmente conexa, temos que
3V vizinhanga conexa de a tal que VN f(F) = 0 e V C V, (basta tomar
V vizinhanca de a tal que V N f(F) = @, que existe, conforme 2.1.10, pela
normalidade de M, e tomar V conexa tal que a € V. C V NV}, que existe pela
conexidade local de M, uma vez que VNVj é aberto). Segue que f~(V)NE = 0),
ouseja, f1(V)cM—-F=U",U,,.

Defina entao U,, = U,, N f~1(V). Temos que flo,, : Uz, = V € difeomorfismo,
logo U, é conexo Vi € {1,...,k}. Além disso, U, U,, = U (U,, N f~1(V)) =
(Ui Tn) N fHV) = fUV). Assim, Wb € V, f7(b) C UL, Us,. Mas,
Vi€ {1,....k}, flu,, ¢é difeomorfismo, logo bijecao. Segue que #(f[v,,) ' (b) =
1. Como f7'(b) = Ui(flv,,)7"(b), temos que #f7'(b) = k = #f'(a).
Ainda mais, Vi € {1,...,k}, fly, € difeomorfismo = df,, : T,,M — T,N é
isomorfismo, logo sgn(df,,) € —1, 1. Como a aplicagdo y — sgn(df,) é continua
no conexo U,,, ela é constante. Assim, Yy € U,,, sgn(df,) = sgn(df,,). Desta
forma, Vb € V, sendo f~1(b) = {y1,...,yx}, onde, Vi € {1,....k}, i € U,,,

temos que

k

Z sgn(df,) = ngn(dfyi) = ngn(dfmi) = Z sgn(df,)

zef-1(b) i=1 z€f~1(a)
O

Teorema e definigao 4.1.2. Sejam M, N variedades suaves orientadas sem
bordo de dimengdo m. Seja ainda N conexa e f : M — N suave e propria.
Segue que d(f,a) ndo depende da escolha de a € Ry. Neste caso, d(f,a) é
chamado de grau de f e é denotado por deg(f).”

Exemplo 4.1.3. Sejam M,N e f : M — N como acima. Entao, se f for
bijetiva, deg(f) = £1 (onde deg(f) = 1 < f preserva a orientagao), e se f nao
for sobrejetiva, deg(f) = 0.

Exemplo 4.1.4. Sejam [dsn, (—Idg.) : S*™ — S" e f : St — S! com
frx @ — a*. Temos que deg(Idsn) = 1, deg(—Idsn) = (—1)" e deg(fy) = k.

Teorema e definigao 4.1.5. Sejam M, N variedades suaves orientadas sem
bordo de dimensdo m com N coneza e f : M — N prépria. EntaoNf : M — N
suave, propria e propriamente homotopica a f, deg(f) nao depende da escolha

de f. Assim, define-se o grau de Brouwer de f por deg(f) = deg(f).® Além

disso, vale que:

7. A demonstracao desse teorema pode ser encontrada em [12, 111, 1.4, p. 99].
8. A demonstragdo desse teorema pode ser encontrada em [12, 111, 3.1, p. 111].
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1.Vf' : M — N propria e propriamente homotdpica a f, deg(f) =
deg(f')."

2. ¥V P wvariedade conexa suave orientada sem bordo de dimensao m e
g: N — P prépria, deg(go f) = deg(f) - deg(g)."

3. VX wariedade suave orientada com bordo de dimensao m+1eh: X — N

propria, deg(hlox) = 0.

Exemplo 4.1.6. Seja Q € .#(2 x 2) uma rotagdo. Entao

| cos(f)) —sin(0)
Q= [ sin(f)  cos(0) ]

com 6 € [0, 27]. Defina entdao R: R?* - R*por R:v— Que H :R?*x [0,1] —
R? por

Hy(x) = cos(td) —sin(t) .
sin(td)  cos(td)

Segue que H ¢ continua. Além disso, V(z,, t,) sequéncia em R? x [0, 1], temos

que ||[(zp, tn)|| = 00 = ||za]] = o0 = ||Hy, (x,)]| = ||zn]|] — o0o. Assim,

por 2.3.11, concluimos que H é prépria. Ainda mais, temos que Hy = Idg2 e

H, = R, ou seja, H é uma homotopia propria entre R e Idg2. Segue, por 4.1.5,

que deg (R) = deg (IdR2> =1.

Teorema 4.1.7 (Hopf).

1. Seja M wvariedade suaves compacta orientada sem bordo de dimensdo m.

Vd € Z, 3hg: M — S™ tal que deg(hq) = d.'?

2. Seja M conforme acima e f,g : M — S™ continuas. Entio deg(f) =
deg(g) = f~g."

Teorema 4.1.8 (Hopf). Seja X variedade suave orientada de dimensdo m+1
com bordo 0X conezo e seja f: X — S™ propria e suave. Entdo deg(f) =0
= 3f : X — S™ prépria tal que flox = f. M
Aplicagao 4.1.9. Seja f : S™ — S" continua. Segue que:

1. deg(f) # (=1)"*! = f tem um ponto fixo;

2. deg(f) #1 = f leva um ponto no seu antipoda.

9. A demonstracao desse teorema pode ser encontrada em [12, 111, 3.4, p. 112].
10. A demonstracao desse teorema pode ser encontrada em [12, III, 3.2, p. 111].
11. A demonstragio desse teorema pode ser encontrada em [12, III, 3.3, p. 111-2].
12. A demonstragio desse teorema pode ser encontrada em [12, V, 2.2, p. 193].
13. A demonstragio desse teorema pode ser encontrada em [12, V, 2.1, p. 191-2].
14. A demonstragdo desse teorema pode ser encontrada em [12, V, 2.4, p. 194-5].
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3. Se n é par, deg (f) =1 = f tem um ponto fixo.

Demonstracao.

1. f ndo tem ponto fixo = Vz € S", f(x) # x. Assim, por 2.4.2, f ~ —Idgn.
Segue que deg (f) = deg (—Idg) = (—1)""! (conforme 4.1.4).

2. Anélogo ao item anterior.
3. Sejan = 2k. deg (f) =1+# —1 = (=1)?*"! = f tem ponto fixo.
O

Aplicagdo 4.1.10. Sejam f,g : S* — S continuas. Segue que ao menos

uma das fungoes f, g ou f o g tem ponto fixo.

Demonstra¢io. Suponha que f e g nao tém ponto fixo (do contrario, o

resultado segue trivialmente). Entao deg(f) = deg(g) = (—1)*""1 = —1
(conforme 4.1.9). Assim, por 4.1.5, deg (fog) = deg (f) - deg(g) = (—1)? = 1.
Entao f o g tem ponto fixo. m
4.2

O Grau Euclidiano

Nesta secdo, a menos que seja especificado contrariamente, D C R™*!

serd, considerado um aberto limitado. Segue, por 2.2.55, que D é compacto.

Teorema e definicdo 4.2.1. Sejam f : D — R™ suave e a € Ry, — f(OD).
Entio f~'(a) C D ¢€ discreto em D. Assim, f~'(a) é finito ou wvazio. O

grau de f em a € entao definido por

Zmef’l(a) Sgn(dfﬂ»‘) se fﬁl(a) 7& )
0 se fa)=0"

d(f,D,a) = { (4.2.1)
Exemplo 4.2.2. Seja f : D — R™" difeomorfismo suave e tome a €
Ry, — f(OD). Temos que #f'(a) =1, logo d(f, D,a) = £1.

Teorema e definicio 4.2.3. Sejam D C R™ aberto limitado, f : D —
R™ suave e a ¢ f(OD). Seja ainda Q a componente coneza de R™ ™ — f(OD)
que contém a. Seque que Vb € QN Ry, d(f, D,b) € constante. Tomando entdo
um tal b, definimos o grau de f em a por d(f,D,a) = d(f, D,b). 6

Lema 4.2.4. Seja H : D — R™ suave e a ¢ H(@D x [0, 1]) Segue que
d(Hp, D,a) = d(Hy, D,a).'"

16. A demonstracao desse teorema pode ser encontrada em [12, IV, 1.5, p. 143].
17. A demonstracao desse teorema pode ser encontrada em [12, IV, 1.6, p. 144].
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Teorema e defini¢do 4.2.5. Seja f : D — R™! continua e a ¢ f(OD).
Entio, Vg : D — R™ suave tal que |f — gloo < dz’st(a, f(@D)), d(g, D, a)
ndao depende da escolha de g. Defina, assim, o grau de f em a por d(f,D,a) =

d(g, D,a) para algum tal g.

Demonstragio. Seja f : D — R™ continua e a ¢ f(0D). Como D é
compacto (conforme 2.2.55, pois é limitado e fechado), por Stone-Weierstrass,
dP: D — R™! polinomio tal que ||P — f||o < %dist(a,f(@D)). Ponha r =
%dist (a, f(@D)). Por Sard-Brown, Rp|,NB(a,r) # 0. Tome b € Rp|,NB(a,7),
isto é, b € Rpj, tal que |la—b|| <7 = %dist(a, f((?D)), e defina g = P —b+a.

Entao
19— Flloo = 1P = f+b—alloc < ||P = fllso + [Ib—al| < 27 = dist (a, f(OD))
Assim, temos que a ¢ g(9D), pois, Vx € 9D,

lg(x) = al| = [1f(x) = all = [1f(x) = g(2)|| = infop||f = al| = supyp||f — gl
> dist(a, /(D)) — supp||f — gl| = dist(a, /(D)) ~ |If = gll=o > 0

Além disso, ¥Y(z,t) € 0D x [0,1], tf(x) + (1 — t)g(x) # a (do contrério,
l|f(z) — al|| < ||f(x) — g(z)|| para algum = € 0D, um absurdo). Entdo, se
f for suave, por 4.2.4, d(g, D,a) = d(f, D, a), isto é, esta definicio de grau é
coerente com 4.2.1.
Tome, agora § : D — R™! suave tal que ||f — §|loc < dist(a,f(@D)) e
defina H : D x [0,1] — R™ por Hy(x) = tg(z) + (1 — t)g(x). Suponha que
3 (z,t) € 0D x [0, 1] tal que Hy(x) = a. Entao
1) = all = ||(¢@) + (1 = 05 @) = (t9(@) + (1 = D3(@)) |
<t ) — g(@)ll + (1 = Ol () — )]
<HIf = glleo + (1= D)1 = dllsc < dist(a, /(D))

um absurdo. Segue que H(x) # a para todo (z,t) € 0D x [0,1]. Assim,
por 4.2.4, d(g, D,a) = d(g, D, a), isto é, d(g, D, a) ndo depende da escolha do
g: D — R™1 suave tal que |f — glo < dist (a, f(@D)). O

Proposigao 4.2.6. Seja f : D — R™"! continua. Entao a — d(f, D,a) é uma

fungao constante em cada componente conexa de R™* — f(9D).!®

Proposigao 4.2.7. Sejam f : D — R™! continua, a ¢ f(0D) e T € £ (R")
translacao. Segue que d(T of, D,T(a)) =d(f,D,a).

18. A demonstragio desse teorema pode ser encontrada em [12, IV, 2.3, p. 146-7].
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Teorema 4.2.8. A funcao grau
d:{(f,D,a) | D C R™* aberto limitado, f : D — R™ continua,a ¢ f(OD)} — Z

¢ caracterizada pelas sequintes propriedades:

1. Seja H : D x [0,1] — R™" ¢~ : [0,1] — R™ continuas tais que
~(t) ¢ H (OD), ¥t € [0,1]. Seque que d(Ht, D,’y(t)) nao depende de t;

2. Seja i : D — R™ g inclusdao. Entdo

1 D
di,D,ay={ = S
0 sea¢ D
3. Seja f : D — R™ continua e a ¢ f(OD). Entdo d(f,D,a) # 0 =

f(z) = a tem solugao em D;

4. Sejam Dy,Dy C D abertos disjuntos, f : D — R™! continua e
a ¢ (D~ (DU D). Eutdo d(f, D, ) = d(f, Dy,a) + d(f, D).

Demonstracao.

1. Seja H : D x [0,1] — R™ e v : [0,1] — R™"! continuas tais que

v(t) ¢ Hy(0D), Vt € [0,1]. Defina f : 0D x [0,1] — R por f(z,t) =
||v(t) — Hy(z)|]. Como D C R™ é um fechado e y(t) ¢ H;(OD),
vVt € [0,1], temos que f(x,t) > 0, V(x,t) € 9D x [0,1]. Além disso,
como 9D C D é um fechado de um compacto (conforme 2.2.55, pois
D ¢ fechado e limitado em R™!), temos, por 2.2.6, que dD é também
compacto. Assim, por Tychonoff, 9D x [0,1] é compacto. Logo, pelo
Teorema dos Extremos, f atinge um minimo € > 0.
Agora, como H é uniformemente continua (pois é uma aplicagao continua
definida em um compacto), Ip > 0 tal que [t — | < 7, ||r —2'|| <7
= ||Hi(x) — Hy(2)|| < §, Vt,t' € [0,1], Vz,2’ € D. Tome, dessa
forma, ty € [0,1]. Por Stone-Weierstrass 3¢ : D — R™"! suave tal
que ||g(z) — Hyy(2)|| < §, Yo € D. Entéo

lg(z) = Hi(@)[| <|lg(x) = Hio (2)[| + [[Hio(x) — Hi(2)]] < €
para todo z € D e [t — ty| < n. Mas

€ = inf(z peonx oy dist (V(t), Hy(z)) < infreapdist(v(t), Hi(x))
= dist (7(t), Ht((?D))
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Vi € [0,1]. Assim, ||g(z) — Hy()|| < dist(w),ﬂt(am), v € D,
Vt € [0,1] com [t — tg] < n. Portanto, V¢ € [0,1] com |t — to| < n,

lg = Hilloo = sup,cpllg(e) — Hu(a)|| < dist (+(), Hi(0D)

Logo, por 4.2.5, podemos calcular d(Ht,D,fy(t)> = d(g, D,”y(t)), vVt €
[0,1] com [t —to| < n. Tomando x € 9D e t = ty, obtemos que 0 <
llg(x) — Hyy ()] < dist <7(t0), H, (ap)). Assim, dist (Wo), Hto((‘?D)) >
0. Agora, tomando ' > 0 tal que [t — to| < 1 = ||y(t) — v(to)|] <
dist (7(t0), Hto((‘?D)) (sempre existe um tal 7/, pela continuidade da 7)
e pondo 1y = min{n, n'}, temos, Vo € 9D, Vt € [0,1] com |t — to| < ng €
Vs € [0, 1], que

lg() = (L= s)y(t) + sv(to)l| = llg(x) = (@) + s[[7(t) = (o)l
> (L4 9)[[v(t) = (o)l = 0

) + 3(9( ) — V(to)) # (. Assim, como (g _

isto é, (1 — s)(g
)) sdo suaves e suavemente homotépicas (basta considerar

7(1), ( (to
a homotopla G(z,s) = g(x)— 7((1 — s)t+st0) em 0D x [0,1]), por 4.2.4,
( ) = d(g v(to), D, ), Vt € [0,1] com |t —to] < 1. Nessas

condlgoes, por 4.2.7, segue que

d(Hy, D,4(t)) = d(g,D,7(t)) = d(g —+(t), D,0) = d(g — +(ts), D, 0)
= d(g, D,7(to)) = d(Hs,, D, (o))

Vt € [0,1] com |t — tg| < mp. Defina, entdo, h : [0,1] — R dado por
h(t) = d(Ht, D,fy(t)). Temos que Yty € [0, 1], Ine > 0 tal que |[t—to| < o
= h(t) = h(to), isto é, h é uma func¢ao localmente constante em um
intervalo. Segue que h é constante em [0, 1], isto é, d(Ht, D,y(t)) nao
depende de t.

. Seja D C R™*! aberto limitado e i : D — R™! a inclusdo. Temos,

entdo, que i é suave, i~ '(a) = {a} sea € Dei '(a) =0 se a ¢ D. Como
d(i); = idgm+1 para todo x € D, segue que sgn(d(@')x) = 1. Assim,
para a € D, temos que i~ '(a) = {a} e que, por 4.2.1, d(i,D,a) =
> rei-i(a) S80(d(i);) = 1, pois © € i~'(a) & = = a. Agora, se a ¢ D,
i~1(a) = 0. Segue que d(i, D,a) = 0.

. Seja f : D — R™! continua e a ¢ f(0D) tal que f(z) = a nio tem

solugdo. Entdao f~(a) = 0 < a ¢ f(D). Tome, assim, g : D — R™"!

suave tal que ||f — g||oo < dist (a, f(D ) sempre existe uma tal g, por
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Stone-Weierstrass, uma vez que D é compacto). Entao

lg(x) = all > || f(z) = al| = || f(z) = g(=)|| > intp]|f — al| — supp]|f — ]
= dist(a, /(D)) = [|f = gl >0

Vz € D, ou seja, a ¢ g(D).

Seja, agora, Q C R™"! a componente conexa de R™! — ¢(dD) tal que
a € Q. Como D é compacto, por 2.2.6, temos que g(D) é compacto,
portanto fechado. Entdao R™"! — ¢(D) é aberto, logo 3r > 0 tal que
B(a,r) C R™™ — g(D). Mas B(a,r) é conexo, logo B(a,r) C . Agora,
por Sard-Brown, R, ¢ denso em R™*! logo 3b € B(a,r) N Ry, . Segue
que b € Ry, b ¢ g(D) e b € Q. Entdo, por 4.2.1, d(g, D,b) = 0, pois
b ¢ g(D).

Finalmente, como b € Ry, — g(D) C Ry, — g(0D) e b estda na mesma

componente conexa de R™™ — ¢(dD) que a, pela definicdo de grau
em 4.2.3, d(g,D,a) = d(g, D,b). Equivalentemente, como ||f — g||e <
dist (a, f (b)) < dist (a, f (8D)> (pois 9D C D), pela defini¢do de grau
em 4.2.5, d(f,D,a) = d(g, D, a). Entao

d(f,D,a) =d(g,D,a) =d(g,D,b) =0

. Sejam D;,D, C D abertos disjuntos, f : D — R™*! continua e

a ¢ f(D— (D1 UDQ)). Defina X = D—(D;UDy) C D fechado de R™!,
logo compacto (conforme 2.2.6, pois D é compacto). Assim, por Stone-
Weierstrass, tome g : D — R™"! suave tal que ||g — f|| < dist (a, f(X)).
Entéo, conforme na demonstracdo de 4.2.8-3, a ¢ ¢g(X) e Ir > 0 tal
que B(a,r) C R™ — g(X). Seja, dessa forma, 2 a componente conexa
de R™ — ¢g(dD) que contém a. Como B(a,r) é conexo, segue que
B(a,r) C €. Tome entao b € Ry, N B(a,r7) C Q (sempre existe um
tal b, por Sard-Brown). Assim, por 4.2.3 e 4.2.5, temos que d(f, D,a) =
d(g,D,a) =d(g,D,b).
Agora, b ¢ g(X) < g7 1(b) = 0 ou g (b) C D;UDy. Mas D; é um aberto
limitado, g|5; ¢ suave em R™' ¢ b € Ry, — g(X) C Ry, — g(dD,)
(pois 0D; C X, conforme A.3.1). Entao faz sentido falar em d(g, D1, b)
e, equivalentemente, de d(g, Do, b). Temos, assim, as seguintes situagoes:
(a) Se g~'(b) = 0, pela definigao de grau em 4.2.1, d(g,D,b) =
0. Mas (g|p)~'(b) = g7 '(b) N Dy = 0, logo d(g,D1,b) =
d(glg-, D1,b) = 0. Equivalentemente, d(g, Dy,b) = 0. Temos, por-
tanto, que d(g, D,b) = d(g, D1,b) + d(g, D2, ).
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(b) Se g'(b) C DyUD,, entdo g~1(b) = (g1 (b) N Dy ) U (g7 (b) N Dy).
Além disso, para x € Dy, temos que d(g|p;). = dg, (o resultado é

andlogo para x € Ds). Assim, pela definigdo de grau em 4.2.1,

d(g.D.b)= > sgn(dg,)= Y, sgn(dg.)+ >,  sgn(dg,)

z€f~1(b) z€ f~1(b)NDy zef—1(b)ND2
= d<g> D1> b) + d(g, D27 b)

Agora, temos que

e = gle]|_ < 11F = gl < dist(a, £0)) < dist o, £(0D1))
pois D; C X. Além disso, sendo €, a componente conexa de R™*! —
g(0D1) que contém a, temos que B(a,r) C R™! — g(X) c R™! —
g(0Dy), pois 0D, C X. Como B(a,r) é conexo, segue que B(a,r) C €.
Entao b € {4 e b € Ry, C Ry, . Assim, por 4.2.3 e 4.2.5, temos que
d(f,Di,a) = d(g, D1,a) = d(g, D1,b). Equivalentemente, d(f, Ds,a) =
d(g, Dy, b). Entao d(f, D,a) = d(f, Dy,a) + d(f, D2, a).

]

Proposigao 4.2.9. Sejam f,g: D — R™! continuas tais que f|sp = glop €
tome a ¢ f(0D). Entao d(f, D,a) = d(g,D,a).

Demonstragio. Defina H : D x [0,1] — R™! tal que Hy(z) = (1 —t)f(z)

tg(x). Temos, assim, que H é continua, Hy = f e H; = g. Logo, Y(z,t)

0D x [0,1], Hy(x) = (1 —t)f(zx) +tf(xz) = f(x) # a, isto é, a ¢ H (0D
Vt € [0, 1]. Entao, por 4.2.8, temos que d(f, D,a) = d(g, D, a).

m -+

~—

Y

U

Lema 4.2.10. Seja f : D" — Rl continua sem zeros. Entio dx € S™ e
A > 0 tais que f(x) = Az.

Demonstra¢io. Suponha que, Vx € S*™ e A > 0, f(z) # Ax. Terfamos
que Hy(z) = (1 —1t)- f(x) +t-(—x) # 0, Vz € S" et € [0,1], onde
H : D" x [0,1] — R™"! seria uma homotopia entre f e —Idps+1. Entao
0 ¢ H,(S"), ou seja, d(f, B(0,1), 0) = d( — Idpns1, B(0,1), 0) = (1)~ £ 0,
um absurdo, pois 0 ¢ f(S") = f(OD"*!) mas f(z) = 0 nao tem solugao em
B(0,1) (como deveria ter, conforme 4.2.8). O

Aplicagao 4.2.11. Seja f : D" — R""! continua. Entdo f tem um ponto
fixo ou dz € S" e A > 1 tais que f(x) = .

Demonstragio. Suponha que f nao tem pontos fixos e ponha g : D! — Rn*!

continua definida por g(z) = f(x) — z. Como g ndo tem zeros, por 4.2.10,
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dr € S" e A >0 tais que g(z) = Az < f(z) = (A+ 1)z = Nz. Entao Jz € S”
e N > 1 tais que f(z) = Nz O

Teorema 4.2.12 (Extensao do Teorema Ponto Fixo de Brouwer). Considere
f D" — R continua tal que f(S™) C D", Entdo f tem ponto fizo.

Demonstragdo. Suponha que f nao tem ponto fixo. Por 4.2.11, existiriam x( €
S™e A > 1 tais que f(xg) = A\xg. Terfamos entao que |f(zo)| = A|zo| = A > 1,
absurdo, pois f(zg) € D" Segue que f tem ponto fixo. ]

Observagao. Note que é possivel que f(S") C D" para f : D"t — R+
continua sem que f(D"™!) C D", Tomando p ¢ D"*! e pondo f : D" —
R™*! com z (1 — ]x\)p + x, temos que f é continua e, Vo € §", |z| =1 =
f(z) =z, ou seja, f(S") =S" C D", enquanto f(0) =p ¢ D",

4.3

Indice

Teorema e defini¢ao 4.3.1. Seja D C R™" aberto limitado, f : 0D — R™H
continua e a ¢ f(OD). Entio d(f,D,a) ndo depende da escolha de f : D —
R™HL extensdo continua de f. Define-se entio o indice ou winding number de
f em torno de a por w(f,a) = d(f,D,a).

Além disso, o winding number possui as sequintes propriedades:

1. a— w(f,a) é constante em cada componente conexa de R™* — f(OD);

2.VH : 9D x [0,1] — R™ e Vv : [0,1] — R™ continuas tais que
v(t) ¢ H(0D), Vt € [0,1], w(Ht,’y(t)) nao depende de t;

3. w(f,a) #0 = Vf estensio continua de f o D, 3z € D tal que f(z) = a.

Demonstracio. Seja. D C R™! aberto limitado, f : 0D — R™*! continua.
Pelo Teorema de Extensdo de Tietze, 3 f : D — R™! extensdo continua de f
(basta aplicar Teorema de Extensao de Tietze a algum aberto U D D D 9D e
restringir a extensao a D). Sejam, entdo, fi, fo : D — R™! extensoes continua
de f. Temos que filop = f = fo|op. Assim, por 4.2.9, d(f1, D,a) = d(fs, D, a),

ou seja, d( f,D, a) nao depende da extensdao continua fde f.

1. Seja f : D — R™ uma extensdo continua de f e a,b dois pontos
na mesma componente conexa de R™™ — f(9D). Temos, entao, que
(D) = f(8D), ou seja, a,b estdo na mesma componente conexa de
R™1 — f(9D). Assim, por 4.2.6, segue que d(f, D, a) = d(f, D,b). Dessa
forma,

w(f,a) =d(f,D,a) = d(f,D,b) = w(f,b)
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2. Seja H : 9D x [0,1] — R™! e v : [0,1] — R™"! continuas tais que
y(t) ¢ Hy(0D), Vt € [0,1]. Ponha H : D x [0,1] — R™"! extensdo
continua de H (sempre existe uma, por Teorema de Extensao de Tietze,

como foi visto no inicio da demonstragao). Entao
Hy(0D) = H (0D x {t}) = H(dD x {t}) = H,(dD)

isto é, Hilopp = H;, Vt € [0,1]. Logo, temos que (t) ¢ H(dD),
vVt € [0,1]. Entao, por 4.2.8, d(Ht,D,v( )) nao depende de t. Segue
que w(Ht,fy( )) = d(Ht, D,~(t )) nao depende de ¢.
3. Suponha que w(f,a) # 0. Assim, Vf extensdo continua de f a D, temos
que d(f,D,a) = w(f,a) # 0. Assim, por 4.2.8, Iz € D tal que f(z) =
O

Corolério 4.3.1.1. Seja D C R™*! aberto limitado, a € R"* e f, g : 0D —

R™ — {a} continuas e homotdpicas em R™™ — {a}. Entdo w(f,a) = w(g,a).

Demonstragio. Ponha E = R"™ — {a}, defina v : [0,1] — R""! por
v(t) = ae H: f ~g g tal que a ¢ H(@D x [0, 1]) Assim, Vt € [0,1],
~v(t) ¢ H(OD x [0,1]) D Hy(0D). Segue, por 4.3.1, que w(Ht,'y(t)) nao
depende de t. Entao w(HO,W(O)) = w(H1,7(1)>. Mas Hy = f, H = g e
7(0) = (1) = a. Obtemos, dessa forma, que w(f,a) = w(g,a).

Proposicao 4.3.2. Seja M C R""! variedade suave compacta sem bordo

de dimensao n e f : M — R"™! continua com 0 ¢ f(M). Segue que

w<|lj§”,0> =w(f,0).

Demonstragao. Por 4.0.4.1, EID C R"*! aberto limitado tal que D = M.

Como 0 ¢ f(0D), temos que IIfH : 0D — R™! ¢ continua. Além disso, w(f,0)
w(chH,()) estao definidos. Considere, entdao, H : dD x [0,1] — R"*! dada

por Hi(z) = (1 —t)f(x) + tllf - Como f(z) # 0 para todo x € 9D, temos

que
1 t

A

um absurdo para todo t € (0,1). Além disso, Ho(xz) = f(x) # 0 e Hi(x) =

# 0, Vx € 9D. Entao, VvVt € [0,1], 0 ¢ Ht(aD) Segue, por 4.3.1, que
0) = w(f.0). =

||f H
w m7

Teorema 4.3.3. Seja M C R"™ wariedade suave compacta e conexra sem

bordo de dimension e f: M — S"™ continua. Seque que deg(f) = w(f,0).1°

19. A demonstragio desse teorema pode ser encontrada em [12, IV, 4.6, p. 158-9].
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Corolario 4.3.3.1. Seja M C R"™! variedade suave compacta e conexa sem

bordo de dimensdo n e f : M — R™ continua com 0 ¢ f(M). Segue que

w(f,0) = deg (If‘H)

Demonstragio. Como 0 ¢ f(M), temos que ﬁ M — S™ C R estd

definida e é continua. Por 4.3.2, temos que w ﬁ,o = w(f,0). Mas, por
£y = I 5 — £

4.3.3, deg (”f') = w(llfll’())' Entao w(f,0) = deg <||f”>. ]

Teorema 4.3.4 (Hopf). Seja X C R"™ um compacto que desconecta R™ !
em duas componentes Dy e Dy (sendo Dy limitada e Dy ilimitada) cujos bordos
topoldgicos sao X. Sejam f,q : X — R duas aplicacoes continuas tais que
w(f,0) =w(g,0). Entdo f ~gn1 g. >

Teorema 4.3.5. Seja D C R*™! aberto limitado e f : 0D — R™! continua.
Seque que f tem extensdo continua f . D — R"! se, e somente se,
w(f,0)=0.2%

Lema 4.3.6. Seja D C R™" aberto limitado e simétrico tal que 0 & D e seja
¢ : D — R™ suave impar com 0 ¢ ¢(0D). Entio w(plop,0) € par.

Demonstragio. Seja M = 4 (n x n), ponha L > 0 tal que D C D, (conforme
2.3.8) edefina F': DxM — R" por F' : (z, A) — ¢(z)+Az. Como ¢ é continua
e D C D é um compacto (pois é um fechado do compacto D, conforme
2.2.55 e 2.2.6), temos, pelo Teorema dos Extremos, que 3zy € 9D tal que
F(x0) = mingpF. Mas 0 ¢ F(0D), logo F(xy) # 0. Defina § = ||F(x¢)|| >0 e
ponha e = & > 0. Por A.4.9.1, 3A € M com ||A|| < € tal que 0 é valor regular
de Fj4. Agora, por 2.3.6, temos que, Vo € 9D, ||Az|| < ||A]| - ||z|] < eL = 4.
Entao, Vo € 0D, ||Fa(x)|| > [|¢(x)]| — ||Az|| > 0, isto é, 0 ¢ Fa(OD).

Assim, H : Dx|0, 1] dado por Hy(z) = ¢(x)+tAz é tal que, V(z,t) € 0D x[0, 1],

[ Hi(2)]] = [[o(x) + tAz[| = [|p()]] = t|[Az|| = ||¢(z)]] — [|Az]] >0

Segue que 0 ¢ H,(0D), vVt € [0,1]. Entao, por 4.2.8, temos que d(¢, D,0) =
d(Fa, D,0), pois Hy = ¢ e H = Fjy.

Agora, como ¢ é simétrico, Vo € D, Fa(—x) = ¢(—2)+A(—2) = —¢(x)— Az =
—Fy(x), isto é, Fy é simétrico. Assim, F4(z) = 0 se, e somente se, Fy(—z) = 0,
isto é, F;1(0) é simétrico. Como 0 ¢ D D F3*(0), temos que Yo € F;*(0),
—x # x. Entdo #F;'(0) é par. Finalmente, por 4.2.1, como 0 € Rp,, temos
que d(F4,D,0) = Zmngl(O) sgn(d(FA)x). Mas cada sgn(d(FA)x) = +£1, um

20. A demonstragao desse teorema pode ser encontrada em [12; V, 3.1, p. 196-7].
21. A demonstragao desse teorema pode ser encontrada em [12, V, 3.3, p. 199].


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512246/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1512246/CA

Capitulo 4. Aspectos da Teoria do Grau e Aplicacoes a Teoremas de Ponto Fixo 120

nimero impar. Segue que d(Fy, D,0) é par, pois é a soma de um nimero par
de fmpares. Assim, por 4.3.1, w(¢|sp,0) = d(¢, D, 0) é par. ]

Lema 4.3.7. Seja D C R™" aberto limitado e simétrico tal que 0 ¢ D e seja
f: 0D — R™ continua e impar. Entao w(f,0) € par.

Demonstracio. 0D C D é fechado de um compacto, portanto é compacto.
Entdao 3¢ : 0D — R™ — {0} suave tal que g ~ f em R™™ — {0} e tal que
g(x) # tg(—x), Vz € 9D, Vt € [0,1].%2 Assim, por 4.3.1.1, w(f,0) = w(g,0).
Agora, por Teorema de Extensao de Tietze, 3§ : D — R™"! tal que glop = g
(basta aplicar Teorema de Extensdo de Tietze a algum aberto U > D D 9D
e restringir a extensdo & D). Observe, assim, que 0 ¢ g(0D) = §(0D). Defina
entdio G : D — R™! por G(z) = g(x) — g(—z). Temos que G é suave e
impar. Mas, Vx € 0D, Vt € [0,1], g(x) — tg(—x) = g(x) — tg(—x) # 0, pois
Glop = g. Desta forma, a homotopia H : D x [0,1] — R™! entre G e § dada
por Hi(z) = g(x) — tg(—z) é tal que 0 ¢ H(@D x [0, 1]) Segue, por 4.2.8,
que d(g, D,0) = d(G, D,0). Agora, por 4.3.6, temos que d(G, D, 0) é par. Mas
d(g,D,0) = w(g,0) (conforme 4.3.1). Assim, w(f,0) = w(g,0) = d(g,D,0) =
d(G, D,0) é par. H

Teorema 4.3.8 (Borsuk). Seja D C R™"! aberto limitado e simétrico tal que
0eDeg:IdD— R —{0} continua e impar. Entao w(¢,0) é impar.

Demonstragio. 0 € D e R™! & regular = Je > 0 tal que B(0,e) C D

= B(0,e) N dD = (. Considere entdao o compacto 0D U B(0,¢) e defina
f:9D U B(0,¢) — R™! por

f=

¢ em 0D,
Idm em B(O,G)

Como ¢ e [dm sdo continuas e B(0,¢) N 9D = (), temos que f é também
continua. Logo, por Teorema de Extensdo de Tietze, 3 F : D — R™*! extensao
continua de f. Como 0 ¢ F(0D) = f(0D) = ¢(9dD), logo podemos calcular
d(F, D,0).

Considere entdo os abertos disjuntos D; = B(0,¢) e Dy = D — B(0, ¢). Temos
que 9(D — (Dy U Dy)) = 9D UIB(0,€). Mas 0 ¢ F(OD) e 0 ¢ F(0B(0,¢)) =
]dm(ﬁB(O, e)) = 0B(0,¢). Entao 0 ¢ F(D — (DU Dg)). Portanto, por
4.2.8, d(F,D,0) = d(F,D1,0) + d(F, Dy,0). Como F|p, = Idp,, temos que
d(F, Dq,0) = 1. Além disso, Dy é um aberto simétrico e limitado com 0 ¢ Dy

22. Ver A.3.6.
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e 0Dy = 0D U JB(0,¢€). Assim,

¢ em 0D,
F’3D2 =
IdaB(O,e) em OB(O, E)

Mas ¢ e Id sao impares, logo F'|gp, também o é. Segue por 4.3.7 que d(F, D5, 0)
é par. Entao d(F, D,0) =1+ d(F, D,,0) é impar.

Finalmente, como F|sp = ¢, temos que F é extensao continua de ¢. Assim,
por 4.3.1, w(¢,0) = d(F, D,0) é impar. O

Corolario 4.3.8.1. Nestas condigoes, ¢ nao é homotopicamente trivial.

Demonstragio. Temos que w(¢,0) é impar, logo w(®,0) # 0. Por 4.3.5, segue

que ¢ nao é homotopicamente trivial O

Corolario 4.3.8.2. Seja U C R™"! aberto limitado e simétrico com 0 € U
e ¢ : OU — R™ — {0} continua fmpar. Entdo toda extensdo continua
¢ : U — R™! de ¢ tem um zero em U.

Demonstragdo. Seja ¢ : U — R™ extensao continua de ¢ (sempre existe uma,
conforme a demonstracio de 4.3.1). Por 4.3.1, temos que d(¢, U, 0) = w(,0).
Mas w(¢,0) é fmpar (conforme 4.3.8). Segue que d(¢,U,0) # 0. Entdo, por
4.2.8, ¢(z) = 0 tem solugio em U. O

Teorema 4.3.9 (Extensdo do Teorema do Ponto Fixo de Borsuk). Seja
U C R™ aberto limitado e simétrico com 0 € U e ¢ : U — R™ continua
impar. Entio toda extensdo continua ¢ : U — R™ de ¢ tem um ponto fixo
em U.

Demonstragio. Defina g : OU — R™ ! por g(x) = ¢(x) — x. Caso 0 € g(0U),
temos que 3zy € AU tal que g(xy) = 0 < ¢(xo) = xo. Logo, Vo : U — R™H1
extensao continua de ¢ (sempre existe uma, conforme a demonstragao de 4.3.1),
d(xo) = d(xy) = g, ou seja, ¢ tem um ponto fixo em OU.

Suponha, entdo, que 0 ¢ ¢(dU). Tome ¢ : U — R™! extensdo continua
de ¢ e defina § : U — R™! por §(z) = ¢(x) — x. Temos que jloy =
<5|3U — (Idg)|lov = ¢ — Iday = g, isto é, § é extensao continua de g. Assim,
como ¢ é também continua e impar, por 4.3.8.2, , 3z¢ € U tal que g(zo) = 0,
ou seja, tal que gg(xo) = x,. Dessa forma, V¢ : U — R extensdo continua

de ¢, Jzo € U = U U AU tal que ¢(x) = . ]

Observacao. Em particular, 4.3.9 garante que, YU C R™"! aberto limitado
e simétrico com 0 € U e VF : U — R™"! continua tal que F|sy seja impar, F
tem um ponto fixo (uma vez que F é, evidentemente, uma extensao continua
de Floy). Entao 4.3.9 é de fato uma extensao do Teorema do Ponto Fixo de

Borsuk, uma vez que retira a exigéncia de convexidade de U.
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A
Demonstracoes de Proposicoes Variadas

A.l
Teoria dos Conjuntos

Proposicao A.1.1. Sejam X,Y dois conjuntos, f : X — Y uma funcao e
A C X, B CY dois subconjuntos quaisquer. Entao f(f‘l(B)ﬂA) = BNf(A)

Demonstra¢io. Tome A C X e B C Y. Temos que f(f_l(B) N A) C
f(f‘l(B)) N f(A) € Bn f(A). Tome, entdo, yo € B N f(A). Segue que
Yo € B e drg € A tal que f(xg) = yo. Desta forma, f(zg) € B, ou seja,
zo € fTY(B). Assim, g € AN f7YB) e yo = f(z0) € f(f_l(B) N A). Entao
BN f(A) C f(f71(B)N A). Logo, BN f(A) = f(f"1(B) N A). 0

Proposicao A.1.2. Seja E espago vetorial, C C E convexo e p,q € (0,00).
Entao pC + qC = (p+ q)C

Demonstra¢io. Naturalmente, z € (p+ ¢)C = Jz € C tal que z = (p+ q)x
= z=pr+py = z € pC+qC, ou seja, (p+q)C C pC+ qC. Agora, tomando
z € pC+qC e x,y € C tais que z = px + qy, temos, pela convexidade de C,
que w = % = Fa+ TyeC. Entioz= (p+ q)w, ou seja, z € (p+ q)C.

Assim, pC' + qC = (p + q)C. O

A.2
Analise Real

Proposigao A.2.1. Seja I C [0, +00) um conjunto nao-vazio tal que, VM > 1

ea € l, Ma e I. Entao I é um intervalo ilimitado superiormente.

Demonstrag¢io. Sejam a,b € I com b > a. Vt € [0, 1], temos que ¢t + (1 — t)% >
t+(1—t)=1 Entdota+ (1—t)b =a- (t+(1—t)§) € I, ou seja, I é um
intervalo.

Suponha agora que I nao seja limitado superiormente. Entao existiria L > 0
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tal que © < L, Vr € I (se L < 0, terfamos que I = (}). Assim, tomando a € T
e M > % > 1, temos que Ma € [ e Ma > L, um absurdo. Segue que [ é

ilimitado superiormente. 0

Definicao A.2.2. Seja X um espago topoldgico. Uma funcao f : X — R

¢ dita semicontinua inferiormente se f~! ((a, —|—oo)) for aberto para todo a €
[—OO, +OO)

Equivalentemente, uma fungao g : X — R é dita semicontinua superiormente

se —g for semicontinua inferiormente.

Proposicao A.2.3. Seja X espaco topoldgico, f : X — R semicontinua
inferiormente e Y C X um subconjunto qualquer. Entao f|y é semicontinua

inferiormente em Y.

Demonstragio. Ya € [—o0,+00), pela semicontinuidade inferior de f, te-
mos que ffl((a, —l—oo)) ¢ um aberto em X. Entao (f|y)*1<(a, —I—oo)) =
! ((a, —i—oo)) NY é um aberto em Y, VYa € [—o0,+00). Segue que fly é

semicontinua inferiormente. O

Proposicao A.2.4. Seja X espaco topolégico e f : X — R. Entao f é
semicontinua inferiormente se, e somente se, f~1 ((—oo, a]) é fechado para todo
a € [—00, +00).

Demonstracao. Para a = —oo, temos que
f7 (=00, —oc]) = 7(0) = £71(CR) = Cf 7 (R) = Cf (00, +00))

ou seja, ¢ um fechado em X se, e somente se, f‘l((—oo, +oo)) ¢ aberto em

X. Analogamente, para a € R,
f7((=00,4]) = £7(B(a, +00)) = Cf " ((a, +00))

isto é, é um fechado se, e somente se, f‘1<(a, —l—oo)) é aberto em X. A
proposic¢ao, portanto, decorre diretamente da definicdo de semicontinuidade

inferior. O

Teorema A.2.5. Seja X wum espago topoldgico e {fitier uma familia de

funcoes f; + X — R semicontinuas inferiormente. Entao o supremo pontual

dessa familia de funcoes, isto €, a fungdio F' : X — R definida por F : x —

sup;er fi(x), € semicontinua inferiormente.
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Demonstragio. Fixe a € [—00, +00). Visto que
x € f_l((a, +oo)> & f(z) € (a,+00) & f(x) > a
para todo f: X - Rex € X, e dado que

{z € X | F(z) =sup;e, f;(z) > a} = |J{z € X | fi(z) > a},
icl
segue que F‘1<(a, +oo)) = Uier f[l((a, —i—oo)). Agora, como cada f; é se-
micontinua inferiormente, temos que cada f[l((a, +oo)) é aberta, e as-

sim F‘l((a, +oo)) também o é. Entao, como isso vale para qualquer a €

[—00, +00), temos que F' é semicontinua inferiormente. O

Proposicao A.2.6. Seja X espago de Hausdorft, f : X — R semicontinua
inferiormente e K C X enumeravelmente compacto. Entdo f(K) é limitado

inferiormente.

Demonstragao. O conjunto {(n, +oo)} . ¢ uma base enumeravel de abertos
n
para R, pois, Vx € R, dn € Z tal que *+ > n & = € (n,+00). Entao

{f‘l ((n, —i—oo))} . ¢ uma base enumeravel de abertos em X, pois cada

ft ((n, +oo)) é aberto pela semicontinuidade inferior de f, e

U 1 ((n,+00)) = f‘l( U, +oo>) =R =X
nez nez

Portanto, { f‘l((n, —i—oo))} - ¢ também cobertura aberta enumeravel de
K C X. Entao, pela compacidade enumeravel de K, 31 C Z finito tal que
{ffl ((n, +oo))} o é cobertura de K. Entao, pondo ng = min{n € I}, temos

que Uper(n, +00) = (ng, +00). Dessa forma,

K C U] f ((n, —I—oo)) = f_1< UI(n, —i—oo)) = [ ((no,—l-oo))

Segue que f(K) C f(f_l((no,—l—oo))) C (ng, +o0). Entao f(K) é limitado

inferiormente. [

Lema A.2.7. Seja K espagco enumeravelmente compacto e f : K — R

semicontinua inferiormente. Entao 3xo € K tal que f(xo) = inf,ci f(x).

Demonstragio. Por A.2.6, temos que f(K) é limitado inferiormente. Ponha,
entdo, M = inf,cx f(z), e defina F,, = f‘l(( — oo, M + H) para cada n € N,
Por A.2.4, segue que cada F,, é um fechado em K. Além disso, Vn € N, F,, # ()
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(do contrério, Vo € K, f(x) > M+2, e terfamos que M = infyex f(2) > M+2,

um absurdo). Ainda mais, Vny,ny € N,

1
n1§n2<:><—oo,M+
na

C (—oo,M—i—l] = F,, C I},

ny
Assim, VI C N finito, pondo ng = max{n € I} € N, temos que N,c; F, =
F,, # 0. Logo, {F,}nen ¢ uma familia enumerdvel de fechados em K cujas
interseccoes finitas sao nao-vazias. Pela Propriedade da Interseccao Finita,
segue que Npeny Fro # 0. Tome 29 € Nyey Fn- Temos que f(zg) < M + %,
VYn € N. Entao f(xg) = M = inf,ex f(x). O

Teorema A.2.8. Seja X espaco de Hausdorff, f : X — R semicontinua

inferiormente e K C X enumeravelmente compacto. Entao dxq € K tal que
f(xo) = infoe f ().

Demonstragio. Defina g : K — R por ¢ = f|x. Entdo g é semicontinua
inferiormente (conforme A.2.3). Logo, por A.2.7, 3z, € K tal que g(zo) =
infexg(z). Mas g(z) = f(x) para todo x € K. Assim, temos que 3z, € K tal
que

f(zo) = g(x0) = infoexg(x) = infoex ()
O

Corolario A.2.8.1. Seja X espaco de Hausdorff, f : X — R semicontinua

superiormente e K C X enumeravelmente compacto. Entao dzy € K tal que

f(xo) = sup,c g f ().

Demonstracao. Como f é semicontinua superiormente, temos que —f ’e se-
micontinua inferiormente. Logo, por A.2.8, Jxy € K tal que —f(zg) =
infxeK( — f(a:)) Entao 3z € K tal que

flxo) = _infx€K< - f(l‘)) = SuprKf(x>
]

Observacao. Para todas as proposi¢oes demonstradas para fungoes semicon-
tinuas inferiores, existem proposicoes andlogas para func¢oes semicontinuas su-
periores. Entretanto, como a nessecidade dessa dissertagao recai apenas na uti-
lizacdo de fungoes semicontinuas inferiores, e como semicontinuidade na reta
é um toépico que foge em geral do escopo dessa dissertagao, tais proposicoes,

com excecao da A.2.8.1, ndo serdo demonstradas aqui.
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Observagao A.2.9 (Teorema dos Extremos). Como toda funcdo continua,
claramente, é também semicontinua superior e inferiormente, por A.2.8 e
A.2.8.1, temos que, dado X espaco de Hausdorff, f : X — R continua e

K C X enumeravelmente compacto, 3z, 25 € K tais que f(x1) = inf,ex f(2)
e f(x2) = sup,ex f(2).

Defini¢ao A.2.10. Seja X um espago localmente convexo e C' C X convexo.
Uma funcao f: C' — R é dita convexa se, Va,y € C, VA € [0, 1],

FQa+ 1= Ny) <Af(2) + (1= N f)

Uma funcao g : C' — R é dita concava se —g é convexa.

Proposicao A.2.11. Seja X um espaco localmente convexo, C C X um
convexo. Entao f : C' = R é convexa se, e somente se, para toda >I' ; \;z;
combinacio convexa em C, f ( A )\ixi) <3P N f(x).

Demonstracio. Evidentemente, se f(Z?Zl )\ixi) < Y, Aif(z;) para toda
combinacao convexa, entdo f é convexa, uma vez que Ax + (1 — \)y é uma
combinagao convexa para todo A € [0, 1].

Indutivamente, suponha que a propriedade vale para a imagem toda combina-
cdo convexa de n elementos por uma funcdo convexa, e tome 7! \;z; uma
combinagao convexa em C' e f : C — R convexa. Pondo A = >_7" ; \;, temos
que A+ A\pyp = 1 e 2 Ny = )\(ZZ 1 )\xz) + At 1Tne1, onde 3 sz é

uma combinagao convexa em C' (pois Y1, /\’ = 1). Entao temos que

f(:lz:;l)\z%) < Af(i;i\ ) + A1 f(@nt1)
nt1

i=1
]

Corolario A.2.11.1. Seja X um espago localmente convexo, C' C X um
convexo. Entao g : C' — R é cOncava se, e somente se, para toda > ;" ; \;z;
combinagao convexa em C, g( A )\ixz) >3 Nig(xy).

Demonstracdo. Seja Y7 | A\;x; combinagao convexa em C. Temos que
g é concava < —gé convexa < (—g)(Z Aia:i) <> Xi(—9) (a:l)

<49 ( Zzn:l Aixi) > z”: Aig (i)

i=1
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A3
Topologia Geral

Proposicao A.3.1. Seja D aberto, Dy, Dy C D abertos disjuntos e X =
E— (D1 U Dg) Entao 6D1 cC X.

Demonstragio. Dy C D = Dy ¢ D. Mas DN Dy, = 0 & D, c (D, &
Dy c CD,, pois 0D, é um fechado. Entao D; € DNCDy = D — D,. Segue que

0Dy =Dy — Dy C (D—Dy)— Dy =X
0

Proposicao A.3.2. Seja X pseudocompacto e {U,} uma familia decrescente
de conjuntos abertos nao-vazios com 7, U, = (). Entdo {U,} é localmente
finita.

Demonstragio. Suponha que {U,} nao seja localmente finita. Entdao 3z € X
tal que, para toda vizinhanga V de z, {n € N | V. N U, # 0} ¢é infinito.
Agora, x € V conjunto aberto com V NU, # 0 = x € U,. Desta forma,
{n e N|VNU, # 0} € {n € N | z € U,}. Temos, portanto, que
{n € N |z € U,} é também infinito. Como U,,; C U, = U,;1 C U,, temos
que {n € N|z € U,} =N, do contrario existiria ny € N tal que = ¢ U,,, um
absurdo, pois In > ny tal que z €U, DU, (ou{neN|zeU,} nao seria
infinito). Entao = € N2 = (), um absurdo. Logo, {U,},en ¢ localmente
finita. O

Proposigao A.3.3. Seja X um espaco topoldgico e (x,) € X" com S = {z,, |
n € N} finito. Entdao 3z € S tal que {n € N | x,, = 20} é infinito.

Demonstra¢io. Suponha que, Vo € S, {n € N | z,, = x} seja finito. Desta
forma, terfamos que N = U,cg{n € N | z, = x} seria uma unido finita de

conjuntos finitos, logo finito, um absurdo. n

Proposicao A.3.4. Seja (X,d) espago métrico, V C X e zg € X. Entao,
Vr > d(zg, V), temos que V N B(xg,7) # 0. Em particular, V N B(zg, ) # 0.

Demonstragio. Tome r > d(xo, V). Mas d(zo,V) = infevd(zg,z) < r =
dx € V | d(z,V) < d(zg,x) < r. Temos entdo que = € B(xzg,7), logo
r € V N B(xg,r), ou seja, V N B(xg,7) # (. Desta forma, segue que r >
d(xo,V) = VN B(xg,r) # 0. Em particular, como VN B(z,7) D VN B(z, 1),
temos também que V N B(xg,7) # 0. O
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Proposigao A.3.5. Seja (X, d) espago métrico, xg € X e Z C (0,00) finito
com 19 = min{r € Z}. Entdo N,cp B(zxo,7) = B(xo,70) € Nrew B(xo,7) =
B($0,T‘Q)

Demonstragio. Evidentemente, como rq € %, temos que B(xg,19) C
Nrez B(xo,7). Agora, tome z € N,cp B(xg,r). Entdo, Vr € Z, x € B(zo,7) &
d(z, o) < r.Segue que d(x,xy) < min{r € Z} = ry, ouseja, x € B(xg,19). As-
sim, vale que N,cy B(xo,7) C B(xg,70). Portanto, N,cp B(xo, ) = B(xg,70).

A demonstragao é andloga para bolas fechadas. O

Proposigao A.3.6. Seja D C R™™! aberto limitado e simétrico tal que 0 ¢ D
e seja f: 9D — R™! continua e {mpar. Entao, 3¢ : 9D — R™™ — {0} suave
tal que g ~ f em R™" — {0} e tal que g(z) # tg(—x), Vo € D, Vt € [0, 1].

Demonstragio. Como dD C D é compacto (pois é um fechado do compacto
D, conforme 2.2.55 ¢ 2.2.6) e 0 ¢ D D 9D, temos que r = inf,epp|| f(z)|| > 0.
Tome entdo € € (0,r). Por 4.0.3, 3g : 9D — R™"! polinomial tal que
l|f—9llo < €. Entao g ésuave e ||g(x)|| > ||f(x)||—€ > inf,eop||f(z)||—r > 0,
Vx € 0D, ou seja, 0 ¢ ¢g(0D). Podemos, assim, observar que g : 0D —
R™ — {0} é suave. Além disso, se houvesse (z,t) € 9D x [0,1] tal que

g(x) = tg(—x), terfamos que

o = £ - e o) 26
F) _gla)  tg(-w) _tf(-x) | tf(-x) | f-w)
:H2_92+92 T T T ‘
< o|l7@ - o@)|| + £ jo(==) — r(=o)|| + T2 1@
< e @ £ (I @I) < e+ 1)

um absurdo. Entdo g(x) # tg(—x), ¥(z,t) € 9D x [0, 1]. Finalmente, definindo
H : 0D x [0,1] — R™ por Hy(z) = tf(z) + (1 —t)g(z), temos que

[H@)|| = t]]f(@)]] + (1= O)llg(@)|| = t]|f ()] + (1 = ) (|1 f ()] - €)
= [[f@)l] = (1L =t)e > [[f(2)]| =r >0

ou seja, Hi(z) # 0, ¥(x,t) € 9D x [0,1]. Segue que : H : 9D x [0,1] —

R™! — {0} ¢ uma homotopia suave entre f e g em R™ — {0}. O
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A.4
Variedades Diferenciaveis

Definicao A.4.1. Seja M um espaco topolégico. M ¢é chamada de

variedade topologica se:

1. M for de Hausdorff;

2. M satisfizer o segundo axioma da enumerabilidade;

3. M for localmente euclidiano, isto é, Vo € M, JU > x aberto e
¢ : U — R™ continua tal que ¢ : U — ¢(U) é homeomorfismo.

Proposicao A.4.2. Toda variedade topoldgica é localmente compacta.

Demonstragdo. Seja M uma variedade topologicae x € M. Tome U > x aberto
e¢:U — R" tal que ¢ : U — ¢(U) é homeomorfismo. Segue que W > ¢(x)
aberto tal que W C ¢(U) (pois ¢(U) ¢é aberto e R™ é localmente compacto).
Entao V = ¢ (W) 2 z é aberto e V = (b‘l(W) C U é compacto (conforme
2.2.6). Assim, segue que V' é vizinhanca relativamente compacta de z. Logo,

M é localmente compacto. O

Corolario A.4.2.1. Toda variedade topolégica é o-compacta.

Demonstragio. Toda variedade topolédgica satisfaz o segundo axioma da enu-
merabilidade, logo é de Lindélof (conforme 2.1.55). Além disso, por A.4.2, toda
varidedade topologica é também localmente compacta. Assim, por 2.2.37, se-

gue que toda variedade topologica é também o-compacta. O

Definicao A.4.3. Seja M uma variedade topoldgica e Z = {(Ua,, ¢o)} tal
que {U,} cobre M e ¢, : U, — R™ é continua e homeomorfismo sobre a sua
imagem (essa colegdo é chamada de atlas, e cada elemento de carta). (M, %)
é chamada de variedade diferencidvel se, Y(U, ¢), (V,¢) € % com U NV # 0,
Pop~l: p(UNV) — (UNV) for difeomorfismo (a fungio ¢o¢p~! é chamada de

mudancga de cartas). (M, %) é chamada de variadede suave se cada mudanca

de cartas for suave.

Definicao A.4.4. Sejam M™, N" variedades diferenciaveis com atlas %, 7,
respectivamente. Uma aplicacao f : M — N é dita diferenciavel em xy € M se
existirem (U, ¢) € %, (V,¢) € ¥ taisque xg € U, f(x9) € V e (Yo fod™)|sw) :
o(U) ¢ R™ — (V) C R™ for diferencidvel em ¢(xy) € R™. Nesse caso, a

aplicagao (¢ofop™1)] ¢y € chamada de expressdao de f nas coordenadas locais.

f: M — N é dita diferencidvel se for diferenciavel para todo x € M.
Analogamente, dadas duas variedades suaves M, N, dizemos que f : M — N
é suave se suas expressoes nas coordenadas locais em torno de cada ponto de

m forem suaves.
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Definicao A.4.5. Seja M uma variedade diferenciavel e p € M. Sejam ainda
I,J C R intervalos contendo O e A : [ — M, u: J — N caminhos continuos
tais que A(0) = ©(0) = p. Dizemos que esses caminhos sdo equivalentes se,
Y(U,¢) € % tal que p € U, (¢ o N)(0) = (¢ o pn)'(0), e denotamos a classe de
equivaléncia dessa relagao por [A].

Assim, o espago tangente de M em p é o espago vetorial! T,M dado por
T,M = {[)\} ’I C R é intervalo com 0 € I, A : [ — M é continua e A(0) :p}.

Definicao A.4.6. Sejam M, N variedades diferenciaveis e f : M — N. O
diferencial de f em p € M é a transformacao linear? df, : T,M — Ty, N tal

que df,([A]) = [f o Al.

Definicao A.4.7. Sejam M, N variedades suaves. Diz-se que f : M — N
suave é transversal a S C N quando, Vp € f~1(S), df,(T,M)+T)S = Ty N.

Teorema A.4.8 (Teorema Paramétrico da Transversalidade). Seja F': M x
A — N uma aplicagio suave para M, N variedades suaves sem bordo e seja
S C N subvariedade suave sem bordo tal que F ¢ transversal a S. Entdo

F\:xw— F(x,\) € transversal a S para quase todo A € A.

Demonstra¢io. A demonstracao desse teorema pode ser encontrada em [15,
§3, 2.7, p.79-80] O

Proposicio A.4.9. Sejam U C R", I C R* abertos e F': U x I — R™ suave
tal que 0 € Rp. Entdo {a € I | 0 € Rp,} é denso em 1.

Demonstragio. Considere a subvariedade {0}. Como 0 € Rp, Vo € F~1(0),
dF,(T,U x I) = ToR™. Em particular, temos que F' é transversal a {0}. Logo,
pelo Teorema Paramétrico da Transversalidade, F,, : x +— F(z,a) é transversal
a {0} para quase todo a € I. Mas F, é transversal a {0} se, e somente se,
Vo € F7N0), d(E)o(TU) + To{0} = ToR™ & d(F).(LU) = TR™ &
0 € Rp,. Entdo, 0 € Ry, para quase todo a € I. Segue que {a € I |0 € Rp,}

¢é denso em 1. ]

Corolério A.4.9.1. Seja U C R™ aberto limitado com 0 ¢ U e seja ¢ : U —
R™ continua com ¢|y suave. Seja ainda M = #Z(nxn)e F:U x M — R"
definida por F(z, A) = ¢(z) + Ax. Entao, Ve > 0, 3A € M com [|A|| < e tal
que 0 é valor regular de Fy : x — F(z, A)

1. A demonstragdo dessa proposigdo pode ser encontrada em [14, V, 2, p.135-7].
2. A demonstragao dessa proposicao pode ser encontrada em [14, V, 3, p.137-8].
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Demonstracio. Como A € M é de dimensao finita, temos que A : z — Ax
é suave, logo F' : U x M — R" também o é. Tome, entdo, ¢ > 0 e defina
I = {A e M| ||A]l| < €. Temos que I é um aberto em M, portanto
G = Flyx;: U x I — R"™ é suave.

Agora, 0 € Rg se, e somente se, V(z, A) € G70), dG(y,a) : T,U x TaM —
ToR" dada por dGa) : (h,B) — d¢sh + Ah + Bz ¢é sobrejetiva. Como
T.U=R"=TyR" Vxr € U, e TaM = M, dado b € R" e pondo h = 0, temos
que sempre existe B € M tal que Bx = b (podemos, por exemplo, definir as
entradas na diagonal de B por % e anular as demais entradas). Entao, dG/; a)
é sobrejetivo, V(x, A) € G7(0). Logo, por A.4.9, {A € 1|0 € Rg,} é denso
em [. Assim, Ve > 0, 3A € M com ||A|| < € tal que 0 é valor regular de
Fy:xz— ¢(x) + Ax. O

A5
Analise Funcional

Proposi¢ao A.5.1. Seja V espago vetorial de dimensdo finita e {e;}7,
uma base qualquer de V. Entdo os funcionais || - ||y : V — [0,400) e
| “ |l : V — [0,400), definidos por ||v|[1 = 2it; || e ||v]|e = max]},|v;]

(para v = > | v;e;) sdo normas em V.

Demonstragio. Evidentemente, Yv = >, vie;, ||v]|1 > 0 e ||v]|o > 0, portanto

os funcionais estao bem definidos. Assim, VA € R, temos que:

ol =0&> |ul=0% || =0,Vie v, =0,Viev=0

[10]|oo = max;|v;| =0 < |v;| =0,Vie v, =0,Vicv=0

pois |v;| > 0, Vi. Além disso, como Av = Y_;(Av;)e;, segue que

Al =2 il = DAL= foil = (AL foil = [A] - ol

7 )
[[A0]]oo = maxi| Av;| = max; (A] - [vs]) = |A| - maxi[vg] = [A] - [[0]]oc

Finalmente, para u = Y, u;e;, temos que v + v = Y ;(u; + v;)e;. Entéo

lu+olli =) |ui + vl < Z (’Uz‘| + |Uz‘|> = vl +Z|Uz" =[x + [Jullx

7 %

Juitoi] < fusl+[oi] < lulloot[0]|oo, Vi = [[utvlloo = maxifui+vi] < [[ulfoo+{|v]]oo

Segue que || - ||1 e || - ||oo 80 normas em V. O
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Proposigdo A.5.2. .£? = {(z,) € RN | =22, |z,|> < oo} é um espaco vetorial

normado com a norma ||(z,)|| = />0y |22

Demonstragio. Seja £? = {(z,) € RN | 2 |2,|> < oo}. Temos que
V(xn), (yn) € L* et € R, t(zn) = (tzn) e (xn) + (Yn) = (20 + yn). Além
disso, VN € N,

0 0
S laal? = [ Y [oaf? < oo
n=1 n=1

N N N
Z |xn + yn Z (|xn| + |yn ) Z (|xn|2 + ’yn )
n=1 n=1 n=1
N 00
= Z xnl2+22|ynl2 < 22|90n|2+22|yn|2 < o0
n=1 n=1 n=1 n=1

ou seja, 300 |z, + ya|? < 0o e t(x,) = (tzy), (1) + (Yn) = (20 + yn) € L2
Entdo 2 é um espaco vetorial.

Defina agora || - || : Z% — R por ||(z,)|] = /32, |z,|?. Evidentemente,
V(z,) € Z2, ||(zn)|] = 0 e ||0]] = 0. Além disso, (z,) # 0 < Iny € N
tal que x,, # 0 = 30 |z.? > |znl* > 0 = [[(zn)]] > 0, ou seja,
l|(z,)]| =0 < (z,) = 0. Ainda mais, é facil perceber que, VA € R, ||A\(z,)|| =
l(Az)|] = [N - |[(x,)]]- Finalmente, V(lxn),(yn) € &2 pela desigualdade

triangular da norma ||z||, = (Z?Zl \xiP)i em RV temos, VN € N,

J% o+ al? < Ji a2+ J S lnal? < JZ a2+ J > I

n=1 n=1 n=1

= [l + [l

uma vez que YN |2,]2 < 3%, |z,|* < oo (0 mesmo valendo para (y,)). Segue
que /S0 fa - l? < Izl + [l(wa) |, VN € N. Logo,

o0

@)+ ] = [l@n + )] = | Xl +9)7
N
= lmnyrooy Do+ gn)? < (@] + ]
Temos, portanto, que || - || é norma e .£? ¢ um espago vetorial normado. [

Proposicao A.5.3. Z(X,Y) é um espago vetorial normado com a norma
||1T)| = inf{c < 0| ||Tz||y < cl||z||x,Vx € X}. Vale que

17 = sup{||Tz]ly [[2]|x <1}
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Além disso, para ||T|| < oo, temos que, Vo € X, ||Tz|ly < ||T]] - ||z||x-

Finalmente, VT € Z(X,Y’), as seguintes proposigoes sao equivalentes:
1. ||IT|| < oc.
2. T é continua.

3. T é continua em xg € X.

Demonstracio. E facil perceber que £ (X,Y) é um espago vetorial. Considere,
portanto, a funcao || - || : Z(X,Y) — [0, +0o0] definida por ||T|| = inf{c > 0 |
|| Tz]ly < c||z||x,Vz € X}. Observe, por A.2.1, que o conjunto T, = {c >
0] [|Tz|ly < ¢||z||x,Vz € X} é um intervalo ilimitado superiormente, pois,
VaeT.e VM > 1, ||Tx||ly < Mal|z||x < a||z]|x, ou seja, Ma € T..

Agora, como ||T|| = inf(7.), quando T. # (), temos que 7T, é da forma
(||T||,+oo) ou [||T||,—|—oo> Logo, Ve > 0, ||T|| + € € T, ou seja, ||Tz|ly <
(T +e)||z||x, Yz € X. Entao ||Tz||ly <||T||-||x||x, isto é, ||T|| € T.. Segue,
para T, # () (para T, = (), pomos ||T|| = o0), que

T.={c> 0| ||Tally < cle]lx} = [||T]],+00)

Portanto, vale que:

(@) {c¢ > 0|0 < ¢lz]lx,Yz € X} = [0,+00), logo ||0]] = 0. Além
disso, ||T|| = 0 = T. D (0,+00), ou seja, Ve > 0, ¢ € T, isto §é,
||Tx||ly < €l||lz||x, V& € X. Suponha, entdo, que exista xo € X com
||Txolly # 0. Seguiria, assim, que ||zo||x # 0 e, tomando ¢ > 0 com

e < it
Logo, ||Tx|ly = 0, Vz € X, isto é, Tx = 0, Vo € X, ou T = 0. Entao
|IT)|=0< T =0.

(b) Seja T € Z(X,Y) e A € R. Temos que |[AT'z||y = || - ||[Tz|]y, Yz € X,

e

terfamos que ||Txo|ly > €||zo||x, um absurdo, pois € € T..

(AT)o = {e < 0| ||ATz|ly < cl|a]|x.Vz € X}
C C

~ NS < o]HT:cHY < Zlally,vo € X}
{ B B

— IA{E< 0| Tally < dllalx, Ve € X}

Segue que ||AT|| = inf(AT). = |A| - inf(T%.) = |A| - ||T]].

(¢) Sejam T,Q € Z(X,Y) e tome a € T, + Q.. Entao I(p,q) € T. X Q.
com a = p + q. Segue que Vz € X, [|Tzlly < p|lz]|x e [|Qz|[y < qllz|lx.
Entao, Vo € X,

Tz + Qully < |[Tz[ly + [|Qxlly < pllllx + dllzllx = allz]|x
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isto é, a € (T + Q).. Segue que T, + Q. C (T + Q). e
|7+ Q|| = inf(T + Q). < inf(T. + Q.) = inf(T¢.) + inf(Q.) = ||T|| + [|Q]

Entao || - || é uma norma em Z(X,Y’). Além disso, vale, para ||T|| < oo, que
| Tz|ly < [IT|] - [l2|lx, Vo € X,

Agora, pondo ||T|[s = sup{||Tz|ly | [[z[[x <1}, como |[Tz[[y < |[T][ - [|z||x,
Ve € X, segue que ||z||lx < 1 = [|Tz|ly < ||T]], ou seja, ||T||l < ||T]-
Suponha que ||T||« < ||T||- Neste caso, ||T||s ¢ T¢, logo Iz € X tal que

Taolly > 1T lleollx. Assim, 1T lly = 122812 > 1711 para algum
Tl com [|e={|x = 1, um absurdo, pois ||T'||sc = sup{||Tz|ly | [lz][x < 1}.
Temos, assim, que ||T||s = ||T|.

Tome, entao, T € Z(X,Y). Vale que:
1=2 Se [|T|| < oo, [|Tz = Tylly = ||T(x = y)lly <I|T][- |z —ylx, ou seja, T
é de Lipschitz, portanto continua.
2 =3 Se T é continua em X, em particular, é continua em zy € X.

3 =1 Seja T continua em xg € X, tome ¢ > 0 e seja 6 > 0 tal que

llz|lx < 6 = ||T(zo + x) — Txo|ly < €. Pela linearidade de T, temos

assim que ||z]|x < & = ||Tz||y < ¢ ou seja, [|T(2)[|y = ATy < 2

para todo |21l < 2. Como |[TI] = [Tl = sup{ITally | lellx < 1}
temos que ||T|| < 2, isto 6, ||T'|| < oo.
As trés proposicoes, portanto, sao equivalentes. ]
Lema A.5.4. Sejam (X, ||-||x), (Y, || |ly) espacos vetoriais normados com X

de dimensao finita e T : X — Y linear. Entao T é continua.

Demonstragio. Seja (e;) € X™ uma base de X e, para cada x € X, defina
(x;) € R™ tal que x = > | x;¢;. Ponha ainda M = sup?||f(e;)|| e seja || - |1

a norma definida conforme 2.3.4, isto é, tal que ||z||; = >, |z;|. Por 2.3.15,
temos que ||-|| ~ || -||:. Entdo 3C > 0 tal que ||z||; < C||z||. Assim, tomando
y =", ye; e observando que x —y = Y1, (x; — y;)e;, temos que

i( — )T

i=1

SMZ!%—%\ :MHx—yHl < OMl||lr —yl|x

IT(x) = TW)lly = = Z i =il - [T (ea) [y

Segue que T' é de Lipschitz, portanto continua. O

Lema A.5.5. Seja V' um espago vetorial normado de dimensdo finita, T :
V — R™ isomorfismo e K C V limitado e fechado. Entao K é compacto.
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Demonstracio. T é linear, logo, por A.5.4, continua. Segue que 7! também
é continua, isto é, T' é um homeomorfismo. Entdao K é fechado = T(K) é
fechado. Além disso, como T é continua, por A.5.3 temos que ||T|| < co. Mas
K ¢ limitado, logo 3 M > 0 tal que x € K = ||z|| < M. Entdo, por A.5.3,
|| T(x)|| < M||T||, VT'(x) € T(K), isto é, T(K) é limitado.

Desta forma, temos que T'(K) C R™ é limitado e fechado, logo compacto
(conforme 2.2.55). Como T ¢ homeomorfismo, segue que K = T~1 <T(K)) é

compacto. ]

A.6
EDOs e EDPs

Definigao A.6.1. Seja (X, d) espago métrico, U C X abertoe H : U x[0,1] —
X | (x,t) = H(z,t). H é uniformemente Lipschitz em ¢ se IM > 0 tal que
d(H(x,t),H(x, s)) < M|t —s|,Vz € U, Vs, t € [0,1].

Definigao A.6.2. Seja (X, d) espago métrico, U C X abertoe H : U x[0,1] —
X | (z,t) = H(z,t). H é uniformemente contragido em x se, 3L € [0, 1) tal que
Vt € [0, 1], H; é contragdo com constante L, isto ¢, tal que d(Ht(x)7 Ht(y)) <
L-d(z,y), Vz,y € U.
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