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Resumo

Paula, Renato Ricardo de; Griffiths, Simon Richard; Gongalves,
Ana Patricia Carvalho; . Mlodelo em meios porosos em contato
com reservatorios. Rio de Janeiro, 2017. 77p. Dissertacao de
Mestrado — Departamento de Matematica, Pontificia Universidade
Catolica do Rio de Janeiro.

A primeira parte da dissertacao é dedicada ao estudo do modelo em
meios porosos em contato com reservatorios e a obtencao, heuristica, da
equacao hidrodindmica para esse modelo, com o intuito de iniciar o es-
tudo do limite hidrodinamico que garante que a evolucao da densidade de
particulas desse modelo é descrita pela solucao fraca da equagao hidrod-
inamica, nomeadamente, a equacao em meios porosos com condigoes de
Dirichlet. A segunda parte da dissertacao é dedicada ao estudo do método
da representacao matricial, a chamada "matriz ansatz", que serd utilizado
para caracterizar as medidas estacionarias de sistemas de particulas fora do
equilibrio. Usaremos o processo de exclusao simples simétrico como moti-
vagao para apresentar as técnicas utilizadas nesse método. Munido dessas
técnicas conseguimos obter pela primeira vez a fungdo de correlacao de se-
gunda ordem para o processo de exclusao simples simétrico em contato com
reservatérios lentos, e além disso, conseguimos obter informacao do estado

estacionario do modelo em meios porosos em contato com reservatorios.

Palavras-chave

Processo de Exclusao; Modelo em Meios porosos; Equagao em Meios

porosos;  Limite Hidrodindmico;  Matriz Ansatz


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 151271

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512717/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1512717/CA

Abstract

Paula, Renato Ricardo de; Griffiths, Simon Richard (Advisor);
Gongalves, Ana Patricia Carvalho (Co-Advisor). Porous Medium
Model in contact with Reservoirs. Rio de Janeiro, 2017. 77p.
Dissertacao de Mestrado — Departamento de Matematica, Pontificia
Universidade Catoélica do Rio de Janeiro.

The first part of the dissertation is dedicated to the study of the porous
medium model in contact with reservoirs and to, heuristically, obtain the
hydrodynamic equation for this model, with the pursuit of starting the
study of the hydrodynamic limit which guarantees that the evolution of the
density of particles of this model is described by the weak solution of the
hydrodynamic equation, namely, the porous medium equation with Dirichlet
boundary conditions. The second part of the dissertation is dedicated to the
study of the matrix representation method, the so-called "matrix ansatz',
which will be used to characterize the stationary measures of particle
systems out of equilibrium. For warming up, we will use the symmetric
simple exclusion process as a toy model to present the techniques used
in this method. With those techniques, for the first time we obtained the
second order correlation function for the symmetric simple exclusion process
in contact with slow reservoirs, and in addition, we were able to obtain
information about the steady state of the porous medium model in contact

with reservoirs.

Keywords

Exclusion Process;  Porous Medium Model;  Porous Medium Equa-

tion; Hydrodynamic Limit; Matrix Ansatz
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1
Introducao

O estudo do limite hidrodindmico de sistemas de particulas d4 validade
a varias equacgoes diferenciais parciais que sao estudadas na literatura, e
também permite provar a existéncia de solucoes fracas de tais equagoes. No
caso de sistemas de particulas com taxas simétricas, geralmente o estudo tem
como equacao hidrodinamica equagoes parabdlicas lineares com condigoes de
fronteira linear, como pode ser visto em [8] e [9]. Mas no caso de equagdes nao
lineares, tal estudo se encontra em desenvolvimento, e um dos objetivos desta
dissertacao sera estudar exatamente o modelo em meios porosos em contato
com reservatorios, o qual é um sistema nao linear.

O estudo do comportamento assintotico de sistemas de particulas in-
teragentes fora do equilibrio é um dos grandes problemas na area sistema de
sistemas de particulas. Para ilustrar, considere um volume finito contendo par-
ticulas interagentes e que estd acoplado a dois reservatorios de particulas, um
em cada fronteira com diferentes potenciais quimicos cada um. Nesta situacio,
prevé-se um fluxo liquido de particulas através do sistema indo do reservatorio
com maior potencial quimico para o reservatorio oposto. Apos algumas transi-
¢Oes iniciais, esperamos que se estabeleca um estado onde haja um fluxo médio
(ndo-nulo) de particulas, que seja constante ao longo do espago e do tempo,
veja Figura 1.1. Este fluxo revela que o sistema esta em um estado estaciondrio

fora do equilibrio, que serd o estado de grande interesse dessa dissertacao.
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Figura 1.1: Um canal mantido fora do equilibrio através da aplicacao de um
potencial quimico. Prevé-se que serd atingido um estado estacionério fora do
equilibrio, no qual as particulas fluem de um reservatorio para outro a uma
taxa constante.

Assim, podemos dizer que esta dissertagao se concentra em dois grandes

objetivos:
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Capitulo 1. Introducdo 12

1. Estudar o modelo em meios porosos em contato com reservatorios e
apresentar, de forma heuristica, a deducao da equacao hidrodinamica

para O mesmao;s

2. Apresentar o método da representagao matricial (matriz ansatz), que
sera aplicado aos modelos presentes no Capitulo 6, Segoes 6.1, 6.2 e 6.3
para obtermos informagcoes a respeito do seu estado estacionario fora do

equilibrio.

Adicionalmente, vale ressaltar que na abordagem 2., toda solu¢ao do problema
é reduzida a encontrar duas matrizes e dois vetores que satisfazem regras
algébricas muito simples. Com isso, obtemos varias formas explicitas para estas
matrizes que sao, no caso geral, de dimensao infinita. Nossa abordagem permite
entdo, encontrar expressoes exatas para os perfis de corrente e densidade para
varios modelos. Uma descricao do que se estuda nessa dissertacao segue abaixo.

No segundo capitulo, apresentamos uma defini¢ao informal para o modelo
em meios porosos em contato com reservatorios e em seguida, definimos o
modelo formalmente utilizando a construgao de Harris e o gerador infinitesimal
do processo. Terminamos o capitulo apresentando uma representacao matricial
para o modelo e obtemos informagao sobre sua medida estacionaria no estado
de equilibrio.

No terceiro capitulo, apresentamos uma deducao heuristica da equagao
hidrodinamica para o modelo em meios porosos em contato com reservatorios.
Comecamos o capitulo mostrando que quando o nimero de sitios presentes
no nosso sistema de particulas for grande, entdao a densidade de particulas se
comportarad como a solug¢ao da equagao em meios porosos com condi¢oes de
Dirichlet. A segunda parte do capitulo é dedicada a encontrar a formulacao
fraca para a equagao em meios porosos com condi¢oes de Dirichlet e mostra-
mos que a mesma ¢ unica. Em seguida, o quarto capitulo apresenta o processo
de exclusao simples simétrico em contato com reservatorios com o objetivo de
analisar o comportamento do mesmo em um estado de equilibrio e fora do
equilibrio. Sob inspiragao das técnicas usadas em [3, 5, 6], o quinto capitulo
apresenta o método da representagdo matricial (matriz ansatz) para caracte-
rizar as medidas estacionarias de sistemas de particulas fora do equilibrio.

Finalmente, o sexto e ultimo capitulo dedica-se a aplicacao do método da
matriz ansatz para o processo de exclusao simples simétrico em contato com
reservatorios, para o modelo em meios porosos em contato com reservatorios,
e para o processo de exclusao simples simétrico em contato com reservatorios

lentos.
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2

O modelo em meios porosos em contato com reservatorios

Neste capitulo faremos a descri¢do do modelo em meios porosos (PMM)*
em contato com reservatorios. Antes de descrever tal modelo, na Secao 2.1,
comegaremos por descrever o processo de exclusao, uma vez que o PMM em
contato com reservatorios consiste em um processo de exclusao cujas taxas
de salto dependem do nimero de particulas na vizinhanca do salto [19]. Na
Secao 2.2, apresentaremos uma defini¢do informal para o PMM em contato em
reservatorios. Em seguida, na Secao 2.3, faremos a construgao de Harris para o
PMM em contato com reservatorios, e ilustraremos a diferenca do mesmo com
o processo de exclusao simples simétrico (SSEP) em contato com reservatorios.
Na Secao 2.4, apresentaremos a construcao do modelo via gerador infinitesimal,
de modo que na Secao 2.5, somos capazes de representar a agdo deste gerador
infinitesimal matricialmente. Por fim, na Secao 2.6, mostraremos que a medida
estacionaria do PMM em contato com reservatorios quando a = 8 é a medida

Bernoulli produto.

2.1
Processo de exclusao

Informalmente, o processo de exclusao consiste em um conjunto de
particulas que ocupam um certo conjunto discreto de sitios; cada elo (ou seja,
cada par de sitios) tem associado um relégio que toca aleatoriamente, de acordo
com uma certa regra probabilistica, e quando um relégio de um elo toca, as
particulas nos sitios associados a esse elo trocam de posicao, isto é, se houver
no maximo uma particula em um dos sitios correspondentes, entao ela executa
um salto para o sitio vazio com uma certa taxa. No entanto, se ambos os
sitios estao vazios ou ambos estao ocupados, entao nada acontece e os relogios
reiniciam a sua contagem do tempo.

Assumimos que os relégios acima sao relégios de Poisson, isto é, sao
processos de Poisson, e mais detalhes serao dados na Secao 2.2 quando formos
fazer a descricdo do modelo em meio porosos. Assim, o tempo entre os saltos
associados aos elos sdo variaveis aleatorias exponenciais independentes, e a

escolha desta lei de probabilidade para os relégios nos garante que o processo

!Esta abreviatura vem do inglés "porous medium model".
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Capitulo 2. O modelo em meios porosos em contato com reservatorios 14

satisfaz a propriedade de Markov, isto é, o futuro do processo, condicionado
ao presente e passado, somente depende do presente. Devido as condigoes
impostas na distribuicao dos relégios, notamos também que dois relégios nao
tocam simultaneamente, e sendo assim, cada vez que um relégio toca, ou um
salto é executado ou nada acontece. O processo que acabamos de descrever se
chama processo de exclusdo, uma vez que uma particula s6 salta para um certo
sitio caso este esteja vazio, no caso em que o sitio esteja ocupado, a particula
nao se mexe e espera um novo toque do relégio.

Um processo de exclusao se diz simples quando o salto de uma particula

no sitio x ocorre apenas para um de seus sitios vizinhos, isto é, z — 1 ou x + 1.

Figura 2.1: Processo de exclusao simples.

Um processo de exclusao simples é dito ser simétrico quando a taxa de
salto p > 0 é igual para todos os vizinhos, ou seja, se o processo estiver definido,
por exemplo, em Z, ele vai saltar de x para x — 1 e de x para x + 1 com a

mesma taxa p = %

Figura 2.2: Processo de exclusao simples simétrico.

Caso em um processo de exclusao simples a particula salte de x para
x4+ 1 com certa taxa p, e de x para x — 1 com taxa ¢, com p+ ¢ = 1, 0 processo

se diz um processo de exclusao simples assimétrico.

Figura 2.3: Processo de exclusao simples assimétrico.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 151271

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512717/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1512717/CA

Capitulo 2. O modelo em meios porosos em contato com reservatorios 15

Munido dos conceitos de processos de exclusao apresentados anterior-
mente, vamos considerar agora o nosso primeiro modelo de interesse: o modelo
em meios porosos, e depois vamos explicar como colocamos este modelo em

contato com reservatoérios de particulas.

2.2
Uma definicao informal para o modelo

Notamos que o PMM em contato com reservatérios em Z foi estudado
em [11]. Seja agora N > 1 e suponha que temos N + 1 sitios, isto é, temos uma
malha com os pontos {0,1,2,--- , N —1, N}. No interior da malha, ou seja, em
Yy ={1,--- ,N—1}, a que chamamos bulk, cada sitio contém no maximo uma
particula. Em cada elo {x,z + 1} da malha existe um rel6gio de Poisson de
parametro 1, e relégios correspondentes a elos diferentes sao independentes. O
mecanismo de escolha do salto vai ocorrer da seguinte maneira: se um relogio
em um elo do interior da malha toca e se nos sitios associados a esse elo ha pelo
menos uma particula, esta particula troca a sua posicao nos respectivos sitios,
isto é, se a particula estiver no sitio x e tiver tocado o relégio correspondente
ao elo {z,z + 1}, entdo, a particula salta para o sitio  + 1 caso este esteja
desocupado. Caso contrario, permanece no sitio x e aguarda um novo toque do
relégio. No entanto, a particula sé ird saltar para o sitio x + 1 dependendo do
numero de particulas nos sitios "vizinhos'. Mais especificamente, uma particula
no sitio x s6 salta para x + 1 se houver pelo menos uma particula no sitio x — 1
ou no sitio x 4 2, e esse salto ocorre com uma taxa dada pela soma do nimero
de particulas no sitio x — 1 e o nimero de particulas no sitio x + 2. Abaixo
vamos fazer uma descricao dos eventos que podem ocorrer para o modelo que
estamos descrevendo.

Na configuracao abaixo supomos que o relégio associado ao elo {z,z+1}
toca. Como existe uma particula no sitio x e nenhuma particula no sitio x + 1,
entao, a regra de exclusao permite que o salto seja executado. Além disso, como
existe uma particula no sitio x — 1, de acordo com a taxa de salto introduzida

acima a particula salta com taxa 1.

Figura 2.4: Salto de x para = + 1 com taxa 1.

Analogamente, na configuragdo abaixo supomos que o relégio associado
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Capitulo 2. O modelo em meios porosos em contato com reservatorios 16

ao elo {x, z+1} toca. Como existe uma particula no sitio z e nenhuma particula
no sitio x 4+ 1, entao, a regra de exclusao permite que o salto seja executado.
Além disso, com a taxa de salto introduzida acima, como existe uma particula

no sitio z + 2 a particula salta com taxa 1.

Figura 2.5: Salto de z para z + 1 com taxa 1.

Finalmente, na figura abaixo, temos exatamente a mesma situacao des-
crita acima, no entanto, como existe uma particula no sitio z—1 e uma particula

no sitio  + 2, a taxa do salto ¢ 2 em vez de 1.

Figura 2.6: Salto de x para = + 1 com taxa 2.

A dindmica que pretendemos definir é simétrica, no sentido em que as
taxas de salto de x para x+1 sao analogas as taxas de salto de x para x—1. Esta
escolha para as taxas dos saltos faz com que hajam configuragoes bloqueadas
no bulk do nosso sistema. Essas configuracbes chamadas bloqueadas sao
configuragoes onde todo par de particulas estd a uma distdncia maior do
que dois, assim, essas configura¢oes nao podem evoluir a partir da dindmica
descrita acima.

Abaixo temos uma configuracdo que nao evolui pela dindmica que
acabamos de descrever. Como a distancia entre cada uma das particulas ¢ igual
a trés, elas ndo se mexem devido as taxas de salto que definimos anteriormente,
que exigem que o salto se dé se existir no minimo uma particula nos sitios

vizinhos.

Figura 2.7: Exemplo de configuragao bloqueada.
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Capitulo 2. O modelo em meios porosos em contato com reservatorios 17

Para terminar a descricdo da dindmica que iremos considerar, adiciona-
remos dois reservatérios de particulas nos sitios x = 0 e x = N. Associaremos
ao elo {0,1} (respectivamente ao elo {N — 1, N}) dois rel6gios de Poisson, um
com taxa « (respectivamente com taxa ) associado a {0, 1} (respectivamente
a {N,N — 1}), e outro com taxa 1 — a (respectivamente com taxa 1 — f3) as-
sociado a {1,0} (respectivamente & {N — 1, N}), onde «a, § € (0,1). Assim, as
particulas podem entrar no bulk para o sitio 1 com taxa a (respectivamente
para o sitio N — 1 com taxa 3) respeitando a regra de exclusao, e podem sair
do sitio 1 com taxa (1 — «) (respectivamente do sitio N — 1 com taxa (1 — f3)).

O caso em que a particula salta no bulk com taxa % para o sitio da direita,
1
2
simples simétrico em contato com reservatorios, e foi estudado em [13]. Este

e com taxa = para o sitio da esquerda, é chamado de processo de exclusao
processo nos servira de motivacao no Capitulo 4 quando formos trabalhar com
o método da matriz ansatz.

Abaixo é apresentado um exemplo de uma configuragdo com seus pos-

siveis saltos e taxas, onde as particulas no bulk estdao pintadas de cinza, e as

particulas nos reservatoérios estao pintadas de vermelho.

Figura 2.8: Configuracao com seus possiveis saltos e taxas referentes ao PMM
em contato com reservatorios.

Observagao 2.1. Observe que na configuracao acima temos N = 11 mas
apenas fizamos a configura¢io no bulk, isto é, nos sitios {1,2,---,10}, uma

vez que nos sitios x =0 e x = 11 a configuracao nao esta definida.

O sistema de particulas que introduzimos nesta se¢do é o modelo em
meios porosos colocado em contato com reservatorios de particulas com uma
certa densidade, o qual chamaremos de modelos em meios porosos em contato
com reservatorios.

Um outro sistema de particulas que serda importante nesta dissertacao é
0 processo de exclusao simples simétrico em contato com reservatorios lentos.
No bulk este processo tem a mesma dinamica do processo de exclusao simples
simétrico, ja nas fronteiras, a dinamica é um pouco diferente do modelo que
vimos acima. Para o SSEP em contato com reservatorios lentos associamos ao

elo {0, 1} (respectivamente ao elo { N —1, N'}) dois relégios de Poisson, um com
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taxa & (respectivamente com taxa %) associado & {0, 1} (respectivamente a
{N,N —1}), e outro com taxa =& (respectivamente com taxa :=£) associado

a {1,0} (respectivamente a {N —1, N}), onde a, § € (0,1) e § > 0, como pode

ser visto abaixo:

Figura 2.9: Configuracao com seus possiveis saltos e taxas referentes ao SSEP
em contato com reservatorios lentos.

2.3
Construcao de Harris

Nesta se¢ao faremos a construgdo grdafica ou construcao de Harris para
o PMM em contato com reservatérios. Tal construcao, desenvolvida por Ted
Harris em [12], é muito util para construir processos de exclusao explicitamente
em termos de familias de processos de Poisson independentes.

Como vimos na segdo anterior, Yy = {1,--- , N — 1} é o conjunto
dos sitios onde distribuiremos as nossas particulas, e o produto cartesiano
{0,1}*~ ¢ 0 espaco de estados do nosso processo. Para cada elo {z,r+ 1} com
r=1,---,N — 2 associamos trés relogios de Poisson, que serao representados
pelos seguintes processos de Poisson: N1, (t) com pardmetro 1, N7 % (t) com
parametro 1, e N, ,41(f) com pardmetro 2. Associamos também processos de
Poisson aos elos {0,1} e {N — 1, N}, onde em cada um desses elos teremos
dois processos de Poisson associados: Ny(t) com parametro a, Njo(t) com
parametro 1 — o, Ny_; n(t) com pardmetro 5 e Ny n-_1(t) com pardmetro
1 — 3. Todos esses processos sao independentes, e «, 3 € (0, 1). Faremos agora
uma representacao bi-dimensional no espago-tempo Xy U {0, N} x [0, 00), de

modo que possamos representar a evolucao temporal do sistema graficamente.

2x+1
2

orientado para baixo, representando os processos de Poisson associados ao elo

Para cada z € Xy U {0} anexaremos ao ponto ( ,0) um eixo vertical
{z,z+1}. Assim, pensando no espago-tempo como sendo ¥y U{0, N} x [0, c0),
onde o eixo das abscisas esta orientado para baixo, para cada tempo de salto
t determinado por cada um dos processos de Poisson desenhamos uma certa

22t 1) € ¥y U {0, N} x [0,00). Essas marcas referentes a

marca no ponto (
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cada um dos processos sao dadas por

Noi(t) Nio(t) Nf,;-lu(t) N;:;?H(t) Nyat1(t) Nyoin(t) Nywv-i(t)
{ { { 1 { { {

* * X X X * *

No tempo t = 0, desenharemos a configuracio inicial 7y € {0,1}*¥ em
YIn, como na Figura 2.10. Desta forma, apés o inicio do processo, cada particula
em um sitio r € Xy traca uma trajetoria no espago-tempo. A trajetoria é
descrita da seguinte maneira: se o sistema encontra uma marca vinda de um
dos processos nas fronteiras, por exemplo, a marca %, vinda do processo de
Poisson Nj;(t), entdo uma particula entra para o bulk através do sitio 1 com
uma taxa « se nao tivermos nenhuma particula no sitio 1, e as particulas
movem-se para baixo com a taxa associada a este relogio. Se o toque do relégio
vem do processo de Poisson Nj((t) e existe uma particula no sitio 1, entao a
particula sai do bulk através do sitio 0 com uma taxa 1 — a e movem-se para
baixo com a taxa associada a este reldgio. Para a outra fronteira a descri¢ao
¢ analoga. No bulk, se um dos reldgios associados ao elo {x,z + 1} tocar e o
elo nao se encontrar entre a marca do referido relogio, as particulas da nossa
configuragdo vao mover-se para baixo com a taxa associada a esse reldgio, e

quando o elo {x,z+ 1} encontrar-se entre a marca do referido relégio no ponto

2z+1
(%5

com a taxa associada a este relégio com as seguintes condicoes:

,t), as particulas do elo trocarao de posigdo e vao mover-se para baixo

— Processo de Poisson Nigidt). Se existir uma particula no sitio x — 1 e

nenhuma particula no sitio x + 2.

— Processo de Poisson Nf;il(t). Se existir uma particula no sitio x + 2 e

nenhuma particula no sitio x — 1.

— Processo de Poisson N, ,11(t). Se existir uma particula no sitio x — 1 e

uma particula no sitio z + 2.

Utilizando as ideias apresentadas acima, faremos a seguir a construgao gréafica
para o SSEP e o PMM, ambos em contato com reservatorios, com espago de

estados {0,1}* e com configuracdo inicial 7y € {0,1}** dada por

w e @ . . 9

Figura 2.10: Representacao da configuracao inicial 7.

Vimos acima a descricio de como construir graficamente o PMM em

contato com reservatorios. Para o SSEP em contato com reservatorios teremos
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os mesmos relogios que o PMM associados aos elos {0,1} e {N — 1, N}, e para
cada um dos elos no bulk associaremos um processo de Poisson de parametro
1, cujo toque do reldgio associado a este processo sera representado pela marca
x. O salto das particulas no bulk acontecerao da seguinte maneira: se o relogio
associado a um elo {x,z + 1} toca, as particulas no elo trocam imediatamente
de posicao com taxa 1 e movem-se para baixo com essa taxa.

Os tempos de salto de cada um dos processos de Poisson associados aos
elos sao apresentados na tabela abaixo, onde cada coluna representa os tempos
de toque dos reldgios em cada um dos elos do nosso sistema, e cada um desses

processos de Poisson foi gerado utilizando o algoritmo apresentado no Apéndice

C.

{0,1} {1,2} {2,3} {3,4} {4,5}

1.15 0.58 0.02 1.25 0.25
1.23 1.54 0.82 3.05 0.32
241 1.64 1.26 3.37 1.85
4.05 4.30 4.43 3.85 4.15

Tabela 2.1: Tempo em que cada relégio de Poisson toca.

=
OCOLO OO0 00

Tempo PP(1) PP(1) PP(1) PP(1) PP(1) 1

t++1+ 0000+ 10
00001+ 000t
17550 S A
© 000000000000

Figura 2.11: SSEP em contato com reservatorios.
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Figura 2.12: PMM em contato com reservatoérios.

Agora vamos analisar as figuras acima. A configuracao inicial para cada
um dos processos ¢ dada por 7y, e o primeiro toque do relégio esta associado ao
elo {2,3}. Por um lado, como a configuragao inicial 7y tem uma particula no
sitio 2 e nenhuma particula no sitio 3, as particulas trocam de posi¢ao no elo,
como pode ser observado na Figura 2.11, e chamamos esta nova configuragao
do SSEP em contato com reservatérios de 7,. Por outro lado, como em 7y nao
temos particulas no sitio 1 nem no sitio 4, o salto nao acontece no PMM em
contato com reservatorios, como vemos na Figura 2.12, e dessa forma a nova
configuragao n; coincide com 79. O segundo toque do relogio esta associado ao
elo {4,5}. Uma vez que o sitio 4 de ambas as configuragoes 7; dos processos
estd vazio, como podemos ver na Figura 2.11 e Figura 2.12, uma particula
entra para este sitio e assim obtemos uma nova configuracao 7, para cada um
dos processos.

Vale ressaltar neste ponto uma diferenca simples entre os dois processos.
No SSEP em contato com reservatorios, sempre que um relégio associado ao
elo {z,x + 1} tocar, e simultaneamente uma tnica particula estiver em um
dos sitios do elo, o salto ocorre. J& no PMM em contato com reservatorios
isso ndo acontece, uma vez que o salto das particulas no elo {z,z + 1} esta
condicionado a existéncia de particulas nos sitios z — 1 e x + 2. Essa diferenga

pode ser observada na transicao da configuracao 7y para a configuragdo n;
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apresentada nas figuras acima.

2.4
Construcao via gerador infinitesimal

A descricao mais natural de um processo de Markov com espaco de esta-
dos finito é dada pelas probabilidades de transicdo P;(n,§), que representam
a probabilidade do processo estar no estado & no tempo ¢, dado que estava
no estado n no tempo 0. Tendo em vista a grande dificuldade para o célculo
explicito dessas probabilidades de transicao, uma boa descricao para este pro-
cesso de Markov é dada pelo gerador infinitesimal, que é um operador linear
que codifica toda a informacao do processo. Para mais detalhes o leitor pode
consultar [17], Capitulo 3, e o Apéndice A.

A dindmica retratada anteriormente na Secao 2.2 sera descrita agora por
meio do gerador infinitesimal associado ao processo de Markov exposto acima.
Para tal, relembre que N > 1e Xy = {1,--- , N —1}. Os elementos de ¥y sdo
chamados sitios. O espacgo 0y := {0,1}*~ chamado espaco de configuragoes,
é 0 espaco microscopico, cujos elementos sao vetores com N — 1 coordenadas,
compostos somente de zeros e uns e chamados de configuracoes. Este espaco
consiste no espaco de estados do processo de Markov. Assim, uma configuracao
n € {0,1}*~ é uma fungao n : ¥y — {0,1}, onde n(z) € {0, 1} representa o
nimero de particulas no sitio x para a configuragao 7, isto é, n(z) = 0 quer
dizer que o sitio x da configuracao n estd vazio e n(x) = 1 diz que o sitio x
esta ocupado.

Fixamos «,5 € (0,1). O PMM em contato com reservatérios é um
processo de Markov {n;};>0 com espaco de estados Qy := {0,1}*¥. Este
processo pode ser caracterizado em termos do seu gerador infinitesimal Ly, o

qual definimos como segue. Dada uma funcao f : 2y — R, e com a convenc¢ao

n0)=a e n(N) =4, (2.1)
- (L)1) = (Lt f) () + (L) (1) (2.2)
onde,
(L f) (1) = z e P F P+ = Fn)), 0
(Lnpf)() = L) f(0") = F)] + L) f V1) = f(n)],
(1) = a(1 = (1)) + (1 — a)n(1), (2.4)

lg(n) = (1 =n(N = 1)) + (1 = B)n(N - 1), (2.5)
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o (n, ™) = [n(@)(A=n(z+1)+n(z+1)(A—n(x))][n(z—1)+n(z+2)], (2.6)

n%**1 & a configuracao obtida de 7 trocando os seus valores nos sitios = e x + 1:

nlx+1), se y=u=z,
y)=1 n@), sey=z+l,
n(y),  caso contrario,

eparax =1oux =N — 1, n* é a configuracao obtida de n trocando o seu

valor no sitio x, isto é

(n")(y) = { L), e y=2,

n(y), caso contrario.

Para ilustrar a acao do gerador infinitesimal definido acima, consideremos
N = 6 e n € ¥ uma configuracao representada na figura abaixo, onde

explicitamos os possiveis saltos e as taxas referentes a cada um deles.

———F———

0

1 o 4

Figura 2.13: Configuracao com seus possiveis saltos e taxas referentes ao PMM
em contato com reservatoérios.

Fazendo uma caracterizagdo de n utilizando o gerador infinitesimal
definido em (2.3), temos

(L f)(n) = Z_jlcx(n,n“”’”l)[f(nw ) — f(n)]
= (a+1)[f(n"?) = f)] +2[f (**) — f(n)]
+ (L4 B)[f(n**) = f(n)]
= (a+1)fm") +2f (0> + 1+ B) f(n™°) — (4 +a+ B) f(n),

Com os resultados apresentados nessa segdo, serd que somos capazes de
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representar a agao do gerador infinitesimal matricialmente? A préxima Segao

mostrara que sim, uma vez que N ¢é finito.

2.5
Representacao matricial

Dado o gerador infinitesimal Ly definido em (2.3), podemos expressar
sua acao através de uma matriz Qn = Ly pur+ Ly, chamada matriz de tazas,

que consiste em uma matriz quadrada 2V—! x 2V~ com as seguintes entradas

Qn(1,§) = [Lnpur) (0, €) + [Lnp)(n, ),

onde, utilizando a convengao (2.1), temos

nx—1)+nx+2), se&=n""t1<z<N-2#n,

(LN puar) (0, §) = 0, se { £ ™ 1<z <N-2,
= > (Lnpur)(m,6), se&=mn,
C:C#n
e
la(”), Sef:’lyl,
ls(n) se £ = N1,
[Lnpl(n, &) =
~(la+13)(n), sel=n,
0, caso contrario,

onde l,(n) e l3(n) sdo dadas em (2.4) e (2.5) respectivamente. Assim, consi-
derando f = (f(n)),efo,1y=~ como um vetor coluna, temos que Notamos que
esta matriz ndo é uma matriz de transicao, visto que ha entradas negativas e
a soma de cada linha é zero. Para maiores detalhes sobre essas matrizes vide
[18], pagina 58. Ilustraremos a representacao matricial acima com o préximo

exemplo.

Exemplo 2.2. Sejam ¥, = {1,2,3} e f : Q4 — R. De (2.3) o gerador

infinitesimal para uma configuracio n € {0,1}** é dado por
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Todas as possiveis configuracoes 7y,--- ,1s com as indicacOes das taxas de

transicao podem ser vistas abaixo

6\,”@ 6“3\”@

= (000)

ﬁ ﬁ 1+ 4 ﬁ 1_O‘1+a1+/31_
101

110
1l—«o 1-3
011 | | ns—l(lll) | |

Observagao 2.3. Os indices das configuragoes presentes na figura acima nao
dizem respeito ao tempo, fazemos este abuso de notacao aqui para distinguirmos
uma configuracao da outra e tornar a apresentagdo mais simples. Nos capitulos
sequintes, sempre que usarmos a notagdo 1., estaremos fazendo referéncia ao

valor da configuracao n no tempo t.

Com as informagbes acima, vamos construir nossa matriz de taxas.
Comecamos estudando como obter os valores da primeira e segunda linha da
matriz [Ly pux), € depois repetiremos o processo para as linhas remanescentes.
O calculo de [Lyy] sera feito em seguida.

De fato, [Lypur](n,n2) = -+ = [Lapun](n,ns) = 0, pois nm # m e

Mo # 01
bloqueada, como visto na Segdo 2.2. Vemos também que [Ly puk](71,m1) = 0,

paral <z < 2e2 < m < 8, isto é, n; é uma configuracao

pois € a soma das entradas obtidas anteriormente com o sinal trocado. Portanto

a primeira linha da nossa matriz é constituida por zeros. Fazendo uma analise
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na segunda linha da matriz observamos que 73 = ny> e 13 # 15, entdo
(L4 puir] (12, m3) = 1+ . Como a partir de qualquer configuracao diferente de 1,
nao conseguimos obter a configuracao 7, trocando somente particulas no bulk,
segue que [Lypur](n2,mm) = 0 para m € {1,4,5,6,7,8} e [Lypur](n2,72) =
—1 — a. Logo, utilizando um raciocinio analogo ao anterior, resulta

m 2 3 M4 U Ui Uk 8
m( 0 0 0 0 0 0 0 0
2] 0 —1—« 14+« 0 0 0 0 0
m| 0 14+4a —-2—a- 1+0 0 0 0 0
] 0 0 1+6 -1-p 0 0 0 0

(L puir] =

75| 0 0 0 0 —-1-p 1+ 0 0
ne| O 0 0 0 148 -2—a-F 14+a 0
n7] 0 0 0 0 0 1+ —1—-—a 0
ns \ 0 0 0 0 0 0 0 0

Faremos agora uma andlise para a primeira linha de [Ly4 ;). Primeiro observemos
que lo(m) = a e lg(m) = 5. De fato, [Lap)(m,nm) = 0, pois n, # m para
m € {3,5,6,7,8}. Como 1 = n3 e ;1 = n4, segue que [Lyp)(n1,7m2) = a e
[Lyp|(m1,m1) = B respectivamente. Por fim, [Ly](n1,m) = —(a+ ). Utilizando

um raciocinio analogo ao anterior temos a seguinte matriz

m T2 73 T4 "5 Tl6 nr U]
m [ —(a+5) fe! 0 B 0 0 0 0
i 1—a a—pF-1 0 0 0 I} 0 0
73 0 0 —a—pf 0 « 0 Io] 0
[L4b]:m 1-06 0 0 B—a-—1 0 «a 0 0
’ 75 0 0 1—a 0 a—pF—1 0 0 154
N6 0 1-0 0 1—a 0 a+p3-2 0 0
M7 0 0 1-4 0 0 0 B—a—1 «
s 0 0 0 0 1-p 0 11—« a+p—2

A matriz 4 é obtida fazendo a soma das duas matrizes acima, e portanto, é

dada por
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Ui 2 3 4 Us e Ui 718
m [ —(a+p5) fe! 0 Ié] 0 0 0 0
i 11—« —-2—-0 1+« 0 0 15} 0 0
" 0 l+a —2-20—-28 147 a 0 A 0
i 1-p 0 1+4 —2—« 0 « 0 0
M5 0 0 1-—« 0 —2-204+a 1+4+p 0 Jé]
N6 0 1-5 0 1—a 1+0 —4 1+a 0
7 0 0 1-p 0 0 1+a —26-2«a a
i 0 0 0 0 1-7 0 1—«a a+p—2
2.6

Medidas estacionarias

Comecaremos agora nossa procura pelas medidas estacionarias do PMM
em contato com reservatorios. Mostraremos que quando a = [ a medida

estacionaria do modelo é a medida Bernoulli produto.

Definicao 2.4. Um processo de Markov (X;)i>o com probabilidades de transi-
¢ao (Py)i>o € dito reversivel com respeito a medida p no seu espago de estados
se a equagdo de balanco pu(n)Py(n, &) = n(&) P&, n) for satisfeita para quaisquer
estados m, & et > 0.

Segue da definicdo acima que qualquer medida de probabilidade u
satisfazendo a equacao de balanco é uma medida estacionaria. Mais detalhes

podem ser vistos, por exemplo, em [18], pagina 79.

Definicao 2.5. Seja 0 < a < 1. Chamamos de medida Bernoulli produto de
parametro a @ medida vy em {0, 1}*~ tal que fizado n € {0,1}*~, as varidveis

aleatorias {n(x)}rexn, s@o independentes e

vN{n e {0,137 inx) =1} = a.

Assim, para uma configuracdo n se tem

v (1) = a2 1@ (1 — @) T (710

) .
Proposigao 2.6. Se a = 8 entdo vY ¢ estaciondria e reversivel.

Demonstragio. Basta verificarmos que vY (n)Qn(n,€) = v (€)Qn (£, 1) para
quaisquer configuracoes 7, ¢ € {0, 1}V,

e No caso em que £ = 7 a igualdade ¢ clara.

o Se& ¢ {n,n',n""1,y""H} para x € By, entdo Qn(n,€) = Qn(&,n) = 0,
o que verifica a condicao.
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e Se & = 7™ para algum z € Xy, temos Qn(1,§) = Qn(§,n) =
n(x—1)+n(x+2)evd(n) =vY(n»* ), uma vez que v nio depende
das posigoes das particulas e sim da quantidade de particulas.

e Quando { = 7' e n(1) = 0 temos Qn(n,§) = a, Qn(§,n) =1 —ae

v (€) = 215 (n), os quais cumprem a equagao de balango. Se n(1) = 1

temos Qu(1,€) = 1 — o, Qu(€,m) = a e 1Y (€) = 520 (1), que satistaz
mais uma vez a equagao de balanco.

e O caso £ = nV~! pode ser verificado procedendo-se de maneira aniloga

& anterior.
O]

Quando o # [, como temos um processo de Markov definido em um
espago de estados finito, por [15] sabemos que existe uma medida estacionaria
que denotaremos por figs que ja ndo é uma medida produto como no caso em
que o = 3. Dessa forma, no Capitulo 5, utilizando o método da matriz ansatz,

conseguiremos obter informacgoes sobre essa medida.
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3

Heuristica da equacao hidrodinamica

O objetivo deste capitulo consiste em obtermos heuristicamente a equa-
¢a0 hidrodinamica para o PMM em contato com reservatorios. Neste sentido,
na Secao 3.1, calcularemos a corrente microscopica para o PMM em contato
com reservatorios. Depois, na Secao 3.2, apresentaremos a dedugao heuristica
da equacao hidrodinamica para este modelo. Finalmente, na Secao 3.3, encon-
traremos a formulacao da solugao fraca para a equagado em meios porosos com

condicoes de Dirichlet e mostraremos que essa solucao ¢ Unica.

3.1
Corrente microscopica

Exemplo 3.1. Seja z € Sy e f, : {0,1}*N — {0, 1} definida por f.(n) = n(z).
Calculemos (Ly f.)(n).

Aqui vamos utilizar a convengao feita em (2.1), e para simplificar os célculos

também utilizaremos que,

n(@)(1 = n(z +1)) + 0l + 1)1 = n(z) = () —nlz + 1))

Assim, para z € {2,--- , N — 2} temos

L () = Zl (n(z) = n(z +1))*(n(z = 1) +n(z +2) " (2) = n(2)]

= (n(z = 1) =n(2))*(n(z = 2) + (= + 1) [7"*(2) — n(2)]

+ (n(z) = n(z+ 1))’ (n(z = 1) + 0z + 2)) [1**(2) — n(2)]

= (n(z = 1) =n(2))*(n(z = 2) + n(z + 1)) [n(z = 1) = n(2)]

+ (n(2) = n(z+ 1) (n(z = 1) + 0z +2))[n(z + 1) = n(2)]

= (n(z=1) =n(2))’(n(z = 2) + n(z + 1))

— (n(2) =n(z+ D)’ (n(z = 1) +n(z +2))

= (n(z —1) = n(2))(n(z — 2) + n(z + 1))

— ((2) —=n(z+1))(n(z — 1) +n(z +2)),
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Lypn(z) = [a(1 = (1)) + (1 = a)n(D)][n' () — n(2)]
+ [B(L=n(N =1)) + (1 = BN = D][n"H(2) = n(=)]

= 0.

A 1ltima expressao € igual a zero pois z # 1 e z # N — 1, consequentemente

n'(z) =" (z) = n(z2).

Caso z = 1:

L parn(1) = (n(1) = 1(2))*(a +n(3))[n"*(1) = n(1)]
= (n(1) = n(2))*(a 4+ n(3))[n(2) — n(1)]
= (1(2) — n(1))*(a 4+ n(3))
= (n(2) —n(1))(a+n(3)),
Lypn(1) = [a(1 =n(1)) + (1 = a)n(1)][n' (1) = n(1)]
+ B —n(N =1))+ (1= B)n(N — D))" (1) = n(1)]
]

a—an(l) +n(1) —an(L)][L —n(1) —=n(1)]+0
a+n(1) = 2an(1)][1 — 2n(1)]

= a+n(1) — 2an(1) — 2an(1) — 2n(1)* 4 4an(1)

L purn(N —1) = 1(n(fv> —n(z +1))*(n(z = 1) +nlz +2))[n"* (N - 1)
— (N —1)]
= (n(N —2) = n(N = 1))*(n(N - 3)
+ B)[n" AN = 1) = (N —1)]
= (n(N =2) =n(N = 1))*(n(N = 3) + B)[n(N = 2) = n(N —1)]
= (n(N =2) =n(N = 1))’ (n(N = 3) + j)
= (n(N =2) —=n(N = 1))(n(N = 3) + 5)

Lypn(N —1) = §—n(N —1).

Portanto,

Lyn(1) = (a—=n(1)) = (n(1) = n(2))( +n(3)),

=jo,1(n) =j1,2(n)
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Lyn(z) = (n(z = 1) —n(2)(n(z = 2) + n(z + 1))

:jzfl,z(n)

— ((z) =n(z+1))(n(z = 1) +n(z + 2))

:jz,z+1(n)

para z € {2,--- N — 2},
Lyn(N =1) = (p(N = 2) —n(N = 1))(n(N = 3) + 8) = (n(N — 1) — B),

=jn—2,N-1(n) =jn—_1,8(n)

onde j,.11(n) ¢ a diferenga entre a taxa de salto de z para z + 1 e a taxa de
salto de z + 1 para z, que representa a corrente microscopica associada ao elo

{z, 2+ 1}. Assim, para z € Xy, Lyn(z) pode ser escrito como

Lyn(2) = j2-1.(0) = Jzz41(n). (3.1)

Aqui devemos fazer uma observacao em relagao a corrente calculada no
bulk. A equagdo (3.1) é valida sempre que tivermos um sistema onde o niimero
de particulas é conservado. Como no PMM as particulas no bulk s6 saltam
para os possiveis vizinhos com uma certa taxa, entdo nao se criam e nem se
destroem particulas no bulk. Assim, dizemos que o numero de particulas é
conservado, e conseguimos escrever Lyn(z) como (3.1).

Olhando mais uma vez para (3.1), observamos que a equagao envolve o
gradiente discreto da corrente microscopica. Desta forma, nossa ideia agora
serd escrever a corrente microscopica como o gradiente discreto de uma funcao
h: Qx — R, e para isso serao necesséarias algumas manipulagoes. De fato, para
ze{l,--- ,N -2}

Jeet1(n) = (0(z) —n(z +1))(n(z — 1) +n(z + 2))
=n(z)n(z = 1) +n(z)n(z +2) = n(z+n(z — 1) = n(z + 1)n(z + 2)
(3.2)

representa a corrente microscopica no bulk, e

joa(n) = a—n(l), jnoan(n) = n(N—1) -5,

representam a corrente microscopica nas respectivas fronteiras. Agora vamos
escrever (3.2) como o gradiente discreto de uma certa fungdo h. Somando e
subtraindo n(z)n(z + 1) de (3.2) temos,

Jzr1(n) = n(z = n(2) + n(2)n(z + 1) —=n(z — n(z + 1)

(3.3)
—n()n(z+1) —n(z + Dn(z +2) + n(z)n(z +2).

Em particular, utilizando mais uma vez a convencao feita em (2.1), e fazendo


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 151271

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512717/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1512717/CA

Capitulo 3. Heuristica da equacdo hidrodindmica 32

h(n) =n(1)n(2) +n(2)n(3) — n(1)n(3), escrevemos j, .+1(n) da seguinte forma

jz,z+1(77) = Tz—2h(77) - TZ—lh’(n)7 para z & {17 T aN - 2}7

onde 7,h(n) =n(z+1)n(z+2)+n(z+2)n(z+3) —n(z+1)n(z+3) e a funcao

7,1 definida por
Tn(y) = n(z +y), (3.4)

¢ a translacdo de n por z. Portanto, a corrente microscopica do PMM em

contato com reservatoérios é dada por

Jjoa(n) = a—n(1),
Jezi1(n) = Tom2h(n) — T.—1h(n), para ze€ {1,--- , N — 2}, (3.5)
naan(m) =n(N —1) =5,

onde 7.h(n) = n(z + 1)n(z +2) + n(z + 2)n(z + 3) —n(z + n(z + 3).

3.2
Limite Hidrodinamico

No capitulo anterior, estudamos o PMM em contato com reservatorios
do ponto de vista microscépico, isto é, nosso conjunto de sitios foi definido
em um espago discreto {1,--- N — 1}. Agora, queremos estudar a evolugao
espago/tempo da tnica quantidade conservada no bulk, a densidade de parti-
culas, e para isso precisamos fazer a relagdo microscépica/macroscopica, isto é,
queremos definir nosso conjunto de sitios no espago continuo [0, 1]. Para isso,
vamos fazer a identificagdo do espago discreto {1,--- , N — 1} com o espago
continuo [0, 1] através da aplicacdo que leva x em . Dessa forma, as particulas
realizardo seus saltos no conjunto {1/N,2/N,--- (N — 1)/N}. Assim, nosso
objetivo serd mostrar que quando N — oo, a densidade de particulas em [0, 1]
se comporta como a solucao da equagao em meios porosos com condigoes de
Dirichlet apresentada mais a frente em (3.21).

Considere o processo {n;};>0 com espago de estados {0,1}*¥ e com
gerador infinitesimal N?Ly definido em (2.3). Pelo Lema A.8, sabemos que
considerar o gerador N2Ly corresponde a tomar o processo {n;y2 }¢+>0, ou seja,
a escala microscépica de tempo é tN?. Essa mudanca na escala de tempo
¢ importante para conseguirmos a convergéncia da densidade de particulas.
Denotaremos por C'2([0,7] x [0,1]) o conjunto das fungoes H : [0,T] x
[0,1] — R tais que H é de classe C'! no tempo e de classe C? no espago. Vamos
escrever o subconjunto Cy ([0, 7] x [0, 1]) das funcoes H € CH2([0,T] x [0, 1])
tais que H(t,0) = H(t,1) = 0 para todo t € [0, T], e sempre que nos referirmos

a uma funcao teste, estaremos nos referindo a uma funcao deste espaco. Agora,
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vamos definir a medida empirica para o processo {1n;}+>o. Esta medida estd
definida em {0,1}*~, e para cada t > 0 d4 peso 1/N a cada sitio ocupado da
configuragao n;.
Definigao 3.2. Para cada configuragio n € {0,1}*N definimos a medida
empirica 7™ (n, du) em [0, 1] como
N, du) = — Z n(x (3.6)
IEEN

onde d, € a medida Delta de Dirac em a.

Uma vez que queremos analisar a evolucao temporal da medida empirica
associada ao processo {n;}+>0, definimos um processo de medidas empiricas
da seguinte forma 7' (n,du) := 7 (nn2,du). Com esta notagdo, se H &
Cy ([0, T] x [0,1]), entdo a integral de H com respeito & medida empirica

7V serd dada por

N-1

1
(i 1) i= [ 0 ) = 5 3 Hanos 0,

onde H, := H(%).

Definicao 3.3. O laplaciano discreto de H em 5 com x € ¥ € dado por

AnH, = N*{H,_ | —2H, + H,.}. (3.7)

Definimos também o gradiente discreto por

V%Hg; — N(Hm+1 - Hx)a

(3.8)
VyH, = — N(H,_; — H,).

Assim, calculando o gerador infinitesimal aplicado na medida empirica e

utilizando as correntes microscépicas calculadas em (3.5) temos

1 N—-1
N2L(al' 1) = N[ 3 Hons ()]
r=1
N2 N-1
= N Z HyLynn2 ()
=1
N2
=N —[Hi1(Joi(mn2) — jr2(nen2)) + Ho(J1,2(men2) — Jo.3(nenz2))

+ -+ HN71(]'N—2,N71(77tN2) - jN*l,N(ntNQ))]
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N2
= |He = mwe (1) = Ty hve) + h(ne)) + Halri-hle)

—2h(nen2) + Tih(nen2)) + Hy(h(men2) — 2mh(nenve) + 2h(nn2))
+ oo+ Hyo1(Tn—sh(mne) — Tn—sh(mne) — mv2 (N — 1) + 3)

_1
N
—f- NQ(HQ — 2H3 —f- H4)7'1h(’l’}tN2) —|— N2<H3 — 2H4 —|— HB)TQh(T]tNQ)

+ -+ NQ(HN—3 —2HN o+ Hy_1)TN—ah(nin2)
+ N*(Hy_5 — Hy_1 + Hy)Tv—sh(mnz) + N*Hi(a — nn2(1))
+ N2HN71<6 — vz (N — 1))}

1 =2 1
= N Z (AnHy) To—oh(n:) + N [NZ(HO — Hy + H2>7—(71)h(77tN2)
r=2

[N2(HO ~ Hy + Hy)roh(nnz) + N*(Hy — 2Hy + Hy)h(nx2)

+ N*(Hy_2 — Hy_1 + Hx)Tn—sh(mn2) + N*Hi(a — min2(1))

+ N2y (5 = e (N = 1)
1 = 17,
=N ; (AnH,) To—oh(nin2) + N {N (Ho — 2Hy + Ha)1(—1yh(mn2)
+ N?(Hy-2 — 2Hy_1 + Hy)Tn—sh(nnz) + N2 Him 1y h(neye)
+ N?Hy_17n—3h(nin2) + N Hy (o — mn2(1))
+ N2 Hy1(B = (N = 1)]

1= 1
— & 3 (AwH) eulne) + [ NHi(e = move(1) + 7oh(ye)
=1

+ N2 Hy-1(8 = e (N = 1) + 7v-sh())|

1 N—-1
= N Zl (ANHm> 9027<7]tN2> + VEHO<OC - ntN2<1) + T(_l)h('r]tN2>>
— VnHy (B = nin2(N = 1) 4+ 7v_sh(nn2))

onde @, (nin2) = T oh(nn2) paraz =1,--- /N — 1, e como H € C3([0,1]),

ViHy = N(H, — Hy) = NH;,
VyHy = — N(Hy_1 — Hy) = —NHy_1.

Logo,

1 N—-1
N2LN<7T{tNaH> = N Z (ANHLL‘> (;Dm(ntNQ) +Cl(ta H) + CN—1<t7H)7 (39)

r=1
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onde
ci(t, H) = Vi Hy (CY — vz (1) + amen2(1) + nevz (1) nen2(2) — 0477tN2(2)),

cy-1(t, H) = — VyHy (5 — v (N = 1) + vz (N = 2) vz (N — 1)
+ M (N = 1) = nuva(N = 2)).
Para continuarmos a nossa procura pela solucao da equagao diferencial parcial
desejada, precisaremos usar o Teorema B.1 presente no Apéndice B. Para

simplificar os cdlculos vamos fixar uma fungao H € C([0,1]) que nao depende

do tempo. Tomando a fungao F(t,7;) = LS N2 Hynyne (), do Teorema B.1,

temos que
t
MY (H) = (nff, H) = (xff H) = [0+ N2Ly)(xl H)ds,  (3.10)
0
¢ um martingal com respeito a filtragao natural F; := o(ns : s < t). Como

F(s,-) nao depende do tempo, entdo 0sF (s, ) = 0. Assim, por (3.9) podemos

escrever o martingal (3.10) como

M (H) = (1) = (il 1) = [ N?Ltal, 1)ds
— (¥ H) — (x H /t L Z (ANHL) ou(nen)ds  (3.11)

t
+ /0 ci(s, H) + cy-1(s, H)ds.

Agora precisamos analisar os termos ci(s, H) e c¢y_1(s, H) de (3.11). Vamos

comegar olhando para ¢ (s, H). De fato,

/Ot ci1(s, H)ds = /Ot Vi Hy (Oé—nsm(1)+Oﬂ75N2(1)+775N2(1)775N2(2)—C¥773N2(2))d8-
(3.12)

Seja puy uma medida qualquer. Se provarmos que

E

“N

/Ot(nsm(l) —a)ds| = 0 (3.13)

quando N — oo, entdo poderemos trocar nsy2(1) por o em (3.12). Nesta
dissertagdo nao iremos provar este fato (o leitor interessado pode ver estes
lemas para outro modelo parecido, ou seja, os lemas 5.4 e 5.5 de [1]), isto
ficard para um estudo futuro. Entretanto, se assumirmos que podemos fazer
esta troca com um certo erro e, que vai para zero quando N — oo, e tomando
a esperanca com respeito a uma medida gy, podemos reescrever (3.12) da

seguinte forma
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Euy { /Ot (s, H)ds} _E,, { /Ot Ut Hy(o— a4 a2 4 anuys(2) — amops(2)) ds
+ e
= /Dt V}H()oﬂ ds + e;
=tV Hpa? +e;.

(3.14)

De modo analogo ao anterior, se provarmos que

/Ot(nsNz(N — 1)~ B)ds

quando N — oo, poderemos trocar ngyz2(N — 1) por 5 com um certo erro ey_;

E

— 0 (3.15)

uN

que vai para zero quando N — 00, obtendo

E

UN

t
/ cn-1(s, H)ds} = —tVyHyBds +en_1. (3.16)
0

Assim, com os resultados obtidos em (3.14) e (3.16), e tomando a esperanca
com respeito a qualquer medida uy que satisfaga (3.13) e (3.15), temos que o

martingal (3.11) serd dado por

1 N—-1
]ENN[MN N Z H e ntNQ( )] - ENN[n0<x)])
t 1 Nzt q
[} X AVHE [l ds + 193 Hoo? (3.17)

+ € —tV&HNB +en_1.

Note que em (3.17) estamos utilizando a linearidade da esperanca e o Teorema
de Fubini. Como MY (H) = 0 e a esperanca de um martingal é constante,
entao B, [M}N(H)] = E,,[M(H)] =0,

1N1 thl

AT Z H ( uN ntNQ( )] MN 770 / Z ANH E“N[Sox(nSNQ)]d

+thQH0a — tV]_VHNBQ +e1+en_1.
(3.18)

Seja p; um perfil de densidade o qual é solugao da equacao diferencial parcial
que procuramos e seja py (x) = E, . [nn2(x)]. Esperamos que py (z) esteja
proximo de py(£), o qual denotaremos com a notacao py (z) ~ p(%). Agora,

considerando p{ () ~ po(%), e assumindo que a esperanca do produto é o
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produto das esperancas segue que

Epnlo1(men2)] = By [y h(mn2)]
= B,y [meve (1)men2(2) + mevz (e — men2(2) ]
= Epuy [nev2 (D)nen2(2)] 4+ Epuy [anenz (1)] — Epy [z (2)]
~ o)) + ap(sy) + ap(F)

By [02(miv2)] = Enev2 (2)mev2 (1) + mewvz (3)men2(2) — 1wz (3) vz (1)]
= Epuy M2 (2)nev2 (1)) + By [neve (3)mnv2(2)]
— By [men2 (3)menz2(1)]
~ o)) + P )o(F) = pe(R)pe(y)

Epn [0z (nev2)] = Epy vz () (2 = 1)] 4 By [eve (2 4 1)nee ()]
= By [meve (2 + Dz (2 — 1)]
~ () (55) + o () 0e(5) — pe(5 ) oo (B
Assumindo que
pe(5) ~ (),

podemos escrever para cada r € Xy

E,.y [z (Men2)] ~ Pt(%)Q-

Portanto, por (3.18) temos

lNl

= 5 X Ao~ i) - [~ ZANHms(%)d

—tVNHNB +tVNH0a +e+en_1.

(3.19)

Por fim, fazendo N — oo e usando o fato de que e; e ey_; sdo negligiveis,

temos

0= [ (pulw) ~ po() H (e~ [ [ A (w) (py(u) Peuds

(3.20)
—t (0, H(1)8* = 0,H(0)a?)

Na préxima secao faremos a formulacao fraca da equacao em meios porosos
com condi¢oes de Dirichlet para uma funcao H que depende do espaco e do
tempo. Quando essa fungao nao depender do tempo, veremos que a formulacao

fraca corresponderd a (3.20).
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3.3
Equacdao em meios porosos

A equacao em meios porosos é uma equacao diferencial parcial parabdlica
que aparece de maneira muito natural para descrever processos envolvendo
difusdo ou transferéncia de calor [20]. Ela é muito utilizada, por exemplo, para
descrever a radiagao de calor em plasmas de acordo com o espago e o tempo.
O modelo que introduzimos no Capitulo 2 esta relacionado com a equagao em

meios porosos com condi¢oes de Dirichlet, que é dada por

Oip(t,u) = 0%p*(t,u), parat>0,ue(0,1),
t,0) =a, arat >0,
p(t,0) p (3.21)
p(t,1) =75, parat >0,
p(O,u) = pﬂ(u) ) u € [O’ 1] )

onde p é uma funcdo definida em [0, 7] x [0,1] e que toma valores em [0, 1], e
po : [0,1] — [0, 1] é uma fungdo mensuravel.

Uma equacao diferencial parcial pode ter solu¢oes que nao sao diferen-
ciaveis, sao as chamadas solucoes fracas. Para definir tais solugoes temos que
reescrever a equacao diferencial parcial na chamada formulagao fraca [14]. De-
notaremos por C°(0,1) o espago de todas as fungoes reais ¢ € C*° com su-
porte compacto. A derivada de H € C%*([0,T] x [0,1]) serd denotada por
O, H (primeira variavel) e 9, H (segunda variavel). Escreveremos AH para 0>H.
O conjunto C*°([0, 1]) denota o conjunto das fungdes suaves no intervalo [0, 1].

O semi-produto interno (-, -); ¢ definido no conjunto C'*°([0, 1]) por
1
(G, H) = [ (0.6)(w)(0,H)(u)du. (3.22)

A semi-norma correspondente é denotada por ||-|;.

Definigao 3.4. Seja f € L*(0,1). Dizemos que f é fracamente diferencidvel
se existir g € L*(0,1) tal que

/01 fu)¢' (u)du = — /01 g(u)p(u)du, Vo € C(0,1).

Nesse caso, dizemos que g ¢ derivada fraca ou derivada generalizada de f e

escrevemos g = f.

Teorema 3.5. A derivada fraca de f € L*(0,1), se existir, é tinica.

Demonstragio. Suponha que existam g, h € L?(0, 1) tais que

[ s e = = [ gptitn == [ hwpdu, v € C0,1),
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Entao )
| (9tw) = h(w)e(u)du = 0, ¥ € CZ(0,1).

A igualdade acima significa que (g — h) é ortogonal (em L?) a toda fungao
¢ € C(0,1) € L*(0,1). Como C2°(0,1) é denso em L? (vide [4]), isso implica
que g — h é ortogonal a qualquer fungdo de L?(0,1). Assim, g — h = 0 em
L*(0,1), ou seja, g = h. O

Definigao 3.6. Definimos o espago de Sobolev H'(0,1) como o conjunto de

todas as fungoes f € L*(0,1) que possuem derivada fraca.

Em #'(0,1) definimos a norma ||f|lx101) = (HfHLQ(D,l)"‘ Hle), que é
gerada pelo produto interno (f, g)x101) = (f9)r2001) + (f,9)1. O espaco
(H'(0,1), ||.lx2(0.1)) ¢ um espago de Hilbert, veja [4].

Definigao 3.7. O espago L*(0,T;H'(0,1)) € o conjunto das fungoes mensu-
raveis f :[0,T] — H'(0,1) tal que

T
L 15l < oc.

Agora estamos interessados em encontrar a formulagao fraca da equacao
em meios porosos com condigoes de Dirichlet. Para isso vamos fazer uma
formulacdo heuristica. Consideramos a equagao (3.21) e fixamos um tempo
T > 0e H e Cy*([0,7] x [0,1]). Multiplicamos ambos os membros da
equacgio Oip(t,u) = 02p*(t,u) por H(t,u), e integrando ambos os membros

dessa equagao sobre a regiao [0, 7] x [0, 1] obtemos:

1ot 1ot
/ /8Sp(s,u)H(s,u)dsdu:/ /85p2(3,u)H(s,u)dsdu. (3.23)
0 Jo 0 Jo

I

=N =1,

Integrando I; por partes temos

L = /Ol(p(t, w)H (t,u) — p(0,u)H(0,u))du — /01 /Otp(s, u)0sH (s, u)dsdu.

Utilizando o Teorema de Fubini e fazendo integracao por partes duas vezes,

temos

t t 1
ly = / Oup?(5,1) H(s,1) —0,p*(s,0) H(s,0)ds — / / Oup? (5, u)0, H (5, u)duds
0 —— e 0 J0

= =0
t 1 t
= —/ / Dup®(5,u)0, H (5, u)duds = —/ {pQ(s,l)ﬁuH(s,l)
0
(sO)@HsOds] // (5,u)02H (s,u)duds.
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Como p(t,0) = a, p(t,1) = B e H € Cy*([0,T] x [0,1]), (3.23) pode ser escrita

/Olp(t w)H (t,u) — p(0, u)H(Oudu—/l/t (5,u)0H (s, u)dsdu

/BQGH(S 1)—a28H(30d8+// SuaH(s u)duds,

para todo t € [0,7T.
Definigao 3.8. Seja pg : [0, 1] — R uma fun¢io mensurdvel. Dizemos que uma
fungao nao-negativa p : [0, T] x [0,1] — [0,1] € uma solugio fraca da equagdio
(3.21) se

(i) p*> € L*(0,T : H*(0,1));

(ii) p satisfaz a identidade

/1(p(t u)H(t,u) — p(0,u)H(0,u du—/ / s, u)0sH (s, u)dsdu

—/ / (s,u)02H (s,u)dsdu —/ ([5’28uH(3, 1) — a28uH(3,0))d3,

para toda H € Cy*([0,T] x [0,1]) e todo t € [0,T];
(iii) p(t,0) =« e p(t,1) = B para todo t € [0,T].

Teorema 3.9. Se existe uma solugdo fraca da equacao em meios porosos com

condigoes de Dirichlet dada em (3.21), entdo esta solugio € unica.

Demonstragio. Suponha que p; e py sdo solugoes fracas de (3.21) partindo da
mesma condicao inicial. Entao, fazendo somente uma integragao por partes em
(3.23) temos que

1

/01 (pl(t,u) - m(t,u))H(t,u)du - / (pl(O, u) — m((),u)) H(0,u)du

0

=0

1t
+ / /((%p%(s,u) — Oups(s,u))0,H (s, u)dsdu
0 Jo

_ /01 /Ot(pl(s,u) — pa(s,u))0sH (s, u)dsdu =0

(3.24)

para toda funcéo teste H € Cy*([0,T] % [0, 1]). Assim, consideremos a seguinte

funcao teste

(3.25)

S (R (ryu) = pa(ryu))dr, se0<t<T,
C(t,u) =
0, set>1T,
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onde T > 0. Observe pelo item iii) da Definigao 3.8 que ((¢,0) = ((t,1) = 0.
Assim, por simplicidade, suponha que ¢ € Cy*([0,T] x [0,1]) (para mais
detalhes vide [20]). Agora, de (3.25) segue que

0t u) = — (pi(t,u) — p3(t,w)) € L*([0,T] x [0, 1]),

T (3.26)
0,01t = [ (0ush(r) = D) ar € L2(0.7] x 0.1).

Consequentemente substituindo H por ¢ em (3.24), temos

[ orttw) = ot ) ) du+ [ [ @, 0) — 0ups, )DL, w)cuds

=0

_ /Ot/ol(pl(s,u) — pols, w))B,C(s, u)duds = 0.

Portanto, usando (3.26) segue que

/01 /Ot {(Pl(s,u) - pz(s,u)) (pf(s,u) — pg(s,u))

+ (0up?(s, u) — 8up§(s,u)) (/f(@up%(r, u) — Oupa(r, u))dr) }dsdu =0

s [ {(orts.w = ool ) (a5, + pals,)

+ (8upf(s, u) — 8up§(s,u)> (/tT(aup%(r’ u) — Oupi(r, u))dr) }dsdu =0
=g(s)

ftT g(r)dt

& /1 /t {(p1 — pa(s u))2(p1(s,u) —i—pg(s,u))dsdu

0 0
t t
n / ( / / g(s s<r<tdrds>d — 0.
0 0 JO
Como

(/ ) / / JLocr<edrds + / / §)Lizezrdrds,

podemos escrever (3.3) como
/01 /t { pr(s,u) — pg(s,u))z(pl(s, u) + pg(s,u)>d5du
2/ (/ Oupi (1, 1) — Oyps(r, u))dr)Qdu —0.

—

(3.27)

Portanto, como os integrandos em (3.27) sdo nao-negativos e a soma das
integrais se anula, concluimos que p;(t,u) = po(t,u) quase certamente em

[0,7] x [0, 1]. O
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4
Estados estacionarios fora do equilibrio

Este capitulo tem como objetivo dar uma visdo geral sobre o SSEP
em contato com reservatérios e sobre estados estaciondrios fora do equilibrio.
Dividimos este capitulo em duas Secoes. Na Secao 4.1, faremos a construcao
do SSEP em contato com reservatérios via gerador infinitesimal e calcularemos
sua corrente microscopica. Por fim, na Secao 4.2, falaremos sobre sistemas em
equilibrio e fora do equilibrio, e calcularemos o perfil de densidade e a evolugao

temporal do perfil para o SSEP em contato com reservatorios.

4.1
SSEP em contato com reservatoérios

No Capitulo 2 fizemos uma definicao para o SSEP em contato com
reservatorios. Agora, vamos defini-lo formalmente via gerador infinitesimal.
Fixando a, 8 € (0,1), definimos o SSEP em contato com reservatérios como
um processo de Markov {n;};>0 com espago de estados Qn = {0,1}*¥ onde
Yy = {l,---,N — 1}, o qual pode ser descrito em termos do seu gerador

infinitesimal Ly agindo sobre uma funcdo f : Qy — R como

(Lnf)0) = (L purf)(0) + (Lnof) (), (4.1)

onde o gerador infinitesimal da dinamica no bulk é dado por

N-2

(I:N,bulkf)(n) = Z [f(nx,x-i-l) - f(n)]v

=1
e o gerador infinitesimal da dindmica na fronteira é o mesmo que em (2.3).

Exemplo 4.1. Considere z € Xy e f, : Qn — {0,1} definida por f.(n) =
n(z). Calculemos (Lnf.)(n). Como no PMM em contato com reservatorios,
a sequir calcularemos a corrente microscopica para o SSEP em contato com

reservatorios.

No caso z € {2,--+ , N — 2} temos

Larn(z) = 3_{n™""(2) — (=)}


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 151271

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512717/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1512717/CA

Capitulo 4. Estados estacionarios fora do equilibrio 43

= n(z—1) = 2n(z) + n(z + 1).
No caso z = 1 temos [~/N7bulkn(1) = Y N2t l(1) — (1)} = n(2) —n(1).
Similarmente, se z = N — 1 temos Ly purn(N — 1) = n(N —2) —n(N — 1).
Assim, por (4.1) e pelos calculos apresentados no Exemplo 3.1 para o gerador

na fronteira, temos que
(1) = a—2n(1) +n(2),

Lan(z) = n(z—1) = 2n(2) +n(z + 1) para z € {2,--- ,N — 2}, (4.2)
Lyn(N —1) = n(N = 2) = 2p(N = 1) + 5.

b‘

Portanto, usando a convencgao (2.1) temos

Lyn(z) = n(z — 1) = 2n(z) + n(z + 1)
= (n(z=1) = () + (n(z +1) = (), V2 €Dy (43)

Jz—1,2(n) Jz,z+1(N)

onde j,.11(n) é a diferenga entre a taxa de salto de z para z + 1 e a taxa de
salto de z + 1 para z, que representa a corrente microscopica associada ao elo
{z,z+ 1}.

4.2
Sistemas em equilibrio e fora do equilibrio

Com as definigoes apresentadas acima em mente, nossa ideia agora
serd analisar o que acontece com o sistema a medida que o tempo evolui.
Podemos dizer que temos duas correntes de particulas no SSEP em contato
com reservatorios, uma corrente externa que vem dos reservatorios, e uma
corrente vinda diretamente da dindmica das particulas do bulk. Como dito
anteriormente no Capitulo 2, Se¢ao 2.2, temos dois reservatorios de particulas
nas fronteiras onde as particulas podem entrar para o sitio 1 com taxa «
(respectivamente para o sitio N — 1 com taxa [3), e podem sair do sitio 1 com
taxa (1 — a) (respectivamente do sitio N — 1 com taxa (1 — )), respeitando
a regra de exclusao. Dessa maneira, podem surgir algumas perguntas no que
diz respeito a densidade de particulas do nosso sistema, por exemplo: como as
particulas vao se comportar se o for muito préoximo de 1 e S muito proximo
de 07 E se eles forem iguais, como as particulas se comportarao?

Ora, se « estiver muito proximo de 0 e S muito préximo de 1, quer
dizer que estao entrando muitas particulas do lado direito do sistema e saindo
muitas particulas do lado esquerdo do sistema. Desta forma, os reservatérios
estdo criando uma espécie de assimetria no sistema, isto é, quando a # 3 os

reservatorios induzem uma corrente externa de particulas no sistema, mas no
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bulk, como a taxa de salto é simétrica, nao existe uma direcao privilegiada para
o salto das particulas e, dizemos que a corrente gerada pela dindmica no bulk é
zero. Se « for igual a (3, entdao os reservatérios nao criam uma corrente externa
pois a densidade de particulas em cada um dos reservatorios é a mesma.

Na fisica, quando os reservatorios nao criam uma corrente em um
determinado sistema de particulas, o sistema é chamado de sistema em
equilibrio. Caso contrario, ele é chamado de sistema fora do equilibrio. Nosso
proposito para esta Secdo é caracterizar as medidas estacionarias para o SSEP
em contato com reservatorios em ambos os casos, em equilibrio (a = /) e fora
do equilibrio (o # ). Com esta caracterizagao, podemos verificar facilmente
utilizando a Proposicdo 2.6 que a unica medida estacionaria do SSEP no
equilibrio é a medida Bernoulli produto. Por outro lado, um dos grandes
problemas de sistema de particulas é saber quais sao as medidas estacionarias
do sistema fora do equilibrio, por isso nosso interesse em estuda-las.

Para o SSEP em contato com reservatérios, o cdlculo da densidade ou
das funcgoes de correlagao podem ser feitos diretamente da definicao do modelo.
Ao longo do texto denotaremos por (1;(z))5 a densidade de particulas no sitio
x no tempo t com respeito a uma medida de probabilidade inicial qualquer
u, a qual coincide com pi (z) introduzido no capitulo anterior. Quando estiver
claro qual o valor de N que estamos considerando, podemos omiti-lo escrevendo
(m(x)), para a densidade de particulas. Para calcular esta densidade, vamos

analisar para a evolucao temporal da mesma, que é dada por

) =(En(1) = o~ 20,(1) + @) = a — 2D} + ()

@) =) = (e~ 1) = 20.(0) + il + D)
= (e 1)~ 200+ (e D)y para 2w <N -2
SOV = 1) =N ~ 1) = (N = 2) = 20 (N = 1) + ),
0

(N —2)), —2(n(N — 1)), + B,
(4.4)

onde para obtermos a igualdade & (n(z)), = (Ln,(2)), para cada 2 em (4.4)
usamos (A.7), que estd no Apéndice A. Ja a segunda igualdade vem dos célculos
efetuados no Exemplo 4.1. Cada expressdo em (4.4) nos diz qual é o tempo
médio de ocupacao de cada sitio do nosso sistema. Assim, estamos interessados
agora em calcular a densidade de particulas do sistema no estado estacionario,
ou seja, quando a média ocupacional em cada sitio x nao evolui com o tempo.
Para isso, sendo p,s a medida estacionéria e fazendo p™(z) = (p(x)),.., 0

problema em (4.4) reduz-se a verificar que p" ¢é solugao da equacio discreta
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AnpN(z) =0 paraz € Dy,
pN(0)=a,  pN(N) =5,
onde definimos aqui o laplaciano discreto de p em x € ¥ 5 como

dada por {

AnpN(x) = pN(z = 1) = 2p" (2) + p¥ (z + 1),

Para encontrar a solugdo de (4.5) basta resolver o sistema linear

sentado pela matriz de ordem (N — 1) x (N + 1) dada abaixo

1 -2 1 0 0 0] a 1 [o]
01 -2 1 0 -0 PN (1)
0 -~ 0 1 =2 1 0]]|pNWN=1)
0 .- 0 0 1 -2 1]] 8 | o]

Utilizando a eliminac¢do de Gauss em (4.7) temos

100 0 —(N) N-1] a 0
010 -0 —(N-1) N—2 (1) 0
00 1 0 —(N-2) N—3 : _
: : pN(N = 1)
(000 1 -2 O B R |
Assim,
O‘—NPN(N—1)+(N—1)ﬂ=0<:>pN(N_1):‘”ﬁg\]]\f—l)
Logo,
pN(1) = (N -1p"(N —1) — (N —2) CV(N—Nl)—i-ﬁ7
PN (2) = (N —=2)pN(N —1)— B(N —3) a(N—§)+25’
pN(N—Q)ZQQHx_Q)B.

Portanto o perfil de densidade microscépica é dado por

a(N —x) + Bz
N

pN(a:): para 1 <2z < N —1,

45

(4.5)

(4.6)

repre-

(4.8)

onde o e 3 sdo as densidades dos reservatérios. Para calcular a densidade

x
N-1’

macroscopica basta introduzir uma coordenada macroscopica u =

no caso macroscopico (4.8) torna-se

assim,
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a(N — (N —1)u) + B(N — 1)u

N — =
PN (N — 1) L
(4.9)
:a—ozu—i-%—i-ﬁu—@
N N’
Note que para N grande, (4.9) é dada por
(@) ~ ') = (1= wa+ub, (4.10)

e pV(1) = ae pV(N —1) = B quando N — oo. Para calcularmos a corrente
média do sistema no estado estacionario, lembremos de (4.3) que, dada uma

configuracao n € {0, 1}*~ a corrente microscépica entre os sitios x e  + 1 no
SSEP é dada por

Jear(n) = n(2)(1=n(z +1)) = n(z +1)(1 = n(z)).

Assim, a corrente média entre os sitios x e x + 1 com respeito a medida

estacionaria pgs ¢ dada por

{rarr (M) e = (@) (1= n(z + 1)) = nz + (1 = ()

= (0(2)) e = ((x + 1),
a(N—2)+PBr oN—-(z+1)+8x+1) (4.11)
N N
a—pf
N

Observacao 4.2. Observemos no cdlculo acima que a corrente média no

estado estaciondrio independe de x.

Agora estamos interessados em calcular fungdes de correlagao de ordens
superiores. A ideia aqui seria continuar com a mesma abordagem exposta
anteriormente para calcular essas fungoes de correlagao, porém, resolver essas
equacoes da mesma forma que fizemos acima torna-se uma tarefa trabalhosa
(o leitor interessado pode ver o célculo de (n(z)n(y)), feito em [13]).

Assim, no préximo capitulo estudaremos o método da matriz ansatz, que
nos da um procedimento algébrico para calcular essas fungoes de correlagao de

uma maneira mais facil do que a utilizada anteriormente.
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5
Matriz ansatz

Neste capitulo trabalharemos com o método da representagao matricial,
a chamada "matriz ansatz', que serd utilizado para caracterizar as medidas
estacionarias de sistemas de particulas fora do equilibrio, como pode ser visto
em [3, 5, 6]. Por ser um modelo cldssico na literatura de sistema de particu-
las, escolhemos o processo de exclusao simples assimétrico (ASEP) em contato
com reservatorios (definido no Capitulo 2) para apresentar as técnicas do mé-
todo. Dividimos este capitulo em quatro Se¢oes. Na Secao 5.1, apresentamos
a definicdo da master equation. Na Secdo 5.2, explicamos como representar os
pesos das configuracoes do ASEP com respeito ao estado estacionario como
um produto de matrizes, e provamos que esta formulagao matricial nos fornece
a distribuicao estacionaria do processo. Ja na Secao 5.3, apresentamos as pro-
priedades para as matrizes obtidas na representacao matricial e, na Secao 5.4,
apresentamos exemplos para estas matrizes. Esta abordagem servirda de mo-
tivagdo para, no préoximo capitulo, obtermos informagoes sobre a distribuigao
estacionaria do SSEP em contato com reservatoérios, do PMM em contato com

reservatoérios, e por fim, do SSEP em contato com reservatérios lentos.

5.1
A master equation

Para preparar o leitor, em vez de comecarmos esta Se¢do com uma
abordagem sobre a matriz ansatz, comecaremos definindo o que é uma master
equation. A evolugdo de um sistema com dindmicas estocédsticas dadas por
um processo de Markov é especificada por uma matriz de transicao W (C’, C),
que representa a taxa na qual o sistema muda de uma configuracao C’ para
uma configuragdo C. A probabilidade P;(C') de encontrar o sistema em uma
configuragao C no tempo t evolui de acordo com a equagao abaixo

dP(C) _
dt

Z Pt(C/)W<C/>C)_ Z 3<C>W(Cv C/>7 (51>

C'#£C C'£C

ganho perda

a qual chamamos master equation.

Exemplo 5.1. Para ilustrar a definicio de master equation acima, usando

dP(n2)

(5.1) e o Exemplo 2.2, vamos calcular agora =5 para o PMM em contato
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com reservatérios com espago de estados {0, 1},

De fato, por (5.1) e observando que W (n,&) corresponde ao Qn(n,&) do

Exemplo 2.2 temos

dP,
Zi(th) = Pi(m) W(ni,m2) +Pi(n3) W (ns, n2) +Pe(n1) W(na, m2)

=« =« =0

+ Pi(ns) W(ns, n2) +Pi(ne) W(ne, n2) +Pi(n7) W (7, m2)
-0 —1-8 =0

+ Pu(s) W (0, m2) = Pu(n) (W (12, 1) + W (12, 1) + W (2, ma) - (5-2)

—_——

=0 =l—« =« =0

+ W02, 15) + W (2, m6) + W (112, m7) + W (s, 73s) )

= P(m)a+ Pi(ns)a + Bi(ne)(1 = B) = Pi(nz) (1 + 5).

Como dito anteriormente, estamos interessados em estudar os estados esta-
cionarios do nosso sistema de particulas, ou seja, estudar exatamente o caso
onde temos um equilibrio entre os termos de ganho e perda de (5.1). Neste
caso, a solucdo da master equation nao depende do tempo ¢, e denotaremos
as solugoes de (5.1) por P(C'). Sabemos por [15] que se {n;}+>0 é um processo
de Markov irredutivel definido em um espago de estados finito, entao ele tem
a propriedade de ser ergddico, isto é, um tnico estado estacionario é atingido
a partir de qualquer condicdo inicial. Assim, uma vez que a distribuicdo de
probabilidade P(C') é tinica para este tipo de processo, vamos nos concentrar
sobre a forma como ela é obtida analiticamente e como os valores esperados
dos observaveis sao calculados. Na verdade, estamos interessados na estrutura
de produto matricial que essa distribui¢ao pode ser representada quando o sis-
tema se encontra no estado estacionario fora do equilibrio, como sera visto a

seguir.
5.2
A matriz ansatz

Nossa abordagem para descrever o estado estacionario do ASEP em

contato com reservatdrios é motivada pelas técnicas apresentadas em [3, 5, 6].

A ideia consiste em escrever o peso fy_1(n(1), -+ ,n(N — 1)) da configuragao
(n(1),-+- ,n(N —1))" no estado estacionario como

fN*l(n<1)7 77<2)7 to 777(N - 1)) = WTXn(l)Xn@) U Xn(N—l)Vv (53>
onde

Indexamos f em N — 1 para notar que temos N — 1 sitios. Para tornar a leitura mais
simples, as vezes vamos denotar uma configuragio n € {0,1}*~ por (n(1),--- ,n(N — 1))
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Xo@) =n(@)D + (1 —n(x))E, (5.4)
D e E sdo matrizes, e os vetores w! e v realizam a conversao necessaria do

produto matricial para um escalar. A figura abaixo ilustra essa representacao.

© O @)

i i i i i
A
w E D D E D Vv

Figura 5.1: O procedimento pelo qual uma configuracdo de particulas é
representada por um produto de matrizes.

Em geral, uma vez que as matrizes D e E nao comutam?, o peso
fn-1(n(1),--- ,n(N — 1)) da configuragao (n(1),--- ,n(N — 1)) é uma fun-
¢ao complicada. Como geralmente esse peso fy_1(n(1),---,n(N — 1)) nado é
normalizado, a probabilidade P(n(1),n(2),--- ,n(N —1)) de uma configuragao
(n(1),--- ,n(N — 1)) com respeito ao estado estacionario é dada por

_ fN—l(n<1)’n(2)’ e 777(N - 1))
ZN-1 ’

P(n(1),n(2),---,n(N —1)) (5.5)

2N—1

onde Zxn_1 é a soma dos pesos das possiveis configuracoes em {0, 1}=~,

isto é,
Zya= > > fvam@)n2), (N =1).  (5.6)
n(he{o,1}  n(N-1)e{0,1}
Por (5.3) podemos escrever (5.5) como

W Xy Xn) - Xyov v

N-1
e a normalizagdo em (5.6) podera ser escrita como
Zn-1 = Z T Z WTXn(l)Xn(2) e XV

n(e{1,0}  n(N-1)e{1,0}

= > > WX X Xw-p(D+ E)v
n(He{1,0}  n(N-2)e{1,0}

= Z cen Z WTXn(l)Xn(Q) .- 'Xn(N—3) (D + E) (D + E)V
n(e{1,0}  n(N-3)e{1,0}

=...= WT(D + E)Nilv.

(5.8)

Evidentemente, ao olhar para as expressdes anteriores nao é 6bvio que

as matrizes D,F e vetores w!, v existam. Veremos, no entanto, que ¢ possivel

2Falaremos sobre isso na Secio 5.3.
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escolher essas matrizes e vetores de modo que fyx_1(n(1),---,n(N — 1)) dada
em (5.3) corresponda, de fato, ao peso da configuragao (n(1),--- ,n(N — 1))
com respeito ao estado estacionario. Mais adiante, mostraremos quais sao as
condicoes que essas matrizes precisam satisfazer para cada tipo de modelo que
trataremos nesta dissertagao.

Antes de apresentarmos propriedades e formas explicitas para essas
matrizes e vetores envolvidos, vamos discutir as vantagens dessa abordagem.
Fixemos p uma medida de probabilidade inicial qualquer em {0,1}*~. De
fato, se definirmos a matriz C' = D+ F, a densidade de particulas (n(z)), com

respeito ao estado estacionéario definida por

“ nv—n)e(rop @) f(n(1), - (N —1))

2 on()ef1,0} °
(1(x),, = =0 7 ,

pode ser calculada através da seguinte expressao

@)= 2 X DY

Hx IX DHJ x+1 XV

n(De{1,0t  nlz—1)m(=+1)e{0,1} n(N-1)e{1,0} IN-1

WTc«:cleCNflfo
wl(CN-1y

(5.9)

Similarmente, quando x < y, a esperanga entre as variaveis aleatérias n(z) e

n(y) com respeito ao estado estacionario serd dada por

<77(95)77(y))u _ Zn(l)e{o,l} ‘e ZW(N_1)6{071}277A([1’)17](y)f(n(l)’ (N =1))

- Tcaz 1D0y r— 1DCN 1— yV
= o (5.10)

Também podemos estudar a correlagdo entre dois sitios, por exemplo, utili-
zando (5.9) e (5.10), a correlagdo entre n(z) e n(y) com respeito ao estado
estacionario para 1 <z <y < N — 1 ¢é dada por

m@);n@),= M@)n(y)u — M) nY),
WTOJc—lDCy—x—chN—l—yV

- wl(ON—1y (5.11)
wlC* 1 DCN-1=2y wI'Cv—1DCN-1-¥y
B wlCON-1y ’ wlCON-1ly

Além disso, a corrente entre os sitios e x + 1 no bulk do ASEP em contato

com reservatorios, é dada por

Jearr(n) = pn(x)(1 = n(z +1)) = gn(z + 1)(1 = n(z)) (5.12)
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Assim, a corrente média entre os sitios x e x + 1 com respeito ao estado

estacionario no bulk do ASEP em contato com reservatérios, é dada por

wlC* Y (pDE — qED)CN =%y

(Joat1 (M) = TNy . (5.13)

Portanto, se tivermos formas convenientes para as matrizes D, E e para os
vetores w’, v tal que quaisquer poténcias de C' tenham expressdes simples,
entdo as equagoes (5.9), (5.10), (5.11) e (5.13) serdo calculadas facilmente.

Teorema 5.2. Considere o ASEP em {1,--- N — 1} com tazas de fronteira
a,B € (0,1) e tazas p,q no bulk. Suponha que as matrizes D, E e os vetores

w’ | v satisfazem

pDE —qED = D+ FE, (5.14a)
w'[apE — (1 —a)gD] = w', (5.14b)
[(1—B)pD — BgElv = w. (5.14c¢)

Essas relagoes sao chamadas de dlgebra de matrizes. Se para toda configu-

ragion € {0, 1}*Y a funcdo (5.3) estiver bem definida em RY e a normalizagio

Zna= Y fnan) #0, (5.15)
neQN
entdo a medida estaciondria do ASEP serd dada por
fn-a(n
o) = 1. (5.16)
N-1

Demonstragio. Seja W (n, €) a taxa na qual o ASEP muda de uma configuragao

7 para uma configuracao &:

p, sen(x)=

1
W(n’nx,x—l—l) —
q, sen(x)=0,nx+1)=

para 1 <z < N — 2,

W) = 1P se n(1) =0,

’ (1—a)g, sen(l)=1,
W(T],nN_l) _ Bqu se 77(N - 1) = 07
(1-B)p, se n(N—1)=1,

e W(n, &) = 0 caso contrario. Como {n; }+>¢ é uma cadeia de Markov irredutivel

com espacgo de estados finito, ela possui uma tnica medida estacionaria figg,
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dada pela solucao estacionaria da master equation

d

%#ss(n) =0= Z (,Uss(g)w(fa 77) - Mss(”)W(nvg)) para todo ne QN-

§#n
(5.17)
Portanto, para mostrar que (5.16) é medida estacionéria, é suficiente mostrar

que fy_1 dada em (5.3) satisfaz (5.17), e entdo pode ser automaticamente
normalizada. No nosso caso, os termos individuais (ndo normalizados) da soma

(5.17) para o bulk sdo da forma

SN W () — o ()W (g, ™), (5.18)

similarmente para as fronteiras temos

fnvoi(n ) (17 n) — fN—l(TZ)W(Uﬂll) e
@™ YW N ) = v ()W (g, n ).

Esses termos podem ser simplificados utilizando a algebra de matrizes (5.14).
De fato, utilizando (5.14a), no caso em que n(z) = 1 e n(z + 1) = 0, temos
para o bulk

Svoa(on(e =1),0, (e +2)- - )g — fya(-- n(r—1),1,0,9(x +2) - )p
=w' Xy [¢ED — pDE| Xy (p19) -+ v
| ——
=—(D+E)
= — W Xy ) DXy V= W X ) [B] Xy -V

= _fN*Q("' 777(3:_1)71777($+2)"')_fN72<"' 777(513—1)a0,77(95+2)a"')-
(5.19)

De modo andlogo ao anterior, caso n(z) =0 e n(zx + 1) = 1, temos

fol(”' ,77(1’— 1)7170777(x+2)a"')p_fol("' 777(37_ 1),0,1,77([L’+2),---)q

= fN*Q("' ,77(.%'— 1)71777($+2)7"') +fN*2<"' 777(‘T_ 1),0,7](1‘+2),"-).
(5.20)

Dessa forma, podemos escrever os termos individuais de (5.18) para o bulk

CcOo1mo

SN W (™ ) — v ()W (g, ™)
= (1 - 2U(I))fN—2( /) (l’ - 1)77](@777@ + 2)7 e )

— (1 =2n(z+1))fv-2(-- 0@ —1),nx+1),nx+2), ).
(5.21)
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Para a fronteira esquerda, caso (1) = 1, temos

0pfya(0,+) (L= a)afya(L ) = W' lapE] v —wT[(1 ~ a)gD] v
= w![apE — (1 —a)¢D]---v

—wT

~—
N-2 termos

= fN—2<77(2)7 T )a

ecason(l) =0

(1 —a)gfna(l,--) —apfn-a(0,---) = w[(1 = a)gD — apE] - --v
= —wl|lapE — (1 —a)gD]---v

:WT

e WT P v
~—
N-2 termos

= — fn-2(n(2),- ).
Assim, podemos representar os termos da fronteira esquerda por

I OYW ot n) = fnaamWn,n') = —(1 = 2n(1)) fy—a(n(2),---). (5.22)

De modo anéalogo ao realizado anteriormente, podemos representar os termos

da fronteira direita por

fol(UNfl)W(WNA, n) — fnv—1(n)W(n, 77N71)

(5.23)
= (1=2p(N = 1)) fn-2(---,n(N —2)).

A soma sobre todos os x € Xy em (5.18) mais os termos vindos de (5.22)
e (5.23) corresponde ao lado direito de (5.17), e como a soma em (5.18) é
telescopica, sobram-se dois termos dessa soma, os quais se cancelam com os
termos vindos das equagoes (5.22) e (5.23), mostrando assim que 55 € medida

estaciondria para o ASEP, como queriamos. O

Visto que em um primeiro contato a origem da algebra de matrizes pode
parecer um tanto quanto estranha para o leitor, nossa ideia agora é apresentar
uma maneira de obter essa algebra para um sistema de particulas. Inicialmente,
o sistema de particulas de interesse serd o ASEP em contato com reservatorios.
Com efeito, a maneira mais natural de obtermos a algebra de matrizes para
esse sistema, é utilizando o fato de que a corrente media nas fronteiras e no
bulk com respeito ao estado estacionario coincidem, e isso segue da observagao

abaixo.
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Observagdo 5.3. Se g é uma medida estaciondria em {0,1}*~, entdo
[Lyf(n)duss = 0 para qualquer f : {0,1}*~ — R, weja [18] para mais
detalhes. Assim, tomando f, : {0,1}*¥ — R onde f.(n) = n(x), temos que

/Lfo(n)d,Uss = /(jx—l,az(n) - jz,x-i-l(n))d,uss =0

para x € Y. Logo, para x € Xy,

/jxfl,x(n)d,uss = /jx,a:+1<77)dﬂss>

isto é, mo estado estacionario a corrente média no bulk e nas fronteiras é

constante.

Por exemplo, por (5.13), a corrente microscépica média com respeito a

medida estacionaria pgs no bulk e nas fronteiras para o ASEP é dada por

wllapE — (1 — a)¢D]CN~*v  wIC* ' (pDE — qED)CV D=ty

ZN_1 ZN_1
fronteira esquerda bulk
~ wICN2[(1 = B)pD — BqE—]v
B ZN—l '

fronteira direita

(5.24)

Assim, podemos verificar que as condigoes que as matrizes precisam satisfazer
para garantir que a corrente em (5.24) seja constante, sdo exatamente as
dadas em (5.14). Além disso, motivados pela descricao apresentada acima,
no Capitulo 6, seremos capazes de obter essa algebra de matrizes para o PMM
em contato com reservatorios, e para o SSEP em contato com reservatérios
lentos.

Neste ponto da dissertacao restam ainda algumas perguntas a serem
respondidas no que diz respeito as propriedades que as matrizes D, E e os
vetores w!, v devem satisfazer. Qual seria a dimensdao dessas matrizes? Serd
que elas comutam? Essas sao algumas perguntas que serao respondidas na

proxima Secao.

5.3
Propriedades e exemplos das matrizes

Para que o Teorema 5.2 seja 1util, devemos ser capazes de encontrar
matrizes e vetores que satisfacam (5.14). O primeiro passo que daremos nesta
dire¢do é saber se as matrizes D e E podem comutar e/ou serem de dimensao

finita.
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Proposigao 5.4. Suponha que D, E, w’ e v satisfazem (5.14) e fy_, definida

em (5.3) € estritamente positiva.

(a) Se D e E comutam, entdo

(i) o= B, ou
(ii)) p=1lea=0,oup=1ef =1, ou
(iii)) p=0ea=1,oup=0ep=0.

No caso que (i), a tunica medida estaciondria é vY (Bernoulli pro-
duto, que foi definida na Definicio 2.5), enquanto nos casos (ii) e

(7i1), as medidas estaciondrios concentram-se em configuracoes da forma

---00001111 -+ (no caso (ii)) ou ---11110000--- (no caso (iii)).

(b) Sep =1 e D e E nao comutam, entio elas sao necessariamente de

dimensdo infinita.

Demonstragio. Vide [16] pagina 264. O

Observacao 5.5. De agora em diante vamos excluir o caso trivial (a) da
Proposi¢io 5.4. Portanto, as matrizes D e E (se elas existirem) nao necessa-

riamente comutardao e serao geralmente de dimensdo infinita.

As matrizes mais simples que podemos pensar para D e E sdo as matrizes
diagonais, porém, assim sendo, elas comutam. Dessa forma, tendo em vista a
Observagao 5.5, nao sera 1til para nds que essas matrizes sejam diagonais. O
proximo caso mais simples é o das matrizes bi-diagonais, que pode ser visto

em [16] pagina 266.
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6

Utilizando a matriz ansatz

O objetivo deste capitulo é obtermos informacoes sobre o estado estaci-
onario de um sistema de particulas de interesse. Assim, utilizaremos o método
da matriz ansatz para obtermos essas informacoes para os seguintes sistemas
de particulas: para o SSEP em contato com reservatérios, para o PMM em
contato com reservatoérios, e por fim, para o SSEP em contato com reservato-
rios lentos (todos esses processos foram definidos no Capitulo 2). Os resultados
obtidos no capitulo anterior utilizando o método da matriz ansatz nos dao uma
maneira simples para escrever a densidade de particulas, a corrente microsco-
pica média, e as fungoes de correlagdo em ordens superiores para o processo
de interesse. Mas estamos interessados em saber qual o real valor dessas ex-
pressoes, isto é, dado um resultado na forma matricial, como obter o seu real
valor? Para isso, precisaremos fazer o processo contrario ao que foi feito no
Capitulo 5, e o primeiro passo neste sentido é encontrar uma expressao para a
normalizagao (5.8).

Antes de apresentarmos a expressao para Zy_1, vamos introduzir algu-
mas notagoes. Considere o SSEP em contato com reservatérios com as se-
guintes taxas nas fronteiras: as particulas entram para o sitio 1 com taxa «
(respectivamente para o sitio N — 1 com taxa [3), e saem do sitio 1 com taxa
v (respectivamente do sitio N — 1 com taxa ¢), como pode ser visto na figura

abaixo.

Figura 6.1: SSEP em contato com reservatoérios.

De [7] a expressdo para a normalizacao Zy_1 é dada por

1 (N =1+ 7= + 555)

a— )T T+ 75)

Inoy = , (6.1)

['(z) é a fungao Gama usual dada por I'(z + 1) = 2!
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para z sendo um ntimero inteiro positivo, e I'(z) = [;° 27~ 'e~*dx para qualquer

z € C com Re(z) > 0.

6.1
A matriz ansatz para SSEP em contato com reservatorios

Utilizando os resultados apresentados no capitulo anterior para p = q¢ =
1, observamos que, apés algumas manipulagoes algébricas, as equagoes (5.14b)

e (5.14c) podem ser escritas como
wiD= w'(aC—1), Dv= (BC+1)v. (6.2)

Outro fato que devemos observar manipulando essas equagoes é que
C(D+1)=(D+E)D+I1)=DD+D+ED+E,

e como por (5.14a) ED = DE — C, segue que C(D+ 1) = DD+ DE = DC.
De modo analogo obtemos que C'D = (D — I)C. Logo, por (5.14a) temos

C(D+I1)=DC e CD=(D-I)C. (6.3)

Utilizando (6.1), a normalizagdo Zy_; para o SSEP em contato com reserva-

térios é dada por
1 ['(N+1) N!
ZnN_1 = = . 6.4
A e Y R P e o4

Sendo s uma medida estacionaria, e utilizando (5.14a) com p = ¢ = 1, (6.2)

e (6.3), podemos escrever a densidade de particulas em um sitio x € ¥y como

1
wl C* 1D CN-1-7y

(it = S
B wlC*=2(D - I)CN~=*vy
ZN-1
—
_ WT C«x—QD CerzV WT0N72V
ZN—1 ZN-1
_ wiCT3(D - I)CN Tty —wlCN 2y (6.5)
ZN-1
WTDc(N—l—J:)-i-(x—l)V . wlON—2y
C T Zn- R
w! DCN~=2y wlCN=2y
SR Ay S A
ZN_1 ZN—l

awlCN=ly — pwTCN—2y

ZN-1
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que esta de acordo com o resultado obtido em (4.8). J& a esperanca nos sitios

x,y € Xy para x < y com respeito a medida estacionaria ugs ¢ dada por

——
WT C«x—lD CyfxlecNflny
ZN-1
wlC*=2(D — I)CY=*DCN-17vy
ZN-

—

wl C* 2D Cv—*DCN-1vy — wl'Cv—2DCN-1-vy
ZN-1
wlCe3DCYV— =t DCON-1=vy 2wl CY2DCN- vy
ZN,1 a ZNfl
WTc«(xfl)f(mfl)Dc(yfzfl)+(x71)Dchflny
ZN-1
(x — D)wlCv=2DCN-1~v
ZN—1

—
w' DCV2DCN "y — (z — 1)w'Cv2DON Y
Zn-1
w' (a0 = 1)CY2DCN 1y — (2 — )w! ' CV 2 DOV~ vy
Zn-

2
wlCv-1DCN-1-vy wl CY 2D CN-1-vy
=« —x

ZN—l ZN—l

_ e =y +ys) (N_:E\zl_Q(a_B)N—l
B
(a—p)N=3 NI ]

_ QQ(N_y)+a6y —Oél’(a_ﬁ) +x(y—1)

(a —p)?
NN —1)
= +ax(y — 1)]5[05]\? f)l)
(N =y)(N=1)+z(y—1) —x(N - 1)]

NN = 1)
afly(N —1) + (N —1) = 2z(y — 1)] + fPa(y — 1)
NN —1)
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Portanto
ey = T 2D tvo(ézﬁv((ivl)_ 1)z +y) — 2(y — 1))
Fraly —1)
N(N—1)°

(6.6)

Lembremos que a corrente microscopica entre os sitios x e x + 1 para o SSEP

em contato com reservatorios, calculada no Capitulo 4, Secao 4.1, é dada por

Jrer1(n) = n(@)(1 —n(z +1)) —n(z + 1)(1 —n(x)).

Assim, fazendo o célculo da corrente microscopica média entre os sitios x e
z + 1 temos
, _ w/'C*"Y(DE — ED)CN~*?y
(Jaat1()) pgs = wlCON-1y

wlCN-2y

que também esta de acordo com a corrente microscépica média calculada em
(4.11). Queremos calcular agora a correlagao entre n(z) e n(y) com respeito a

medida estacionaria. Para isso, consideremos a seguinte definicao.

Definigao 6.1. A correlagao (ou covariincia) entre duas varidveis aleatorias

X eY ¢éigual a esperanca do produto menos o produto das esperancas, isto é:
Cov(X,Y) = E[XY] - E[X]E[Y]; (6.7)

sempre que as esperancgas envolvidas estejam bem definidas.
Denotaremos a correlagao entre n(z) e n(y) sob a medida estaciondria jiss como
(@)@t = W@yt = o) )" (6.8)

Portanto, como consequéncia de (6.5) e (6.6), a correlagao entre n(x) e n(y)

sob a medida estacionaria s é dada por
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<n(x);n(y)>l]:fs:1 _ QZ(N — y)(N — T = 1) + Oéﬁ((N — 1)($ +y) — Qx(y — 1))

N(N —1)
Baly—1) [a(N—-z)+z8] [a(N—y)+yp
+JWN—U_w N 1[ N ]
_ 2V =y (N =z = YN — (N —2)(N —y)(N —1)]
N2(N — 1)
N aﬁ[((N —(z +y) —22(y —1))N — (Nx + Ny — 2zy)(N — 1)]
N2(N —1)
o[z(y — )N — zy(N —1)]
+ 5 NN —1)
x(N—y) 2
- N2(N_1)<Oé_6) .

(6.9)

6.2
A matriz ansatz para o PMM em contato com reservatorios

Nesta Secao pretendemos repetir os calculos feitos no Capitulo 4 para
encontrar a algebra de matrizes para o PMM em contato com reservatoérios.
Podemos notar que para o PMM a abordagem usada na equagao (4.4) nao
é bem sucedida. De fato, a evolucao temporal da densidade de particulas em

cada sitio x € Xy com respeito a uma medida g qualquer, é dada por

L 1) = fo— (1) — (1) ~ )+ 0(3),

a— (14 a)(m(1))y + alm(2)),
e (D)1 (3)) e+ (1e(2)7(3))
)

(

ne(x — 2)ne(z — 1)), — (e = 2)me())
(
(

—
{
— (me(z = V)me(@)) e + 2(me(2 — Dme(z + 1)),
—
+ ¢

d
(), =

ne(@)ne(z + 1)) — (me()me(x + 2))
m(@ + m(x + 2)),
para x € {2,--- | N — 2},

i@?t(N = 1))y = (N = 3)n(N = 2)),, — (e(N = 3)q(N — 1)),
+ ﬁ(ﬁt(N - 2)>u - (B + 1)<77t(N - 1)>u + 8.

Em principio podemos calcular a evolucao temporal da densidade de parti-
culas. Entretanto, o problema é que o célculo da densidade (n:(z)), requer o
conhecimento da esperanca entre dois sitios quaisquer (m;(z)m(y)),, que por

sua vez requer o conhecimento da esperanca entre trés sitios quaisquer e assim
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sucessivamente, o que torna o problema cada vez mais dificil.
Dada uma configuragao n € {0, 1}*¥ a corrente microscépica média entre
os sitios x e 4+ 1 no bulk do PMM em contato com reservatorios com respeito

a uma medida p qualquer é dada por

(Jeer1(m)p = ((n(x) —n(z + 1)) (@ = 1) + n(z +2))),
(n(z = 1)(n(@)(1 = n(z + 1)) = nz+ 1)(1 = n(x)))  (6.10)
+ ()1 = n(z 4+ 1)) = n(z + 1)(1 = n(2)))n(x + 2)),.

A segunda igualdade de (6.10) representa uma forma de escrever a corrente que
serd 1til abaixo. Dada uma medida estaciondria s podemos escrever (6.10)

na forma matricial como

w!C*2D[DE — ED|CWN-D~-(=+l)y

<jz,w+1(77)>,uss - Zn_1
wlC* ' [DE — ED|DCN-1)-(+2)y
_|_
Zn-1
_ w'C**[DDEC — DEDC + CDED — CEDD]CW-)=(+2)
ZN-1
_ w!'C*?[(DDE — DED)C + C(DED — EDD)|C"N-)-(=+2)y
ZN-1 .
(6.11)
Nas fronteiras temos
_ wl(aE — (1 —a)D)CN2v
<]0,1(/’7)>llss = Z
Nt (6.12)
. wlCN=2((1 = B)D — BE)v
<]N*1,N(77>>,U,55 = Z .
N-1

Lembrando da Observacao 5.3, a esperanca com respeito ao estado estacionario

da corrente no bulk e nas fronteiras devem coincidir. Assim
, wl(aE —(1—a)D)CY2v  wl'CN72((1 - B)D — BE)v
<jx:x+1(n)>ﬂss = =
ZN-1 ZN-1
w!C*~2[(DDE — DED)C + C(DED — EDD)|CWN-1-(+2)y
ZN-1 '

(6.13)

Para termos a igualdade em (6.13) as matrizes precisam satisfazer as seguintes
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condicoes
DDE - DED =DD+ ED =(CD, (6.14a)
DED — EDD =FEE+ ED = EC, (6.14b)
wl(aE — (1 —-a)D) =w', (6.14c)
(1=p5)D — BE)v =v. (6.14d)

Portanto, (6.14) é a Aalgebra de matrizes para o PMM em contato com
reservatorios. As propriedades (6.14c) e (6.14d) sdao obtidas do mesmo modo
que no SSEP em contato com reservatérios. J& as propriedades (6.14a) e (6.14b)
sdo obtidas analisando o produto matricial CCC' e perguntando-se quais as
propriedades que as expressoes DDE—DED e DED — EDD devem satisfazer

de modo que o numerador de (6.13) seja constante, isto é, dado por w? CN =2y,

6.3

A matriz ansatz para o SSEP em contato com reservatérios lentos

Nesta secao vamos utilizar o método da matriz ansatz para obtermos
informagoes com respeito ao estado estacionario do processo de exclusao
simples simétrico em contato com reservatérios lentos, que definimos no
Capitulo 2. Esse processo foi estudado em [1], onde foi apresentada uma
expressao para a densidade de particulas, bem como uma cota superior para
a funcao de correlacdo de segunda ordem, ambas com respeito ao estado
estacionario.

Assim, vamos utilizar o método da matriz ansatz para calcular a densi-
dade de particulas com respeito ao estado estacionario, e verificaremos que o
valor encontrado esté de acordo com o Lema 3.1 de [1]. Depois, obteremos pela
primeira vez uma expressao explicita para a funcao de correlacao de segunda
ordem. Deste modo, utilizando o método visto nas segoes anteriores, e calcu-
lando a normalizacdo dada em (6.1) para este processo, segue que a algebra de

matrizes para o processo é dada por

DE—-ED=D+FE, (6.15)
l-« 1-—
w’ NGE_ Y D] =w', l ]V—V (6.16)
Fazendo algumas manipulagoes de interesse em (6. 15 (6.16) temos
T T 0 0 T r[N  1-a
w'D=w [aC—N’],Dv=[N"4+8Clv,w E=w" |— + D|. (6.17)
! @

Utilizando (6.1), a normalizacdo Zy_; do SSEP em contato com reservatérios
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lentos sera dada por

1 P(2N?+ N —1)
(a=p)N-t  T(2N?)

Zn_1 = (6.18)

Assim, a densidade de particulas em um sitio x com respeito a medida

estacionaria pgs € dada por
——~~
< ($)>N71 B WTcxfl DoN—l—xV
" Hos ZN-1

wICo=1C(D + )N -2y
ZN-1

—_——
wlC* DCN=22y N wlCN=2y
ZN-1 ZN_1
B wcvx-HDoN—S—xV N 2WTCN_2V
ZN_1 ZN-1
Wtc(mfl)+N*17$DC(N717$)7(N717$)V

= .= +(N—1-2z
7 ( )

ZN_2
ZN-1

T AN—-2( N0
_ W OTTWVIHBON vy
ZN_1 ZN—l

TN-1
= %+(N—x+N9—1)§§:i
=B+(N—:U+N9—1)Z
ZN-1

F(2N? + N —2) (a— B)N-IT(2NY)

(a — BN-2T'(2N?) T(2NY + N — 1)
F(2N? + N — 2)(a — j3)

[(2N? + N —2)(2N? + N — 2)

ZN—2

=B+ (N—x2+N—1)

=B+ (N—2+N—1)

Entao

<77(95)>N_1 =3+ (a—=B)(N — x4+ N — 1)

0
2N ZNgQ " (6.19)
— N — _ N 1) — — =7
Bt (N=a)oqsrv—s ! JoNT TN 2

que coincide com o resultado obtido no Lema 3.1 de [1]. Agora vamos calcular

a média de particulas nos sitios e y com respeito a medida estacionaria ji,

Zn-1

—_——
wlCc*1pcv—=pCN2vy wlC*1pCN-2-2y
= +
ZN_1 ZN—I
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WTCx—chvy—oc—i-lDCN—S—yV WTCx—chN—Q—xV
+2

ZNfl ZNfl

B B WTc«xleCN72fmﬁ N (N o )WTfochvaZsz
C T Zn1 Y Zn1

wlC* 1 DON-2=2[N? + BCv wlC*tDCON-2-2y
- ZN-1 [ | TN =1-y) ZN-1

Tox—chN—l—x chx—chN—2—a:
:5W V+(N—y+N9—1>W A%
ZN_1 ZN—l
o ToxleCvafoV

— N-1 N — N@ 1 (OZ 5) w
_ 0 a—p N-2

= Bn@) + (N =y + N = D —— (@)

Entao, usando (6.19), a ultima igualdade torna-se

(a 6)(N—x+N9—1)]
2N9 + N — 2

(@) = 8 [ﬁ ;

(N —y+ N~ 1)(a—5) [ﬁ+(a—6)(N—w+N9—2)]
2N% + N -2 2N+ N -3
_B[B(z%—N@—l)—l—a(N—x%—N@—l)]
2N% + N -2
(N—y+ N’ —1)(a—p) [B(:c—l—N@—l)—l—a(N—x—l—Ng—m]
2NO+ N —2 2N+ N —3 '
(6.20)

Com as expressoes (6.19) e (6.20), somos capazes de calcular a correlagao entre

dois sitios quaisquer x,y € ¥y temos

(@)n())as = @)t — @) )

(n(z
{BQx—l—Ne—l)—l—aﬁ( — 2+ N’ —1)) 2N + N - 3)
+ (aB(z + N’ = 1) + o*(N — 2+ N - 2) — B2z + N* — 1)
aB(N—x+N9—2))(N—y+N9—1)} {(2N‘9+N
_ 2)(21\79“\7—3)}_1
— {B(Ne—kx—l)—Fa(N—x%—Ng—l)} {5(N"+y—1)
+a(N—y+N9—1)} {(2NQ+N—2)2T1

= |z + N’ —1)(2N? + N — 2)(2N? + N - 3)

+aB(N—z+ N’ —1)(2N? + N — 2)(2N? + N — 3)
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+ af(z+ NP —1)(N —y+ N’ —1)(2N? + N - 2)
+a* (N —z+ N’ —2)(N —y+ N -~ 1)(2N? + N - 2)
— B+ N —1)(N —y+ N —1)2N? + N - 2)
—af(N -2+ N’ —2)(N—y+ N —1)(2N? + N - 2)
— Bz + N —1)(y+ N’ —1)(2N’ + N —3)
—af(z+ N’ —1)(N —y+ N —1)(2N? + N - 3)
—afy+ N —1)(N —z+ N —1)(2N? + N - 3)

—a* (N -2+ N —1)(N -y + N —1)2N? + N - 3)
-1

[(QNG + N —2)?°@2N’ £ N —3)

Colocando o2, a3 e 32 em evidéncia, e simplificando os termos associados a

cada uma dessas constantes temos
(@) @)yt = [ a*(N —y+ N = 1)(z+ N 1)
+ 2aB(N —y+N? = 1)(z + N? - 1)
— BN —y+ N = D)(w + N? - 1)]
(2N + N — 222N’ + N — 3)}’1

(0= PP+ N —1)(N-—y+ N —1)
(2N9 + N —2)2(2N? + N — 3) '

(6.21)

Seja agora V = {(z,y) € {0,--- ,N}?: 0 < z < y < N}, sua fronteira 9V =
{(z,y) €{0,--- N} :x=00uy=N}eM={f:VUIV = R; floy = 0}.

Definigédo 6.2. O laplaciano discreto A - M — R ¢ definido por

(Agf)(x?y) = NQ{f<.I+17y)+f<.I— 17y>+f(x7y_ 1)+f(x,y+1) -
4f(z,y)}, selr—yl>1,

(AY )z, x4+ 1) =N {f(xr — 1L,z + 1)+ f(x,z +2) = 2f(z,z + 1),

e (AN)(x,y) =0 se (z,y) € V.

Precisamos verificar que (6.21) é de fato a correlagdo para o SSEP em
contato com reservatdrios lentos. Inicialmente seja p (x) = (n:(x)) como em
(6.19), e pi(x,y) = (m(x);n:(y)) como em (6.21). A ideia para a verificagdo é
usar a técnica apresentada em [10], onde se mostra que a correlagdo do SSEP
em contato com reservatérios lentos no caso € = 1 satisfaz a equacgao discreta
dada pela equacao 8.3 de [10]. Fazendo algumas manipulagoes algébricas, a

equagao 8.3 de [10] para qualquer 6 > 0 é a dada por


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 151271

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512717/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1512717/CA

Capitulo 6. Utilizando a matriz ansatz 66

Osps(x,y) = AV os(x,y) + gs(z,y) + fs(z,y), para (z,y) € V, Vs >0,

wo(z,y) = (n:(x); ne(y)) para (z,y) €V,
ps(r,y) =0, para (z,y) € IV, Vs > 0,
(6.22)
onde

gt<$’y) + —(v—}\}piv(l‘))25y:$+1,

Ve (@) = N(p'(z +1) = pi (2)),
2
fs(% y) = (N2 - W)@t(fﬂ, y)5{|y7x\=1, z=1, ou y=N—1}»
e nao é dificil mostrar que a correlagdo ¢;(x, y) que encontramos satisfaz (6.22).
O leitor interessado pode verificar que a func¢do obtida em (6.21) satisfaz a
equagdo discreta (6.22).

Desta forma, concluimos que a expressao (6.21) é a correlagao exata entre
dois sitios quaisquer z,y € Xy para o SSEP em contato com reservatérios
lentos. Este resultado sintetiza a grande versatilidade e eficiéncia do método
da matriz ansatz para obter informacgoes com respeito ao estado estacionario
fora de equilibrio de um sistema de particulas. Por exemplo, em [1] Lema 3.2
prova-se que

N
P —
o T @)l S ey

para provar o limite hidrostatico, e em [10] esse resultado também é usado para

provar as flutuacoes. Ja com o resultado obtido acima, isso segue diretamente
de (6.22).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 151271

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512717/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1512717/CA

Referéncias bibliograficas

[1]

2l

3]

[4]

[5]

[6]

[7]

8]

[9]

BALDASSO, R.; MENEZES, O.; NEUMANN, A.; SOUZA,
R. R. Exclusion process with slow boundary. Online, ArXiv,
https://arxiv.org/abs/1407.7918 (2016).

BERNARDIN, C.; GONCALVES, P; OVIEDO, B. Slow to fast
infinitely extended reservoirs for the symmetric exclusion process with long
jumps. Online, ArXiv, https://arxiv.org/abs/1702.07216 (2017).

BLYTHE, R. A.; EVANS, M. R. Non-equilibrium steady states of
matrix-product form: a solver’'s guide. Journal of Physics: A Mathematical
and Theoretical 40 (2007).

BREZIS, H. Functional Analysis, Sobolev Spaces and Partial Differential
Equations. Springer New York, 2010.

DERRIDA, B. Non-equilibrium steady states: fluctuations and large
deviations of the density and of the current. Journal of Statistical Mechanics
Theory and Experiment (2007).

DERRIDA, B.;: EVANS, M. R.; HAKIM, V.; PASQUIER, V. Exact

solution of a 1d asymmetric exclusion model using a matrix formulation.
Journal of Physics: A Mathematical and General Physics (1993).

DERRIDA, B.; LEBOWITZ, J. L.; SPEER, E. R. Large deviation of
the density profile in the steady state of the open symmetric simple exclusion
process. Journal of Statistical Physics 107 (2002), 599-634.

FRANCO, T.; GONCALVES, P.; NEUMANN, A. Hydrodynamical
behavior of symmetric exclusion with slow bonds. Ann. Inst. H. Poincaré
Probab. Statist. 49, 2 (05 2013), 402-427.

FRANCO, T.; GONCALVES, P.; NEUMANN, A. Phase transition
of a heat equation with robin’s boundary conditions and exclusion process.
Transactions of the American Mathematical Society 367, 9 (2015), 6131—
6158.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 151271

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512717/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1512717/CA

Referéncias bibliograficas 68

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

FRANCO, T.; GONCALVES, P.; NEUMANN, A. Non-equilibrium
and stationary fluctuations of a slowed boundary symmetric exclusion. Online,
ArXiv, https://arxiv.org/abs/1608.04317 (2016).

GONCALVES, P.; LANDIM, C.; TONINELLI, C. Hydrodynamic
limit for a particle system with degenerate rates. Annales de I'Institut Henri
Poincaré: Probability and Statistics 45, 4 (2009), 887-9009.

HARRIS, T. E. Additive set-valued markov processes and graphical
methods. The Annals of Probability (1978).

LANDIM, C.; MILANES, A.; OLLA, S. Stationary and non-
equilibrium fluctuations in boundary driven exclusion processes. Markov Pro-
cesses and Related Fields 14, 2 (2008), 165-184.

LAWRENCE C. EVANS. Partial Differential Equations: Second Edlition,
2 ed. Graduate Studies in Mathematics. AMS, 2010.

LEVIN D. A.; PERES Y., WILMER E. L. Markov Chains and Mixing
Times. American Mathematical Society, 2007.

LIGGETT, M. T. Stochastic Interacting Systems: Contact, Voter and
Exclusion Processes, 1 ed. Springer-Verlag Berlin Heidelberg, 1999.

LIGGETT, M. T. Interacting Particle Systems. Springer, 2005.

LIGGETT, M. T. Continuous Time Markov Processes. ~American
Mathematical Society, 2010.

SPOHN, H. Large Scale Dynamics of Interacting Particles. Theoretical and
Mathematical Physics. Springer Berlin Heidelberg, 2011.

VELAZQUEZ, J. J. L. The porous medium equation: mathematical
theory. Clarendon, 2007.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 151271

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512717/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1512717/CA

A
Semigrupos e geradores

Abordaremos aqui apenas a parte da teoria de semigrupos que sera utilizada
na dissertacgao.

Assuma que F é um espaco métrico e denote por C'(FE) o conjunto das
fungoes continuas f : £ — R, o qual é um espaco de Banach quando munido da
norma || f|lec = sup,cx [ f(1)]- As fungdes f podem ser vistas como observaveis,
e estamos interessados em sua evolugao temporal.

Seja D[0,00) o espago das fungoes definidas em [0,00) com valores em
E continuas a direita com limite a esquerda, isto é, £ : [0,00) — FE tal
que t — &(t), com a propriedade £(t) = limg; £(s) (continua a direita) e
£(t7) = limg &(s) (limite & esquerda) existe. Chamaremos os conjuntos de
funcoes com estas propriedades de funcoes cadlag!. Para definir uma estrutura
mensuravel em D[0, 00), seja F a menor o-dlgebra em D|0, c0) tal que todas
as funcoes 1. — 1 para s > 0 sao mensuraveis com respeito a F. Se F;
é a menor o-dlgebra em D[0,00) na qual todas as fungoes n. — 7y para
s < t sdo mensuraveis, entao {F;}¢>o fornece uma filtragdo para o processo. O
espaco filtrado (D[0, c0), F, {F: }+>0) fornece uma escolha genérica para espago
de probabilidade do processo estocastico, o qual pode ser definido como uma
medida de probabilidade P em D0, 00).

Defini¢do A.1. Um processo de Markov em E é uma colegio {P*}ccp de
medidas de probabilidades em D[0,00) com as sequintes propriedades:

a) P¢(n. € D[0,00) :mp =¢) = 1.

a) VA € F a fungio ¢ — PS(A) é mensurdvel em E.

c¢) PS( 1 (A)|F)(n) = P(A) para toda ( € E, A € F et >0, onde a

fungao T € a fungdo translagao definida na equagao (3.4).
Definicao A.2. Seja {n:}i>0 um processo de Markov em E. Para cada t > 0
definimos o operador Sy : C(E) — C(E) por

Sef(n) :==E"f(n), (A1)

ldo francés "continue a droite, limite & gauche'.
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onde E é a esperanca com respeito a medida do processo de Markov. Em geral
f € C(E) nao implica S;f € C(E). Quando isso ocorre o processo é chamado

processo de Feller.

Defini¢ao A.3. Seja {n:}i>0 um processo de Feller em E. Entdo a familia de

operadores lineares {S;}i>0 em C(E) é um semigrupo de Markov, isto é

a) So = I, o operador identidade em C(E).

b) A fungao t — S.f € continua a direita para toda f € C(E).
c) Sprsf = SiSsf para toda f € C(FE) e todo s,t > 0.

d) Si1 =1 para todo t > 0.

e) Sif >0 para toda f € C(FE) ndo negativa.

Os operadores S; determinam a evolucao temporal dos observaveis. A impor-
tancia do semigrupo de Markov esta no fato que cada um corresponde a um

processo de Markov, como é formulado no préximo teorema.

Teorema A.4. Suponha que {S;}i>0 € um semigrupo de Markov em C(E).

Entao, existe um unico processo de Markov {P",n € E} em E tal que

Sif(n) =E"f(n), para toda f € C(E), (€ E, et >0. (A.2)
Demonstragio. Vide Teorema 1.1.5 de [17]. O

Definicao A.5. Seja {S;}i>0 um semigrupo de Markov no espago de Banach
C(E). Definimos D(L) := {f € C(E) : 3lim; ;o 2L=LY . O gerador infinitesimal

t
do semigrupo {S;}i>0 € definido como sendo o operador L : D(L) — E dado

por _Sf—
Lf = lgg)l o (A.3)

Teorema A.6. O operador L como definido acima é um gerador de Markov,
isto €,

(a) 1€ D(L) e L1 =0,

(b) para f - D(L), )\ 2 O mingex f(f) Z minéex(f — )\Lf)(f),

(¢) D(L) é denso em C(E) com respeito a norma ||.]| € a imagem R(Id —

AL) = C(FE) para A > 0 suficientemente pequeno.

Demonstragio. (a) é imediata de (A.3) e de S;1 = 1, os outros itens sao

bastante técnicos e podem ser encontrados na Secao 1.2 de [17]. O


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 151271

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512717/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1512717/CA

Apéndice A. Semigrupos e geradores 71

Teorema A.7 (Hille-Yosida). Eziste uma correspondéncia biunivoca entre
geradores de Markov em C(E) e semigrupos de Markov em C(FE). Essa

correspondéncia é dada por (A.3) e por

S, f = et f = lim (Id— tL)_ f para f € C(E), t>0. (A.4)
n—00 n
Além disso, para f € D(L) e Sif € D(L) e para todo t > 0,
d

Demonstra¢io. Para uma referéncia veja, por exemplo, [17], Teorema 1.2.9.
O

Lema A.8. Seja {n:}i>0 um processo de Markov com semigrupo {S;}i>o e
gerador infinitesimal L. Se fizermos uma mudanga na escala de tempo por um

fator 0(n), entao o gerador infinitesimal para o processo {Mgm) >0 serd dado
por O(n)L.

Demonstracio. Note da Definicao A.5 que

(n)Lf = lim 6(n) Stft_ !

Fazendo a mudanga de variavel ¢t = sf(n), temos

O(n)Lf = %g%e(n)stft_f
Ss n -
s—0 S
_if

Portanto, Léo gerador para o processo {ntg(n)}tzg, onde L = O(n)L. O
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B
Martingais e Processos de Markov

Teorema B.1. Seja {X;}i>0 um processo de Markov com gerador L e com
espago de estados E enumerdvel. Consideremos F : Rt x E — R limitada, tal

que:
(i) Vo € E,F(-,z) € C*(R"),
11) 3C < o0, tal que sup VF(s,x)| <C, para j =1,2.
(s,2) 1¥s

Para t > 0, seja
t
MF = F(t,X,) - F(0,X,) —/ (0 + L)F (s, X,)ds.
0

Entdo, {M[}i>0 € martingal com respeito a filtragio natural do processo
{Xi}i>0-

Demonstragio. Vamos comegar mostrando que { M/ },>¢ ¢ um martingal com
respeito a filtragao natural do processo de Markov { X} }+>¢. Fixemos 0 < s < t.
Mostraremos que E,[M['|F,] = M. Note que

B (M IF] = B [F(6,X0) = F(0,X0) = [0+ L)F(s, X.)dsl 7

= E,[F(t,X)|F.] — B[ F(0,Xo) |Fi]

Fs—mensurdvel

_E, {/Ot(as +L)F(s, Xs)ds|]-"s}

= B[P, X)) - FO,X0) — B[ [0+ L)F(s, X,)ds 7]

= ]E:U[F(t7Xt)|fs] - F(OvXO) - E:vli/os(ar + L)F(Tv Xr>dr
+ /t(ar + L)F(r, XT)dr]]-“s}

= ]E;v[F(t7Xt)|fs] - F(OvXO) - Exli/os(ar + L)F(Tv Xr)dT |-Fs:|

|

JF( X)) FS] — F(0, Xo) — /O (O, + LYF(r, X,.)dr

Fs—mensurdvel

+

E /:(ar Y L)F(r, Xr)dr|]-"5}
E

_E, U:(ar L L)F(r, Xr)drm}
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Desta forma, pelo teorema de Fubini, mostrar que E,[M[|F,] = MI é
equivalente a mostrar que
t
I&W@XMVJZF@XQ+E4/@%+MFMXWME

. (B.1)
_ F(s, X, +/ E.[(0, + L)F(r, X,)|F.ldr

Para cada r > 0, denote por F, : E — R* (resp. por F! : E — R) a fungao
que em z toma o valor F(r,z) (resp. (0,F)(r,z)). Da propriedade de Markov

temos que
]E:U[F(t7Xt)|]:s] - ]EXS [Ft(Xt—s)] = (St—sFt)(Xs)'

Assim, da linearidade da esperanga, da definicdo de semigrupo e fazendo uma

mudanga de varidvel, o segundo termo do lado direito de (B.1) é dado por

/: E.[(0. + L)F(r, X,)| Fs]dr = /t {Ex[&«F(r, X)|F]

s

+ E,[LF(r, X,)| ]—“s]}dr
— /t {Ex[F/(XT)IfS] + E.[LF(r, Xr)lfs]}dr
{ (Sr—s F)(X) + (Sy—sLE) (X, )}dr

:/S{SF;T X.)+ (S.LF)(X) bar

Logo, (B.1) reduz-se

t—s

(Si-sF)(Xs) = Fo(Xo) + [ {(SFL)(Xo) + (SeLFoyr)(Xo) b,

Precisamos verificar a igualdade acima ponto a ponto no espaco amostral. Para
isso vamos verifica-la substituindo X, por z, para cada z € E. Como parat = s
a igualdade é satisfeita, precisamos verificar agora que a derivada de ambas

expressoes sao iguais, isto é, que
O (Si—s 1) (7) = (Si—s FY)(x) + (S1—s LE}) (v)

paratodor € Fe (0 <s <t

Para provar essa identidade vamos comecar calculando o lado esquerdo
da equagdo anterior, isto é, 0;(S;—sF;)(z). Tomemos h > 0 pequeno o sufi-
ciente para que nenhum dos indices seja negativo e reescrevemos a diferenga

hH(Si—senFrn) (@) — (Si—sF3)(2)} como
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h'E,

Fiin(Xi—stn) — Fi(Xi—sin)

=01 =g2

+hlEx{Ft(Xt_Hh)—Ft(Xt_s) . (B2)

Utilizando o teorema de Fubini e fazendo algumas manipulagoes algébricas,

observe que podemos reescrever 91 da Seguinte maneira
1 t+h
g1 = EE / F (Xt_s+h>dr}
t+h
- h / F!(Xy—sen)dr

t+h ,
-3 / E, [F)(Xi—in))dr (B.3)
+ Eo[F} (Xi—sin) — F{(Xigin) + F/(Xi—s) — F{(Xi—s)]
— h/ o[ FH(Ximsyn) — F{(Xi—gyn)ldr

+ ]E [F/(Xt S+h) (Xt 5)] +E$[F¥(Xt—s)]

A hipétese (ii) nos diz que F' tem derivadas de primeira e segunda ordens
limitadas uniformemente na segunda coordenada, isso nos assegura que F/(x)

é Lipschitz em r. Assim, existe C' € R tal que
|F7{(Xt—s+h) - Ft/(Xt—s-‘rh)| < C(T - t)> (B4)

Vr,t € Rt onde t <r < h. Logo,

t+h
0 < ‘h E, [F’(th+h) —F (X |dr (B.5)
t+h ,
<o || FU(Xemsi0) = F{(Xemsin) ||
t+h t+h h
< h/ [ (r—t) —/ (r—t 202—>0 (B.6)

quando h | 0. Consequentemente o primeiro termo de (B.3) vai para
zero quando h | 0. O segundo termo de (B.3) pode ser reescrito como
R ((Si_sinF])(x) — (Si_sF})(x)), e também vai para zero quando h | 0 pois
o semigrupo S; é continuo. Portanto, quando h | 0, a expressao g; em (B.3)
converge para E,[F/(X;—s)] = (Si—sF{)(x). Vamos analisar agora a expressao
g2 de (B.2). De fato,

E;

Fi(Xi—s4n) — Ft(Xt—s)] 1 [t=sth [ d

h hJi x dTFt(XT)] dr

1 t—s—+h
= A E.[(0,F})(X;)]dr
1 t— s+h d


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 151271

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512717/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1512717/CA

Apéndice B. Martingais e Processos de Markov 75

1

= 7 [(Sestn) (@) = (SesF) ().

Tomando o limite na expressao acima e utilizando o Teorema de Hille-Yosida
(A.7), temos

lim (St*SJtht)(x) - (St*SFt)(m) _ d (St—sFt)(x)

h—0 h d(t — s) (B.7)

Portanto,
0 (Si—sFi)(w) = (Si—sFY) (%) + (Si—s LF}) (2)

para 0 < s < t, como queriamos mostrar. ]


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 151271

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1512717/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1512717/CA

C
Gerando um processo de Poisson

Proposicao C.1 (Método da Transformada Inversa). Sejam F : R —
[0,1] a fung¢ao de distribuicao de uma varidvel aleatdria e F~ a sua inversa
generalizada, dada por F~(t) = inf{x € R: ¢t < F(x)}. Se U é uma varidvel
aleatoria que seque uma lei uniforme no intervalo (0,1), entdo F é a fungdo

de distribui¢ao da varidvel aleatoria F~(U).

Gerando uma variavel aleatéria com distribuicao exponencial

Se X é uma variavel aleatéria com distribuigdo exponencial com taxa 1,
entdo sua fun¢do de distribui¢do ¢ dada por F(z) = 1 — e *, & > 0. Como
0 < F(z) <1, tomando F(x) = U, onde U tem lei uniforme no intervalo (0, 1)
temos U = F'(x) = 1 —e~". Entao, aplicando o logaritmo temos x = In(1—U).
Dai, pode-se gerar uma variavel aleatoria exponencial com parametro 1 gerando
um ntimero aleatério U e em seguida fazendo X = F~Y(U) = —In(1 — U).
Uma pequena economia de tempo também pode ser obtida notando que 1 —U
também ¢é uniforme em (0,1) e assim, —In(1 — U) tem a mesma distribuicao
que —In(U).

Além disso, note que se X é uma exponencial com média 1, entao para
qualquer constante ¢, cX é uma variavel aleatéria com média c. Logo, uma
variavel aleatéria exponencial X de parametro A pode ser gerada através da

geracao de um nimero aleatério U e fazendo X = —1 In(U).

Gerando de um processo de Poisson

Suponha que se quer gerar os primeiros n tempos dos eventos de um
processo de Poisson com taxa A. Para isso, lembremos que os tempos entre
os eventos sucessivos de tal processo sao variaveis aleatérias exponenciais
independentes, cada uma com taxa \. Assim, uma maneira de gerar o processo
consiste em gerar os tempos entre os eventos. Se forem gerados n nimeros
aleatorios Uy, Us,,...,U, e calculados X; = —lln U;, entao X; pode ser
considerado como o tempo entre o (i—1)—ésimo e 0 i—ésimo evento do processo

de Poisson. Uma vez que o tempo atual do j—ésimo evento serd igual a soma
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dos primeiros j intervalos de tempo entre os eventos, segue-se que os valores
J
gerados dos primeiros n tempos dos eventos sao ZXi, j=1,...,n. Assim,
i=1
para gerar as primeiras 7' unidades de tempo do processo de Poisson, pode-
se seguir o procedimento anterior de gerar sucessivamente os tempos entre os
eventos, parando quando a soma ultrapassar 7.
O algoritmo seguinte pode ser usado para gerar todos os tempos dos
eventos que ocorrem no intervalo [0,7] de um processo de Poisson com taxa
A. No algoritmo, ¢ refere-se ao tempo, I é o nimero de eventos que ocorreram

no tempo ¢, e S(I) é o tempo do evento mais recente.

Gerando as primeiras 7" unidades de tempo de um Processo de

Poisson com taxa ).

Passo 1.t =0, I = 0.

Passo 2. Gere um numero aleatério U.
1
A
Passo4. I =141, S(I)=t.

Passo 3.t =t — —InU. Se t > T, pare.

Passo 5. V& para o passo 2.

O valor final de I no algoritmo acima vai representar o niimero de eventos que
ocorrem no tempo 7', e os valores S(1),...,S(/) serdo os tempos dos I eventos

em ordem crescente.
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