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Tese de Doutorado

Tese apresentada ao Programa de Pós–graduação em F́ısica do
Departamento de F́ısica da PUC–Rio como requisito parcial para
obtenção do grau de Doutor em F́ısica.

Orientador: Prof. Welles Antonio Martinez Morgado
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onde eu aparecia com uma enxurrada de dúvidas em sua sala.
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Resumo

Cândido, Michael Moraes; Martinez Morgado, Welles Antonio;
Duarte Queirós, Śılvio Manuel. Problemas em condutivida-
de térmica em cadeias harmônicas e anarmônicas. Rio de
Janeiro, 2017. 109p. Tese de Doutorado — Departamento de F́ısica,
Pontif́ıcia Universidade Católica do Rio de Janeiro.

No presente trabalho faz-se uma análise sobre quantidades estat́ısticas

de cadeias lineares e não lineares na situação em que o fluxo de calor que

atravessa estes sistemas encontra-se no regime estacionário. A discussão

inicial é feita sobre um modelo geral de cadeia linear, com acoplamentos

arbitrários entre suas part́ıculas e alimentada por reservatórios gaussianos.

Uma análise detalhada sobre quantidades como fluxo de calor e distribuição

de temperaturas do sistema é feita, onde todas as expressões anaĺıticas

correspondentes a estas quantidades são demonstradas e comparadas

com resultados numéricos. Estudam-se então as mudanças quantitativas e

qualitativas apresentadas pelas grandezas supracitadas quando modificam-se

os acoplamentos de ancoragem entre o sistema e os reservatórios. Verifica-se

que as mudanças nos perfis de temperaturas estão relacionadas aos extremos

dos cumulantes do fluxo de calor, o que motiva uma investigação sobre a

posśıvel ocorrência de uma transição de fase no sistema. Buscando encontrar

posśıveis comportamentos cŕıticos, definem-se as funções de correlação entre

as velocidades quadráticas e de velocidades entre pares de part́ıculas. A partir

destas definições é posśıvel verificar o comprimento de correlação associado

à estas grandezas. Este estudo leva a um dos pontos mais interessantes

do trabalho, onde conectam-se as mudanças apresentadas por grandezas

do sistema como quantidades estat́ısticas do fluxo de calor, distribuição de

temperaturas do sistema e os seus modos vibracionais frente às mudanças nos

acoplamentos de ancoragem com os reservatórios. Ao estudar o fenômeno de

condução de calor de uma forma mais reaĺıstica e rigorosa, é imprescind́ıvel

acrescentar interações não-lineares na cadeia. Considerando que a solução

exata para este tipo de sistema não pode ser obtida, utiliza-se teoria de

perturbação e outras ferramentas matemáticas para discutir as principais

caracteŕısiticas do fluxo de calor em uma cadeia anarmônica. A técnica

desenvolvida nesta tese permite calcular o fluxo de calor em cadeias de

tamanho arbitrário, e é válida para sistemas sob ação de reservatórios

de qualquer natureza. Aplica-se o método para cadeias alimentadas por

reservatórios gaussianos e poissonianos, de onde verifica-se o impacto das não

linearidades sobre estes sistemas e comparam-se os resultados obtidos com o

caso linear. Para a análise em que o reservatório poissoniano injeta energia
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no sistema, ilustra-se o efeito de cumulantes de ordem superior do rúıdo

descont́ınuo sobre o fluxo de calor e como estes novos elementos podem levar

a resultados que a primeira vista parecem fisicamente incoerentes.

Palavras–chave

Condutância térmica ; Condutividade térmica ; Rúıdo de Poisson ;

Método de Fourier-Laplace ; Anomalias térmicas.
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Abstract

Cândido, Michael Moraes; Martinez Morgado, Welles Antonio
(advisor); Duarte Queirós, Śılvio Manuel. Problems in thermal
conductivity for harmonic and anharmonic chains. Rio de
Janeiro, 2017. 109p. Tese de Doutorado — Departamento de F́ısica,
Pontif́ıcia Universidade Católica do Rio de Janeiro.

In the present work I make an analysis about statistical quantities for

linear and nonlinear chains in the stationary state. We start the discussion

from a general linear model, with arbitrary couplings and connected to

Gaussian reservoirs. A detailed analysis for quantities like heat flow and site

temperatures is obtained, where all analytical expressions respective to those

quantities are derived and a compared with numerical results. Then I study

the quantitative and qualitative changes presented by the aforementioned

quantities when the pinnings related to the reservoirs are modified. The

changes in temperature profiles are related with the extrema of heat flux

cumulants, motivating the investigation of whether phase transitions in the

chain might occur. In order to investigate possible critical behaviors, I define

velocity correlation functions between pair particles and squared velocities

correlation functions. From where, one is able to estabilish a correlation length

respective to these quantities. This study leads to one of the most remarkable

achievements of this work, which is the connection made between the changes

presented by some important statistical quantities of heat flux, the system’s

temperature, vibrational modes and the reservoirs pinnings. By treating the

phenomenon of heat conduction in a more realistic and rigorous way, I develop

a study to describe the transport properties in an anharmonic chain. Pondering

that an exact solution for this sort of system is unfeasible, I use perturbation

theory and other mathematical tools to discuss the main features of heat flux

in a nonlinear chain. The technique developed throughout this thesis allows

one to compute the heat current for a chain of arbitrary size, and is valid for

systems under influence of reservoirs of any nature. We apply the method for

chains governed by Gaussian and Poissonian reservoirs, verifying the impact of

the nonlinearities over those systems, and comparing the obtained results to the

linear case. In the case where there is a Poissonian bath injecting energy into

the system, I shed some light on the effects of higher order cumulants related

to the discontinous noise in the heat flux and I show how these new elements

can lead to some results that at first glance seem physically incoherents.

Keywords
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Thermal conductance ; Thermal conductivity ; Poisson noise ;

Fourier-Laplace method ; Thermal anomalies.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1222133/CA



Sumário

1 Introdução 14

2 Fluxo de calor em uma cadeia harmônica linear 22
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1
Introdução

Os estudos da f́ısica de equiĺıbrio, representam uma área importante para

a ciência, e os resultados obtidos através destes estudos trouxeram avanços para

muitos problemas f́ısicos, como por exemplo a determinação do calor espećıfico

dos materiais [1], a explicação para a radiação de corpo negro [2], as grandezas

macroscópicas que definem a função de estado de um gás [3], a descrição da

magnetização dos metais [4], estudo sobre transições de fase [5], entre outros

exemplos. Todas estas descobertas foram feitas essencialmente empregando os

prinćıpios da f́ısica de equiĺıbrio e da mecânica estat́ıstica.

Apesar do êxito obtido no desenvolvimento das teorias citadas, existem

outros fenômenos importantes fora do escopo da f́ısica de equiĺıbrio, como por

exemplo a dinâmica no interior de planetas/estrelas [6, 7], a transmissão de

calor [1, 3], o transporte eletrônico [8], o processo de bariogênese [9] e sistemas

biológicos [10]. Tais fenômenos são tratados utilizando a abordagem da f́ısica de

não-equiĺıbrio, uma área ainda não tão bem estabelecida como sua contra-parte

de equiĺıbrio, mas cujo desenvolvimento vem se acelerando bastante devido ao

progresso computacional e ao avanço das técnicas experimentais.

Um dos interesses da f́ısica de não equiĺıbrio é descrever de forma

precisa os fenômenos termodinâmicos com aplicações práticas tais como,

estudo sobre propriedades de transporte do grafeno, medição da condutividade

térmica de nanoestruturas cristalinas, medidas quânticas de condução térmica

e transmissão de calor em nanotubos de carbono [11–16]. Diferentemente de um

sistema termodinâmico em equiĺıbrio, não é posśıvel utilizar a formulação de

Boltzmann-Gibbs, que calcula o volume acesśıvel do espaço de fases do sistema

(exponencial da entropia), e sua energia, ε, dando assim um peso estat́ıstico

a cada um dos posśıveis micro-estados do sistema que é proporcional ao fator

e
´ε
kBT . Caso esta descrição fosse aplicável em um sistema fora do equiĺıbrio,

seria posśıvel definir funções de estado como energia livre e entropia, prever

diferentes fases termodinâmicas da matéria fora do equiĺıbrio, ou entender

como o sistema responde a perturbações.

Como não é posśıvel aplicar este formalismo, surge a necessidade de

utilizar técnicas capazes de explicar os fenômenos da termodinâmica fora

do equiĺıbrio, como por exemplo prinćıpios relacionados à mı́nima dissipação

de energia desenvolvidos por Lars Onsager em 1931 [17, 18] e teoremas de
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Caṕıtulo 1. Introdução 15

flutuação [19, 20].

No trabalho realizado por Onsager mostrou-se que em sistemas

termodinâmicos fora do equiĺıbrio é posśıvel estabelecer a igualdade entre

determinadas razões de fluxos e forças pertinentes ao sistema. Por exemplo,

considere que o sistema em questão é um fluido descrito em termos de sua

temperatura, densidade e pressão. É sabido que a variação de qualquer uma

dessas grandezas produz uma corrente no sistema, seja esta de massa ou de

calor. As relações de Onsager em um fluido mostram que :

J

∆p
“

ρ

∆T
,

onde J representa o fluxo de calor ao longo do fluido, ∆p a diferença de pressão

entre duas regiões do fluido, ∆T a respectiva diferença de temperauras entre

as regiões e ρ a densidade do fluido. Embora as relações de Onsager sejam

mais intuitivas de entender em um fluido, seu trabalho original foi feito para

descrever de uma forma mais completa fenômenos de transporte em eletrodos

e termoelétricos, tais como os efeitos Peltier e Seeback [17].

O prinćıpio básico no qual se baseiam os teoremas de flutuação é a

análise de dois processos f́ısicos diferentes, definidos como processos diretos e

reversos. Estes podem ser entendidos de forma simples ao analisar a figura

1.1, onde mostra-se que o processo direto pγDq está associado à evolução das

variáveis dinâmicas no espaço de fases entre dois pontos xDp0q e xDpτq para

τ ą 0, enquanto a trajetória reversa pγRq representa a evolução do processo

das variáveis conjugadas xRpτq e xRp0q no sentido reverso de tempo, τ ă 0.

Usando o conceito de trajetórias diretas e reversas é posśıvel construir relações

que conectam a probabilidade de observação destes eventos nos sentidos direto

e reverso, o que permite por exemplo relacionar o trabalho realizado sobre

o sistema fora de equiĺıbrio com as variações de funções termodinâmicas

do mesmo, tal como a energia livre [20], e observar a violação da 2a lei da

termodinâmica por curtos intervalos de tempo [19]. Além de representar

um significativo avanço teórico, os teoremas de flutuação também possuem

aplicações como por exemplo a medição do trabalho realizado sobre moléculas

de RNA [21].
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Caṕıtulo 1. Introdução 16

γD

γR

xD(0)

xR(τ)

xD(τ)

xR(0)

q

p

Figura 1.1: Trajetórias direta e reversa de um sistema fora de equiĺıbrio no

espaço de fases.

Dentre as ferramentas para resolver estes problemas relacionados a

sistemas fora do equiĺıbrio pode se destacar o uso dos processos estocásticos,

uma teoria que nasceu do estudo de problemas f́ısicos concretos, como por

exemplo o movimento browniano, e que hoje possui aplicações em diversas

áreas que vão desde motores moleculares até análise de tráfego na internet

[22]–[23]. Uma das posśıveis aplicações de processos estocásticos por exemplo

é a transmissão de calor via condução fonônica, assunto que é descrito neste

trabalho no contexto de cadeias unidimensionais.

Embora o transporte de calor via condução térmica seja há muito tempo

conhecido, existem muitas questões associadas a este fenômeno ainda não

solucionadas. A mais proeminente, provavelmente, está associada ao fato de,

até o presente momento, não existir nenhum modelo teórico constrúıdo a

partir de primeiros prinćıpios, aplicado aos sólidos, que leve corretamente à

observação da lei de Fourier, que correlaciona o fluxo de calor ao longo de

um sistema com o gradiente de temperatura, em sistemas unidimensionais ou

bidimensionais.

Muitos modelos, utilizando uma abordagem clássica, foram criados

com intuito de fornecer uma descrição microscópica de tal lei e [24–

29], embora nenhum deles tenha atingido o principal objetivo, existem

caracteŕısticas associadas às grandezas macroscópicas destes modelos, tais

como condutividade térmica e temperatura, que apresentam comportamentos

um tanto contra-intuitivos. Como exemplo de trabalhos pioneiros nesta área

pode se citar os modelos desenvolvidos por Nakazawa e Rieder-Lebowitz-

Lieb (RLL) [24, 27], onde pode se destacar os resultados sobre o fluxo de

calor através de cadeias homogêneas e harmônicas sob influência de banhos

térmicos em suas extremidades, sendo estes associados à energia que atravessa
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os sistemas.

Embora os modelos possuam uma sutil diferença entre suas

hamiltonianas, ambos levam ao mesmo resultado: um fluxo de calor que

independe do tamanho da cadeia. Este resultado é um tanto estranho, pois

pode se imaginar que se uma cadeia possui um tamanho “infinito” a corrente

de calor que o atravessa deve ser nula, visto que a resistência térmica do

sistema também seria infinita. O modelo RLL além de apresentar um fluxo

de calor que independe do tamanho do sistema, ainda possui um perfil de

temperaturas um tanto contra-intuitivo, onde as part́ıculas da cadeia mais

próximas da fonte quente de calor apresentam temperaturas menores que

as part́ıculas que se encontram mais próximas à fonte fria de calor! Estes

resultados motivam um estudo sobre o porquê destas anomalias, bem como a

inserção de posśıveis correções nos modelos de forma a eliminá-las, permitindo

assim a descrição correta do fluxo de calor em um sólido.

As anomalias citadas são caracteŕısticas em modelos de cadeias que

possuem interações harmônicas entre primeiros vizinhos, sistemas estudados

em cursos de f́ısica de estado sólido [30, 31]. A aproximação harmônica envolve

basicamente a expansão do potencial elástico de um sólido em torno do seu

mı́nimo, de forma a manter termos até segunda ordem do potencial, i.e.,

elementos vizinhos da rede possuem interações lineares entre si. Ao analisar

um cristal harmônico através de suas coordenadas normais nota-se que suas

vibrações podem ser vistas como um conjunto de fônons não interagentes [31].

Uma consequência do não espalhamento de fônons neste tipo de sistema é

observada no fluxo de calor J que atravessa o sistema, visto que este independe

do número N de part́ıculas que compõem a cadeia [27]. O fato de J ser

constante está ligado ao fato do transporte baĺıstico de calor que um sistema

linear apresenta, implicando desta maneira em uma condutividade térmica κ

infinita, justificando assim o resultado encontrado nos modelos propostos por

Nakazawa e RLL (ver caṕıtulo 2 para uma discussão mais detalhada).

Tão importante quanto o tipo de interação que os elementos da cadeia

possuem entre si é a forma que estes vão interagir com o meio externo, i.e.,

definir como a energia é injetada no sistema bem como modelar a dinâmica

que este possui com os elementos que o delimitam espacialmente. O uso de

reservatórios térmicos é muito comum para descrever como o sistema troca

calor com o meio externo, podendo estes por exemplo possúırem natureza

estocástica [24, 27] ou determińıstica [32, 33]. Ao longo deste texto opta-se por

trabalhar com reservatórios estocásticos que obedecem a equação de Langevin,

visto que fisicamente esta é uma boa ilustração dos reservatórios como uma

fonte simultânea de rúıdo e dissipação [34]. Já a modelagem das demais
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interações da cadeia com o meio externo, substrato e bordas, pode ter diferentes

naturezas como por exemplo estocástica [35, 36], não-linear [28, 37] e linear

[24, 26], sendo esta última a adotada neste trabalho. Os parâmetros associados

à interação entre a cadeia e o meio externo externo são denominados constantes

de ancoragem (pinnings).

A maior parte dos trabalhos relacionados ao transporte de calor citados

estudam propriedades de cadeias unidimensionais (lineares), que embora sejam

uma idealização de uma situação f́ısica real, mostram-se muito úteis na

modelagem/descrição de experimentos de objetos quasi 1D, tais como grandes

cadeias moleculares, nanotubos e nanofios [13–16, 38–42]. Vale frisar que as

anomalias apresentadas pela condutividade térmica não são decorrentes apenas

do tipo de interações que o sistema possui mas também de sua dimensão.

Experimentos com nanotubos de carbono de parede única indicam a existência

de um regime anômalo de transmissão de calor e em nanotubos de carbono

com múltiplas paredes, onde verifica-se que a condutividade segue uma lei de

potência crescente em termos do comprimento da amostra [43, 44].

Ao estudar propriedades de uma cadeia harmônica linear nota-se que

além de propriedades macroscópicas como o fluxo de calor e temperatura

das part́ıculas, outras grandezas úteis na descrição global do sistema são suas

quantidades estat́ısticas associadas ao fluxo de calor [45, 46]. Estas informações

estat́ısticas são, basicamente, constrúıdas a partir de cumulantes associados

aos banhos térmicos, que são responsáveis pela introdução da estocasticidade

no sistema. Grandezas como variância, obliquidade (skewness) e curtose do

fluxo de calor são pouco exploradas nos trabalhos que estudam transmissão

de calor via condução, bem como as correlações entre os graus de liberdade

dos elementos do sistema. Ao longo desta tese explora- se o comportamento

destas grandezas frente a mudanças dos parâmetros da dinâmica do sistema,

bem como uma descrição do que ocorre com cumulantes de ordem superior da

energia injetada na cadeia quando sujeitos a estas mesmas mudanças.

Como será mostrado ao longo do texto, as cadeias puramente lineares

representam apenas uma base para um posśıvel modelo de condução de calor.

Visando modelar o fenômeno de condução de calor a ńıvel microscópico de

forma mais rigorosa e fisicamente consistente, é imprescind́ıvel que o sistema

estudado possua algum tipo de fonte de espalhamento de fônons, como por

exemplo interações anarmônicas, que possibilitam tornar o problema em

questão o mais próximo posśıvel da situação real. Em um trabalho desenvolvido

por Hu et al [47] mostrou-se que para cadeias unidimensionais cujos potenciais

de ancoragem são quárticos é posśıvel através de simulações numéricas verificar

que o sistema apresenta uma condutividade térmica finita, sendo este resultado
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Caṕıtulo 1. Introdução 19

também verificado em modelos que utilizam métodos semi-anaĺıticos para

solucionar o problema[48, 49]. É importante frisar que a modelagem da

ancoragem nos trabalhos citados, e neste a ser apresentado, supõe que o

substrato que interage com a cadeia possui uma massa infinitamente grande, de

forma que este não representa uma fonte de perda de energia para o sistema.

Automaticamente, ao se inserir interações não lineares no sistema, as

soluções para as equações de movimento deixam de ser exatas, sendo então

obtidas apenas através de simulações numéricas ou via métodos perturbativos

através dos quais é posśıvel obter uma descrição aproximada para os graus

de liberdade do sistema. A partir das soluções obtidas através de teoria de

perturbação é posśıvel desenvolver expressões anaĺıticas aproximadas para

todas as grandezas macroscópicas associadas às propriedades de transporte

e quantidades termoestat́ısticas do sistema.

No caṕıtulo 2 são explorados os principais resultados associados a

propriedades de transporte em uma cadeia harmônica linear. Na primeira

parte deste caṕıtulo apresenta-se o modelo usado como base nesta tese e

introduz-se o ferramental matemático que permite calcular grande parte das

quantidades de interesse do trabalho. A partir de então é posśıvel discutir qual

o comportamento do fluxo de energia que atravessa o sistema, mostrando os

detalhes que determinam o regime baĺıstico em uma cadeia harmônica.

Já no caṕıtulo 3, faz-se o estudo sobre as temperaturas dos śıtios e

investiga-se o comportamento de outras grandezas estat́ısticas que não são

usualmente analisadas, tais como funções de correlação de dois pontos e

cumulantes do fluxo de calor de ordem superior a dois. Ao longo do caṕıtulo

busca-se entender como estas quantidades se comportam quando alteram-se

parâmetros ligados à dinâmica do sistema, como por exemplo, a ancoragem de

borda.

Um dos primeiros pontos a serem levantados no terceiro caṕıtulo

diz respeito ao perfil de temperatura da cadeia, que pode apresentar

diferentes configurações da mostrada no já conhecido modelo RLL [27], sendo

estas configurações dependentes da escolha da ancoragem de borda/volume.

Mostra-se também que a escolha das constantes de ancoragem tem um papel

importante nos cumulantes do fluxo de calor J , sendo posśıvel descrever

qualitativamente o comportamento de todos os cumulantes de J no problema

para diversos valores destes acoplamentos.

A parte final do capitulo 3 relaciona a mudança de perfis de temperatura

do sistema com os modos vibracionais da cadeia, utilizando para isto o conceito

de funções de correlação. Através da análise de tais funções, mostra-se que as

manipulações nas constantes de ancoragem do sistema não são apenas ajustes
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mecânicos, mas sim escolhas que acabam por alterar a distribuição de fônons

na cadeia.

O caṕıtulo 4 traz um pouco mais de profundidade ao assunto ao inserir

não linearidades nas interações do sistema, tornando-o desta maneira mais

próximo de um modelo real para a descrição de vibrações em sólidos. A

inserção de interações de natureza não-linear impede que as novas equações

de movimento sejam resolvidas de forma analiticamente exata, forçando desta

maneira a busca de soluções alternativas para estas. Para lidar com as não

linearidades emprega-se o método da teoria de perturbação, o que permite

encontrar a solução aproximada para as equações de movimento do sistema e

assim obter as mesmas quantidades calculadas no caso linear.

A expansão perturbativa aplicada neste trabalho é feita até primeira

ordem, e sua implementação é usada para estudar o fluxo de calor em sistemas

alimentados por reservatórios gaussianos, poissonianos e um caso misto, onde

ambos encontram-se presentes. A ideia em cada destes casos é verificar como o

fluxo de calor se comporta para diversos tamanhos de cadeias e também checar

os limites da expansão perturbativa empregada. Explora-se um pouco mais o

caso em que os dois tipos de reservatórios estão presentes, investigando qual

o papel das não-linearidades nesta situação e quais os efeitos do acoplamento

destas com cumulantes de ordem maior que dois, sendo estes últimos ligados

ao reservatório atérmico.

A presença dos cumulantes de ordem superior do rúıdo ligado ao

reservatórios em cadeias não-lineares acaba por produzir resultados que, à

primeira vista, podem parecer inconsistentes com as leis fundamentais da

termodinâmica. No caso misto a ser mostrado, verifica-se que a partir de uma

escolha adequada de parâmetros é posśıvel inverter o sentido do fluxo de calor

ao longo de uma cadeia anarmônica. Como será mostrado, tal resultado deve-se

ao fato de os cumulantes de ordem superior representarem fontes extras de

energia para o reservatório, desempenhando assim um papel importante no

transporte de calor ao longo da cadeia. A existência de mais de dois cumulantes

na distribuição de probabilidades dos rúıdos dos reservatórios implica que estes

não podem ter suas temperaturas definidas da maneira tradicional, o que faz

com que estes banhos (reservatórios) sejam denominados como banhos de não

equiĺıbrio ou atérmicos.

Finalizando, o caṕıtulo 5 mostra as principais conclusões sobre as

propriedades de transporte de calor nas cadeias lineares e não lineares

estudadas. Uma breve revisão do que foi apresentado ao longo do texto é feita,

de forma a dar uma visão geral sobre o enfoque do trabalho. Alguns tópicos

não abordados são apresentados de forma breve e colocados em perspectivas
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futuras, como por exemplo, a reprodutibilidade dos resultados obtidos em

cadeias de dimensão maior que 1.
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2
Fluxo de calor em uma cadeia harmônica linear

2.1
Transmissão de calor via condução

Um dos grandes desafios para a termodinâmica de não-equiĺıbrio

consiste no desenvolvimento de modelos teóricos que conectem o fenômeno

de transferência de calor em ńıvel microscópico com o que é observado em

ńıveis macroscópicos. Dentre as formas existentes de transferência de calor,

a transmissão via condução representa um mecanismo bem simples de ser

entendido de forma qualitativa, porém a teoria por trás deste fenômeno não

é trivial. O primeiro passo para compreender o mecanismo de transmissão de

calor por condução é identificar como este processo ocorre em materiais de

naturezas diferentes.

A transmissão de calor nos fluidos via condução ocorre devido a colisão

direta entre as moléculas, e consequentemente, a sua condutividade térmica é

pequena quando comparada à dos sólidos visto que o fluido é um meio mais

diluto. Por outro lado o transporte de calor nos fluidos possui uma descrição

mais complexa, visto que a diferença de temperaturas entre diferentes partes

do material também acarreta em uma corrente de convecção no interior do

mesmo.

Nos metais a transmissão de calor apresenta uma grande eficiência pois

além da energia que é propagada através das vibrações da rede, existe ainda a

contribuição dos elétrons livres que transmitem energia ao se deslocarem [8].

Além de apresentarem condutividade térmica elevada, os materiais metálicos

também apresentam uma alta condutividade elétrica, sendo estas quantidades

correlacionadas pela lei de Wiedemann-Franz, de onde verifica-se que para uma

temperatura fixa a razão entre estas grandezas apresenta o mesmo valor para

diversos tipos de metais [31].

Já nos materiais não-metálicos a transferência de calor por condução

ocorre sem que haja deslocamento ĺıquido do meio no qual a energia se

propaga. A transmissão de calor nesta classe de materiais pode ser vista como a

propagação das vibrações da rede, onde átomos mais energéticos de uma parte

do sólido transferem energia para seus vizinhos menos energéticos através das
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perturbações produzidas na rede. A transmissão destas vibrações é descrita

frequentemente em termos dos fônons, que nada mais são do que os quanta

associados ao modos normais de vibração do sistema. A ênfase deste trabalho

e da maior parte das referências aqui citadas está relacionada a modelos de

transporte de calor em materiais que se enquadram nesta última classe descrita,

ou seja, onde a transferência de energia é dada apenas pelas vibrações que se

propagam ao longo da rede.

2.2
A lei de Fourier

Quando Fourier enunciou a lei da condução térmica há mais de dois

séculos atrás (1808), não se pensava que a descrição desta lei em ńıvel

microscópico seria uma tarefa tão árdua. A lei de Fourier, que é empiricamente

verificada em muitos materiais, enuncia que a corrente de calor através de um

sistema em contato com duas fontes de calor de temperaturas diferentes em

suas extremidades é proporcional ao negativo do gradiente de temperatura ao

longo do sistema. A lei de Fourier pode ser escrita como [34]

Jpx, tq “ ´κ∇T px, tq, (2-1)

onde Jpx, tq representa o fluxo de calor, T px, tq a temperatura local e κ a

condutividade térmica do sistema, uma grandeza que depende do material.

Embora esta lei possua muitas aplicações no campo da engenharia, não

existe nenhum modelo para sólidos que a comprove em ńıvel microscópico,

independente se o modelo em questão utiliza uma abordagem clássica ou

quântica [24–28, 35, 50, 51].

Alguns modelos conseguem reproduzir a lei de Fourier em uma dimensão

sob a restrição de que o volume do sistema deve estar ligado a reservatórios

auto-consistentes [52–55]. Este conceito foi introduzido por Visscher et al em

1970 [56], onde propõe-se que além das fontes de calor nas extremidades da

cadeia, existam fontes de calor ligadas ao volume do sistema cuja troca de

energia com o mesmo vai a zero assim que o regime estacionário é atingido,

ou seja, não existe fluxo de calor médio entre o volume do sistema e os novos

reservatórios quando para intervalos de tempo muito grandes. Uma justificativa

para introduzir os reservatórios auto-consistentes é de que estes podem ilustrar

a interação do volume do sistema com o substrato no qual o sistema se encontra.

Embora o resultado obtido neste tipo de modelo seja o desejado fisicamente,

a introdução destes reservatórios ao longo do volume do sistema está longe de

representar uma formulação mais geral para o problema, de forma que não se

dará ênfase a este tipo de modelo ao longo deste trabalho.
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Neste caṕıtulo um estudo detalhado sobre cadeias harmônicas lineares

é feito, onde explora-se suas propriedades macroscópicas e estat́ısticas.

Aborda-se também ao longo do restante do texto o papel da influência

da escolha dos acoplamentos associados à dinâmica do problema nos

comportamentos das grandezas supracitadas, bem como a sua influência na

distribuição dos modos de vibração da cadeia.

Um ponto importante a ser frisado é que este trabalho como um todo

não possui a meta de construir um modelo do qual seja posśıvel extrair a lei de

Fourier. O objetivo principal deste trabalho é estudar propriedades associadas

ao transporte de calor em cadeias harmônicas e anarmônicas.

2.3
O modelo estudado

Para descrever a transmissão de calor em termos de modos vibracionais

em um sólido no limite de baixas temperaturas, o modelo de interação

harmônica representa, pelo menos em primeira análise, um bom toy model,

i.e., um modelo extremamente simples utilizado para descrever um fenômeno

de maneira qualitativa. É sabido que este tipo de modelo apresenta alguns

tipos de propriedades que não condizem com um sistema f́ısico real, tal como

transporte de calor baĺıstico, este por sua vez implica em uma condutividade

térmica infinita [27, 30, 31, 34]. Apesar de apresentar propriedades que não

condizem com a de um sólido usual, o modelo harmônico é útil pois ele constitui

a base para sistemas f́ısicos um tanto mais complicados como por exemplo o

estudo de transmissão de calor em sistemas quânticos [35, 50, 51].

Sistemas harmônicos são bem detalhados na literatura e neste primeiro

caṕıtulo faz-se uma discussão sobre uma de suas caracteŕısiticas mais

marcantes: a divergência da condutividade térmica. Estes modelos também são

muito importantes pois todo o seu tratamento matemático pode ser feito de

forma anaĺıtica e exata. Um dos modelos precursores no estudo da transmissão

de calor foi proporsto por Rieder, Lebowitz e Lieb (RLL) no ano de 1967 [27],

onde mostrou-se que uma cadeia harmônica sujeita a banhos de Langevin

com temperaturas diferentes e com acoplamento de ancoragem apenas em

suas extremidades apresenta uma condutividade térmica que diverge quando

o limite termodinâmico é tomado, além de exibir um perfil de temperaturas

bastante incomum. No ano de 1970 Nakazawa fez uma variante do modelo

proposto por RLL [24], considerando uma cadeia com um acoplamento de

ancoragem idêntico em todos os elementos do sistema, porém os resultado

obtidos foram bem parecidos com os do modelo predecessor.

O modelo trabalhado neste caṕıtulo é baseado em uma cadeia cujas
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extremidades encontram-se em contato com dois banhos térmicos de Langevin,

possuindo temperaturas T1 e TN , com TN ą T1. Além da interação harmônica

entre as part́ıculas, cuja constante de acoplamento é denotada por k1, o sistema

possui o acoplamento de ancoragem em todos os śıtios, dados por k e k1, que

representam as ancoragens de volume e borda, respectivamente. Uma posśıvel

justificativa para a ancoragem ao longo da cadeia é a interação do sistema

com o substrato, onde de maneira mais geral admite-se que o acoplamento

efetivo das bordas seja diferente do acoplamento de volume. As equações de

movimento que regem a dinâmica do sistema são dadas por:
$
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md2x1
dt2

“ ´γ dx1
dt
´ k1 x1 ´ k1 px1 ´ x2q ` η1

md2xi
dt2

“ ´k xi ´ k1 p2xi ´ xi`1 ´ xi´1q

md2xN
dt2

“ ´γ dxN
dt
´ k1 xN ´ k1 pxN ´ xN´1q ` ηN

(2-2)

com p2 ď i ď N ´ 1q, onde η é o rúıdo gaussiano associado aos reservatórios

térmicos com correlação temporal dada por:

xηi ptq ηj pt
1
qy “ 2 γ Ti δij δ pt´ t

1
q com pi, jq P t1, Nu . (2-3)
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Figura 2.1: Visão pictórica da cadeia harmônica com ancoragem. Embora
as molas relacionadas ao parâmetro de ancoragem estejam dispostos
transversalmente na figura, eles estão associados a vibrações longitudinais.

Uma vez que as equações de movimento estão determinadas e a

natureza dos banhos térmicos é bem definida, o próximo passo é estabelecer

uma expressão que quantifique o balanço energético entre o sistema e os

reservatórios.
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2.4
Calculando a transmissão de energia no sistema

2.4.1
Método I

Como a variação de energia que ocorre no sistema está associada apenas

a sua interação com o banho térmico, a expressão do calor injetado pode ser

constrúıda ao se analisar um exemplo mais simples do que a cadeia harmônica,

o caso onde existe apenas uma part́ıcula sendo alimentada pelo reservatório.

Para esta situação pode se escrever a equação de movimento da part́ıcula como:

ma “ ´γv ´ k1 x` η. (2-4)

Pode-se então multiplicar ambos os lados da Eq. (2-4) por v de forma que

tem-se

mva “ ´γv2 ´ k1 xv ` ηv “

“ d
dt

´

mv2

2

¯

“ ´γv2 ´ d
dt

´

k1x2

2

¯

` ηv “

“ d
dt

´

mv2

2
` k1x2

2

¯

“ dE
dt
“ ηv ´ γv2 “

dQ
dt
. (2-5)

A Eq. (2-5) exprime a conservação de energia, mostrando que a potência

que é injetada na part́ıcula é proveniente de sua interação com o banho térmico.

Ainda sobre a Eq. (2-5), observe que no regime estacionário para uma part́ıcula

xdE
dt
y “ 0, entretanto a corrente de calor é diferente de zero para o caso da

cadeia linear por causa da interação entre as part́ıculas das extremidades e

suas primeiras vizinhas. Voltando para o caso da cadeia nota-se que o racioćınio

aplicado a uma situação mais trivial, pode ser utilizado para determinar qual

a corrente de calor transmitida pelos reservatórios térmicos às part́ıculas das

extremidades da cadeia. Como o interesse é determinar a expressão da corrente

no regime estacionário, pode se escrever a energia injetada na part́ıcula 1 a

partir da Eq. (2-5) como:

xJy “ lim
TÑ8

şT

0
x
`

η1ptqv1,Nptq ´ γv
2
1,Nptq

˘

ydt

T
(2-6)

Os ı́ndices 1 e N na Eq. (2-6) ilustram que a expressão pode ser

calculada tanto para a primeira part́ıcula como para a última, visto que no

regime estacionário a corrente que é injetada em uma extremidade do sistema

deve ser idêntica a que é transmitida pela part́ıcula N para o outro reservatório.
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2.4.2
Método II

Para calcular o calor transmitido entre duas part́ıculas vizinhas da cadeia

faz-se a análise novamente de um problema mais simples, verificando-se então

que a solução deste pode ser aplicada ao caso da cadeia harmônica. Considere

a situação onde duas part́ıculas, 1 e 2, estão ligadas por uma haste ŕıgida de

massa despreźıvel e deseja-se calcular a potência fornecida pela part́ıcula 1 à

part́ıcula 2. A maneira mais usual de calcular-se esta quantidade é utilizando

a seguinte expressão:

P “ F1Ñ2v2, (2-7)

onde F1Ñ2 representa a força que a part́ıcula 1 faz sobre a 2 e v2 a velocidade

desta última. Por se tratar de uma haste inderfomável a Eq. (2-7) é escrita de

forma equivalente como

P “
F1Ñ2v2 ´ F2Ñ1v1

2
. (2-8)

pois F2Ñ1 “ ´F1Ñ2 e v1 “ v2. Para o caso da cadeia harmônica os termos F1Ñ2

e F2Ñ1 presentes na Eq. (2-8) são substitúıdos pela interação harmônica, de

maneira que a potência (corrente) transmitida entre duas part́ıculas quaisquer

neste caso é:
J “

k1 pxiptq ´ xi`1ptqq pviptq ` vi`1ptqq

2
. (2-9)

Assim, no regime estacionário o fluxo de calor também pode ser escrito

como:

xJy “
1

2T
lim
TÑ8

ż T

0

xpxiptq ´ xi`1ptqq pviptq ` vi`1ptqqydt, (2-10)

onde i “ 1, 2, ..., N ´ 1. As expressões dadas pelas Eqs. (2-6) e (2-10) são

equivalentes visto que a o fluxo de calor é igual entre todos os elementos

da cadeia no regime estacionário, de forma que na seção a seguir escolhe-se

desenvolver a Eq. (2-6) em perda de generalidade.

2.4.3
Calculando o fluxo de calor
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Existem diferentes maneiras de se calcular o calor injetado, por isso aqui

listam-se os métodos mais usuais utilizados além claro, de descrever a técnica

utilizada neste trabalho.

Uma forma de se calcular a equação 2-6 é, por exemplo, resolver a equação

de Fokker-Planck para o sistema e, através dela, extrair a função de densidade

de probabilidade associada às posições e momentos lineares das part́ıculas

do sistema, podendo dessa maneira calcular os valores médios associados

[24, 25, 27].

Outra forma eficiente de executar esta tarefa é utilizando a transformada

de Fourier [25, 26, 36], de onde as equações de movimento mostradas em 2-2

tornam-se bem mais simples, podendo ser diagonalizadas e determinando desta

maneira a função de Green que resolve o problema. O método empregado

neste trabalho utiliza o conceito da transformada de Fourier-Laplace, que

mostra-se tão eficiente ou mais quanto aos outros métodos, oferecendo também

uma forma sistemática de calcular outras quantidades associadas ao sistema

que possuem um grau de dificuldade maior. Como as passagens matemáticas

são um tanto extensas neste trecho remete-se o(a) leitor(a) ao apêndice A,

mostrando-se aqui apenas os principais resultados.

A forma do fluxo de calor que será desenvolvida é dada por

xJy “ lim
zÑ0

z

ż 8

0

dt e´zt
@`

η1ptq v1ptq ´ γ v
2
1ptq

˘D

“ lim
zÑ0

lim
εÑ0

z

ż 8

0

dt

ż 8

´8

dq1

2π

ż 8

´8

dq2

2π
e´rz´piq1`iq2`2εqst

ˆ

ˆ xpη̃1piq1 ` εq ṽ1piq2 ` εq ´ γ ṽ1piq1 ` εq ṽ1piq2 ` εqqy

“ lim
zÑ0

lim
εÑ0

ż 8

´8

dq1

2π

ż 8

´8

dq2

2π

z

z ´ piq1 ` iq2 ` 2εq
ˆ

ˆ xpη̃1piq1 ` εq ṽ1piq2 ` εq ´ γ ṽ1piq1 ` εq ṽ1piq2 ` εqqy , (2-11)

onde ṽ1piqi ` εq e η̃1piqi ` εq representam, respectivamente, as transformada

de Fourier-Laplace da velocidade da part́ıcula 1 e do rúıdo. Com o intuito

de resolver (2-11) em termos das posições das part́ıculas apenas é necessário

voltar à Eq. (2-2) para encontrar função que descreve a posição da part́ıcula

1. Nota-se que a Eq. (2-2) pode ser escrita em forma matricial:
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rD pi q ` εq x̃ pi q ` εq “ η̃ pi q ` εq (2-12)

A ” D´1 (2-13)

x̃ pi q ` εq “ rA pi q ` εq η̃ pi q ` εq , (2-14)

onde D pi q ` εq representa um operador1 N ˆ N , x pi q ` εq é o vetor

que fornece as transformadas de Fourier-Laplace das posições de cada

um dos śıtios, x pi q ` εq ” tx1 pi q ` εq , . . . , xN pi q ` εqu e η pi q ` εq ”

tη1 pi q ` εq , 0, . . . , 0, ηN pi q ` εqu representa o vetor coluna que descreve as

flutuações inseridas no sistema devido aos reservatórios.

Assume-se no tratamento do problema, por simplicidade e sem perda de

generalidade, que xi p0q “ 0 e vi p0q “ 0 para todo i. Pode se escrever o termo

de velocidade da part́ıcula 1 em função de sua posição ao se utilizar a seguinte

propriedade da transformada de Fourier-Laplace:

ṽ pi q ` εq “ pi q ` εq x̃ pi q ` εq . (2-15)

Com o aux́ılio da Eq. (2-15) a equação (2-11) pode ser reescrita como

xJy “ lim
zÑ0

lim
εÑ0

ż 8

´8

dq1

2π

ż 8

´8

dq2

2π

z

z ´ piq1 ` iq2 ` 2εq
ˆ

ˆ piq2 ` εq xη̃1piq1 ` εq x̃1piq2 ` εqy ´

´ lim
zÑ0

lim
εÑ0

ż 8

´8

dq1

2π

ż 8

´8

dq2

2π

z

z ´ piq1 ` iq2 ` 2εq
ˆ

ˆ γ piq1 ` εq piq2 ` εq xx̃1piq1 ` εq x̃1piq2 ` εqy (2-16)

Da equação 2-14, a posição da part́ıcula no espaço rećıproco i é

x̃i pi q ` εq “
ÿ

j“1,N

rAij pi q ` εq η̃j pi q ` εq , (2-17)

e o rúıdo no espaço rećıproco, η̃ — que continua sendo gaussiano — é dado

por
xη̃i pi q1 ` εq η̃j pi q2 ` εqy “

2 γ Ti
i q1 ` i q2 ` 2 ε

δij. (2-18)

Unindo as equações 2-17 e 2-18, finalmente pode se escrever a expressão

1Um exemplo das formas de ambos operadores, D pi q ` εq e A pi q ` εq , se encontra no
apêndice B.
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para o fluxo de calor como:

xJy “ lim
zÑ0

lim
εÑ0

2γT1

ż 8

´8

ż 8

´8

dq1dq2

4π2

z

z ´ piq1 ` iq2 ` 2εq

rA11 pi q1 ` εq

piq1 ` iq2 ` 2εq
`

´ lim
z,εÑ0

2γ2T1

ż 8

´8

ż 8

´8

dq1dq2

4π2

zpiq1 ` εqpiq2 ` εq

z ´ piq1 ` iq2 ` 2εq

rA11 pi q1 ` εq rA11 pi q2 ` εq

piq1 ` iq2 ` 2εq
`

´ lim
z,εÑ0

2γ2TN

ż 8

´8

ż 8

´8

dq1dq2

4π2

zpiq1 ` εqpiq2 ` εq

z ´ piq1 ` iq2 ` 2εq

rA1N pi q1 ` εq rA1N pi q2 ` εq

piq1 ` iq2 ` 2εq

(2-19)

Integrando em iq2 e tomando o limite que z Ñ 0, tem-se:

xJy “ lim
εÑ0

T1

ˆ

γ

π

ż 8

´8

piq ` εq rA11 pi q ` εq dq

`
γ2

π

ż 8

´8

piq ` εq2 rA11 pi q ` εq rA11 p´i q ´ εq dq

˙

`
γ2TN
π

ż 8

´8

piq ` εq2 rA1N pi q ` εq rA1N p´i q ´ εq dq. (2-20)

Visando escrever a Eq. (2-20) de uma maneira mais compacta, avalia-se

esta expressão no caso em que ambos os reservatórios possuem a mesma

temperatura, i.e., T1 “ TN . Quando esta condição de contorno é satisfeita o

fluxo de calor médio que atravessa o sistema é nulo xJy, visto que o sistema

encontra-se em equiĺıbrio. Assumindo que tal condição seja satisfeita, a

equação (2-20) é escrita como

γ

π

ż 8

´8

piq ` εq rA11 pi q ` εq dq `
γ2

π

ż 8

´8

piq ` εq2 rA11 pi q ` εq rA11 p´i q ´ εq dq “

“ ´
γ2

π

ż 8

´8

piq ` εq2 rA1N pi q ` εq rA1N p´i q ´ εq dq.

(2-21)

Nota-se que o lado esquerdo da Eq. (2-21) corresponde ao termo entre

parênteses na equação (2-20), o que permite representar o fluxo de calor do
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caso linear de uma forma mais condensada dada por:

xJyL “ lim
εÑ0

γ2 ∆T

π

ż 8

´8

pi q ` εq2 rA1N pi q ` εq rA1N p´i q ´ εq dq, (2-22)

com ∆T ” TN ´ T1. Para tornar o entendimento da presente técnica algo

mais tanǵıvel, na próxima seção será apresentado um caso particular de sua

aplicação, além de analisar-se o que acontece com o comportamento do fluxo

de calor em uma cadeia harmônica conforme aumenta-se seu tamanho.

2.5
Exemplos numéricos e discussão dos resultados

Para ter uma noção da f́ısica que está envolvida no problema e do perfil

das funções a serem integradas, ilustra-se um caso bem simples onde a cadeia

térmica é composta por apenas dois blocos. Neste caso a função que surge no

integrando da Eq. (2-22) é escrita como:

rA1N pi q ` εq “
k1

´k2
1 `

“

m pi q ` εq2 ` γ pi q ` εq ` k1 ` k1

‰ . (2-23)

Uma formulação mais geral para a obtenção da função rA1N pi q ` εq

encontra-se no apêndice C. Em sistemas harmônicos lineares sabe-se que o

fluxo de calor é proporcional à diferença de temperaturas entre os reservatórios

[24, 27], i.e.:

xJy “ lim
εÑ0

γ2 ∆T

π

ż 8

´8

pi q ` εq2 rA1N pi q ` εq rA1N p´i q ´ εq dq “ Λ∆T,

(2-24)

onde Λ é a constante de proporcionalidade denominada condutância, que mede

a energia que flui ao longo do sistema.

Uma vez que rA1N pi q ` εq é determinada, o próximo passo é integrar esta

função no plano complexo, onde escolhe-se como caminho de integração um

semi-ćırculo na parte superior do plano complexo (cf. Fig. 2.2). Tomando-se

os parâmetros da dinâmica do problema com valores iguais a 1, exceto por k1,

que vale 0.5, e k que é igual a 0, visto que o sistema não possui elementos em

seu volume, o fluxo de calor no sistema é igual a:

xJy “ Λ ∆T “ ´0.2 ∆T “ ´0.2pTN ´ T1q. (2-25)
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Um ponto que vale a pena ser levantado aqui é que todas as integrações

realizadas para cadeias com N ą 2 acabam se tornando bem simples de

serem analisadas, pois os pólos que surgem são provenientes das ráızes de um

polinômio, que nada mais é que o determinante da matriz da dinâmica (cf.

Eq. (C-2)).

Re(q)

Im(q)

R

i(ε+ r1) i(ε+ r2) i(ε+ r3) i(ε+ r4)

i(ε− r1) i(ε− r2) i(ε− r3) i(ε− r4)

Figura 2.2: Disposição dos pólos da dinâmica do problema do exemplo em que

N “ 2. Os termos ipε`r1q, ipε`r2q, ipε`r3q e ipε`r4q representam os pólos da

função rA1N pi q ` εq, enquanto os termos ipε´ r1q, ipε´ r2q, ipε´ r3q e ipε´ r4q

representam os pólos não integráveis de rA1N p´i q ´ εq.

É razoável se imaginar que a condutância de uma cadeia seja uma

grandeza que dependa de seu tamanho. Para entender esta última justificativa

suponha que no sistema em questão a lei de Fourier seja válida, de forma que

o fluxo de calor pode ser esrito como:

xJy “ ´κ∇T “ ´Λ ∆T . (2-26)

Considere agora que a distância t́ıpica entre os elementos da cadeia seja

igual a d. Se a cadeia possui um tamanho igual a L e possui N elementos,

sendo N " 1, é simples notar que:
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L “ Nd . (2-27)

Assim, nota-se que a Eq. (2-26) pode ser escrita como,

xJy “ ´κ
∆T

dN
, (2-28)

de onde pode se inferir que

Λ “ κ{Nd, (2-29)

ou seja, em um sistema em que a lei de Fourier seja válida a condutância deste

deve obedecer a seguinte relação: Λ ∝ N´1 ∝ L´1. Uma outra alternativa para

verificar que a condutância decresce com o tamanho do sistema é dada pelo

seguinte racioćınio: imagine que o limite termodinâmico seja tomado em um

sistema onde a lei de Fourier é válida, de forma que a corrente de calor ao

longo do sistema deve ir a zero neste limite, visto que a resistência térmica

do sistema seria infinita. Como consequência, a condutância do sistema que

obedece a lei de Fourier deve diminuir de forma proporcional ao aumento do

tamanho do sistema.

Para verificar o comportamento da condutância em um modelo

harmônico, mostra-se ao longo dessa seção o resultado do fluxo de calor

para cadeias de múltiplos N 1s. A partir da Eq. (2-24) é posśıvel construir

a figura 2.3, onde mostra-se como a condutância se comporta conforme

aumenta-se o tamanho da cadeia.
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Figura 2.3: Gráfico descrevendo a condutância versus 1
N

.

Como pode se observar na figura 2.3, a condutância converge para

um valor constante, contrariando o comportamento f́ısico ideal. O fato de a

condutância térmica assumir um valor finito é uma caracteŕıstica inerente

aos modelos unidimensionais que possuem apenas interações harmônicas

[24–27, 57], sendo então o transporte de energia que ocorre nestes modelos

caracterizado como baĺıstico.

Em sistemas que possuem apenas interações harmônicas em suas

equações de movimento nota-se que quando N ÝÑ 8 a condutividade,

κ, diverge linearmente com o tamanho do sistema, informação que pode ser

expressa da seguinte forma:

κ ∝ N ∝ L. (2-30)

Este resultado mostra que o gradiente de temperatura ao longo da

cadeia é basicamente nulo, devido ao valor finito que o fluxo de energia

assume enquanto o tamanho do sistema aumenta. Esta saturação do fluxo

de calor que caracteriza o regime baĺıstico, pode ser entendida de forma

bem simples: sistemas harmônicos puros possuem modos normais que são

separáveis e consequentemente os seus fônons não interagem entre si.

A simplicidade do modelo linear não é capaz de incorporar o

espalhamento de fônons que ocorre em um sistema f́ısico real. Efeitos como
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de superf́ıcie, impurezas e imperfeições no material, que atuam como centros

espalhadores, devem ser inseridos no sistema de alguma maneira para que a

descrição do problema se aproxime ao máximo da situação real. Um exemplo

mais cotidiano da necessidade da inserção de não-linearidades na interações

de um cristal é ilustrado pelo fenômeno da dilatação térmica (cf. Fig. 2.4),

o qual ocorre justamente devido à interações que vão além da aproximação

harmônica [31].

E1

E2
r

U

Figura 2.4: A figura ilustra qualitativamente o potencial elástico de um cristal

em duas situações: i) região onde a expansão harmônica é razoável e a energia

do sistema é dada por E1; ii) região onde os efeitos das não linearidades devem

ser levados em consideração com energia E2.

Os efeitos citados podem ser inclúıdos em um sistema, por exemplo,

através de interações anarmônicas entre os elementos da cadeia e/ou com o

próprio substrato [32, 47, 49]. Outras maneiras de provocar o espalhamento

dos fônons ao longo da cadeia consistem, por exemplo, em utilizar uma

cadeia que possua dispersão de massa [25, 36, 29] ou uma interação de

banhos térmicos com o volume do sistema [58–61]. Embora em alguns casos

dentre os citados seja posśıvel encontrar uma condutividade térmica finita

[47, 58, 59, 61], os demais exemplos mostram que esta grandeza é função de

L, mais precisamente, κ ∝ Lα ∝ Nα, com α ą 0, ou seja, o problema da

divergência da condutividade permanece presente apesar das alterações no

modelo.

A anomalia apresentada na condução de calor deve ser refletida de

alguma maneira no perfil de temperatura da cadeia. O gradiente quasi-nulo

de temperatura pode ser observado quando se compara as temperaturas,

estas definidas como a energia cinética média de cada part́ıcula, ao longo do

volume do sistema. Embora o comportamento das temperaturas ao longo do
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volume pareça ser bem entendido, pelo menos qualitativamente, existe um

fator pouco explorado associado a este perfil: a relação entre os pârametros

de acoplamento que regem a dinâmica do sistema. Qual a mudança sofrida

por grandezas macroscópicas e estat́ısticas do sistema com a alteração destes

parâmetros? A resposta para esta questão e outras vindouras serão exploradas

nas próximas seções.
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3
O papel das correlações entre as velocidades nos perfis de
temperatura do sistema

3.1
Posśıveis perfis de temperatura de uma cadeia harmônica linear

O estudo da distribuição de temperaturas, ao longo da cadeia harmônica

linear permite analisar, através da energia cinética média associada a cada

śıtio, se o modelo utilizado é capaz ou não de descrever um comportamento

de condução de calor condizente com a lei de Fourier. Partindo do teorema da

equipartição de energia, pode se escrever a temperatura de cada elemento da

cadeia como

Ti “ mxv2
i y, (3-1)

onde supôs-se que a constante de Boltzmann é igual a um. Podemos reescrever a

Eq. (3-1) através da técnica ilustrada no caṕıtulo 1. Aplicando a transformada

de Fourier-Laplace em (3-1) tem-se

Ti “ m lim
zÑ0,εÑ0

ż `8

´8

dq1

2π

dq2

2π

z xṽi pi q1 ` εq ṽi pi q2 ` εqy

z ´ pi q1 ` i q2 ` 2 εq
.

(3-2)

Com o aux́ılio das Eqs. (2-17) e (2-18), pode se chegar facilmente à

expressão para a temperatura em cada śıtio, dada por:

Ti “
mγ

π

ÿ

j“1,N

Tj

ż `8

´8

pi q ` εq p´i q ´ εq rAij pi q ` εq rAij p´i q ´ εq dq. (3-3)

A discussão sobre o comportamento das temperaturas em cadeias

harmônicas homogêneas já foi introduzida previamente [25, 27], onde

mostrou-se detalhadamente que o perfil de temperaturas de uma cadeia

onde os elementos do volume não possuem acoplamento com o substrato

(k “ 0). Esta escolha na hamiltoniana do sistema acaba se refletindo no

perfil de temperaturas, que de forma muito contra-intuitiva mostra que as

temperaturas das part́ıculas mais próximas ao reservatório com temperatura

T1 possuem uma temperatura maior que a temperatura média entre os
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reservatórios, enquanto que as part́ıculas vizinhas ao banho térmico com

temperatura TN possuem uma temperatura menor do que a média das

temperatura entre os reservatórios! O perfil de temperatura associado a estes

modelos encontra-se ilustrado na figura 3.1(a), onde pode notar-se que as

únicas part́ıculas às quais este comportamento não se aplica são as part́ıculas

1 e N .
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3.1(a): k “ 0
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3.1(c): k “ 1

Figura 3.1: As figuras (a), (b), e (c) mostram os posśıveis perfis de temperatura

em uma cadeia linear. Aqui tomou-se k1 “ k1 “ γ “ m “ 1 e uma cadeia

com N=20. As temperaturas dos reservatórios térmicos correspondem as linhas

verde pT1 “ 1q e vermelha pTN “ 2q.

Um fato é que este perfil de temperaturas não representa universalmente

os modelos harmônicos de cadeia linear. Pode-se suavizar este perfil de

temperatura um tanto incomum ao se introduzir o acoplamento de ancoragem

no volume do sistema nas equações de movimento do sistema. Adotando esta

mudança, nota-se que as cúspides próximas às extremidades vão se tornando

mais suaves conforme o parâmetro de ancoragem de volume aumenta. As

cúspides são eliminadas do perfil de temperaturas quando os acoplamentos

atingem o limiar [62]:
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kcrit1 “
k1 ` k1

4
, pk1 “ k1q . (3-4)

Quando a condição referente à Eq. (3-4), obtida de análise numérica, é

imposta aos parâmetros de ancoragem da cadeia observa-se que a temperatura

de todos os elementos associado ao volume do sistema é igual à T1`TN
2

. Nota-se

que o perfil do platô de temperaturas, mostrado na figura 3.1(b), dá a falsa

impressão de que o volume do sistema encontra-se em equiĺıbrio térmico,

como se as ondas formadas pela composição dos fônons da rede estivessem

restritas a se propagarem apenas na região onde as temperaturas dos śıtios

são iguais, sem nenhuma influência das part́ıculas das extremidades e, por

conseguinte, dos reservatórios. Isto seria verdade caso a ancoragem k1 das

bordas fosse infinita; neste caso ter-se-ia um sistema que definimos aqui como

caixa de fônons, onde o volume do sistema estaria livre de influência dos

reservatórios devido ao isolamento das part́ıculas 1 e N , ou caso o acoplamento

de volume, k, fosse muito maior que os demais acoplamentos da cadeia, de

forma que o volume se comportasse como sendo um sistema isolado com

uma temperatura idêntica à média entre as temperaturas dos reservatórios,

praticamente insenśıvel às interações com as part́ıculas das extremidades. A

figura 3.2 mostra como a temperatura da part́ıcula 2 varia conforme aumenta-se

o valor de k, de onde é posśıvel verificar que o mı́nimo apresentado pelas

curvas é consistente com o que se espera do sistema no limite k Ñ 8, i.e.,

a temperatura desta part́ıcula só pode decrescer até um determinado ponto,

tornando a aumentar posteriormente e por fim, quando o sistema encontra-se

praticamente desacoplado dos reservatórios, apresentar uma temperatura que

é igual a média entre as temperaturas dos reservatórios.

O surgimento desta pseudo caixa de fônons será discutido posteriormente

quando une-se o estudo sobre os cumulantes do fluxo de calor ao platô

de temperaturas que o sistema apresenta nesta configuração e as funções

de correlação pertinentes ao estudo da cadeia harmônica linear. Por hora

continua-se descrevendo como as mudanças na ancoragem alteram o perfil de

temperatura do sistema.

Abandonando a restrição feita em (3-4) sobre a igualdade entre o

acoplamento interpart́ıculas e a ancoragem de borda, existem outras relações

mais gerais que levem à mudança entre regimes de temperatura em uma cadeia

harmônica linear? Será mostrado que, dependendo das relações existentes entre

o acoplamento entre as part́ıculas e as ancoragens do modelo, o sistema pode

apresentar não apenas uma, mas outras transições de regime de temperaturas.

Em vez de mudar a ancoragem do volume, qual a resposta dada pelo sistema,
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Figura 3.2: Temperatura da part́ıcula 2, T2, vs ancoragem de volume, k. com
m “ 1, γ “ 1. A linha azul cheia corresponde aos parâmetros k1 “ k1 “ 1
e a linha vermelha tracejada-pontilhada está associada a k1 “ k1 “ 2. Os
valores cŕıticos de k são, kcrit “ 1{2 e kcrit “ 1, respectivamente, de acordo
com Eq. (3-4). Para valores de k tal que k Ñ 8, a cadeia se transforma em
um fio ŕıgido e a temperatura do volume naturalmente tende a 3{2.

em termos de perfil de temperatura, caso se varie a ancoragem de borda, k1?

Suponha que na cadeia altere-se k1 suavemente a partir de zero,

admitindo que k ‰ 0. Observa-se que para uma determinada faixa de

valores de k1 o sistema passa a apresentar um comportamento, no que diz

respeito à distribuição de temperaturas das part́ıculas do volume, oposto ao

descrito por RLL. Os elementos da cadeia mais próximos ao reservatório

frio possuem temperaturas menores que T1`TN
2

, já os śıtios mais próximos

do reservatório quente possuem suas temperaturas maiores que T1`TN
2

. O

aspecto da temperatura do sistema pode ser visualizado na figura 3.1(c),

onde pode notar-se que as cúspides próximas às extremidades da cadeia foram

substitúıdas por curvas com um perfil bem mais suave. Ao aumentar-se k1

continuamente, nota-se que as temperaturas das part́ıculas 2 e N´1 começam

a se aproximar da média de temperatura entre os reservatórios, até atingir

a configuração onde o volume da cadeia atinge a temperatura T1`TN
2

e a

ancoragem de borda é dada pela Eq. (3-5), (cf. 3.1(b)).

k1crit1 “
k

2
`

?
k2 ` 4kk1

2
, (3-5)

a origem da Eq. (3-5) será justificada a posteriori juntamente com a discussão

dos cumulantes do fluxo de calor. A Eq. (3-5) representa a linha vermelha na

figura 3.3, delimitando as regiões em que o sistema apresenta um perfil de

temperaturas suave e o perfil do modelo RLL.

Ao observar-se a figura 3.3, nota-se que para uma dada região onde
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k1 ą k1crit1 as cúspides voltam a surgir no sistema, mostrando que a presença

da ancoragem de volume é um fator necessário mas não suficiente para que

o sistema não exiba tal caracteŕıstica em seu perfil de temperatura. O perfil

semelhante ao modelo RLL é apresentado para todos os valores de k1 inferiores

a [62]

k1crit2 “ k ` k1 `
γ2

m
. (3-6)

onde a Eq. (3-6), representada pela linha azul na figura 3.3, é obtida

heuristicamente e exprime a condição para que o volume do sistema encontre-se

termalizado pela segunda vez. Após o sistema atingir o segundo platô, tem-se

novamente o perfil de temperaturas bem suave próximo às extremidades,

marcando assim mais uma mudança de comportamento das part́ıculas

mediante à mudança de k1. A partir de então, para um crescimento cont́ınuo

do acoplamento das extremidades, nota-se que tal mudança tende a isolar as

part́ıculas 1 e N do restante da cadeia, de forma que o volume do sistema

passa a interagir praticamente com si próprio, criando assim a caixa de

fônons já descrita anteriormente. As mudanças entre os diferentes regimes de

temperaturas podem ser visualizadas na figura 3.3.

Aparentemente, o fato de a cadeia apresentar ou não cúspides no

1 2

1

2

3

4 k′crit2

k′crit1Cúspide

Suave

Suave

RLL

k

k′

Figura 3.3: Regiões do espaço onde a cadeia apresenta perfil de temperaturas
do modelo RLL (cúspides) e do modelo estudado. As linhas vermelha e
azul representam, respectivamente, a 1a e 2a transição entre os regimes de
temperatura. Ilustra-se também na figura um ponto correspondente ao regime
RLL, onde k1 “ k1 “ 1 e k “ 0.
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perfil de temperatura sugere que tais respostas do sistema estão associadas a

ajustes mecânicos do problema, mas as seções seguintes mostrarão a f́ısica por

trás destes fenômenos. A primeira transição entre regimes aqui apresentada

descreve mais do que apenas uma escolha conveniente dos parâmetros do

problema. Nas próximas seções será mostrado que ela possui influência

nos cumulantes da distribuição de J , bem como um papel importante na

distribuição dos modos vibração da rede.

3.2
Funções de correlação e modos de vibração em uma cadeia

A mudança nos perfis de temperatura da cadeia harmônica linear devido

a variações dos parâmetros associados à dinâmica do sistema sugerem que o

fluxo de calor que o atravessa é afetado por tais ajustes. O ponto importante

é: de que maneira um aumento cont́ınuo da ancoragem das extremidades

influencia na transferência de energia ao longo da cadeia? Para responder esta

pergunta deve-se voltar à Eq. (2-22) e analisar-se o limite em que a cadeia

possui um número de elementos N Ñ 8.

Neste regime, pode se mostrar que (ver apêndice C) no limite

termodinâmico (2-22) converte-se em:

xJyc “
γk21
mΘ2

`

Π´
?

Π2 ´Θ2
˘

∆T, (3-7)

onde,

Θ “
2k1γ

2

m
`2 k1 pk1 ` k ´ k

1
q , Π “

p2k1 ` kq γ
2

m
`pk1`kq

2
`pk1´k

1
q
2
´2k1k.

(3-8)
Pode-se extremar a Eq. (3-7), por exemplo, com respeito a constante de

ancoragem das bordas, k1, de forma que pode se estabelecer uma relação entre

os parâmetros da dinâmica do problema e tornar o fluxo transmitido o máximo

posśıvel. Isolando k1 das demais variáveis na equação associada à derivada do

fluxo de calor com respeito a k1, encontra-se a equação (3-5) mostrada na seção

anterior.

O fato de que quando k1 é dado pela Eq. (3-5) a energia transportada

é maximizada ao longo do sistema é uma das maneiras de se distinguir entre

a primeira e a segunda mudança de regimes de temperatura que uma cadeia

harmônica linear pode sofrer. Outra conclusão que é posśıvel tirar da análise

da Eq. (3-7) e das figuras 3.4, 3.5 é que a ancoragem de borda está associada à

distribuição de probabilidades do fluxo de calor do sistema, de forma que outros

cumulantes do fluxo de calor devem sofrer mudanças devido a variações dos

valores de k1. As condições de contorno nas bordas do sistema são fundamentais
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no que diz respeito ao transporte de calor, tendo este fato sido observado em

cadeias de 1, 2 e 3 dimensões [25, 26, 63].

Para compreender o que acontece com os cumulantes da distribuição

do fluxo de calor, verifica-se o que acontece com os cumulantes variância,

obliquidade e curtose, que oferecem resultados suficientes para descrever

o comportamento dos demais cumulantes. Todas estas grandezas foram

computadas analiticamente e o tanto seu cálculo expĺıcito quanto comparações

com simulações se encontram no apêndice F.

〈 J〉c

〈 J 2 〉c

〈 J 3 〉c

〈 J 4 〉c

0 1 2 3 4 5 6
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k '

〈J
n
〉 c

Figura 3.4: Cumulantes normalizados versus k1. Nota-se que todos os
cumulantes atingem o extremo justamente no ponto em que o sistema atinge
a primeira mudança de regime.

Como pode se notar nas figuras 3.4 e 3.5, todos os cumulantes e momentos

do fluxo de calor atingem um extremo no ponto em que ocorre a primeira

mudança para o regime RLL, o que acaba por acentuar a diferença entre as duas

transições de regimes de temperatura exibidas pela cadeia. A explicação para

o porquê dos cumulantes ı́mpares da distribuição irem a zero está associada à

medida matemática que estas grandezas representam para o sistema, pois estes

cumulantes medem assimetrias associadas à distribuição de probabilidades do

fluxo de calor, ou seja, se Ti “ TN “ T1 tem-se que xJ2n`1yc “ 0. Como para

k1 infinitamente grande tem-se o volume do sistema isolado dos reservatórios

e termalizado, fica claro que qualquer cumulante ı́mpar associada a J é zero.

Já os cumulantes pares desta distribuição acabam por encontrar um valor de

saturação, o que é simples de se visualizar, visto que no equiĺıbrio o valor médio
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Figura 3.5: Comparação dos resultados numéricos e anaĺıticos para os primeiros
quatro momentos dos fluxo de calor. Os gráficos ilustram os momentos
normalizados pelos seu respectivos valores máximos versus a ancoragem de
borda, onde usou-se m “ 1, γ “ 1 e k “ 1, k1 “ 1. Os painéis superiores
esquerdo e direito ilustram xJy e xJ2y, respectivamente, enquanto os painéis
inferiores e direito mostram xJ3y e xJ4y. As linhas cheias representam a curva
anaĺıtica e as circunferências os pontos obtidos através da simulação numérica.
Para este conjunto de parâmetros os momentos atingem o seu máximo para
k1crit1 « 1.6180.

de qualquer grandeza cinemática pode ser calculado utilizando a distribuição

de Boltzmann-Gibbs.

O fato dos cumulantes atingirem um extremo no mesmo ponto remete

a um posśıvel paralelo ao estudo de transições de fase [5, 64, 65], onde

a mudança de caracteŕıticas macroscópicas associadas a fases do sistema

coincidem exatamente com o colapso dos cumulantes do fluxo de calor. Em

uma transição de fase é sabido também que o comprimento de correlação

entre os elementos do sistema torna-se infinito, caracteŕıstica que será estudada

nesta seção para descobrir se, realmente, o fenômeno da mudança de regimes

corresponde a uma transição de fase. Como associa-se as “fases” do sistema ao

perfil de temperatura é razoável sugerir de um ponto de vista fenomenológico

que a função de correlação entre as part́ıculas seja dada por:

Ci,i`l “
xTiTi`ly ´ xTiyxTi`ly

a

xT 2
i y ´ xTiy

2

b

xT 2
i`ly ´ xTi`ly

2
, (3-9)
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Caṕıtulo 3. O papel das correlações entre as velocidades nos perfis de
temperatura do sistema 45

de forma que

Cv2 “ Apδq exp r´δ{ξs , (3-10)

onde ξ representa o comprimento de correlação entre as part́ıculas, δ a distância

entre os elementos vizinhos e Apδq a amplitude de correlação.

Observa-se que a analogia da transição de fase torna-se um pouco

mais clara quando analisa-se o platô de temperaturas, e interpreta-se tal

configuração como sendo uma espécie de “fase ordenada” do sistema,

justamente onde ocorre a mudança de regimes. Esta última afirmativa pode ser

entendida com mais clareza ao supor que o platô é o estado cŕıtico separando

a configuração suave,
N{2
ÿ

i“2

Ti ´ TN´i`1 ă 0 (3-11)

da configuração em que o sistema apresenta a cúspide,

N{2
ÿ

i“2

Ti ´ TN´i`1 ą 0. (3-12)

Como a função de correlação encontra-se definida, o próximo passo é

verificar se há transição de fase checando se o comprimento de correlação

para diversos valores de k1 é próximo à primeira mudança de comportamento,

obedecendo à seguinte equação:

ξ „ |∆k1|
´ν˘ . (3-13)

onde ∆k1 “ k1´k1crit1 . Para verificar se de fato ocorre uma transição de fase no

sistema, ajusta-se a equação (3-10) em uma escala log-linear (de forma que o

coeficiente angular deste ajuste corresponde a ξ´1). Após obter o comprimento

de correlação, faz-se um gráfico deste versus ∆k1, de onde nota-se que em vez de

um comportamento divergente do comprimento de correlação, observa-se uma

dependência linear pR2 “ 0.9999998...q em termos da variação da ancoragem

das bordas, o que acaba por gerar um valor finito para ξ no ponto em que

k1 “ k1crit1 , mostrado na figura 3.6.

Com a hipótese de uma transição de fase descartada, o que realmente

acontece com o sistema ao passar ao regime de temperaturas com o perfil

suave para o perfil com cúspides? A resposta para esta pergunta é encontrada

na análise da função de correlação entre as velocidades de pares vizinhos, Cv,

que possui, ver figura 3.7, valor zero no ponto k1 “ k1crit1 , independentemente
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Figura 3.6: Comprimento de correlação como função de ∆k1. Os parâmetros
utilizados são: m “ k1 “ γ “ 1, k “ 1

2
, T1 “ 1 e TN “ 2. Os pontos são

obtidos analiticamente, e a reta traçada corresponde ao ajuste linear feito, cuja
a inclinação é igual a ´0.61576 ˘ 10´5 e o com o comprimento de correlação
na origem igual a ξ0 “ 0.779796˘ 10´6.

da localização do par ao longo da cadeia.

Como pode se observar na figura 3.7, as correlações de velocidades

são simétricas com respeito ao meio da cadeia, e uma análise geral sobre

o comportamento destas curvas ajuda a desvendar a mecânica por trás da

transição de regimes. Lembrando que as demais constantes de acoplamento

foram escolhidas como k “ 1
2

e k1 “ 1, observa-se que para k1 crescente, nas

vizinhanças de k1crit1 “ 1, o valor de Cv1v2 passa de um valor negativo para

um valor positivo e, simultaneamente, a temperatura da segunda part́ıcula da

cadeia, T2, também cresce monotonicamente (cf. Fig. 3.3).

A explicação para a mudança de comportamento das funções de

correlação entre velocidades das part́ıculas para diferentes valores de k1

começa a ser constrúıda ao notar-se o seguinte fato: a figura 3.7 mostra

que o modo t́ıpico de vibração, considerando k1 ă 1, para elementos

da cadeia mais próximos do reservatório frio é antissimétrico, enquanto

part́ıculas que se encontram mais perto do reservatório quente vibram no modo

simétrico. O fator que define se as part́ıculas encontram-se correlacionadas ou

anti-correlacionadas é o sinal das correlações envolvendo os vizinhos da cadeia,

o que permite interpretar com mais clareza a figura 3.7.

Utilizando os resultados das correlações entre velocidades em conjunto

com a mudança de temperatura dos elementos da cadeia (cf. Fig. 3.3), é

posśıvel ainda inferir que os modos simétricos são mais energéticos do que os

antissimétricos. Observa-se que quando aumenta-se ao valor de k1 até chegar

o valor no qual o sistema atravessa a primeira transição entre o regime suave

e o que possui a cúspide, as temperaturas dos śıtios da metade “mais fria” da

cadeia acompanham tal crescimento. Por outro lado, a metade da cadeia mais
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“quente” comporta-se de forma oposta, apresentando uma diminuição em suas

temperaturas.

A mudança de comportamento das temperaturas de todas as part́ıculas

se mantém até o ponto em que k1 “ k1crit1 , configuração na qual o volume do

sistema atinge um platô de temperaturas e todos os vizinhos encontram-se

descorrelacionados entre si. Como o sistema se encontra em um pseudo

equiĺıbrio, é razoável encontrarmos que a correlação entre as velocidades

seja nula1. Ao continuar aumentando o valor de k1 após atingido o platô

de temperaturas, nota-se que a metade da cadeia próxima ao reservatório

frio passa a ter correlação de velocidades entre primeiros vizinhos positiva,

enquanto a metade da cadeia mais próxima ao reservatório quente apresenta

correlações negativas. Com isso a primeira transição de regimes de temperatura

apresentada na cadeia se resume a uma inversão dos modos vibracionais das

duas metades do sistema, onde verifica-se que a energia é transferida dos

modos simétricos para os antissimétricos.

1Podemos chegar a essa conclusão olhando o caráter par da distruição de Boltzmann-
Gibbs no sistema.
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Figura 3.7: Correlação entre as velocidades de pares da cadeia, conforme

indicado no lado direito de cada painel. Nos painéis superiores k1 “ 1 todas

as correlações são nulas, e os elementos do volume encontram-se no platô de

temperaturas. Quando k1 “ 5{2, o platô de temperaturas ressurge, bem como

as correlações entre pares do volume se anulam, sendo as únicas exceções dadas

por Cv1v2 e CvNvN´1
. Observe que as correlações são simétricas com relação ao

meio da cadeia. Aqui utilizou-se uma cadeia com N=11 elementos.

É importante frisar que toda esta discussão é válida em um sistema regido

unicamentente por interações lineares. Quando termos de interação cúbica

e/ou quártica encontram-se presentes na dinâmica do sistema, o transporte

baĺıstico de energia é modificado [31] , levando ao surgimento de gradientes de

temperatura ao longo da cadeia. A discussão sobre algumas propriedades do
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fluxo de calor em cadeias não lineares possui uma vasta literatura associada

a resultados obtidos via simulação numérica [25, 26, 66–68], enquanto o

tratamento anaĺıtico para este tipo de modelo é abordado por poucos autores

[69–71].

Para ilustrar um dos impactos das não linearidades sobre o sistema

original, mostra-se na figura 3.8 o que ocorre com as correlações entre

as velocidades quando introduz-se um termo cúbico de interação entre as

part́ıculas. Quando o termo ´k3

ř

j pxi ´ xjq
3 está presente nas equações

de movimento, nota-se que as correlações não se anulam simultaneamente

e a simetria que estas funções possuem com relação ao meio da cadeia é

sutilmente quebrada. A técnica que conduz aos novos resultados das correlações

é apresentada no caṕıtulo 4 e apêndice E, porém pode se discutir de antemão

qualitativamente os resultados obtidos.

O fato de todas as correlações não se tornarem nulas para qualquer par da

cadeia e um dado k1 em um modelo não-linear é simples de ser verificada. Uma

das condições que definem a correlação zero é o pseudo equiĺıbrio do volume,

por outro lado, como o sistema agora possui interações não-lineares, estas

automaticamente inserem um gradiente de temperatura ao longo da cadeia,

impossibilitando assim a formação de um platô de temperaturas para um

determinado conjunto de parâmetros do problema.

Pode-se notar também que o termo cúbico favorece os modos

antissimétricos da cadeia, visto que a maioria das correlações interpares

Cvivj cruza o eixo k1 após o valor k1crit1 “ 1. A discussão sobre os modos

de vibração no caso não-linear para múltiplos valores de k1 torna-se agora

bem mais complicada, visto que a forma a qual eles interagem torna-se

consideravelmente mais complexa devido às anarmonicidades do sistema.
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Caṕıtulo 3. O papel das correlações entre as velocidades nos perfis de
temperatura do sistema 50

〈v1v2〉c
〈v1v3〉c
〈v1v4〉c
〈v2v4〉c
〈v1v7〉c

0.90 0.95 1.00 1.05 1.10
-0.010

-0.005

0.000

0.005

0.010

k'

〈v
iv

j〉
c

3.8(a):

〈v10v8〉c
〈v11v5〉c
〈v11v8〉c
〈v11v9〉c
〈v11v10〉c

0.90 0.95 1.00 1.05 1.10
-0.010

-0.005

0.000

0.005

0.010

k'

〈v
iv

j〉
c

3.8(b):

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1222133/CA
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Figura 3.8: Os painéis superiores (3.8(a) e 3.8(b)) mostram que as correlações
atingem valor zero nas vizinhanças de k1crit1 “ 1. Nos painéis inferiores (3.8(c) e
3.8(d)) é posśıvel notar que os resultados de correlações simultaneamente nulas
em k1crit2 “

5
2

não ocorrem na cadeia não-linear. Considerou-se uma cadeia com
N=11 elementos nesta análise.
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4
O papel das anarmonicidades no fluxo de calor em cadeias
alimentadas por reservatórios térmicos e atérmicos

Como pôde ser verificado no último caṕıtulo, modelos regidos apenas por

interações harmônicas apresentam propriedades indesejadas e inconsistentes

com o que se é observado em um sistema f́ısico real. Para resolver tais falhas,

é necessário considerar que as interações entre as part́ıculas do sistema vão

além da ordem harmônica, tornando então o sistema bem mais complexo de

ser analisado.

Como alguns exemplos de modelos que consideram novos elementos na

dinâmica do sistema, pode se destacar sistemas de rotores com interações

de curto e longo alcance [72, 73], modelos que utilizam dispersão de massa

[29, 60, 74], apresentam reservatórios auto-consistentes ligados aos elementos

do volume [56, 75, 76], possuem interações não lineares entre os elementos

da cadeia [25, 32, 33, 66, 77] e ainda existem aqueles que misturam alguns

destes novos elementos da dinâmica em um único modelo [59, 61, 71]. Dentre

as posśıveis mudanças que um sistema pode apresentar em suas propriedades

de transporte quando sujeito a uma dinâmica não linear, pode se destacar

uma que é comum em todos os modelos modificados citados: o espalhamento

dos fônons, que é um fator primordial para satisfazer o caráter difusivo da lei

de Fourier. A introdução de não-linearidades acaba tornando a análise destes

modelos via simulação uma tarefa muito mais tratável e simples, sendo que

as soluções anaĺıticas para estes problemas desenvolvidas são obtidas poucas

vezes [59, 61, 75].

A abordagem adotada ao longo desta seção é baseada em um modelo

semelhante ao Fermi-Pasta-Ulam α ´ β (FPU-α ´ β)1, um problema sem

soluções anaĺıticas, que foi proposto no ano de 1955 por Enrico Fermi,

John Pasta, Stan Ulam e Mary Tsingou, onde buscava-se verificar quão

rápido um sistema não-linear de muitas part́ıculas atinge o equiĺıbrio a

partir de um determinado conjunto de condições iniciais. O estudo deste

problema representou um grande avanço para as simulações numéricas[77],

principalmente no campo da dinâmica molecular [25]. A hamiltoniana que

define o modelo FPU pode ser escrita como:

1Embora o modelo seja creditado apenas a Fermi, Pasta e Ulam, a responsável pela
escrita do código e pela realização das simulações é a cientista americana Mary Tsingou, que
não teve o devido reconhecimento por este trabalho.
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Figura 4.1: Cadeia contendo interações harmônicas e anarmônicas entre seus
elementos.

H “

N
ÿ

i“1

p2
i

2m
`

N´1
ÿ

i“1

k
`

xi ´ xi`1

˘2

2
`
α
`

xi ´ xi`1

˘3

3
`
β
`

xi ´ xi`1

˘4

4
. (4-1)

Ao longo deste caṕıtulo estuda-se o fluxo de calor um sistema onde

somente as interações associadas aos potenciais quadráticos e quárticos estão

presentes, o que representa uma variante do modelo FPU-β, i.e., não existem

interações associadas a potenciais cúbicos. Um dos efeitos desta não linearidade

foi mostrado brevemente ao final do caṕıtulo 3, onde mostrou-se que a

presença desta acaba por tornar inatinǵıvel o platô de temperaturas e,

consequentemente, o zero simultâneo entre as correlações de pares da cadeia.

A dinâmica do sistema que fornece estes resultados é dada por

$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

md2x1
dt2

“ ´γ dx1
dt
´ k1 x1 ´ k1 px1 ´ x2q ´ k3 px1 ´ x2q

3
` η1

md2xi
dt2

“ ´k xi ´ k1 p2xi ´ xi`1 ´ xi´1q ´ k3 pxi ´ xi´1q
3
´ k3 pxi ´ xi`1q

3

md2xN
dt2

“ ´γ dxN
dt
´ k1 xN ´ k1 pxN ´ xN´1q ´ k3 pxN ´ xN´1q

3
` ηN

,

(4-2)

Como não é posśıvel resolver de forma direta este tipo de conjunto de

equações, utiliza-se a técnica de teoria de perturbação com o intuito de obter a

forma aproximada das soluções para as posições e velocidades das part́ıculas,

possibilitando assim o cálculo de grandezas tais como o fluxo de calor que

atravessa a cadeia, temperaturas dos śıtios, correlações entre pares, entre outras

quantidades. A escolha para o parâmetro da expansão perturbativa resume-se

a uma análise de duas das escalas t́ıpicas do problema, as energias associadas
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Caṕıtulo 4. O papel das anarmonicidades no fluxo de calor em cadeias
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às interações linear e não linear, que podem ser escritas como:

Uh “
k1x

2

2

(4-3)

Unl “
k3x

4

4
.

Intuitivamente deve se esperar que os resultados do regime não

perturbado pk3 “ 0q sejam recuperados quando o parâmetro perturbativo,

daqui para frente designado por δ, seja nulo. O parâmetro δ surge naturalmente

na análise do problema quando impõe-se que, para a expansão perturbativa

ser válida, é necessário que a escala de energia da interação harmônica seja

muito menor do que a da interação cúbica, de forma que

Unl
Uh

! 1 Ñ
k3x4

4
k1x2

2

“
k3x

2

k1

„
k3T

k2
1

” δ ! 1, (4-4)

onde no penúltimo passo da equação (4-4), fez-se uso do teorema da

equipartição de energia pT „ k1x
2q.

Após definir qual é o parâmetro de perturbação do sistema, é natural

supor que o vetor que contêm a informação sobre a posição de todas as

part́ıculas pode ser escrito como

xi “ x
p0q
i ` δx

p1q
i ` δ2x

p2q
i ` ... (4-5)

Como o interesse é determinar a solução do problema em primeira ordem

em δ, todos os termos de ordem superior serão desconsiderados. Por se tratar

de um desenvolvimento extenso, os seus detalhes encontram-se reportados no

apêndice E. Ao longo do texto principal são mostrados apenas os resultados

do método aplicado. Dentre as posśıveis quantidades que podem ser estudadas

utilizando as soluções das equações de movimento, neste caṕıtulo enfatiza-se

a análise do fluxo de calor através da cadeia quando esta encontra-se sob

influência de reservatórios gaussianos e poissonianos.

Devido à presença da interação cúbica no sistema, o fluxo de calor não é

mais dado por pela Eq. (2-6), mas deve ser calculado de acordo com[78]:

xJyiÑj “
A!

“

´k1pxi ´ xjq ´ k3pxi ´ xjq
3
‰ vi ` vj

2

)E

, (4-6)
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O desenvolvimento da Eq. (4-6) para os casos onde faz-se uso de (4-5)

até primeira ordem é bastante trabalhoso, e, por este motivo, torna-se mais

conveniente mostrar o cálculo do fluxo de calor para os rúıdos gaussianos e

poissonianos ao longo do apêndice E. Por hora, mostra-se apenas os resultados

finais para a corrente de calor nos casos citados acima.

Os resultados serão ilustrados nas seções a seguir, que encontram-se

divididas da seguinte forma: na primeira parte mostra-se qual é o efeito das

não-linearidades em sistemas alimentados por reservatórios gaussianos; na

segunda seção discute-se qual é a resposta da condutividade térmica quando

o sistema tem energia injetada no seu interior por banhos poissonianos; na

terceira e última parte, analisa-se propriedades da cadeia quando cada uma

de suas extermidades encontra-se simultaneamente em contato com banhos

térmicos de classes diferentes, o gaussiano e o de poissoniano.

4.1
Reservatórios gaussianos (térmicos)

Para determinar o fluxo no caso não-linear para o rúıdo gaussiano,

continua-se a empregar a Eq. (2-18) para avaliar os cumulantes associados aos

rúıdos dos reservatórios, porém agora a presença destes termos não resultam

apenas de médias quadráticas envolvendo os rúıdos, mas também de fatores

envolvendo médias quárticas dos mesmos, que são provenientes dos termos

ligados ao parâmetro perturbativo δ.
Sendo estes termos as únicas novidades que aparecem no cálculo, pode se

trabalhar a Eq. (4-6) utilizando o teorema de Wick e manipulações algébricas,
(cf. apêndices E e F), de maneira que o fluxo de calor pode ser escrito como:

xJyNLG “

“ xJyL ` 6γ2k1k3

#

N
ÿ

j“2

”

T 2
1 Irjs4

´

Irj,j´1s
3 ` Irj,j´1s

7

¯

` T 2
NIrjs6

´

Irj,j´1s
5 ` Irj,j´1s

8

¯

`

`T1TN

´

Irj,j´1s
3 Irjs6 ` Irjs4 Irj,j´1s

5 ` Irjs6 Irj,j´1s
7 ` Irjs4 Irj,j´1s

8

¯ı

`

´

N´1
ÿ

j“1

”

T 2
1 Irjs4

´

Irj,js3 ` Irj,js7

¯

` T1TN

´

Irj,js3 Irjs6 ` Irjs4 Irj,js5 ` Irjs6 Irj,js7 ` Irjs4 Irj,js8

¯

`

`T 2
NIrjs6

´

Irj,js5 ` Irj,js8

¯ı

+

` 6γ2k3

”

T 2
1 Ir1s4 I1 ` T1TN

´

Ir1s4 I2 ` Ir1s6 I1
¯

` T 2
NIr1s6 I2

ı

.

(4-7)

Como pode se observar na Eq. (4-7) as integrais I rrsn , I rj,lsn , I1 e I2, cujas

definições encontram-se no apêndice E, são provenientes da interação não linear
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que existe na cadeia visto que elas são proporcionais ao fator k3. Para checar a

validade do método da expansão perturbativa, pode se comparar os resultados

anaĺıticos com os obtidos via simulação numérica. De acordo com a figura 4.2

é posśıvel notar que para uma cadeia com N “ 10 part́ıculas, os dois métodos

fornecem resultados que diferem por cerca de 0.2%, mostrando que a eficiência

do método já constatada em pequenos sistemas permanece válida [79]. Nas

simulações utilizou-se o método trapeizóidal para determinar as soluções das

equações diferenciais [80].

0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010

0.167

0.168

0.169

0.170

0.171

k3

〈J
〉

Figura 4.2: A corrente de calor para um sistema com N “ 10 part́ıculas.

A linha azul contnua representa o resultado anaĺıtico, enquanto os ćırculos

vermelhos fornecem os dados da simulação Toma-se os parâmetros com os

seguintes valores: γ “ m “ k1 “ k1 “ 1 e k “ 1
2
.

Como pode se observar na Fig. 4.2 o fluxo de calor vai aumentando

linearmente com o parâmetro k3, mostrando que as anarmonicidades

aumentam a condutividade térmica do sistema. Este efeito pode ser entendido

notando-se que como as part́ıculas vizinhas encontram-se mais fortemente

acopladas a transmissão de calor através das vibrações torna-se mais otimizada,

o que aumenta a eficiência do transporte de energia ao longo da cadeia.
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4.2
Reservatórios poissonianos (atérmicos)

Recentemente, rúıdos poissonianos vem atraindo grande atenção devido

a sua aplicabilidade em um grande conjunto de fenômenos, tais como (i)

problemas de estado sólido onde o rúıdo encontra-se correlacionado com a

quantização da carga [81]; (ii) circuitos RLC cuja taxa de injeção de energia se

assemelha a de bombas de calor [82]; (iii) motores biológicos onde o rúıdo

mimetiza a hidrólise estocástica de não-equiĺıbrio da adenosina trisfosfato

[83–85]; (iv) dinâmica molecular sujeita ao termostato de Andersen [86]; (v)

gases granulares de baixa densidade empregados em sistemas de catracas

[87–89]; (vi) a utilização de detectores à base de junções de Josephson, de

modo a verificar cumulantes de ordem mais elevada em correntes flutuantes

[90, 91];(vii) e estudo sobre flutuações de membranas das células vermelhas do

sangue [92].

Motivado pelo vasto número de aplicações do rúıdo de Poisson, ao longo

desta seção faz-se o estudo sobre fluxo de calor em cadeias alimentadas por

este tipo de rúıdo, que pode ser definido como

ηptq “
ÿ

l

Φptq δ pt´ tlq . (4-8)

Em um processo de Poisson é necessário definir as grandezas λptq, que define

o número médio de eventos por unidade de tempo (no problema analisado

estes eventos podem ser interpretados como “pancadas“ que são dadas pelos

reservatórios nas part́ıculas que se encontram nas extremidades da cadeia) e

Φ, que corresponde a respectiva magnitudes de cada um dos eventos. No caso

estudado considera- se que o processo seja homogêneo, ou seja, λptq “ λ. Na

Eq. (4-8) a grandeza tl representa os instantes de tempo em que ocorrem os

eventos (“pancadas“). Embora seja posśıvel usar um grande número de funções

de distribuição para descrever Φ, aqui restringe-se a análise da distribuição de

probabilidades exponencial, que é dada por:

P pΦq “ Φ̄´1 exp
“

´
Φ

Φ̄

‰

, (4-9)

com o momento de enésima ordem de Φ sendo calculado por Φn “ n!Φ̄n.

A última propriedade que define o processo de Poisson a ser utilizado diz
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Caṕıtulo 4. O papel das anarmonicidades no fluxo de calor em cadeias
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respeito a sua correlação temporal

xη pt1q . . . η ptnqyc ” λxΦ̄n
y

n´1
ź

i“1

δ pti`1 ´ tiq . (4-10)

No contexto de rúıdos não-gaussianos a transformada de Fourier-Laplace

continua sendo uma ferramenta de grande valia, de forma que ela continuará

a ser utilizada nos cálculos subsequentes. Pode-se então escrever a equação

(4-10) no espaço rećıproco, onde esta assume a forma [93]:

xη piq1 ` εq . . . η piqn ` εqyc ”
λxΦ̄ny

řn
j“1 piqj ` εq

@nPN. (4-11)

A Eq. (4-11) é chave para entender a diferença entre os resultados

fornecidos pelos casos poissoniano e gaussiano, visto que ela exprime o fato de

o primeiro caso levar em consideração os seus infinitos cumulantes, enquanto

o segundo é descrito apenas pelos seus dois primeiros e únicos cumulantes.

A presença de novos cumulantes acaba por introduzir termos adicionais na

Eq. (4-7), como por exemplo, os cumulantes quárticos, que surgem na teoria

de perturbação em primeira ordem usada neste texto. Além de contribúırem

na condução de calor do sistema [87], os novos cumulantes também modificam

quantidades termoestat́ısticas associadas aos seus graus de liberdade [93].

Visando calcular o fluxo de calor, admite-se que a taxa de eventos, λ, de

ambos os reservatórios seja idêntica, de forma que o fluxo de calor para um

sistema que tem como fonte de energia reservatórios de Poisson e um número

N qualquer de part́ıculas, é dado por:

xJyP “ xJyNLG `

#

N
ÿ

j“2

”

T 2
1

´

Irj,j´1s
11 ` Irj,j´1s

13

¯

` T 2
N

´

Irj,j´1s
12 ` Irj,j´1s

14

¯ı

`

´

N´1
ÿ

j“1

”

T 2
1

´

Irj,js11 ` Irj,js13

¯

` T 2
N

´

Irj,js12 ` Irj,js14

¯ı

+

12γ2k1k3

λ
`

`
12γ2k3

λ

´

T 2
1 I
r1s
9 ` T 2

NI
r1s
10

¯

. (4-12)

Nota-se da Eq. (4-12) que, mesmo avaliando-a no limite termodinâmico,

não é posśıvel eliminar a dependência no λ associado ao reservatório de Poisson.

A consistência da Eq. (4-12) pode ser verificada ao tomar-se o limite em que

λ Ñ 8, ou seja, quando a taxa de colisões se torna cont́ınua, nota-se que
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o terceiro e quarto termos do lado direito vão a zero, recuperando assim o

resultado obtido na Eq. (4-7).

4.3
Reservatórios gaussianos e poissonianos

As descrições do fluxo de calor e de outras grandezas termostat́ısticas

em sistemas governados por reservatórios gaussianos e não-gaussianos, foram

realizadas através de tratamento anaĺıtico em casos ondeN “ 1 eN “ 2, donde

pode observar-se alguns importantes resultados decorrentes da natureza dos

reservatórios atérmicos [79, 87, 93]. Nestes trabalhos foi verificado que sistemas

regidos por reservatórios deste tipo possuem caracteŕısticas interessantes, tais

como inaplicabilidade da lei zero da termodinâmica, dependência do fluxo de

calor em outras propriedades dos banhos térmicos além da já existente com

relação ao seu segundo cumulante e, por último, a introdução do conceito de

temperaturas de ordem superior. A manifestação de todas estas caracteŕısticas

ocorre devido à combinação das não-linearidades presentes no sistema com a

natureza dos reservatórios, permitindo assim que cumulantes de ordem superior

a dois desempenhem um papel importante na dinâmica do sistema.

Um ponto intrigante a ser estudado em sistemas alimentados por

reservatórios de naturezas distintas é a validade da 2a lei da termodinâmica.

Dentre as diferentes e equivalentes maneiras de enunciar tal lei, aqui coloca-se

em xeque a formulação que foi proposta por Clausius [1, 3]: é posśıvel uma

fonte fria transferir calor para uma fonte quente sem que haja a realização de

trabalho por um agente externo? A primeira investigação sobre esta questão

foi feita por Kanazawa et al [87], onde mostrou-se que com ajustes adequados

ao acoplamento cúbico, k3, e as temperaturas canônicas dos reservatórios é

posśıvel observar a inversão do fluxo de calor no sistema. Este comportamento

foi verificado inicialmente em um sistema composto por duas part́ıculas e sob a

hipótese de que as equações de movimento respeitassem o regime supercŕıtico2.

Além de responder a questão sobre a violação da 2a lei da termodinâmica,

será mostrado ao longo desta seção que tais restrições não são necessárias

para a ocorrência do fenômeno da inversão de calor, de maneira que o mesmo

permanece válido para uma cadeia de tamanho arbitrário e que obedece às

equações de movimento em sua forma mais geral posśıvel.

Os passos matemáticos ao longo desta seção são omitidos, visto que o

caso em que tem-se um reservatório gaussiano e um de Poisson representa uma

situação particular da seção anterior. É simples se convencer desta afirmação

2Esta consideração supõe que o termo acompanhado razão m
γ é despreźıvel nas eqs. de

movimento do problema em relação aos demais.
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ao notar que o caso estudado pode ser obtido ao supor que a taxa de eventos

de um dos reservatórios, λ, vai a infinito, o que transforma efetivamente um

reservatório atérmico em um reservatório Gaussiano.

Para verificar o comportamento do fluxo de calor em sistema sob a ação de

reservatórios de naturezas diferentes e para diferentes valores de k3, toma-se o

reservatório de não-equiĺıbrio como R1, cuja temperatura canônica é T1 “ 1.99,

enquanto o reservatório térmico, RN , tem sua temperatura igual a TN “ 2.00.

Em primeira análise a descrição do fluxo de calor mostrada na figura

4.3 parece fisicamente incorreta, pois aparentemente ocorrem violações da lei

zero e da segunda lei da termodinâmica para determinados valores de k3. Esta

conclusão baseia-se na definição padrão de temperatura para um reservatório

térmico, onde esta quantidade depende apenas do segundo cumulante do rúıdo.

Na verdade não ocorre violação das leis da termodinâmica: a explicação do que

ocorre advém da natureza do reservatório atérmico.

Quando considera-se sistemas alimentados por reservatórios atérmicos,

deve-se atentar que a definição usual de temperatura não é mais aplicável.

Isto deve-se ao fato de que banhos desta natureza possuem um número

infinito de cumulantes. Consequentemente, no interior destes reservatórios

tem-se produção cont́ınua de entropia, o que impossibilita o equiĺıbrio

térmico. Estas propriedades definem um reservatório de não-equiĺıbrio, cujos

cumulantes de ordem superior acabam por desempenhar um importante papel

na transferência de energia ao longo da cadeia.

Relembrando resultados obtidos no estudo de sistemas não lineares de

uma part́ıcula [79, 93], é posśıvel verificar que os cumulantes de ordem superior

atuam como fontes extras de energia, devido ao fato de que as contribuições

para o fluxo de calor que são proporcionais a k3
k21
λ xΦny “ k3

k21
xηnyc9Tn, onde

Tn é definido como temperatura de ordem n sendo T2 coincidente com a

temperatura canônica padrão T . O conceito de temperatura de ordem n é

constrúıdo através de uma analogia feita com o cumulante de segunda ordem

da velocidade, bem como o da posição no caso linear, com a temperatura

canônica de uma part́ıcula. É posśıvel mostrar que as temperaturas de ordem

n podem ser escritas como funções dos cumulantes das posições das part́ıculas,

que por sua vez podem ser escritas em termos dos cumulantes do rúıdo [93].

Vale notar que a definição destas temperaturas de ordem superior só faz sentido

quando o reservatório que alimenta o sistema é de não-equiĺıbrio.
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Figura 4.3: O fluxo de calor em uma cadeia com N “ 10 part́ıculas. Faz-se a

seguinte escolha para os parâmetros: TN “ 2, T1 “ 1.99, λ “ 4, γ “ m “ k1 “

k1 “ 1 and k “ 1
2
.

Além da motivação para um novo conceito de temperaturas, os

cumulantes de ordem superior, em conjunto com as não-linearidades, também

possuem influência sobre as funções resposta de um sistema, tal como o calor

espećıfico das part́ıculas que também pode ter sua definição ampliada quando

sistema em encontra-se alimentado por banhos atérmicos [93]. Para ilustrar um

dos posśıveis impactos destes cumulantes de ordem superior nas propriedades

de transporte de uma cadeia mostra-se na figura 4.3 como a intensidade e o

sentido do fluxo de calor estão relacionados com o grau de não-linearidade do

sistema.

A f́ısica por trás do que acontece no sistema é desvendada quando

responde-se à seguinte pergunta: qual a relação existente entre os cumulantes e

as não linearidades? Pode-se responder esta pergunta ao se notar que os termos

ligados a cumulantes de ordem superior encontram-se sempre acoplados com

potências de k3 [93], i. e., o efeito das não-linearidades e dos cumulantes de

ordem superior influenciam de forma conjunta o fluxo de calor do sistema

(ver apêndice E para mais detalhes). A afirmação anterior torna-se mais clara

quando se verifica a contribuição dos cumulantes de quarta ordem na Eq.

(4-12), que são representados pelos termos extras somados à corrente do caso

gaussiano.
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Matematicamente, o efeito dos cumulantes de ordem superior no fluxo de

calor em uma cadeia sob influência de um reservatório com rúıdo poissoniano

simétrico e taxa de eventos λ pode ser computado da seguinte forma:

xJyP “

8
ÿ

n“0

kn3
“@

Φ2n`2
1

D

c
´
@

Φ2n`2
N

D

c

‰

ż

Cn pq, k1, k,m, γ, λq dq

“ ´Λlin ∆T `
8
ÿ

n“1

Λ1npλq∆
@

Φ2n`2
D

c
, (4-13)

onde Cn pq, k1, k,m, γ, λq são funções constrúıdas a partir de combinações de

elementos da matriz inversa da dinâmica do problema (ver apêndice E). Dado

que momentos de enésima ordem estão relacionados com cumulantes de mesma

ordem, e, como é posśıvel escrevê-los últimos em função da temperatura de

ordem n [93], a Eq. (4-13) pode também ser expressa como

xJyP “ ´Λlin ∆T `
8
ÿ

n“1

ÿ

P

ΛpPqn pλq .∆
ź

tluPP

Tl, (4-14)

onde P corresponde ao número de partições posśıveis de um bloco de tamanho

n, tlu P P fornece informação sobre os expoentes da partição e Tl a temperatura

de ordem n.

As Eqs. (4-13) e (4-14) mostram que o efeito dos cumulantes depende

da ordem da expansão perturbativa e do valor de k3, o que limita a influência

de termos gaussianos no problema, visto que estes se tornam menos relevantes

para valores crescentes das não linearidades e cumulantes. É posśıvel também

ver que a inversão no fluxo de calor é um fenômeno que independe do tamanho

da cadeia, uma vez que a Eq. (4-12) é desenvolvida para um sistema com um

número qualquer de elementos.

A análise deste sistema também permite corroborar um resultado obtido

em um caso particular do mostrado aqui [87]: a inversão do fluxo de

calor depende apenas da natureza dos reservatórios envolvidos e do grau

de não-linearidade presente nas interações da cadeia. Ainda com relação às

Eqs. (4-13) e (4-14) pode se notar que, fisicamente, os cumulantes de uma

distribuição ainda podem ser interpretados como fontes de energia internas

aos reservatórios responsáveis pelo transporte de calor ao longo da cadeia, ou

seja, esta conclusão independe do tamanho de sistema estudado.
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No caṕıtulo 2 propôs-se um modelo para descrever a transmissão de calor

via condução, onde o sistema f́ısico em questão é composto por part́ıculas

que interagem harmônicamente e dois reservatórios térmicos, de temperaturas

T1 e TN , responsáveis pela injeção de energia na cadeia. O fato do sistema

possuir apenas interações lineares permite que seja posśıvel encontrar o

comportamento de suas propriedades de transporte, como por exemplo o fluxo

de calor. Supondo que a lei de Fourier seja válida para este sistema calcula-se

a condutância térmica para cadeias de diferentes tamanhos, de onde pode se

notar que o fluxo de calor tende a um valor de saturação enquanto aumenta-se

o tamanho do sistema, o que implica em uma condutividade térmica infinita

para o modelo ilustrado. Isto se deve ao fato de os fônons não sofrerem difusão,

resultando assim em uma propagação sem espalhamento. A divergência da

condutividade térmica indica que o sistema necessita possuir interações que

vão além da harmônica, mostrando que um modelo demasiadamente simplório

não é suficiente para descrever o fenômeno da condução de calor nos sólidos.

Na análise feita ao longo do caṕıtulo 3 , que foi motivada pelo clássico

modelo de condução de calor proposto por Rieder, Lebowitz e Lieb [27],

ilustrou-se quantitativamente as relações existentes entre o tripleto composto

pelas caracteŕısticas mecânicas, o comportamento do fluxo de calor e a função

de correlação entre as velocidades, com o intuito de descrever os posśıveis

perfis de temperatura presentes em cadeias harmônicas. Além do transporte

de calor não difusivo, inerente a sistemas lineares, o modelo RLL tem outra

caracteŕıstica marcante: o perfil de temperaturas se assemelha a um platô e

apresenta uma cúspide (anti- cúspide) próxima ao reservatório frio (quente).

Este perfil de temperatura é considerado contra-intuitivo, visto que a metade

da cadeia que está mais próxima do reservatório frio encontra-se com uma

temperatura superior que a da outra metade, que está próxima do reservatório

quente. Foi mostrado então que no modelo RLL a razão para o surgimento das

cúspide e anti-cúspide deve-se à falta de interação entre o volume do sistema

e o substrato. Uma análise subsequente mostrou que a condição citada não é

suficiente para gerar o perfil de temperatura do modelo RLL pois ao variar-se o

valor da ancoragem de borda, k1, constatou-se que é posśıvel transicionar entre

o regime monotônico para o regime cuspidal, e então voltar ao monotônico.

Consequentemente, o aumento ou diminuição dos valores de ancoragem no
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espaço dos parâmetros é posśıvel gerar um platô de temperaturas no volume

do sistema, onde a temperatura de cada śıtio é dada por Ti “ T1`TN
2

(para

todo 2 ď i ď N ´ 1).

Na análise seguinte do caṕıtulo 3, envolvendo as quantidades

termoestat́ısticas da cadeia, descobriu-se uma notável propriedade do sistema

quando k1 “ k1crit1 , situação para o qual o volume se encontra no platô.

Quando esta escolha de parâmetros é feita, a correlação entre as velocidades

vivj para todos os pares da cadeia é zero. Efetivamente, o que ocorre é uma

total descorrelação das part́ıculas entre si e com os reservatórios. Ainda nesta

configuração, observou-se que todos os cumulantes do fluxo de calor atingem

seus extremos simultaneamente. Para um outro conjunto de parâmetros, com

o seu respectivo k1 “ k1crit1 , o platô de temperaturas surge novamente, bem

como as correlações entre as velocidades vai a zero; particulamente, quando

k1 Ñ 8, os cumulantes ı́mpares tendem a zero, enquanto os pares atingem um

valor de saturação, o que corresponde a um sistema isolado com temperatura
T1`TN

2
. Pode-se interpretar este resultado como se o sistema funcionasse como

uma caixa de fônons, onde a função de correlação de velocidades é zero devido

ao caráter par da distribuição de Boltzmann-Gibbs.

A coincidência de todos os cumulantes do fluxo de calor atingirem

seus extremos para k1 “ k1crit1 , em conjunto com uma mudança no perfil

de temperatura do sistema, motivou a análise das funções de correlação

entre as velocidades em regiões próximas à primeira transição de regimes,

visando verificar uma posśıvel transição de fase. Estudos iniciais envolvendo

expoentes de Lyapunov em modelos de condutividade térmica [94], como por

exemplo, os modelos de Toda [37] e ding-a-ling [28], indicaram comportamentos

t́ıpicos de transição de fase associados a efeitos de tamanho finito. No modelo

aqui apresentado, testou-se as relações cŕiticas em sistemas de diferentes

tamanho, e o comportamento apresentado por eles foi idêntico em todos

os casos. A evidência de que não existe transição de fase no sistema é

dada pelo comportamento cont́ınuo do comprimento de correlação relacionado

ao quadrado das velocidades nas vizinhanças de k1crit1 , onde verficou-se um

comportamento linear para este. Como não há transição de fase em k1 “ k1crit1
,

deve existir alguma explicação f́ısica para justificar a mudança no regime de

temperaturas. A caracteŕıstica chave que permite explicar tal mudança se

encontra na função de correlação entre as velocidades dos pares na cadeia,

cujo sinal é trocado quando esta passa do regime RLL [27] para o perfil suave.

A mudança no sinal da correlação entre as velocidades dá a informação sobre a

redistribuição de modos da rede, de onde pode se notar que a metade da cadeia

mais próxima do reservatório mais frio tem seus modos de vibração alterados
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de antissimétricos para simétricos, enquanto a outra metade se comporta de

maneira oposta.

Ao final da seção 3.2 antecipou-se quais são os impactos das

não-linearidades sobre os resultados obtidos ao longo do caṕıtulo, de onde

nota-se que esta modificação impede que a correlação das velocidades dos

pares da cadeia se anule simultaneamente em um único ponto. Este efeito é

causadopelo gradiente de temperaturas que surge no sistema devido à presença

de interações não-lineares, impossibilitando assim a surgimento do platô, que

é uma das consequências da total descorrelação entre as part́ıculas da cadeia.

É importante frisar que, para um caso perturbativo em primeira ordem

como o mostrado é posśıvel recuperar a transição entre os regimes de

temperaturas, bastando apenas que o parâmetro de acoplamento não linear

do problema seja despreźıvel frente ao os acoplamentos lineares. No caso em

que se resolve este problema através de simulação numérica e para valores

quaisquer dos acoplamentos, fica claro que o platô não é mais atinǵıvel, visto

que o programa leva em consideração todas ordens da expansão perturbativa.

Para que um modelo de condução de calor possua um caráter difusivo,

é necessário que existam mecanismos de interação entre os fônons, como por

exemplo, impurezas do material, efeitos de borda, espalhamento por elétrons e

interações não lineares [25, 33, 38, 68]. É conhecido que este último mecanismo

citado é essencial para a formulação de quantidades associadas ao transporte

de calor ao longo de um sólido [30, 31], tais como a expansão térmica, o calor

espećıfico e a condutividade térmica. Buscando uma abordagem mais geral, no

caṕıtulo 4 inseriu-se tais interações não lineares entre os śıtios da rede visando

verificar a resposta do fluxo de calor que atravessa a cadeia. Através da teoria

de perturbação desenvolveu-se uma expressão para o fluxo de calor válida para

uma cadeia de tamanho genérico e sujeita a banhos de qualquer natureza.

Como uma extensão natural dos demais caṕıtulos, o primeiro caso no

qual foi feita a análise do fluxo de calor levou em consideração uma cadeia

alimentada por reservatórios gaussianos, de onde verificou-se que a presença

das novas interações produzem um aumento no fluxo de calor. Este efeito pode

ser explicado devido à influência dos termos não-lineares ligados às médias

quárticas que surgem na expressão para a energia injetada 4-7. Ao checar a

expansão perturbativa apresentada em 4-5 em conjunto com a Eq. (E-1), pode

se notar que caso a expansão fosse feita até segunda ordem em k3, o fluxo de

calor seria afetado também por médias de sexta ordem no rúıdo, ou seja, o

fluxo de calor é proporcional às integrais ligadas a cumulantes de ordem par

dos rúıdos dos reservatórios.

Ao longo do quarto caṕıtulo discutiu-se também o conceito de
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reservatórios de não-equiĺıbrio ou atérmicos, como exemplo o banho de Poisson.

A definição de um reservatório atérmico pode ser feita em termos dos

cumulantes associados ao rúıdo, visto que uma distribuição de probabilidades

pode possuir apenas dois cumulantes, como no caso gaussiano, ou infinitos

[95]. Os efeitos dos cumulantes de ordem superior a dois no fluxo de calor,

presentes apenas em problemas onde existem interações não-lineares [79],

afetam as propriedades termoestat́ısticas associadas ao sistema [93] e como foi

ilustrado, podem produzir resultados que em uma primeira análise, aparentam

ser fisicamente inconsistentes, como por exemplo a inversão do fluxo de calor.

Mostrou-se que a ocorrência deste fenômeno não viola as leis fundamentais da

termodinâmica, pois quando trabalha-se com reservatórios atérmicos o conceito

usual de temperatura não se aplica, sendo então necessário entender o papel

dos demais cumulantes da distribuição e também a interação f́ısica que estes

possuem.

O real papel dos cumulantes de ordem superior pode ser entendido

quando verificou-se a forma que estas quantidades acoplam-se com o parâmetro

de não linearidade de rede, k3. A Eq. (4-13) permite concluir que, embora o

fluxo de calor dependa da parcela ligada aos cumulantes de ordem dois dos

reservatórios, i.e. ∆T , a contribuição dos cumulantes de ordem superior pode

surpassar tal parcela dependendo da ordem da expansão perturbativa e do valor

de k3. Os cumulantes de ordem superior trazem consigo também o conceito

de fontes de energia de ordem superior, este último fora introduzido em um

trabalho para pequeno sistemas [93] e reapresentado ao longo do texto para

cadeias de tamanho arbitrário.

Matematicamente, pode se entender o porquê da inversão do corrente de

calor (cf. Eqs. 4-13 e 4-14), mas quando lembra-se do conceito da entropia

associada ao sentido do fluxo de calor, pergunta-se onde é compensada

a diminuição de entropia que ocorre quando o calor flui espontaneamente

do reservatório mais “frio” para o mais “quente”? Embora não haja uma

demonstração rigorosa, pode-se afirmar heuristicamente que o fator que explica

a validade da segunda lei da termodinâmica neste caso encontra-se no interior

do banho atérmico, que produz entropia continuamente, de forma que quando

considera-se o sistema completo, a desordem deste é maior que zero.

Em suma o estudo em cadeias unidimensionais, lineares e não-lineares,

representa um campo que ainda possui muitas oportunidades de pesquisa

e também aplicações práticas, tais como experimentos que medem a

condutividade térmica de nanofios [13, 14, 41], nanotubos [15, 16, 42] e até

mesmo retificadores térmicos [96–98]. Uma perspectiva futura que permite uma

abordagem mais ampla é verificar a extensão dos resultados obtidos em duas
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e três dimensões.

No caso de sistemas bidimensionais, de acordo com evidências númericas,

o fluxo de calor em modelos anarmônicos apresenta uma condutividade térmica

que diverge logaritmicamente com o tamanho da rede estudada [25, 38, 99], o

que consequentemente faz com que a lei de Fourier não seja válida. Embora a

prinćıpio tais propriedades pareçam um ponto contra as redes bidimensionais,

pode se utilizar estas para modelar sistemas f́ısicos que possuem aplicação, tal

como o grafeno, que é um material cuja condutividade térmica é muit́ıssimo

elevada [11, 12].

Embora várias abordagens possam ser feitas, o enfoque a ser dado

no estudo em sistemas de 2D simétricos seria em torno de o que acontece

com a rede quando k1 “ k1crit1
. É posśıvel obter um platô de temperaturas

nesta situação? Como se comporta a correlação de velocidades entre vizinhos?

No caso de uma rede assimétrica, seria interessante descrever se é posśıvel

recuperar os resultados obtidos neste trabalho em 1D ao fazer o número de

elementos ao longo do eixo associado a transmissão de calor, por exemplo

Nx ser muito maior que o número de elementos no eixo transverso, (Ny). É

posśıvel verificar que quando Ny
Nx Ñ 0 [100], o sistema deixa de apresentar uma

condutividade térmica que diverge logaritmicamente, para uma divergência

tipo lei de potências, o que é esperado no caso unidimensional. O ponto a

ser investigado é verificar se existe alguma mudança na condição da razão Ny
Nx

quando o problema tiver seus parâmetros ajustados para a primeira transição

de regimes, bem como checar qual as mudanças que ocorrem nas funções de

correlação e nas propriedades de transporte do sistema.

O caso de transmissão de calor em modelos 3D representa a situação

mais interessante a ser investigada, por refletir todas as dimensões de um

objeto f́ısico real, porém mais complexo devido a modelagem do sistema a ser

estudado e da matemática envolvida no processo. Embora a tarefa de estudar

cadeias tridimensionais seja mais árdua, é posśıvel obter resultados anaĺıticos

interessantes em modelos que envolvem apenas interações harmônicas entre

primeiros vizinhos, tais como a função geratriz de cumulantes [46] associada e

uma condutividade térmica que respeita a lei de Fourier, em um sistema onde

se considera dispersão de massa ao longo da cadeia [63].

Em modelos não-lineares tridimensionais, verifica-se através de

simulações numéricas que o transporte de calor obedece o previsto pela

lei de Fourier, apresentando uma condutividade que depende do tamanho do

sistema e o perfil linear de temperaturas. Além disso, é posśıvel verificar a

dependência da temperatura na condutividade térmica [66]. Vale frisar que

este importante resultado é obtido considerando que as anarmonicidades em
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questão são da mesma ordem de grandeza que as interações lineares e um

regime de baixas temperaturas, condições que propiciam uma investigação sob

uma posśıvel transição de fase entre o regime regular de calor e o anômalo.

A existência de uma posśıvel transição de fase entra nas perspectivas futuras

de nosso trabalho e baseia-se no fato de que, se o parâmetro não-linear de

interação for pequeno com relação à constante harmônica em um modelo

3D [101], a condutividade térmica do sistema diverge, o que indica que deve

haver uma relação entre k3 e k1 que delimite o transporte normal de calor e o

transporte baĺıstico.

Os problemas em aberto citados acima representam apenas uma pequena

fração do que pode ser investigado na transmissão de calor via condução, o que

torna esta área bastante atrativa no campo da f́ısica de não-equiĺıbrio.
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A
A transformada de Fourier-Laplace e sua aplicação no cálculo
do fluxo de calor

Escolhe-se então a part́ıcula 1 para aplicar a Eq.(2-6) sem nenhuma perda

de generalidade. Antes de prosseguir introduz-se uma ferramenta matemática

que fornece uma maneira alternativa para calcular-se a média temporal de uma

função. Supondo que a distribuição fptq seja convergente é posśıvel calcular

a média temporal fazendo uso do teorema do valor final de forma que [102, 78] :

f “ lim
zÑ0

zf̃pzq “ lim
zÑ0

z

ż `8

0
exp r´z ts f ptq dt. (A-1)

Com o aux́ılio de (A-1) a Eq. (2-6) pode ser reescrita como

xJy “ lim
zÑ0

z

ż 8

0
dte´zt

`

xη1ptqv1ptq ´ γv
2
1ptqy

˘

. (A-2)

Já a transformada de Fourier-Laplace de uma função g(t) é definida como:

rgpiq ` εq ”

ż 0

´8

gptqe´piq`εqdt. (A-3)

A aplicação da Eq. (A-3) ficará mais simples de entender para o(a) leitor(a)

ao longo desta seção. Analisando o termo de injeção de energia na Eq. (A-2) note

que:

xη1ptqv1ptqy “

ż 8

´8

δpt1 ´ tqdt1
ż 8

´8

δpt2 ´ tqdt2xη1pt
1qv1pt

2qy “

“

ż 8

0
δpt1 ´ tqdt1

ż 8

0
δpt2 ´ tqdt2xη1pt

1qv1pt
2qy, (A-4)

onde foi desconsiderado o intervalo de integração de menos infinito até zero visto

que tanto a velocidade quanto o rúıdo são nulos para estes instantes de tempo.

Observa-se que a Eq. (A-2) pode ser escrita de forma equivalente ao introduzir-se

a delta de Dirac no integrando e aplicando a manipulação realizada na Eq. (A-4)

tanto no termo de injeção de energia quanto no termo de dissipação:
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xJy “ lim
zÑ0

z

ż 8

0
dte´zt

ż 8

0
δpt1 ´ tqdt1

ż 8

0
δpt2 ´ tqdt2xη1pt

1qv1pt
2qy `

´ lim
zÑ0

z

ż 8

0
dte´zt

ż 8

0
δpt1 ´ tqdt1

ż 8

0
δpt2 ´ tqdt2xv1pt

1qv1pt
2qy. (A-5)

Expressando as deltas de Dirac no integrando em termos de sua definição em

termos da função exponencial, δptq “

ż 8

´8

dq
2πe

iqt, obtém-se

xJy “ lim
z,εÑ0

z

ż 8

0
dte´zt

ż 8

0

ż 8

´8

dq1

2π
epiq1`εqpt

2´tqdq2

2π
epiq2`εqpt

1´tqxηpt1qv1pt
2qydt1dt2 `

´z

ż 8

0
dte´zt

ż 8

0

ż 8

´8

dq1

2π
epiq1`εqpt

2´tqdq2

2π
epiq2`εqpt

1´tqxv1pt
1qv1pt

2qydt1dt2. (A-6)

Na Eq. (A-6) suprimiu-se dois śımbolos de integração em cada uma das

parcelas com intuito de manter o texto mais esteticamente apresentável. Nota-se

em (A-6) que as funções que se encontram entre x...y ao serem integrados em suas

respectivas variáveis de integração no limite de zero a infinito correspondem a

transformada de Fourier-Laplace destas funções, o que permite reescrever (A-6)

como:

xJy “ lim
z,εÑ0

z

ż 8

0
dte´zt

ż 8

´8

dq1

2π

ż 8

´8

dq2

2π
epiq1`iq2`2εqtxη̃1piq2 ` εqṽ1piq1 ` εqy ´

´z

ż 8

0
dte´zt

ż 8

´8

dq1

2π

ż 8

´8

dq2

2π
epiq1`iq2`2εqtxṽ1piq2 ` εqṽ1piq1 ` εqy. (A-7)

Finalmente, integrando (A-7) no tempo encontra-se que o fluxo de calor é:

xJy “ lim
z,εÑ0

ż 8

´8

dq1

2π

ż 8

´8

dq2

2π

z xη̃1piq2 ` εqṽ1piq1 ` εq ´ ṽ1piq2 ` εqṽ1piq1 ` εqy

z ´ piq1 ` iq2 ` 2εq
.

(A-8)
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B
Os operadores Dpsq e Apsq

A matriz que fornece a dinâmica da cadeia harmônica linear, Dpsq, no

espaço de Laplace pode ser escrita como:

Dpsq “

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

ms2 ` γs ` k1 ` k
1 ´k1 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0

´k1 ms2 ` 2k1 ` k ´k1 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0

0 ´k1 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0

.

.

.

.

.

.
.
. . ´k1 ¨ ¨ ¨ 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.
.
. ¨ ¨ ¨ 0

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.
.
. ¨ ¨ ¨ 0

0 ¨ ¨ ¨ 0 ´k1 ms2 ` 2k1 ` k ´k1

0 ¨ ¨ ¨ 0 0 ´k1 ms2 ` γs ` k1 ` k
1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

, (B-1)

com sua inversa dada por,

Apsq “

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

A11psq A12psq A13psq ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ A1N psq

A21psq A22psq A32psq ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ A2N psq
...

...
. . . ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

...
...

...
...

. . . ¨ ¨ ¨
...

... ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨
. . .

...

AN1psq ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ANN psq

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

. (B-2)

Os elementos Apsqij tem sua estrutura dada pela seguinte forma:

Apsqij “
a0 ` a1s` a2s

2 ` ...` a2n´3s
2n´3 ` a2n´2s

2n´2

Det rDpsqs (B-3)

Onde n representa a dimensão do sistema, e ak são fatores constantes, diferentes

para cada Apsqij .
Com fins de ilustração, toma-se como exemplo o caso em que N “ 4, com

os parâmetros k1 “ k “ k1 “ γ “ m “ 1. Tem se que Dpsq e Apsq são escritos ,
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respectivamente, como:

Dpsq “

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

s2 ` s` 2 ´1 0 0

´1 s2 ` 3 ´1 0

0 ´1 s2 ` 3 ´1

0 0 ´1 s2 ` s` 2

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(B-4)

Apsq “ 1

Det rDpsqs ˆ

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˝

Apsq11 Apsq12 Apsq13 Apsq14

Apsq21 Apsq22 Apsq23 Apsq24

Apsq31 Apsq32 Apsq33 Apsq34

Apsq41 Apsq42 Apsq43 Apsq44

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‚

(B-5)

Onde Det rDpsqs é:

Det rDpsqs “ s8 ` 2s7 ` 11s6 ` 16s5 ` 40s4 ` 38s3 ` 54s2 ` 26s` 21 (B-6)

As entradas da matriz Apsq, neste caso são escritas como

Apsq11 “ Apsq44 “ s6 ` s5 ` 8s4 ` 6s3 ` 19s2 ` 8s` 13

Apsq12 “ Apsq43 “ s4 ` s3 ` 5s2 ` 3s` 5

Apsq13 “ Apsq42 “ 2` s` s2

Apsq14 “ Apsq41 “ 1

Apsq21 “ Apsq34 “ s4 ` s3 ` 5s2 ` 3s` 5

Apsq22 “ Apsq33 “ s6 ` s5 ` 8s4 ` 6s3 ` 19s2 ` 8s` 13

Apsq23 “ Apsq32 “ s4 ` 2s3 ` 5s2 ` 4s` 4

Apsq24 “ Apsq31 “ 2` s` s2
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C
Fluxo de calor no limite termodinâmico

Visando descrever o fluxo de calor em uma situação mais geral, mostra-se ao

longo desta seção qual procedimento matemático deve ser seguido quando analisa-

se uma cadeia no limite termodinâmico, i.e., N Ñ 8. Ao invés de utilizar-se a

transformada de Fourier-Laplace das equações de movimento do sistema, toma-se a

transformada de Fourier por motivos que se tornarão claros ao longo da seção. A

matriz B-1 pode ser escrita no espaço de Fourier como,

Dpωq “

“

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

´mω2 ` iγω ` k1 ` k
1 ´k1 0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0

´k1 ´mω2 ` 2k1 ` k ´k1 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

.

.

.

0 ´k1

.
.
. ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. ¨ ¨ ¨ 0

0 ¨ ¨ ¨ 0 ´k1 ´mω2 ` 2k1 ` k ´k1

0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0 ´k1 ´mω2 ` iγω ` k1 ` k
1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

,“

“ k1

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

´mω2`iγω`k1

k1
` 1 ´1 0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0

´1 ´mω2`k
k1

` 2 ´1 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

.

.

.

0 ´1
.
. . ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
.
.
. ¨ ¨ ¨ 0

0 ¨ ¨ ¨ 0 ´1 ´mω2`k
k1

` 2 ´1

0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0 ´1 ´mω2`iγω`k1

k1
` 1

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

“

“ k1

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

b´ a ´1 0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0

´1 b ´1 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨
...

0 ´1
. . . ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨

...
...

...
...

. . . ¨ ¨ ¨ 0

0 ¨ ¨ ¨ 0 ´1 b ´1

0 ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ ¨ 0 ´1 b´ a

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

” k1Zpωq, (C-1)

onde b “ ´mω2`k
k1

` 2, a “ 1 ` k´k1´iγω
k1

. Como pode se inferir da equação (2-22),

o fluxo de calor depende essencialmente do termo Apωq1N , onde Apωqij é a matriz

inversa de Dpωq1N no espaço de Fourier. Este termo pode ser escrito como, [103]:

Apωq1N “
1

k1
pZ1N q

´1 “
1

k1

1

∆N
, (C-2)
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sendo ∆N “ DetrZpωqs. Com o intuito de encontrar uma forma fechada para ∆N ,

define-se o determinante ∆l,m de uma submatriz de Z, começando com a l-ésima

linha e terminando na m-ésima coluna [45], como pode ser visto abaixo.

Zpωq “

a1,1 a1,2 ¨ ¨ ¨ a1,l ¨ ¨ ¨ a1,m ¨ ¨ ¨

a2,1 a2,2 ¨ ¨ ¨ a2,l ¨ ¨ ¨ a2,m ¨ ¨ ¨

...
...

. . .
...

...
...

al,1 al,2 ¨ ¨ ¨ al,l ¨ ¨ ¨ al,m ¨ ¨ ¨

...
...

...
. . .

... ¨ ¨ ¨

am,1 am,2 ¨ ¨ ¨ am,l ¨ ¨ ¨ am,m ¨ ¨ ¨

...
...

...
...

. . .

¨

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˚

˝

˛

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‹

‚

∆l,m “

∣∣∣∣∣∣∣∣
al,l ¨ ¨ ¨ al,m
...

. . .
...

am,l ¨ ¨ ¨ am,m

∣∣∣∣∣∣∣∣
l-ésima linha

m-ésima coluna
(C-3)

Seja agora Z0 uma submatriz de Z com dimensão N ´ 1 ˆ N ´ 1, constrúıda

removendo as primeiras e enésimas linhas/colunas da matriz Z, sendo então esta

submatriz formada por elementos na diagonal principal desta matriz iguais a b e os

elementos fora da diagonal iguais a ´1. De forma análoga ao que foi feito com ∆l,m

e Z, define-se agora Rl,m como sendo o o determinante de uma submatriz de Z0

começando com a l-ésima linha e terminando na m-ésima coluna. Para encontrar

uma expressão mais condensada para ∆N , utiliza-se as definições de ∆l,m e Rl,m,

para construir-se as seguintes relações de recursão:

$

’

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

’

%

∆1,N “ pb´ aq∆2,N ´∆3,N

∆2,N “ pb´ aqR2,N´1 ´R2,N´2

∆3,N “ pb´ aqR3,N´1 ´R3,N´2

R1,N “ bR2,N ´R3,N

R2,N “ bR2,N´1 ´R2,N´2

, (C-4)

onde ∆1,N ” ∆N . Assim após um pouco de manipulação algébrica, tem-se que o

determinante da matriz inversa da dinâmica do problema é escrito como:

∆N “ R1,N ´ apR2,N `R1,N´1q ` a
2R2,N´1. (C-5)

Observe que os determinantes da forma Ri,j presentes na Eq. (C-5) podem ser

calculados analiticamente, visto que os elementos da diagonal principal destas

matrizes são idênticos e constantes, bem como os termos que se encontram fora

da diagonal principal. Para calcular o determinante da matriz R1,N pode se utilizar
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a quarta Eq. mostrada em (C-4), de onde nota-se que [103, 104]:

R1,N “ CλN , (C-6)

onde C é uma constante. Substituindo em na quarta Eq. de (C-4) encontra-se a

equação caracteŕıstica a seguir,

λ2 ´ bλ` 1 “ 0, (C-7)

com ráızes:
λ˘ “

b˘
?
b2 ´ 4

2
. (C-8)

Por simplicidade faz-se

´mω2 ` k

k1
` 2 “ b “ 2 cos θ, (C-9)

assegurando que as ráızes da equação sejam escritas de uma maneira mais simples,

como λ˘ “ e˘θ. Logo a solução mais geral para o determinante de R1,N é escrita

como:
R1,N “ C1λ

N
` ` C2λ

N
´ “ C1e

Niθ ` C2e
´Niθ (C-10)

É simples ver que R1,1 “ b e R1,2 “ b2 ´ 1, o que permite ajustar as condições

de contorno associadas à C1 e C2, que agora podem ser representados da seguinte

forma:

C1 “
eiθ

eiθ ´ e´iθ
, C2 “ ´

e´iθ

eiθ ´ e´iθ
. (C-11)

Substituindo (C-11) em (C-10), tem-se:

R1,N “
sin rpN ` 1qθs

sin θ
. (C-12)

Com a ajuda da Eq. (C-12) é posśıvel escrever (C-5) em um formato mais elegante,

dado por:
∆N “

rpθq cosNθ ` upθq sinNθ

sin θ
, (C-13)

onde

rpθq “
`

1´ a2
˘

sin θ,

upθq “
`

1` a2
˘

cos θ ´ 2a. (C-14)

Agora a Eq. (2-22) no espaço de Fourier assume a seguinte forma:

xJyL “
γ2∆T

k2
1π

ż 8

´8

ω2dω

|∆N |
2
. (C-15)

Observe que a Eq. (C-9) não se resume apenas a uma simples mudança de variável,

ela também restringe os valores posśıveis que as frequências do sistema podem

assumir dentro do conjunto dos reais, isto é, para que ω seja real, a desigualdade
k
m ă ω2 ă k`4k1

m deve ser válida, implicando assim que θ P p0, πq. A restrição para

autofrequências reais torna-se mais clara e pertinente quando avalia-se na equação
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(C-15) no limite termodinâmico, onde verifica-se que para qualquer θ imaginário,

o integrando da equação citada decai exponencialmente. Fazendo uma mudança de

variável na equação (C-15), tem-se:

xJyL “
γ2∆T

k2
1π

ż 8

´8

ω2dω

|∆N |
2
“
γ2∆T

k2
1π

ż π

0

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dω

dθ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ω2

|∆N |
2
dθ. (C-16)

Como o interesse é determinar uma expressão para a energia injetada quando

N Ñ8, faz-se o uso da identidade a seguir [45],

lim
NÑ8

ż π

0

hpθq

1` gpθq sinNθ
dθ “

ż π

0

hpθq

r1´ g2pθqs
1
2

dθ, (C-17)

onde hpθq e gpθq são funções suaves. No caso estudado pode se concluir que as

funções envolvidas satisfazem estas condições, visto que tanto o numerador quanto

o denominador são compostos por combinações de funções seno e cosseno. O lado

direito da Eq. (C-17), pode ser verificado notando que o seu integrando pode ser

escrito como uma série geométrica, dada por:

hpθq
“

1´ gpθq sinNθ ` g2pθq sin2Nθ ` ...
‰

dθ. (C-18)

Agora nota-se que as potências da função seno que surgem na série são dadas por,

$

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

%

n ı́mpar Ñ sinnNθ “ 2
2n

ř

n´1
2

l“0 p´1q
n´1
2
´l

˜

n

l

¸

sin rpn´ 2lqNθs

n par Ñ sinnNθ “ 1
2n

˜

n

n
2

¸

` 2
2n

ř

n´1
2

l“0 p´1q
n´1
2
´l

˜

n

l

¸

cos rpn´ 2lqNθs

.(C-19)

Verifica-se em (C-19) que as contribuições que contêm potências ı́mpares da

função seno são nulas, devido ao intervalo de integração, o que restringe o

cálculo apenas aos termos ligados às potências pares. Assim fazendo uso de

(C-19) e relações de arco dobro, tem-se que:

hpθq

„

1`
g2pθq

2
`

3g4pθq

8
` ...



“
hpθq

r1´ g2pθqs
1
2

, (C-20)

concordando assim com a Eq. (C-17). Fazendo algumas manipulações e

simplificações algébricas, pode se escrever:

|∆N |
2
“
`

|r|2 ` |u|2
˘ 1` d sinp2Nθ ` φq

2 sin2 θ
, (C-21)

onde d cosφ “ r˚u`ru˚

|r|2`|u|2
e d sinφ “ |r|2´|u|2

|r|2`|u|2
. Observe que C-21 possui a mesma

estrutura do lado esquerdo da equação C-17, o que permite aplicar esta equação

para desenvolver a integral em questão. Com isso, pode se escrever o fluxo de
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calor como:

xJyL “
γk2

1∆T

πm

ż π

0

sin2 θ

Π´Θ cos θ
dθ. (C-22)

Integrando a Eq. (C-22), obtém-se o resultado apresentado no caṕıtulo 2

através da equação (3-7).
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D
Correlações de velocidades no limite termodinâmico

Para encontrar a correlação entre as velocidades de duas part́ıculas

quaisquer pode se fazer uma analogia com a Eq. (3-3), de onde pode se concluir

que a quantidade de interesse é dada por:

xvivly “
γ

π

ÿ

j“1,N

Tj

ż `8

´8

pi q ` εq p´i q ´ εq rAij pi q ` εq rAlj p´i q ´ εq dq.

(D-1)

Em vez de desenvolver a Eq. (D-1), reescreve-se esta equação no espaço

de Fourier onde a determinação desta expressão no limite termodinâmico é

realizada de maneira mais simples. É simples notar que a expressão que define

a correlação entre velocidades de duas part́ıculas no espaço de Fourier é escrita

como:

xvivly “
γ

π

ÿ

j“1,N

Tj

ż `8

´8

ω2
rAij pωq rAlj p´ωq dω. (D-2)

Recorrendo a notação determinada no apêndice C é simples verificar que

[36]:

rAi1 pωq “
∆i`1,N pωq

k1∆N

rAiN pωq “
∆1,i´1 pωq

k1∆N

, (D-3)

onde ∆1,0 “ ∆N`1,N “ 1. Assim a Eq. (D-2) assume a seguinte forma

xvivly “
γ

k2
1π

ÿ

j“1,N

Tj

ż `8

´8

ω2

|∆N |
2
dω rAij pωq rAlj p´ωq . (D-4)

Note que o termo destacado no integrando da Eq. (D-4) corresponde

justamente ao que fora integrado na Eq. (C-16), o que permite uma grande

simplificação no problema. Com o aux́ılio das relações constrúıdas em (C-4)

verifica-se que os subdeterminantes presentes na Eq. (D-3) são escritos como
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∆1,i´1 “ δi,1 ` rpb´ aqR2,i´1 ´R3,i´1s p1´ δi,1q

∆i`1,N “ δi,N ` rpb´ aqRi`1,N´1 ´Ri`1,N´2s p1´ δi,Nq, (D-5)

onde b e a foram definidos no apêndice C. Fazendo uso agora da Eq. (C-13)

pode se escrever a equação (D-5) da seguinte forma:

∆1,i´1 “ δi,1 ` tpb´ aq sin rpi´ 1qθs ´ sin rpi´ 2qθsu
p1´ δi,1q

sin θ

∆i`1,N “ δi,N ` tpb´ aq sin rpN ´ i´ 1qθs ´ sin rpN ´ i´ 2qθsu
p1´ δi,Nq

sin θ
.

(D-6)

O fator que aparece no integrando da Eq. (D-4) multiplicando o termo

que se encontra destacado nesta equação é obtido ao substituir as Eqs. (D-5)

e (D-6) em (D-4), sendo este fator dado por

δi,1δl,1
(i)

`
δi,1p1´ δl,1q

sin θ

!

pb´ a˚q sin rpl ´ 1qθs ´ sin rpl ´ 2qθs
)

(ii)

`

`
δl,1p1´ δi,1q

sin θ

!

pb´ aq sin rpi´ 1qθs ´ sin rpi´ 2qθs
)

(iii)

`

`

p1´ δi,1qp1´ δl,1q

sin2 θ

!

pb´ aq sin rpi´ 1qθs ´ sin rpi´ 2qθs
)

ˆ

ˆ

!

pb´ a˚q sin rpl ´ 1qθs ´ sin rpl ´ 2qθs
)

`

(iv)

` δi,Nδl,N
(v)

`
δi,N p1´ δl,N q

sin θ

!

pb´ a˚q sin rpN ´ l ´ 1qθs ´ sin rpN ´ l ´ 2qθs
)

(vi)

`

`
δl,N p1´ δi,N q

sin θ

!

pb´ aq sin rpN ´ i´ 1qθs ´ sin rpN ´ i´ 2qθs
)

(vii)

`

`

p1´ δi,N qp1´ δl,N q

sin2 θ

!

pb´ aq sin rpN ´ i´ 1qθs ´ sin rpN ´ i´ 2qθs
)

ˆ

ˆ

!

pb´ a˚q sin rpN ´ l ´ 1qθs ´ sin rpN ´ l ´ 2qθs
)

(viii)

.

(D-7)

Agora faz-se a análise de cada um dos termos da Eq.(D-7) separadamente,
visando computar a contribuição de cada um nas correlações entre part́ıculas.
Substituindo estes termos em (D-4) e fazendo uso do resultado encontrado em
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(C-22) obtém-se:

Contribuição do termo (i) “
k21
πm

ÿ

j“1,N

Tj

ż π

0

δi,1δl,1 sin2 θ

Π´Θ cos θ
dθ “

“
ÿ

j“1,N

Tj
δi,1δl,1k

2
1

mΘ2

´

Π´
a

Π2 ´Θ2
¯

. (D-8)

Contribuição do termo (ii) “

“
ÿ

j“1,N

Tjδi,1p1´ δl,1q
k21
πm

ż π

0

sin θ
!

pb´ a˚q sin rpl ´ 1qθs ´ sin rpl ´ 2qθs
)

Π´Θ cos θ
dθ.

(D-9)

Contribuição do termo (iii) “

“
ÿ

j“1,N

Tjδl,1p1´ δi,1q
k21
πm

ż π

0

sin θ
!

pb´ aq sin rpi´ 1qθs ´ sin rpi´ 2qθs
)

Π´Θ cos θ
dθ.

(D-10)

Contribuição do termo (iv) “

“
ÿ

j“1,N

Tj
k21
πm

ż π

0

p1´ δi,1qp1´ δl,1q

Π´Θ cos θ

!

pb´ aq sin rpi´ 1qθs ´ sin rpi´ 2qθs
)

ˆ

ˆ

!

pb´ a˚q sin rpl ´ 1qθs ´ sin rpl ´ 2qθs
)

dθ. (D-11)

Contribuição do termo (v) “
k21
πm

ÿ

j“1,N

Tj

ż π

0

δi,Nδl,N sin2 θ

Π´Θ cos θ
dθ “

“
ÿ

j“1,N

Tj
δi,Nδl,Nk

2
1

mΘ2

´

Π´
a

Π2 ´Θ2
¯

. (D-12)

Contribuição do termo (vi) “

“
ÿ

j“1,N

Tjδl,N p1´ δi,N q
k21
πm

ż π

0

sin θ
!

pb´ a˚q sin rpN ´ l ´ 1qθs ´ sin rpN ´ l ´ 2qθs
)

Π´Θ cos θ
dθ.

(D-13)

Contribuição do termo (vii) “

“
ÿ

j“1,N

Tjδi,N p1´ δl,N q
k21
πm

ż π

0

sin θ
!

pb´ aq sin rpN ´ i´ 1qθs ´ sin rpN ´ i´ 2qθs
)

Π´Θ cos θ
dθ.

(D-14)
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Apêndice D. Correlações de velocidades no limite termodinâmico 81

Contribuição do termo (viii) “

“
ÿ

j“1,N

Tj
k21
πm

ż π

0

p1´ δi,N qp1´ δl,N q

Π´Θ cos θ

!

pb´ aq sin rpN ´ i´ 1qθs ´ sin rpN ´ i´ 2qθs
)

ˆ

ˆ

!

pb´ a˚q sin rpN ´ l ´ 1qθs ´ sin rpN ´ l ´ 2qθs
)

dθ.

(D-15)

Por conveniência mostra-se novamente as definições dos parâmetros que se

encontram no integrando dados por:

b “ 2 cos θ

a “ 1` k´k1´iγω
k1

, onde

ω “
b

k`2k1p1´cos θq
m

Θ “
2k1γ2

m
` 2 k1 pk1 ` k ´ k

1q

Π “ p2k1`kqγ2

m
` pk1 ` kq

2 ` pk1 ´ k
1q2 ´ 2k1k. (D-16)
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E
Desenvolvimento perturbativo do caso não linear

A equação (4-2), pode ser escrita em notação indicial da seguinte forma:

m
d2xi

dt2
“ Dijxj ` η ` k3fipxpq, (E-1)

onde o último termo da Eq. (E-1) representa uma função associada a interação

cúbica entre as part́ıculas.

Utilizando a informação de que a solução aproximada do problema pode ser

obtida de forma perturbativa, faz-se uso das equações (E-1) e (4-5), de maneira

que as equações de movimento em primeira ordem no parâmetro δ são escritas

como:

m
d2xi

p0q

dt2
`mδ

d2xi
p1q

dt2
“ Dijx

p0q
j ` δDijx

p1q
j ` η ` δ

k2
1

TN
fipxp

p0q
q (E-2)

identificando ordem a ordem em δ tem-se,

Opδp0qq Ñ m
d2xi

p0q

dt2
“ Dijx

p0q
j ` η, (E-3)

e
Opδp1qq Ñ m

d2xi
p1q

dt2
“ Dijx

p1q
j `

k2
1

TN
fipxl

p0q
q. (E-4)

Escrevendo a transformada de Laplace da equação E-4 obtém-se:

δijms
2
rxj
p1q
“ Dijpsq rxj

p1q
`
k2

1

TN
rfipxp

p0q
q Ñ (E-5)

Ñ
`

δijms
2
´Dij

˘

rxj
p1q
“

k2
1

TN
rfipxp

p0q
q

Lembrando que rAij é a matriz que diagonaliza as equações de movimento do

caso linear, as posições das part́ıculas em primeira ordem em δ são escritas

como:

rxi
p1q
“

k2
1

TN
rAij

rfjpxp
p0q
q (E-6)

Antes de prosseguir, é conveniente definir aqui a forma da transformada de
Laplace do termo cúbico presente no fluxo de calor, que é escrito da seguinte
maneira,
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L
”

pxj ´ xj`1q
3
ı

psq “ lim
αÑ0

ż

all space

5
ź

m“3

#

dqm

p2πq
3

r rxjpiqm ` αq ´ rxj`1piqm ` αqs

s´ piq3 ` iq4 ` iq5 ` 3αq

+

(E-7)

Para evitar uma notação indicial densa, analisa-se o fluxo de energia que flui da
part́ıcula 1 para 2, de forma que a equação (4-6) no espaço de Fourier-Laplace
é escrita como,

xJy1Ñ2 “ lim
z,εÑ0

ż

all space

dq1
2π

dq2
2π

z piq2 ` εq

z ´ piq1 ` iq2 ` 2εq
ˆ

$

’

’

’

’

&

’

’

’

’

%

k1
2
xrĂx1piq1 ` εq ´ rx2piq1 ` εqs rĂx1piq2 ` εq ` rx2piq2 ` εqsy
loooooooooooooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooooooooooooon

I

,

/

/

/

/

.

/

/

/

/

-

`

(E-8)

` lim
z,εÑ0

ż

all space

dq1
2π

dq2
2π

dq3
2π

dq4
2π

z piq4 ` εq

z ´ piq1 ` iq2 ` iq3 ` iq4 ` 4εq
ˆ

ˆ

$

’

’

’

’

’

’

’

&

’

’

’

’

’

’

’

%

k3
2

lim
αÑ0

ż

all space

3
ź

m“1

dqm

p2πq
3 xrĂx1piqm ` αq ´ rx2piqm ` αqs rĂx1piq4 ` εq ` rx2piq4 ` εqsy

loooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooooon

II

,

/

/

/

/

/

/

/

.

/

/

/

/

/

/

/

-

Note que E-8 é exata no âmbito da teoria de perturbação e independente

da natureza dos banhos térmicos envolvidos. A partir desta parte faz-se

o desenvolvimento dos termos I e II separadamente, pois estes são

extremamente extensos.

E.1
Desenvolvimento do termo II

Como o interesse é desenvolver uma expansão pertubartiva em

primeira ordem no parâmetro δ, observe que na expressão II é necessário

apenas levar em consideração no integrando a solução de ordem zero do

problema, de maneira que,

rxipiqm ` εq “ rx
p0q
i piqm ` εq, , (E-9)

onde os termos rx
p0q
i são escritos como:

rx
p0q
i piqm ` εq “

rAti,1upiqm ` εqrη1piqm ` εq ` rAti,Nupiqm ` εqrηN piqm ` εq. (E-10)
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Com o intuito de simplificar os cálculos a seguir, introduz-se as seguintes
funções auxiliares:

φ˘
t1,2u

piqm ` αq “
”

rAt1,1upiqm ` αq ˘ rAt2,1upiqm ` αq
ı

rη1piqm ` αq

ω˘
t1,2u

piqm ` αq “
”

rAt1,Nupiqm ` αq ˘ rAt2,Nupiqm ` αq
ı

rηN piqm ` αq

(E-11)

,

χ˘
t1,2u

piqm ` αq “ rAt1,1upiqm ` αq ˘ rAt2,1upiqm ` αq

Ω˘
t1,2u

piqm ` αq “ rAt1,Nupiqm ` αq ˘ rAt2,Nupiqm ` αq
(E-12)

φ˘
t1,2u

piqm ` αq “ χ˘
t1,2u

piqm ` αqrη1piqm ` αq

ω˘
t1,2u

piqm ` αq “ Ω˘
t1,2u

piqm ` αqrηN piqm ` αq
(E-13)

Expandindo o núcleo do numerador do termo II encontra-se,

C#

5
ź

m“3

”

φ´
t1,2u

piqm ` αq
ı

` φ´
t1,2u

piq3 ` αqφ
´

t1,2u
piq5 ` αqω

´

t1,2u
piq4 ` αq `

` φ´
t1,2u

piq4 ` αqφ
´

t1,2u
piq5 ` αqω

´

t1,2u
piq3 ` αq ` φ

´

t1,2u
piq5 ` αqω

´

t1,2u
piq3 ` αqω

´

t1,2u
piq4 ` αq`

` φ´
t1,2u

piq3 ` αqφ
´

t1,2u
piq4 ` αqω

´

t1,2u
piq5 ` αq ` φ

´

t1,2u
piq3 ` αqω

´

t1,2u
piq4 ` αqω

´

t1,2u
piq5 ` αq`

` φ´
t1,2u

piq4 ` αqω
´

t1,2u
piq3 ` αqω

´

t1,2u
piq5 ` αq `

5
ź

m“3

”

ω´
t1,2u

piqm ` αq
ı

+

ˆ

ˆ

”

φ`
t1,2u

piq2 ` εq ` ω
`

t1,2u
piq2 ` εq

ı

piq2 ` εq

G

(E-14)

Ao analisar a Eq. (E-14) é fácil de se notar que quando esta é multiplicada por
”

φ´
t1,2u
piq2 ` εq ` ω

´

t1,2u
piq2 ` εq

ı

, os termos gerados que possuem um número

ı́mpar de ω ou φ, não contribuem devido ao rúıdo associado aos reservatórios

ser do tipo gaussiano branco, o que leva a (E-14) em:
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«C

5
ź

m“3

φ´
t1,2u
piqm ` αqφ

`

t1,2u
piq2 ` εq `

` φ`
t1,2u
piq2 ` εqφ

´

t1,2u
piq5 ` αqω

´

t1,2u
piq3 ` αqω

´

t1,2u
piq4 ` αq`

` φ`
t1,2u
piq2 ` εqφ

´

t1,2u
piq3 ` αqω

´

t1,2u
piq4 ` αqω

´

t1,2u
piq5 ` αq`

` φ`
t1,2u
piq2 ` εqφ

´

t1,2u
piq4 ` αqω

´

t1,2u
piq3 ` αqω

´

t1,2u
piq5 ` αq

E

ff

piq2 ` εq`

`

«C

5
ź

m“3

ω´
t1,2u
piqm ` αqω

`

t1,2u
piq2 ` εq`

φ´
t1,2u
piq3 ` αqφ

´

t1,2u
piq5 ` αqω

`

t1,2u
piq2 ` εqω

´

t1,2u
piq4 ` αq

` φ´
t1,2u
piq4 ` αqφ

´

t1,2u
piq5 ` αqω

`

t1,2u
piq2 ` εqω

´

t1,2u
piq4 ` αq

` φ´
t1,2u
piq3 ` αqφ

´

t1,2u
piq4 ` αqω

`

t1,2u
piq2 ` εqω

´

t1,2u
piq5 ` αq

E

ff

piq2 ` εq (E-15)

Agora que a expressão (E-15) apresenta uma versão mais clara do termo

II, é posśıvel avaliar as médias no respectivo integrando. Para resolver a

Eq. (E-15) pode se aplicar o teorema de Wick, (ver apêndice F), aos termos

resultantes dos produtos da expressão ou analisar esta equação através da

contagem de diagramas associados às médias presentes. Notando as simetrias

presentes no desenvolvimento da equação (E-15), a contribuição final deste

termo cúbico pode ser escrita como,

II “
3k3

2
p2γq2ˆ

ˆ

"

T 2
1

ż 8

´8

dq1

2π
piq1 ` εqχ

`

t1,2u
piq1 ` εqχ

´

t1,2u
p´iq1 ´ εq ˆ

ˆ

ż 8

´8

dq2

2π
χ´
t1,2u

piq2 ` εqχ
´

t1,2u
p´iq2 ´ εq`

T1TN

„
ż 8

´8

dq1

2π
piq1 ` εqχ

`

t1,2u
piq1 ` εqχ

´

t1,2u
p´iq1 ´ εq ˆ

ˆ

ż 8

´8

dq2

2π
Ω´
t1,2u

piq2 ` εqΩ´
t1,2u

p´iq2 ´ εq`

`

ż 8

´8

dq1

2π
χ´
t1,2u

piq1 ` εqχ
´

t1,2u
p´iq1 ´ εqˆ

ˆ

ż 8

´8

dq2

2π
piq2 ` εqΩ`

t1,2u
piq2 ` εqΩ´

t1,2u
p´iq2 ´ εq



`

` T 2
N

ż 8

´8

dq1

2π
piq1 ` εqΩ`

t1,2u
piq1 ` εqΩ´

t1,2u
p´iq1 ´ εqˆ

ˆ

ż 8

´8

dq2

2π
Ω´
t1,2u

piq2 ` εqΩ´
t1,2u

p´iq2 ´ εq

*

(E-16)
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E.2
Desenvolvimento do termo I

Expandindo o númerador da expressão I tem-se:

xr rx1piq1 ` εq ´ rx2piq1 ` εqs r rx1piq2 ` εq ` rx2piq2 ` εqsy (E-17)

Para desenvolver a expansão em ordem 1 deste termo, é necessário considerar

apenas os fatores lineares em δ na expansão perturbativa das posições das

part́ıculas, que é dada por:

rxipiqm ` εq “ rx
p0q
i piqm ` εq ` δrx

p1q
i piqm ` εq (E-18)

Inserindo (E-18) em (E-17) obtém-se:

A!

rx
p0q
1 piq1 ` εq ´ rx

p0q
2 piq1 ` εq ` δ

”

rx
p1q
1 piq1 ` εq ´ rx

p1q
2 piq1 ` εq

ı)

ˆ

ˆ

!

rx
p0q
1 piq2 ` εq ` rx

p0q
2 piq2 ` εq ` δ

”

rx
p1q
1 piq2 ` εq ` rx

p1q
2 piq2 ` εq

ı)E

piq2 ` εq “

“

A!

φ´
t1,2u

piq1 ` αq ` ω
´

t1,2u
piq1 ` αq ` δ

”

rx
p1q
1 piq1 ` εq ´ rx

p1q
2 piq1 ` εq

ı)

ˆ

ˆ

!

φ`
t1,2u

piq2 ` εq ` ω
`

t1,2u
piq2 ` εq ` δ

”

rx
p1q
1 piq2 ` εq ` rx

p1q
2 piq2 ` εq

ı)E

piq2 ` εq

(E-19)

Para prosseguir é preciso escrever expĺıcitamente à equação E-6 para cada
part́ıcula. A forma das função rfjprx

p0q
p q depende da posição da part́ıcula na

cadeia, visto que a interação efetiva dos elementos das extremidades, (j “
1, N), é diferente dos elementos do volume. Para as part́ıculas das extremidades
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tem-se que as funções rf1,Nprx
p0q
p q são escritas como,

rf1prx
p0q
p q ”

rf1piqβ ` εq “ ´ lim
αÑ0

ż

all space

5
ź

m“3

#

dqm

p2πq
3

rĂx1piqm ` αq ´ rx2piqm ` αqs

iqβ ` ε´ piq3 ` iq4 ` iq5 ` 3αq

+

“

“ ´ lim
αÑ0

ż

all space

5
ź

m“3

dqm

p2πq
3

”

rx
p0q
1 piqm ` εq ´ rx

p0q
2 piqm ` εq

ı

iqβ ` ε´ piq3 ` iq4 ` iq5 ` 3αq

“ ´ lim
αÑ0

ż

all space

5
ź

m“3

dqm

p2πq
3

φ´
t1,2u

piqm ` αq ` ω
´
t1,2u

piqm ` αq

iqβ ` ε´ piq3 ` iq4 ` iq5 ` 3αq
“

“ ´

ż

all space

5
ź

m“3

dqm

p2πq
3 ˆ

1

iqβ ` ε´ piq3 ` iq4 ` iq5 ` 3αq
ˆ

ˆ

#

5
ź

m“3

”

φ´
t1,2u

piqm ` αq
ı

` φ´
t1,2u

piq3 ` αqφ
´

t1,2u
piq5 ` αqω

´

t1,2u
piq4 ` αq `

` φ´
t1,2u

piq4 ` αqφ
´

t1,2u
piq5 ` αqω

´

t1,2u
piq3 ` αq ` φ

´

t1,2u
piq5 ` αqω

´

t1,2u
piq3 ` αqω

´

t1,2u
piq4 ` αq`

` φ´
t1,2u

piq3 ` αqφ
´

t1,2u
piq4 ` αqω

´

t1,2u
piq5 ` αq ` φ

´

t1,2u
piq3 ` αqω

´

t1,2u
piq4 ` αqω

´

t1,2u
piq5 ` αq`

` φ´
t1,2u

piq4 ` αqω
´

t1,2u
piq3 ` αqω

´

t1,2u
piq5 ` αq `

5
ź

m“3

”

ω´
t1,2u

piqm ` αq
ı

+

(E-20)

rfN prx
p0q
p q ”

rfN piqβ ` εq “ ´ lim
αÑ0

ż

all space

5
ź

m“3

#

dqm

p2πq
3

rĂxN piqm ` αq ´ rxN´1piqm ` αqs

iqβ ` ε´ piq3 ` iq4 ` iq5 ` 3αq

+

“

“ ´ lim
αÑ0

ż

all space

5
ź

m“3

dqm

p2πq
3

”

rx
p0q
N piqm ` εq ´ rx

p0q
N´1piqm ` εq

ı

iqβ ` ε´ piq3 ` iq4 ` iq5 ` 3αq

“ ` lim
αÑ0

ż

all space

5
ź

m“3

dqm

p2πq
3

φ´
tN´1,Nu

piqm ` αq ` ω
´
tN´1,Nu

piqm ` αq

iqβ ` ε´ piq3 ` iq4 ` iq5 ` 3αq
“

“

ż

all space

5
ź

m“3

dqm

p2πq
3 ˆ

1

iqβ ` ε´ piq3 ` iq4 ` iq5 ` 3αq
ˆ

ˆ

#

5
ź

m“3

”

φ´
tN´1,Nu

piqm ` αq
ı

` φ´
tN´1,Nu

piq3 ` αqφ
´

tN´1,Nu
piq5 ` αqω

´

tN´1,Nu
piq4 ` αq `

` φ´
tN´1,Nu

piq4 ` αqφ
´

tN´1,Nu
piq5 ` αqω

´

tN´1,Nu
piq3 ` αq`

` φ´
tN´1,Nu

piq5 ` αqω
´

tN´1,Nu
piq3 ` αqω

´

tN´1,Nu
piq4 ` αq`

` φ´
tN´1,Nu

piq3 ` αqφ
´

tN´1,Nu
piq4 ` αqω

´

tN´1,Nu
piq5 ` αq`

` φ´
tN´1,Nu

piq3 ` αqω
´

tN´1,Nu
piq4 ` αqω

´

tN´1,Nu
piq5 ` αq`

` φ´
tN´1,Nu

piq4 ` αqω
´

tN´1,Nu
piq3 ` αqω

´

tN´1,Nu
piq5 ` αq `

5
ź

m“3

”

ω´
tN´1,Nu

piqm ` αq
ı

+

.

(E-21)

Observe que a mudança no sinal negativo na Eq. (E-21) foi feita

intencionalmente, de forma a manter consistência com a notação adotada
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em (E-11). A função rfjpiqβ ` εq, considerando j ‰ 1, N , é dada por:

rfjpiqβ ` εq “ ´

#

lim
αÑ0

ż

all space

5
ź

m“3

dqm

p2πq3
r rxjpiqm ` αq ´ rxj`1piqm ` αqs

piqβ ` εq ´ piq3 ` iq4 ` iq5 ` 3αq
`

` lim
αÑ0

ż

all space

5
ź

m“3

dqm

p2πq3
r rxjpiqm ` αq ´ rxj´1piqm ` αqs

piqβ ` εq ´ piq3 ` iq4 ` iq5 ` 3αq

+

“

lim
αÑ0

ż

all space

5
ź

m“3

dqm

p2πq3
rrxj´1piqm ` αq ´ rxjpiqm ` αqs

piqβ ` εq ´ piq3 ` iq4 ` iq5 ` 3αq
`

´ lim
αÑ0

ż

all space

5
ź

m“3

dqm

p2πq3
r rxjpiqm ` αq ´ rxj`1piqm ` αqs

piqβ ` εq ´ piq3 ` iq4 ` iq5 ` 3αq
, (E-22)

nota-se que a mudança no sinal negativo foi feita novamente devido ao mesmo

argumento apresentado anteriormente. No desenvolvimento da Eq. (E-22)

utiliza o mesmo procedimento matemático envolvido em (E-20) e (E-21),

de maneira que não é necessário apresentar a sua expansão explicitamente.

Voltando agora para (E-19) e fazendo uso da Eq. (E-6), nota-se que as

diferenças e as somas entre as posições das part́ıculas, em primeira ordem,

são escritas como:

rx
p1q
1 piq1 ` αq ´ rx

p1q
2 piq1 ` αq “

k2
1

TN

"

”

rAt1,1upiq1 ` αq ´ rAt2,1upiq1 ` αq
ı

rf1piq1 ` εq`

`

”

rAt1,2upiq1 ` αq ´ rAt2,2upiq1 ` αq
ı

rf2piq1 ` εq ` . . .`

` . . .`
”

rAt1,Nupiq1 ` αq ´ rAt2,Nupiq1 ` αq
ı

ĂfN piq1 ` εq

*

(E-23)

e

rx
p1q
1 piq1 ` αq ` rx

p1q
2 piq1 ` αq “

k2
1

TN

"

”

rAt1,1upiq1 ` αq ` rAt2,1upiq1 ` αq
ı

rf1piq1 ` εq`

`

”

rAt1,2upiq1 ` αq ` rAt2,2upiq1 ` αq
ı

rf2piq1 ` εq ` . . .`

` . . .`
”

rAt1,Nupiq1 ` αq ` rAt2,Nupiq1 ` αq
ı

ĂfN piq1 ` εq

*

. (E-24)

Para simplificar as duas últimas equações e os passos seguintes, define-se duas

funções auxiliares dadas por,

Γt1,jupiq1 ` εq “ rAt1,jupiq1 ` αq ´ rAt2,jupiq1 ` αq

Λt1,jupiq2 ` εq “ rAt1,jupiq2 ` αq ` rAt2,jupiq2 ` αq. (E-25)
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Assim é posśıvel reescrever a equação E-19 como:

B"

φ´
t1,2u

piq1 ` αq ` ω
´

t1,2u
piq1 ` αq `

δk2
1

TN

”

Γt1,jupiq1 ` εq rfjpiq1 ` εq
ı

*

ˆ

ˆ

"

φ`
t1,2u

piq2 ` εq ` ω
`

t1,2u
piq2 ` εq `

δk2
1

TN

”

Λt1,kupiq2 ` εq rfkpiq2 ` εq
ı

*F

piq2 ` εq.

(E-26)

Vale frisar aqui que na Eq. (E-26) utilizou-se a notação para soma de Einstein.

Analisando a equação (E-26), nota-se que os termos em ordem zero no

parâmetro δ quando multiplicados entre si, dão a contribuição associada do

caso puramente harmônico. O produto dos termos lineares em δ, levam a

correções de segunda ordem, logo estes termos podem ser negligenciados. Com

base nestas informações, os termos que realmente importam são:

A”

φ´
t1,2u

piq1 ` αq ` ω
´

t1,2u
piq1 ` αq

ı

rfkpiq2 ` εqq
E

piq2 ` εq
δk2

1

TN
Λt1,kupiq2 ` εq`

`

A”

φ`
t1,2u

piq2 ` αq ` ω
`

t1,2u
piq2 ` αq

ı

rfkpiq1 ` εqq
E

piq2 ` εq
δk2

1

TN
Γt1,kupiq1 ` εq

(E-27)

Observe que na Eq. (E-27), as funções rfk
1

s são mantidas dentro do fator

que toma a média sobre as realizações do rúıdo, pois elas contêm informação

estocástica em sua forma expĺıcita. É simples de se notar que a expansão

envolvendo rfk
1

s em (E-27) é muito similar, no que diz respeito a cálculo

de médias, com as expansões que surgiram em (E-15), diferindo apenas por

alguns ı́ndices. Após um tanto de álgebra e fazendo
δk21
TN

” k3, tem-se que o

desenvolvimento do termo (E-27) quando combinado com I, resulta em:
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I “ lim
ε,αÑ0

3k3 p2γq
2
ˆ

ˆ

#

N
ÿ

j“2

„

T 2
1

ż 8

´8

dq1

2π
piq1 ` εqΛt1,jupiq1 ` εqχ

´

tj´1,ju
piq1 ` εqχ

´

t1,2u
p´iq1 ´ εqˆ

ˆ

ż 8

´8

dq2

2π
χ´
tj´1,ju

piq2 ` αqχ
´

tj´1,ju
p´iq2 ´ αq `

` T1TN

ˆ
ż 8

´8

dq1

2π
piq1 ` εqΛt1,jupiq1 ` εqχ

´

tj´1,ju
piq1 ` εqχ

´

t1,2u
p´iq1 ´ εqˆ

ˆ

ż 8

´8

dq2

2π
Ω´
tj,j´1u

piq2 ` αqΩ
´

tj´1,ju
p´iq2 ´ αq `

`

ż 8

´8

dq1

2π
piq1 ` εqΛt1,jupiq1 ` εqΩ

´

tj´1,ju
piq1 ` εqΩ

´

t1,2u
p´iq1 ´ εqˆ

ˆ

ż 8

´8

dq2

2π
χ´
tj´1,ju

piq2 ` αq χ
´

tj´1,ju
p´iq2 ´ αq

¯

`

` T 2
N

ż 8

´8

dq1

2π
piq1 ` εqΛt1,jupiq1 ` εqΩ

´

tj´1,ju
piq1 ` εqΩ

´

t1,2u
p´iq1 ´ εqˆ

ˆ

ż 8

´8

dq2

2π
Ω´
tj´1,ju

piq2 ` αq Ω´
tj´1,ju

p´iq2 ´ αq
ı

`

´

N´1
ÿ

j“1

„

T 2
1

ż 8

´8

dq1

2π
piq1 ` εqΛt1,jupiq1 ` εqχ

´

tj,j`1u
piq1 ` εqχ

´

t1,2u
p´iq1 ´ εqˆ

ˆ

ż 8

´8

dq2

2π
χ´
tj,j`1u

piq2 ` αqχ
´

tj,j`1u
p´iq2 ´ αq `

` T1TN

ˆ
ż 8

´8

dq1

2π
piq1 ` εqΛt1,jupiq1 ` εqχ

´

tj,j`1u
piq1 ` εqχ

´

t1,2u
p´iq1 ´ εqˆ

ˆ

ż 8

´8

dq2

2π
Ω´
tj,j`1u

piq2 ` αqΩ
´

tj,j`1u
p´iq2 ´ αq `

`

ż 8

´8

dq1

2π
piq1 ` εqΛt1,jupiq1 ` εqΩ

´

tj,j`1u
piq1 ` εqΩ

´

t1,2u
p´iq1 ´ εqˆ

ˆ

ż 8

´8

dq2

2π
χ´
tj,j`1u

piq2 ` αq χ
´

tj,j`1u
p´iq2 ´ αq

¯

`

` T 2
N

ż 8

´8

dq1

2π
piq1 ` εqΛt1,jupiq1 ` εqΩ

´

tj,j`1u
piq1 ` εqΩ

´

t1,2u
p´iq1 ´ εqˆ

ˆ

ż 8

´8

dq2

2π
Ω´
tj,j`1u

piq2 ` αq Ω´
tj,j`1u

p´iq2 ´ αq
ı
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`

N
ÿ

j“2

„

T 2
1

ż 8

´8

dq1

2π
piq1 ` εqΓt1,jup´iq1 ´ εqχ

´

tj´1,ju
p´iq1 ´ εqχ

`

t1,2u
piq1 ` εqˆ

ˆ

ż 8

´8

dq2

2π
χ´
tj´1,ju

piq2 ` αqχ
´

tj´1,ju
p´iq2 ´ αq `

` T1TN

ˆ
ż 8

´8

dq1

2π
piq1 ` εqΓt1,jup´iq1 ´ εqχ

´

tj´1,ju
p´iq1 ´ εqχ

`

t1,2u
piq1 ` εqˆ

ˆ

ż 8

´8

dq2

2π
Ω´
tj,j´1u

piq2 ` αqΩ
´

tj´1,ju
p´iq2 ´ αq `

`

ż 8

´8

dq1

2π
piq1 ` εqΓt1,jup´iq1 ´ εqΩ

´

tj´1,ju
p´iq1 ´ εqΩ

`

t1,2u
piq1 ` εqˆ

ˆ

ż 8

´8

dq2

2π
χ´
tj´1,ju

piq2 ` αq χ
´

tj´1,ju
p´iq2 ´ αq

¯

`

` T 2
N

ż 8

´8

dq1

2π
piq1 ` εqΓt1,jup´iq1 ´ εqΩ

´

tj´1,ju
p´iq1 ´ εqΩ

`

t1,2u
piq1 ` εqˆ

ˆ

ż 8

´8

dq2

2π
Ω´
tj´1,ju

piq2 ` αq Ω´
tj´1,ju

p´iq2 ´ αq
ı

`

´

N´1
ÿ

j“1

„

T 2
1

ż 8

´8

dq1

2π
piq1 ` εqΓt1,jup´iq1 ´ εqχ

´

tj,j`1u
p´iq1 ´ εqχ

`

t1,2u
piq1 ` εqˆ

ˆ

ż 8

´8

dq2

2π
χ´
tj,j`1u

piq2 ` αqχ
´

tj,j`1u
p´iq2 ´ αq `

` T1TN

ˆ
ż 8

´8

dq1

2π
piq1 ` εqΓt1,jup´iq1 ´ εqχ

´

tj,j`1u
p´iq1 ´ εqχ

`

t1,2u
piq1 ` εqˆ

ˆ

ż 8

´8

dq2

2π
Ω´
tj,j`1u

piq2 ` αqΩ
´

tj,j`1u
p´iq2 ´ αq `

`

ż 8

´8

dq1

2π
piq1 ` εqΓt1,jup´iq1 ´ εqΩ

´

tj,j`1u
p´iq1 ´ εqΩ

`

t1,2u
piq1 ` εqˆ

ˆ

ż 8

´8

dq2

2π
χ´
tj,j`1u

piq2 ` αq χ
´

tj,j`1u
p´iq2 ´ αq

¯

`

` T 2
N

ż 8

´8

dq1

2π
piq1 ` εqΓt1,jup´iq1 ´ εqΩ

´

tj,j`1u
p´iq1 ´ εqΩ

`

t1,2u
piq1 ` εqˆ

ˆ

ż 8

´8

dq2

2π
Ω´
tj,j`1u

piq2 ` αq Ω´
tj,j`1u

p´iq2 ´ αq s
)

. (E-28)

O fluxo de calor que atravessa o sistema nada mais é do que II ` I, onde

esses termos são dados pelas equações (E-16) e (E-28), respectivamente.

A forma condensada apresentada no texto através da Eq. (4-7), faz uso das

seguintes definições para as funções que surgem no integrando do fluxo de calor:
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I1 “

ż 8

´8

dq1

2π
piq1 ` εqχ

`

t1,2u
piq1 ` εqχ

´

t1,2u
p´iq1 ´ εq (E-29)

I2 “

ż 8

´8

dq1

2π
piq1 ` εqΩ`

t1,2u
piq1 ` εqΩ´

t1,2u
p´iq1 ´ εq , (E-30)

onde estas funções são utilizadas apenas no termo II. O restante das funções

utilizadas no cálculo dos termos I e II, pode ser escrito da seguinte forma:

I rl,js3 “

ż 8

´8

dq1

2π
piq1 ` εqΛlpiq1 ` εqχ

´

tj,j`1u
piq1 ` εqχ

´

t1,2u
p´iq1 ´ εq (E-31)

I rjs4 “

ż 8

´8

dq2

2π
χ´
tj,j`1u

piq2 ` αqχ
´

tj,j`1u
p´iq2 ´ αq (E-32)

I rl,js5 “

ż 8

´8

dq1

2π
piq1 ` εqΛlpiq1 ` εqΩ

´

tj,j`1u
piq1 ` εqΩ

´

t1,2u
p´iq1 ´ εq (E-33)

I rjs6 “

ż 8

´8

dq2

2π
Ω´
tj,j`1u

piq2 ` αqΩ
´

tj,j`1u
p´iq2 ´ αq (E-34)

I rl,js7 “

ż 8

´8

dq1

2π
piq1 ` εqΓlp´iq1 ´ εqχ

´

tj,j`1u
p´iq1 ´ εqχ

`

t1,2u
piq1 ` εq (E-35)

I rl,js8 “

ż 8

´8

dq1

2π
piq1 ` εqΓlp´iq1 ´ εqΩ

´

tj,j`1u
p´iq1 ´ εqΩ

`

t1,2u
piq1 ` εq, (E-36)

representando assim todas as funções necessárias para calcular o fluxo de calor

quando o sistema encontra-se sujeito a reservatórios gaussianos. Para computar

o fluxo de calor para uma cadeia alimentada por rúıdos de Poisson, basta

introduzir as funções decorrentes dos termos de médias quárticas presentes

em I e II, de forma que estas são definidas como:
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Irjs9 “

ż

all space

dq1

2π

dq2

2π

dq3

2π
χ´
tj,j`1upiq1 ` εqχ

´

tj,j`1upiq2 ` εqˆ (E-37)

ˆ χ´
tj,j`1up´iq1 ´ iq2 ´ iq3 ´ 3εqχ`

t1,2upiq3 ` εq

Irjs10 “

ż

all space

dq1

2π

dq2

2π

dq3

2π
Ω´
tj,j`1upiq1 ` εqΩ

´

tj,j`1upiq2 ` εqˆ (E-38)

ˆ Ω´
tj,j`1up´iq1 ´ iq2 ´ iq3 ´ 3εqΩ`

t1,2upiq3 ` εq

Irl,js11 “ ´

ż

all space

dq1

2π

dq2

2π

dq3

2π
piq1 ` εqχ

´

t1,2u
piq1 ` εqΛlp´iq1 ´ εqχ

´

tj,j`1upiq2 ` εqˆ

(E-39)

ˆ χ´
tj,j`1upiq3 ` εqχ

´

tj,j`1up´iq1 ´ iq2 ´ iq3 ´ 3εq

Irl,js12 “ ´

ż

all space

dq1

2π

dq2

2π

dq3

2π
piq1 ` εqΩ

´

t1,2u
piq1 ` εqΛlp´iq1 ´ εqΩ

´

tj,j`1upiq2 ` εqˆ

(E-40)

ˆ Ω´
tj,j`1upiq3 ` εqΩ

´

tj,j`1up´iq1 ´ iq2 ´ iq3 ´ 3εq

Irl,js13 “

ż

all space

dq1

2π

dq2

2π

dq3

2π
piq1 ` εqχ

`

t1,2u
piq1 ` εqΓlp´iq1 ´ εqχ

´

tj,j`1upiq2 ` εqˆ

(E-41)

ˆ χ´
tj,j`1upiq3 ` εqχ

´

tj,j`1up´iq1 ´ iq2 ´ iq3 ´ 3εq

Irl,js14 “

ż

all space

dq1

2π

dq2

2π

dq3

2π
piq1 ` εqΩ

`

t1,2u
piq1 ` εqΓlp´iq1 ´ εqΩ

´

tj,j`1upiq2 ` εqˆ

(E-42)

ˆ Ω´
tj,j`1upiq3 ` εqΩ

´

tj,j`1up´iq1 ´ iq2 ´ iq3 ´ 3εq

(E-43)

E.3
Temperatura das part́ıculas da cadeia

Utilizando conceitos simples de termodinâmica, tem-se que a

temperatura de uma part́ıcula é definida como:

Ti ” m
@

v2
i

D

. (E-44)
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Apêndice E. Desenvolvimento perturbativo do caso não linear 94

Usando a transformada de Fourier-Laplace em (E-44), tem-se:

Ti “ m lim
zÑ0,εÑ0

ż

dq1

2π

dq2

2π

z

z ´ pi q1 ` i q2 ` 2 εq
ˆ

ˆ xṽi pi q1 ` εq ṽi pi q2 ` εqy “

“ m lim
zÑ0,εÑ0

ż

dq1

2π

dq2

2π

z pi q1 ` εq pi q2 ` εq

z ´ pi q1 ` i q2 ` 2 εq
ˆ

ˆ xx̃i pi q1 ` εq x̃i pi q2 ` εqy . (E-45)

Assim como foi feito na análise do fluxo de calor, foca-se apenas na expansão

do núcleo do numerador do integrando de interesse, neste caso dado por (E-45).

Utilizando (E-9), tem-se que (E-45) é reescrita como

”A

rx
p0q
i piq1 ` εqrx

p0q
i piq2 ` εq

E

` 2δ
A

rx
p0q
i piq1 ` εqrx

p1q
i piq2 ` εq

Eı

piq1 ` εqpiq2 ` εq

(E-46)

A primeira contribuição de (E-46) está associada ao perfil um tanto estranho
obtido no caso linear, de forma que toda nova informação em termos da
distribuição de temperaturas do sistema advém da segunda contribuição, que
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quando expandida com a ajuda de (E-18), (E-20), (E-21) e (E-22) é dada por:

6 p2γq
2
k3

#

N´1
ÿ

j“1

„

T 2
1

ż 8

´8

dq1
2π
piq1 ` εq

2
rAti,1upiq1 ` εq rAti,jup´iq1 ´ εqχ´tj,j`1u

p´iq1 ´ εq ˆ

ˆ

ż 8

´8

dq2
2π

χ´
tj,j`1u

piq2 ` εqχ
´

tj,j`1u
p´iq2 ´ εq `

` T1TN

ż 8

´8

dq1
2π
piq1 ` εq

2
rAti,1upiq1 ` εq rAti,jup´iq1 ´ εqχ´tj,j`1u

p´iq1 ´ εqˆ

ˆ

ż 8

´8

dq2
2π

Ω´
tj,j`1u

piq2 ` εqΩ
´

tj,j`1u
p´iq2 ´ εq `

` T1TN

ż 8

´8

dq1
2π
piq1 ` εq

2
rAti,Nupiq1 ` εq rAti,jup´iq1 ´ εqΩ´tj,j`1u

p´iq1 ´ εqˆ

ˆ

ż 8

´8

dq2
2π

χ´
tj,j`1u

piq2 ` εqχ
´

tj,j`1u
p´iq2 ´ εq `

` T 2
N

ż 8

´8

dq1
2π
piq1 ` εq

2
rAti,Nupiq1 ` εq rAti,1up´iq1 ´ εqΩ´tj,j`1u

p´iq1 ´ εqˆ

ˆ

ż 8

´8

dq2
2π

Ω´
tj,j`1u

piq2 ` εqΩ
´

tj,j`1u
p´iq2 ´ εq



`

´

N
ÿ

j“2

„

T 2
1

ż 8

´8

dq1
2π
piq1 ` εq

2
rAti,1upiq1 ` εq rAti,jup´iq1 ´ εqχ´tj´1,ju

p´iq1 ´ εq ˆ

ˆ

ż 8

´8

dq2
2π

χ´
tj,j`1u

piq2 ` εqχ
´

tj´1,ju
p´iq2 ´ εq `

` T1TN

ż 8

´8

dq1
2π
piq1 ` εq

2
rAti,1upiq1 ` εq rAti,jup´iq1 ´ εqχ´tj´1,ju

p´iq1 ´ εqˆ

ˆ

ż 8

´8

dq2
2π

Ω´
tj,j`1u

piq2 ` εqΩ
´

tj´1,ju
p´iq2 ´ εq `

` T1TN

ż 8

´8

dq1
2π
piq1 ` εq

2
rAti,Nupiq1 ` εq rAti,jup´iq1 ´ εqΩ´tj´1,ju

p´iq1 ´ εqˆ

ˆ

ż 8

´8

dq2
2π

χ´
tj,j`1u

piq2 ` εqχ
´

tj´1,ju
p´iq2 ´ εq `

` T 2
N

ż 8

´8

dq1
2π
piq1 ` εq

2
rAti,Nupiq1 ` εq rAti,jup´iq1 ´ εqΩ´tj´1,ju

p´iq1 ´ εqˆ

ˆ

ż 8

´8

dq2
2π

Ω´
tj,j`1u

piq2 ` εq Ω´
tj´1,ju

p´iq2 ´ εq
ı

*

(E-47)
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Finalmente, a temperatura de cada śıtio é escrita como

Ti “
mγ

π

ÿ

j“1,N

Tj

ż 8

´8

dq q2 rAij pi q ` εq rAij p´i q ´ εq `

` 6m p2γq2 k3

$

&

%

N´1
ÿ

j“1

„

T 2
1

ż 8

´8

dq1

2π
piq1 ` εq

2
rAti,1upiq1 ` εq rAti,jup´iq1 ´ εqχ´tj,j`1u

p´iq1 ´ εq ˆ

ˆ

ż 8

´8

dq2

2π
χ´
tj,j`1u

piq2 ` εqχ
´

tj,j`1u
p´iq2 ´ εq `

` T1TN

ż 8

´8

dq1

2π
piq1 ` εq

2
rAti,1upiq1 ` εq rAti,jup´iq1 ´ εqχ´tj,j`1u

p´iq1 ´ εqˆ

ˆ

ż 8

´8

dq2

2π
Ω´
tj,j`1u

piq2 ` εqΩ
´

tj,j`1u
p´iq2 ´ εq `

` T1TN

ż 8

´8

dq1

2π
piq1 ` εq

2
rAti,Nupiq1 ` εq rAti,jup´iq1 ´ εqΩ´tj,j`1u

p´iq1 ´ εqˆ

ˆ

ż 8

´8

dq2

2π
χ´
tj,j`1u

piq2 ` εqχ
´

tj,j`1u
p´iq2 ´ εq `

` T 2
N

ż 8

´8

dq1

2π
piq1 ` εq

2
rAti,Nupiq1 ` εq rAti,jup´iq1 ´ εqΩ´tj,j`1u

p´iq1 ´ εqˆ

ˆ

ż 8

´8

dq2

2π
Ω´
tj,j`1u

piq2 ` εqΩ
´

tj,j`1u
p´iq2 ´ εq



`

´

N
ÿ

j“2

„

T 2
1

ż 8

´8

dq1

2π
piq1 ` εq

2
rAti,1upiq1 ` εq rAti,jup´iq1 ´ εqχ´tj´1,ju

p´iq1 ´ εq ˆ

ˆ

ż 8

´8

dq2

2π
χ´
tj´1,ju

piq2 ` εqχ
´

tj´1,ju
p´iq2 ´ εq `

` T1TN

ż 8

´8

dq1

2π
piq1 ` εq

2
rAti,1upiq1 ` εq rAti,jup´iq1 ´ εqχ´tj´1,ju

p´iq1 ´ εqˆ

ˆ

ż 8

´8

dq2

2π
Ω´
tj´1,ju

piq2 ` εqΩ
´

tj´1,ju
p´iq2 ´ εq `

` T1TN

ż 8

´8

dq1

2π
piq1 ` εq

2
rAti,Nupiq1 ` εq rAti,jup´iq1 ´ εqΩ´tj´1,ju

p´iq1 ´ εqˆ

ˆ

ż 8

´8

dq2

2π
χ´
tj´1,ju

piq2 ` εqχ
´

tj´1,ju
p´iq2 ´ εq `

` T 2
N

ż 8

´8

dq1

2π
piq1 ` εq

2
rAti,Nupiq1 ` εq rAti,jup´iq1 ´ εqΩ´tj´1,ju

p´iq1 ´ εqˆ

ˆ

ż 8

´8

dq2

2π
Ω´
tj´1,ju

piq2 ` εq Ω´
tj´1,ju

p´iq2 ´ εq
ı

*

(E-48)

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1222133/CA



F
Resultados suplementares dos cumulantes da cadeia
harmônica linear

Ao longo do caṕıtulo 3 mostrou-se alguns resultados sobre os cumulantes
da cadeia harmônica linear, mas o passo a passo anaĺıtico não foi detalhado.
Neste apêndice apresenta-se explicitamente o desenvolvimento de

@

J2
jÑj`1

D

para que o(a) leitor(a) entenda o procedimento utilizado nos cálculos dos
demais cumulantes, que são bem semelhantes,salvo pelo trabalho exigido por
cada um deles. Olhando para a equação 4-6 e utilizando n “ 2, tem-se que no
espaço de Fourier-Laplace a média quadrática do fluxo de calor entre part́ıculas
vizinhas é,

@

J2
jÑj`1

D

“
k21
4

lim
z,εÑ0

ż 8

´8

ż 8

´8

ż 8

´8

ż 8

´8

dq1
2π

dq2
2π

dq3
2π

dq4
2π

z

z ´ piq1 ` iq2 ` iq3 ` iq4 ` 4εq
ˆ

ˆ xrx̃jpiq1 ` εqx̃jpiq2 ` εq ` x̃jpiq1 ` εqx̃j`1piq2 ` εq ´ x̃jpiq2 ` εqx̃j`1piq1 ` εq`

´x̃j`1piq1 ` εqx̃j`1piq2 ` εqs rx̃jpiq3 ` εqx̃jpiq4 ` εq ` x̃jpiq3 ` εqx̃j`1piq4 ` εq `

´ x̃jpiq4 ` εqx̃j`1piq3 ` εq ´x̃j`1piq3 ` εqx̃j`1piq4 ` εqsypiq2 ` εqpiq4 ` εq.

(F-1)

Usando (2-14) e (E-11) pode se reescrever a expressão acima como:

@

J2
jÑj`1

D

“
k21
4

lim
z,εÑ0

ż 8

´8

ż 8

´8

ż 8

´8

ż 8

´8

dq1
2π

dq2
2π

dq3
2π

dq4
2π

z

z ´ piq1 ` iq2 ` iq3 ` iq4 ` 4εq
ˆ

ˆ piq2 ` εqpiq4 ` εq
@“

ω´piq1 ` εqω
`piq2 ` εqω

´piq3 ` εqω
`piq4 ` εq `

` 4ω´piq1 ` εqω
`piq2 ` εqφ

´piq3 ` εqφ
`piq4 ` εq`

ω´piq1 ` εqφ
`piq2 ` εqω

´ ` piq3 ` εqφ
`piq4 ` εq`

` φ´piq1 ` εqω
`piq2 ` εqφ

´piq3 ` εqω
`piq4 ` εq`

` φ´piq1 ` εqφ
`piq2 ` εqφ

´piq3 ` εqφ
`piq4 ` εq sy

(F-2)

Nota-se que para resolver estas integrais é necessário calcular médias do tipo,

xη̃ipiqα ` εqη̃jpiqβ ` εqη̃kpiqλ ` εqη̃lpiqθ ` εqy, pi, j, k, lq P t1, Nu e pα, β, λ, θq P

t1, 2, 3, 4u. Pode se escrever estas médias de uma maneira mais tratável,

explorando o fato de que o rúıdo empregado no problema é do tipo gaussiano

branco. O teorema de Wick para neste caso pode ser escrito como,

xη̃i1η̃i2η̃i3η̃i4y “ xη̃i1η̃i2yc xη̃i3η̃i4yc ` xη̃i1η̃i3yc xη̃i2η̃i4yc ` xη̃i1η̃i4yc xη̃i2η̃i3yc (F-3)

xη̃1iη̃1j η̃2lη̃2my “ xη̃1iη̃1jyc xη̃2lη̃2myc (F-4)

Substituindo as Eqs. (F-3) e (F-4) na (F-2), temos que a média quadrática do
fluxo de calor é,
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@

J2
D

jÑj`1
“

lim
εÑ0

k21
4

„

4γ2T 2
N

ˆ

2

ż 8

´8

ż 8

´8

dq1

2π

dq2

2π
piq1 ` εqpiq2 ` εqΩ

`piq1 ` εqΩ
´p´iq1 ´ εqΩ

`piq2 ` εqΩ
´p´iq2 ´ εq

`

ż 8

´8

ż 8

´8

dq1

2π

dq2

2π
piq2 ` εq

2Ω´piq1 ` εqΩ
´p´iq1 ´ εqΩ

`piq2 ` εqΩ
`p´iq2 ´ εq

˙

`

` 4γ2T1TN

ˆ

4

ż 8

´8

ż 8

´8

dq1

2π

dq2

2π
piq1 ` εqpiq2 ` εqχ

`piq1 ` εqχ
´p´iq1 ´ εqΩ

`piq2 ` εqΩ
´p´iq2 ´ εq `

ż 8

´8

ż 8

´8

dq1

2π

dq2

2π
piq2 ` εq

2χ`piq2 ` εqχ
`p´iq2 ´ εqΩ

´piq1 ` εqΩ
´p´iq1 ´ εq`

`

ż 8

´8

ż 8

´8

dq1

2π

dq2

2π
piq2 ` εq

2Ω`piq2 ` εqΩ
`p´iq2 ´ εqχ

´piq1 ` εqχ
´p´iq1 ´ εq

˙

`

` 4γ2T 2
1

ˆ

2

ż 8

´8

ż 8

´8

dq1

2π

dq2

2π
piq1 ` εqpiq2 ` εqχ

`piq1 ` εqχ
´p´iq1 ´ εqχ

`piq2 ` εqχ
´p´iq2 ´ εq

`

ż 8

´8

ż 8

´8

dq1

2π

dq2

2π
piq2 ` εq

2χ´piq1 ` εqχ
´p´iq1 ´ εqχ

`piq2 ` εqχ
`p´iq2 ´ εq

˙

.

(F-5)

Como deseja-se encontrar o cumulante desta grandeza, deve calcular-se

@

J2
D

c
“
@

J2
D

´ xJy2 , (F-6)

com o fluxo de calor dado por 2-22. A comparação do resultado anaĺıtico versus

numérico do segundo cumulante do fluxo de calor pode ser visto nas figuras

F.2(a) e F.1. O cálculo do terceiro e quarto cumulantes é bem similar ao feito

para determinar a variância, exceto pela demanda de trabalho exigida. Como o

rúıdo é gaussiano, a quantidade de termos a ser calculada é igual ao somatório

do número de partições tomadas dois a dois posśıveis, que é escrito como:

Σ#Partições posśıveis “
n!

`

n
2

˘

!2
n
2

, (F-7)

onde n é a ordem da média a ser calculada. Nota-se que um termo do

tipo xη̃i1η̃i2η̃i3η̃i4η̃i5η̃i6y, que surge no cálculo da obliquidade possui 15 termos

de produtos de partições dois a dois do rúıdo, enquanto uma média do

tipo xη̃i1η̃i2η̃i3η̃i4η̃i5η̃i6η̃i7η̃i8y contém 105 destes termos! Por este motivo não

mostra-se o desenvolvimento das expressões para a média cúbica e quártica do

fluxo de calor ao longo do texto. Assim, as definições [22] do terceiro e quarto

cumulantes utilizadas nos resultados mostrados são, respectivamente:

xJ3yc “ xJ
3y ´ 3xJ2yxJy ` 2xJy3 (F-8)

xJ4yc “ xJ
4y ´ 4xJ3yxJy ´ 3xJ2y2 ` 12xJ2yxJy2 ´ 6xJy4 (F-9)

De acordo com a figura F.1 nota-se que o fato de o sistema ser linear implica

em uma saturação no valor dos demais cumulantes da distribuição, ainda que

seja de forma mais lenta. Logo, em uma cadeia harmônica conclui-se que, a
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N
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2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

〈J4〉

N

Figura F.1: Comportamento da variância, obliquidade e curtose do fluxo de
calor J em uma cadeia harmônica linear em função do número N de elementos
do sistema

partir de um tamanho finito da cadeia, o valor dos cumulantes da distribuição

torna-se praticamente invariante. Na figura F.2 está ilustrado a comparação

dos resultados anaĺıticos do terceiro e quarto cumulantes entre pares ao longo

de uma cadeia com a simulação numérica.
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 k '=0

k '=0.

F.2(a): k1 “ 0



               





5 10 15
par

- 0.65

- 0.60

- 0.55

- 0.50
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- 0.40

<J 3>c

k '=1.

 k '=1

F.2(b): k1 “ 1

△

△ △ △ △ △ △ △ △ △ △ △ △ △ △ △ △
△

△

5 10 15
par

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0
<J 4>c

k ' = 3.

△ k ' = 3

F.2(c): k1 “ 3

Figura F.2: As subfiguras (a), (b) e (c) mostram o comportamento do segundo,
terceiro e quarto cumulantes do fluxo de calor ao longo de uma cadeia. As
linhas azuis cheias mostram o resultado anaĺıtico, enquanto que os quadrados
e triângulos representam o resultado da simulação. Utilizou-se k1 “ k1 “ γ “
m “ 1.
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