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Resumo

Candido, Michael Moraes; Martinez Morgado, Welles Antonio;
Duarte Queirds, Silvio Manuel. Problemas em condutivida-
de térmica em cadeias harmoénicas e anarmoénicas. Rio de
Janeiro, 2017. 109p. Tese de Doutorado — Departamento de Fisica,
Pontificia Universidade Catdlica do Rio de Janeiro.

No presente trabalho faz-se uma andlise sobre quantidades estatisticas
de cadeias lineares e nao lineares na situagao em que o fluxo de calor que
atravessa estes sistemas encontra-se no regime estacionario. A discussao
inicial é feita sobre um modelo geral de cadeia linear, com acoplamentos
arbitrarios entre suas particulas e alimentada por reservatorios gaussianos.
Uma analise detalhada sobre quantidades como fluxo de calor e distribuicao
de temperaturas do sistema ¢é feita, onde todas as expressoes analiticas
correspondentes a estas quantidades sao demonstradas e comparadas
com resultados numéricos. Estudam-se entao as mudangas quantitativas e
qualitativas apresentadas pelas grandezas supracitadas quando modificam-se
os acoplamentos de ancoragem entre o sistema e os reservatorios. Verifica-se
que as mudancas nos perfis de temperaturas estao relacionadas aos extremos
dos cumulantes do fluxo de calor, o que motiva uma investigacao sobre a
possivel ocorréncia de uma transicao de fase no sistema. Buscando encontrar
possiveis comportamentos criticos, definem-se as fungoes de correlacao entre
as velocidades quadraticas e de velocidades entre pares de particulas. A partir
destas definicoes é possivel verificar o comprimento de correlagao associado
a estas grandezas. Este estudo leva a um dos pontos mais interessantes
do trabalho, onde conectam-se as mudancas apresentadas por grandezas
do sistema como quantidades estatisticas do fluxo de calor, distribuicao de
temperaturas do sistema e os seus modos vibracionais frente as mudancas nos
acoplamentos de ancoragem com os reservatérios. Ao estudar o fenomeno de
conducao de calor de uma forma mais realistica e rigorosa, é imprescindivel
acrescentar interagoes nao-lineares na cadeia. Considerando que a solucao
exata para este tipo de sistema nao pode ser obtida, utiliza-se teoria de
perturbacao e outras ferramentas matematicas para discutir as principais
caracterisiticas do fluxo de calor em uma cadeia anarmonica. A técnica
desenvolvida nesta tese permite calcular o fluxo de calor em cadeias de
tamanho arbitrario, e é valida para sistemas sob acao de reservatorios
de qualquer natureza. Aplica-se o método para cadeias alimentadas por
reservatérios gaussianos e poissonianos, de onde verifica-se o impacto das nao
linearidades sobre estes sistemas e comparam-se os resultados obtidos com o

caso linear. Para a andlise em que o reservatério poissoniano injeta energia
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no sistema, ilustra-se o efeito de cumulantes de ordem superior do ruido
descontinuo sobre o fluxo de calor e como estes novos elementos podem levar

a resultados que a primeira vista parecem fisicamente incoerentes.

Palavras—chave

Condutancia térmica ; Condutividade térmica ; Ruido de Poisson ;

Método de Fourier-Laplace ; Anomalias térmicas.
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Abstract

Candido, Michael Moraes; Martinez Morgado, Welles Antonio
(advisor); Duarte Queiréds, Silvio Manuel. Problems in thermal
conductivity for harmonic and anharmonic chains. Rio de
Janeiro, 2017. 109p. Tese de Doutorado — Departamento de Fisica,
Pontificia Universidade Catoélica do Rio de Janeiro.

In the present work I make an analysis about statistical quantities for
linear and nonlinear chains in the stationary state. We start the discussion
from a general linear model, with arbitrary couplings and connected to
Gaussian reservoirs. A detailed analysis for quantities like heat flow and site
temperatures is obtained, where all analytical expressions respective to those
quantities are derived and a compared with numerical results. Then I study
the quantitative and qualitative changes presented by the aforementioned
quantities when the pinnings related to the reservoirs are modified. The
changes in temperature profiles are related with the extrema of heat flux
cumulants, motivating the investigation of whether phase transitions in the
chain might occur. In order to investigate possible critical behaviors, I define
velocity correlation functions between pair particles and squared velocities
correlation functions. From where, one is able to estabilish a correlation length
respective to these quantities. This study leads to one of the most remarkable
achievements of this work, which is the connection made between the changes
presented by some important statistical quantities of heat flux, the system’s
temperature, vibrational modes and the reservoirs pinnings. By treating the
phenomenon of heat conduction in a more realistic and rigorous way, I develop
a study to describe the transport properties in an anharmonic chain. Pondering
that an exact solution for this sort of system is unfeasible, I use perturbation
theory and other mathematical tools to discuss the main features of heat flux
in a nonlinear chain. The technique developed throughout this thesis allows
one to compute the heat current for a chain of arbitrary size, and is valid for
systems under influence of reservoirs of any nature. We apply the method for
chains governed by Gaussian and Poissonian reservoirs, verifying the impact of
the nonlinearities over those systems, and comparing the obtained results to the
linear case. In the case where there is a Poissonian bath injecting energy into
the system, I shed some light on the effects of higher order cumulants related
to the discontinous noise in the heat flux and I show how these new elements

can lead to some results that at first glance seem physically incoherents.
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Fourier-Laplace method ; Thermal anomalies.
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1
Introducao

Os estudos da fisica de equilibrio, representam uma area importante para
a ciéncia, e os resultados obtidos através destes estudos trouxeram avancos para
muitos problemas fisicos, como por exemplo a determinacao do calor especifico
dos materiais [1], a explicacao para a radiacao de corpo negro [2], as grandezas
macroscopicas que definem a func¢ao de estado de um gés [3], a descri¢ao da
magnetizacdo dos metais [4], estudo sobre transi¢oes de fase [5], entre outros
exemplos. Todas estas descobertas foram feitas essencialmente empregando os
principios da fisica de equilibrio e da mecanica estatistica.

Apesar do éxito obtido no desenvolvimento das teorias citadas, existem
outros fenomenos importantes fora do escopo da fisica de equilibrio, como por
exemplo a dinamica no interior de planetas/estrelas [6, 7], a transmissao de
calor [1, 3], o transporte eletronico [8], o processo de bariogénese [9] e sistemas
biolégicos [10]. Tais fenémenos sao tratados utilizando a abordagem da fisica de
nao-equilibrio, uma area ainda nao tao bem estabelecida como sua contra-parte
de equilibrio, mas cujo desenvolvimento vem se acelerando bastante devido ao
progresso computacional e ao avanco das técnicas experimentais.

Um dos interesses da fisica de nao equilibrio é descrever de forma
precisa os fenomenos termodindmicos com aplicagoes praticas tais como,
estudo sobre propriedades de transporte do grafeno, medicao da condutividade
térmica de nanoestruturas cristalinas, medidas quanticas de condugao térmica
e transmissao de calor em nanotubos de carbono [11-16]. Diferentemente de um
sistema termodinamico em equilibrio, nao é possivel utilizar a formulacao de
Boltzmann-Gibbs, que calcula o volume acessivel do espaco de fases do sistema
(exponencial da entropia), e sua energia, €, dando assim um peso estatistico
a cada um dos possiveis micro-estados do sistema que é proporcional ao fator

€
e*sT. Caso esta descricao fosse aplicdvel em um sistema fora do equilibrio,

seria possivel definir fungoes de estado como energia livre e entropia, prever
diferentes fases termodinamicas da matéria fora do equilibrio, ou entender
como o sistema responde a perturbacoes.

Como nao ¢é possivel aplicar este formalismo, surge a necessidade de
utilizar técnicas capazes de explicar os fenomenos da termodinamica fora
do equilibrio, como por exemplo principios relacionados a minima dissipacao

de energia desenvolvidos por Lars Onsager em 1931 [17, 18] e teoremas de
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Capitulo 1. Introducdo 15

flutuagao [19, 20].

No trabalho realizado por Onsager mostrou-se que em sistemas
termodinamicos fora do equilibrio é possivel estabelecer a igualdade entre
determinadas razoes de fluxos e forgas pertinentes ao sistema. Por exemplo,
considere que o sistema em questao é um fluido descrito em termos de sua
temperatura, densidade e pressao. E sabido que a variacao de qualquer uma
dessas grandezas produz uma corrente no sistema, seja esta de massa ou de

calor. As relagoes de Onsager em um fluido mostram que :

J_r
Ap AT’

onde J representa o fluxo de calor ao longo do fluido, Ap a diferenca de pressao
entre duas regioes do fluido, AT a respectiva diferenca de temperauras entre
as regioes e p a densidade do fluido. Embora as relagoes de Onsager sejam
mais intuitivas de entender em um fluido, seu trabalho original foi feito para
descrever de uma forma mais completa fendmenos de transporte em eletrodos
e termoelétricos, tais como os efeitos Peltier e Seeback [17].

O principio basico no qual se baseiam os teoremas de flutuacao é a
analise de dois processos fisicos diferentes, definidos como processos diretos e
reversos. Estes podem ser entendidos de forma simples ao analisar a figura
1.1, onde mostra-se que o processo direto (yp) estd associado a evolugao das
variaveis dinamicas no espago de fases entre dois pontos zp(0) e xp(7) para
7 > 0, enquanto a trajetdria reversa (7yg) representa a evolu¢do do processo
das varidveis conjugadas xg(7) e xg(0) no sentido reverso de tempo, 7 < 0.
Usando o conceito de trajetorias diretas e reversas é possivel construir relacoes
que conectam a probabilidade de observacao destes eventos nos sentidos direto
e reverso, o que permite por exemplo relacionar o trabalho realizado sobre
o sistema fora de equilibrio com as variagoes de funcoes termodinamicas
do mesmo, tal como a energia livre [20], e observar a violagdo da 2* lei da
termodinamica por curtos intervalos de tempo [19]. Além de representar
um significativo avanco tedrico, os teoremas de flutuacao também possuem

aplicagoes como por exemplo a medicao do trabalho realizado sobre moléculas
de RNA [21].
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xp(7)

YD

QﬁD(O)

ZER(T)

YR 2(0)

Figura 1.1: Trajetorias direta e reversa de um sistema fora de equilibrio no

espaco de fases.

Dentre as ferramentas para resolver estes problemas relacionados a
sistemas fora do equilibrio pode se destacar o uso dos processos estocasticos,
uma teoria que nasceu do estudo de problemas fisicos concretos, como por
exemplo o movimento browniano, e que hoje possui aplicagoes em diversas
areas que vao desde motores moleculares até analise de trafego na internet
[22]-[23]. Uma das possiveis aplicagoes de processos estocasticos por exemplo
¢ a transmissao de calor via condugao fononica, assunto que é descrito neste
trabalho no contexto de cadeias unidimensionais.

Embora o transporte de calor via condugao térmica seja ha muito tempo
conhecido, existem muitas questoes associadas a este fenomeno ainda nao
solucionadas. A mais proeminente, provavelmente, esta associada ao fato de,
até o presente momento, nao existir nenhum modelo teérico construido a
partir de primeiros principios, aplicado aos solidos, que leve corretamente a
observagao da lei de Fourier, que correlaciona o fluxo de calor ao longo de
um sistema com o gradiente de temperatura, em sistemas unidimensionais ou
bidimensionais.

Muitos modelos, utilizando uma abordagem classica, foram criados
com intuito de fornecer uma descrigdo microscépica de tal lei e [24-
29], embora nenhum deles tenha atingido o principal objetivo, existem
caracteristicas associadas as grandezas macroscopicas destes modelos, tais
como condutividade térmica e temperatura, que apresentam comportamentos
um tanto contra-intuitivos. Como exemplo de trabalhos pioneiros nesta area
pode se citar os modelos desenvolvidos por Nakazawa e Rieder-Lebowitz-
Lieb (RLL) [24, 27], onde pode se destacar os resultados sobre o fluxo de
calor através de cadeias homogéneas e harmonicas sob influéncia de banhos

térmicos em suas extremidades, sendo estes associados a energia que atravessa
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os sistemas.

Embora os modelos possuam uma sutil diferenca entre suas
hamiltonianas, ambos levam ao mesmo resultado: um fluxo de calor que
independe do tamanho da cadeia. Este resultado é um tanto estranho, pois

¢

pode se imaginar que se uma cadeia possui um tamanho “infinito” a corrente
de calor que o atravessa deve ser nula, visto que a resisténcia térmica do
sistema também seria infinita. O modelo RLL além de apresentar um fluxo
de calor que independe do tamanho do sistema, ainda possui um perfil de
temperaturas um tanto contra-intuitivo, onde as particulas da cadeia mais
proximas da fonte quente de calor apresentam temperaturas menores que
as particulas que se encontram mais proximas a fonte fria de calor! Estes
resultados motivam um estudo sobre o porqué destas anomalias, bem como a
insercao de possiveis correcoes nos modelos de forma a elimina-las, permitindo
assim a descricao correta do fluxo de calor em um sélido.

As anomalias citadas sao caracteristicas em modelos de cadeias que
possuem interagoes harmonicas entre primeiros vizinhos, sistemas estudados
em cursos de fisica de estado sélido [30, 31]. A aproximagao harmoénica envolve
basicamente a expansao do potencial elastico de um soélido em torno do seu
minimo, de forma a manter termos até segunda ordem do potencial, i.e.,
elementos vizinhos da rede possuem interagoes lineares entre si. Ao analisar
um cristal harmonico através de suas coordenadas normais nota-se que suas
vibragoes podem ser vistas como um conjunto de fonons nao interagentes [31].
Uma consequéncia do nao espalhamento de fonons neste tipo de sistema é
observada no fluxo de calor J que atravessa o sistema, visto que este independe
do nimero N de particulas que compdem a cadeia [27]. O fato de J ser
constante estd ligado ao fato do transporte balistico de calor que um sistema
linear apresenta, implicando desta maneira em uma condutividade térmica
infinita, justificando assim o resultado encontrado nos modelos propostos por
Nakazawa e RLL (ver capitulo 2 para uma discussao mais detalhada).

Tao importante quanto o tipo de interacao que os elementos da cadeia
possuem entre si é a forma que estes vao interagir com o meio externo, i.e.,
definir como a energia ¢ injetada no sistema bem como modelar a dinamica
que este possui com os elementos que o delimitam espacialmente. O uso de
reservatorios térmicos é muito comum para descrever como o sistema troca
calor com o meio externo, podendo estes por exemplo possuirem natureza
estocastica [24, 27] ou deterministica [32, 33]. Ao longo deste texto opta-se por
trabalhar com reservatoérios estocasticos que obedecem a equacao de Langevin,
visto que fisicamente esta é uma boa ilustracao dos reservatorios como uma

fonte simultanea de ruido e dissipagao [34]. J4 a modelagem das demais
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interagoes da cadeia com o meio externo, substrato e bordas, pode ter diferentes
naturezas como por exemplo estocdstica [35, 36], nao-linear [28, 37] e linear
[24, 26], sendo esta 1ltima a adotada neste trabalho. Os parametros associados
a interagao entre a cadeia e o meio externo externo sao denominados constantes
de ancoragem (pinnings).

A maior parte dos trabalhos relacionados ao transporte de calor citados
estudam propriedades de cadeias unidimensionais (lineares), que embora sejam
uma idealizacao de uma situacao fisica real, mostram-se muito tteis na
modelagem /descri¢ao de experimentos de objetos quasi 1D, tais como grandes
cadeias moleculares, nanotubos e nanofios [13-16, 38-42]. Vale frisar que as
anomalias apresentadas pela condutividade térmica nao sao decorrentes apenas
do tipo de interacoes que o sistema possui mas também de sua dimensao.
Experimentos com nanotubos de carbono de parede tinica indicam a existéncia
de um regime andémalo de transmissao de calor e em nanotubos de carbono
com multiplas paredes, onde verifica-se que a condutividade segue uma lei de
poténcia crescente em termos do comprimento da amostra [43, 44].

Ao estudar propriedades de uma cadeia harmonica linear nota-se que
além de propriedades macroscopicas como o fluxo de calor e temperatura
das particulas, outras grandezas tuteis na descrigao global do sistema sao suas
quantidades estatisticas associadas ao fluxo de calor [45, 46]. Estas informagoes
estatisticas sao, basicamente, construidas a partir de cumulantes associados
aos banhos térmicos, que sao responsaveis pela introducao da estocasticidade
no sistema. Grandezas como variancia, obliquidade (skewness) e curtose do
fluxo de calor sao pouco exploradas nos trabalhos que estudam transmissao
de calor via conduc¢ao, bem como as correlagoes entre os graus de liberdade
dos elementos do sistema. Ao longo desta tese explora- se o comportamento
destas grandezas frente a mudancas dos parametros da dinamica do sistema,
bem como uma descricao do que ocorre com cumulantes de ordem superior da
energia injetada na cadeia quando sujeitos a estas mesmas mudancas.

Como serd mostrado ao longo do texto, as cadeias puramente lineares
representam apenas uma base para um possivel modelo de conducao de calor.
Visando modelar o fenomeno de conducao de calor a nivel microscépico de
forma mais rigorosa e fisicamente consistente, é imprescindivel que o sistema
estudado possua algum tipo de fonte de espalhamento de fonons, como por
exemplo interacoes anarmonicas, que possibilitam tornar o problema em
questao o mais proximo possivel da situacao real. Em um trabalho desenvolvido
por Hu et al [47] mostrou-se que para cadeias unidimensionais cujos potenciais
de ancoragem sao quarticos é possivel através de simulagoes numéricas verificar

que o sistema apresenta uma condutividade térmica finita, sendo este resultado
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também verificado em modelos que utilizam métodos semi-analiticos para
solucionar o problemal48,; 49]. E importante frisar que a modelagem da
ancoragem nos trabalhos citados, e neste a ser apresentado, supoe que o
substrato que interage com a cadeia possui uma massa infinitamente grande, de
forma que este nao representa uma fonte de perda de energia para o sistema.

Automaticamente, ao se inserir interacoes nao lineares no sistema, as
solugoes para as equacoes de movimento deixam de ser exatas, sendo entao
obtidas apenas através de simulagoes numéricas ou via métodos perturbativos
através dos quais é possivel obter uma descricao aproximada para os graus
de liberdade do sistema. A partir das solugoes obtidas através de teoria de
perturbagao é possivel desenvolver expressoes analiticas aproximadas para
todas as grandezas macroscépicas associadas as propriedades de transporte
e quantidades termoestatisticas do sistema.

No capitulo 2 sao explorados os principais resultados associados a
propriedades de transporte em uma cadeia harmonica linear. Na primeira
parte deste capitulo apresenta-se o modelo usado como base nesta tese e
introduz-se o ferramental mateméatico que permite calcular grande parte das
quantidades de interesse do trabalho. A partir de entao é possivel discutir qual
o comportamento do fluxo de energia que atravessa o sistema, mostrando os
detalhes que determinam o regime balistico em uma cadeia harmonica.

Ja no capitulo 3, faz-se o estudo sobre as temperaturas dos sitios e
investiga-se o comportamento de outras grandezas estatisticas que nao sao
usualmente analisadas, tais como funcgoes de correlagao de dois pontos e
cumulantes do fluxo de calor de ordem superior a dois. Ao longo do capitulo
busca-se entender como estas quantidades se comportam quando alteram-se
parametros ligados a dinamica do sistema, como por exemplo, a ancoragem de
borda.

Um dos primeiros pontos a serem levantados no terceiro capitulo
diz respeito ao perfil de temperatura da cadeia, que pode apresentar
diferentes configuragdes da mostrada no ja conhecido modelo RLL [27], sendo
estas configuragoes dependentes da escolha da ancoragem de borda/volume.
Mostra-se também que a escolha das constantes de ancoragem tem um papel
importante nos cumulantes do fluxo de calor .J, sendo possivel descrever
qualitativamente o comportamento de todos os cumulantes de J no problema
para diversos valores destes acoplamentos.

A parte final do capitulo 3 relaciona a mudanca de perfis de temperatura
do sistema com os modos vibracionais da cadeia, utilizando para isto o conceito
de funcoes de correlagao. Através da analise de tais fungoes, mostra-se que as

manipulacoes nas constantes de ancoragem do sistema nao sao apenas ajustes
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mecanicos, mas sim escolhas que acabam por alterar a distribuicao de fonons
na cadeia.

O capitulo 4 traz um pouco mais de profundidade ao assunto ao inserir
nao linearidades nas interagoes do sistema, tornando-o desta maneira mais
proximo de um modelo real para a descricao de vibragoes em soélidos. A
insercao de interacoes de natureza nao-linear impede que as novas equacoes
de movimento sejam resolvidas de forma analiticamente exata, forcando desta
maneira a busca de solucoes alternativas para estas. Para lidar com as nao
linearidades emprega-se o método da teoria de perturbacao, o que permite
encontrar a solugao aproximada para as equagoes de movimento do sistema e
assim obter as mesmas quantidades calculadas no caso linear.

A expansao perturbativa aplicada neste trabalho é feita até primeira
ordem, e sua implementacao ¢ usada para estudar o fluxo de calor em sistemas
alimentados por reservatérios gaussianos, poissonianos e um caso misto, onde
ambos encontram-se presentes. A ideia em cada destes casos é verificar como o
fluxo de calor se comporta para diversos tamanhos de cadeias e também checar
os limites da expansao perturbativa empregada. Explora-se um pouco mais o
caso em que os dois tipos de reservatérios estao presentes, investigando qual
o papel das nao-linearidades nesta situacao e quais os efeitos do acoplamento
destas com cumulantes de ordem maior que dois, sendo estes ultimos ligados
ao reservatorio atérmico.

A presenca dos cumulantes de ordem superior do ruido ligado ao
reservatérios em cadeias nao-lineares acaba por produzir resultados que, a
primeira vista, podem parecer inconsistentes com as leis fundamentais da
termodinamica. No caso misto a ser mostrado, verifica-se que a partir de uma
escolha adequada de parametros é possivel inverter o sentido do fluxo de calor
ao longo de uma cadeia anarmonica. Como serd mostrado, tal resultado deve-se
ao fato de os cumulantes de ordem superior representarem fontes extras de
energia para o reservatorio, desempenhando assim um papel importante no
transporte de calor ao longo da cadeia. A existéncia de mais de dois cumulantes
na distribuigao de probabilidades dos ruidos dos reservatorios implica que estes
nao podem ter suas temperaturas definidas da maneira tradicional, o que faz
com que estes banhos (reservatérios) sejam denominados como banhos de nao
equilibrio ou atérmicos.

Finalizando, o capitulo 5 mostra as principais conclusoes sobre as
propriedades de transporte de calor nas cadeias lineares e nao lineares
estudadas. Uma breve revisao do que foi apresentado ao longo do texto é feita,
de forma a dar uma visao geral sobre o enfoque do trabalho. Alguns topicos

nao abordados sao apresentados de forma breve e colocados em perspectivas
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futuras, como por exemplo, a reprodutibilidade dos resultados obtidos em

cadeias de dimensao maior que 1.
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2
Fluxo de calor em uma cadeia harmonica linear

2.1
Transmissao de calor via conducao

Um dos grandes desafios para a termodinamica de nao-equilibrio
consiste no desenvolvimento de modelos tedricos que conectem o fenomeno
de transferéncia de calor em nivel microscopico com o que é observado em
niveis macroscopicos. Dentre as formas existentes de transferéncia de calor,
a transmissao via conducao representa um mecanismo bem simples de ser
entendido de forma qualitativa, porém a teoria por tras deste fenomeno nao
é trivial. O primeiro passo para compreender o mecanismo de transmissao de
calor por conducao é identificar como este processo ocorre em materiais de
naturezas diferentes.

A transmissao de calor nos fluidos via condugao ocorre devido a colisao
direta entre as moléculas, e consequentemente, a sua condutividade térmica é
pequena quando comparada a dos sélidos visto que o fluido é um meio mais
diluto. Por outro lado o transporte de calor nos fluidos possui uma descri¢ao
mais complexa, visto que a diferenca de temperaturas entre diferentes partes
do material também acarreta em uma corrente de conveccao no interior do
mesmo.

Nos metais a transmissao de calor apresenta uma grande eficiéncia pois
além da energia que é propagada através das vibragoes da rede, existe ainda a
contribuicdo dos elétrons livres que transmitem energia ao se deslocarem [8].
Além de apresentarem condutividade térmica elevada, os materiais metélicos
também apresentam uma alta condutividade elétrica, sendo estas quantidades
correlacionadas pela lei de Wiedemann-Franz, de onde verifica-se que para uma
temperatura fixa a razao entre estas grandezas apresenta o mesmo valor para
diversos tipos de metais [31].

J4 nos materiais nao-metalicos a transferéncia de calor por conducao
ocorre sem que haja deslocamento liquido do meio no qual a energia se
propaga. A transmissao de calor nesta classe de materiais pode ser vista como a
propagacao das vibragoes da rede, onde atomos mais energéticos de uma parte

do sélido transferem energia para seus vizinhos menos energéticos através das
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perturbacgoes produzidas na rede. A transmissao destas vibragoes é descrita
frequentemente em termos dos fonons, que nada mais sao do que os quanta
associados ao modos normais de vibracao do sistema. A énfase deste trabalho
e da maior parte das referéncias aqui citadas esta relacionada a modelos de
transporte de calor em materiais que se enquadram nesta tiltima classe descrita,
ou seja, onde a transferéncia de energia é dada apenas pelas vibracgoes que se

propagam ao longo da rede.

2.2
A lei de Fourier

Quando Fourier enunciou a lei da conducao térmica ha mais de dois
séculos atras (1808), ndo se pensava que a descricio desta lei em nivel
microscopico seria uma tarefa tao ardua. A lei de Fourier, que é empiricamente
verificada em muitos materiais, enuncia que a corrente de calor através de um
sistema em contato com duas fontes de calor de temperaturas diferentes em
suas extremidades é proporcional ao negativo do gradiente de temperatura ao

longo do sistema. A lei de Fourier pode ser escrita como [34]

J(x,t) = =kVT(2,1), (2-1)
onde J(z,t) representa o fluxo de calor, T'(z,t) a temperatura local e x a
condutividade térmica do sistema, uma grandeza que depende do material.
Embora esta lei possua muitas aplicagoes no campo da engenharia, nao
existe nenhum modelo para sélidos que a comprove em nivel microscopico,
independente se o modelo em questao utiliza uma abordagem clédssica ou
quantica [24-28, 35, 50, 51].

Alguns modelos conseguem reproduzir a lei de Fourier em uma dimensao
sob a restricao de que o volume do sistema deve estar ligado a reservatérios
auto-consistentes [52-55]. Este conceito foi introduzido por Visscher et al em
1970 [56], onde propoe-se que além das fontes de calor nas extremidades da
cadeia, existam fontes de calor ligadas ao volume do sistema cuja troca de
energia com o mesmo vai a zero assim que o regime estacionario é atingido,
ou seja, nao existe fluxo de calor médio entre o volume do sistema e os novos
reservatérios quando para intervalos de tempo muito grandes. Uma justificativa
para introduzir os reservatérios auto-consistentes é de que estes podem ilustrar
a interacao do volume do sistema com o substrato no qual o sistema se encontra.
Embora o resultado obtido neste tipo de modelo seja o desejado fisicamente,
a introducao destes reservatorios ao longo do volume do sistema esta longe de
representar uma formulacao mais geral para o problema, de forma que nao se

dara énfase a este tipo de modelo ao longo deste trabalho.
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Neste capitulo um estudo detalhado sobre cadeias harmonicas lineares
é feito, onde explora-se suas propriedades macroscopicas e estatisticas.
Aborda-se também ao longo do restante do texto o papel da influéncia
da escolha dos acoplamentos associados a dinamica do problema nos
comportamentos das grandezas supracitadas, bem como a sua influéncia na
distribuicao dos modos de vibragao da cadeia.

Um ponto importante a ser frisado é que este trabalho como um todo
nao possui a meta de construir um modelo do qual seja possivel extrair a lei de
Fourier. O objetivo principal deste trabalho é estudar propriedades associadas

ao transporte de calor em cadeias harmonicas e anarmonicas.

2.3
O modelo estudado

Para descrever a transmissao de calor em termos de modos vibracionais
em um solido no limite de baixas temperaturas, o modelo de interacao
harmonica representa, pelo menos em primeira analise, um bom toy model,
i.e., um modelo extremamente simples utilizado para descrever um fenéomeno
de maneira qualitativa. E sabido que este tipo de modelo apresenta alguns
tipos de propriedades que nao condizem com um sistema fisico real, tal como
transporte de calor balistico, este por sua vez implica em uma condutividade
térmica infinita [27, 30, 31, 34]. Apesar de apresentar propriedades que nao
condizem com a de um sélido usual, o modelo harmonico é ttil pois ele constitui
a base para sistemas fisicos um tanto mais complicados como por exemplo o
estudo de transmissao de calor em sistemas quanticos [35, 50, 51].

Sistemas harmonicos sao bem detalhados na literatura e neste primeiro
capitulo faz-se uma discussao sobre uma de suas caracterisiticas mais
marcantes: a divergéncia da condutividade térmica. Estes modelos também sao
muito importantes pois todo o seu tratamento matematico pode ser feito de
forma analitica e exata. Um dos modelos precursores no estudo da transmissao
de calor foi proporsto por Rieder, Lebowitz e Lieb (RLL) no ano de 1967 [27],
onde mostrou-se que uma cadeia harmonica sujeita a banhos de Langevin
com temperaturas diferentes e com acoplamento de ancoragem apenas em
suas extremidades apresenta uma condutividade térmica que diverge quando
o limite termodinamico é tomado, além de exibir um perfil de temperaturas
bastante incomum. No ano de 1970 Nakazawa fez uma variante do modelo
proposto por RLL [24], considerando uma cadeia com um acoplamento de
ancoragem idéntico em todos os elementos do sistema, porém os resultado
obtidos foram bem parecidos com os do modelo predecessor.

O modelo trabalhado neste capitulo é baseado em uma cadeia cujas
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extremidades encontram-se em contato com dois banhos térmicos de Langevin,
possuindo temperaturas 17 e Ty, com Ty > T;. Além da interacao harmonica
entre as particulas, cuja constante de acoplamento é denotada por k1, o sistema
possui o acoplamento de ancoragem em todos os sitios, dados por k e K, que
representam as ancoragens de volume e borda, respectivamente. Uma possivel
justificativa para a ancoragem ao longo da cadeia é a interacao do sistema
com o substrato, onde de maneira mais geral admite-se que o acoplamento
efetivo das bordas seja diferente do acoplamento de volume. As equagoes de
movimento que regem a dinamica do sistema sao dadas por:

P
d?zy dzry

2.
\ mddtgél =—kx;— ki (2x; — xip1 — 1) (2-2)
m&aN — _dEN gL _
L w2 - T a TN 1(=”EN $N—1) + NN

com (2<i< N —1), onde n é o ruido gaussiano associado aos reservatérios

térmicos com correlagao temporal dada por:

(i (1) my ()Y = 24T 6;0 (t—t) com  (i,5) € {1,N}. (2-3)

Figura 2.1: Visao pictérica da cadeia harmonica com ancoragem. Embora
as molas relacionadas ao parametro de ancoragem estejam dispostos
transversalmente na figura, eles estao associados a vibragoes longitudinais.

Uma vez que as equagoes de movimento estao determinadas e a
natureza dos banhos térmicos é bem definida, o proximo passo é estabelecer
uma expressao que quantifique o balanco energético entre o sistema e os

reservatorios.
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2.4
Calculando a transmissao de energia no sistema

2.4.1
Método |

Como a variagao de energia que ocorre no sistema esta associada apenas
a sua interagao com o banho térmico, a expressao do calor injetado pode ser
construida ao se analisar um exemplo mais simples do que a cadeia harmonica,
o caso onde existe apenas uma particula sendo alimentada pelo reservatoério.

Para esta situacao pode se escrever a equagao de movimento da particula como:

ma = —yv — kK x + . (2-4)

Pode-se entao multiplicar ambos os lados da Eq. (2-4) por v de forma que

tem-se

mva = —yv? — k' av +nu =
2 /.2
16 i 16 R
_d (m? | K22\ _ dE _ 2 _ dQ
—a<m§’ + §>—E—WU—W =G (2-5)

A Eq. (2-5) exprime a conservacao de energia, mostrando que a poténcia
que ¢ injetada na particula é proveniente de sua interagao com o banho térmico.
Ainda sobre a Eq. (2-5), observe que no regime estacionario para uma particula
<‘fl—f> = 0, entretanto a corrente de calor é diferente de zero para o caso da
cadeia linear por causa da interacao entre as particulas das extremidades e
suas primeiras vizinhas. Voltando para o caso da cadeia nota-se que o raciocinio
aplicado a uma situacao mais trivial, pode ser utilizado para determinar qual
a corrente de calor transmitida pelos reservatérios térmicos as particulas das
extremidades da cadeia. Como o interesse é determinar a expressao da corrente
no regime estacionario, pode se escrever a energia injetada na particula 1 a
partir da Eq. (2-5) como:

- §o ((m(tyon(t) — 02 ()t

()= Jim - (26

Os indices 1 e N na Eq. (2-6) ilustram que a expressao pode ser

calculada tanto para a primeira particula como para a tltima, visto que no
regime estaciondrio a corrente que é injetada em uma extremidade do sistema

deve ser idéntica a que é transmitida pela particula N para o outro reservatoério.
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2.4.2
Método Il

Para calcular o calor transmitido entre duas particulas vizinhas da cadeia
faz-se a analise novamente de um problema mais simples, verificando-se entao
que a solucao deste pode ser aplicada ao caso da cadeia harmonica. Considere
a situagao onde duas particulas, 1 e 2, estao ligadas por uma haste rigida de
massa desprezivel e deseja-se calcular a poténcia fornecida pela particula 1 a
particula 2. A maneira mais usual de calcular-se esta quantidade é utilizando

a seguinte expressao:

P = Fl_,gvz, (2—7)

onde Fi_,, representa a forca que a particula 1 faz sobre a 2 e vy a velocidade
desta ultima. Por se tratar de uma haste inderfomavel a Eq. (2-7) é escrita de

forma equivalente como

F — F5
p— 1 2?122 2 1U1‘ (2—8)

pois 5,1 = —F|_5 e v1 = vy. Para o caso da cadeia harmonica os termos Fi_,9
e Fy 1 presentes na Eq. (2-8) sao substituidos pela interagao harmonica, de

maneira que a poténcia (corrente) transmitida entre duas particulas quaisquer

neste caso é: S ki (2i(t) — 2 1(8)) (vs(t) + Ui+1(t)).
2

(2-9)

Assim, no regime estacionario o fluxo de calor também pode ser escrito
como:
D= g i, [ @0 = @) @) + v, @10
T—w
onde i = 1,2,...., N — 1. As expressoes dadas pelas Egs. (2-6) e (2-10) sao
equivalentes visto que a o fluxo de calor é igual entre todos os elementos

da cadeia no regime estacionario, de forma que na se¢ao a seguir escolhe-se

desenvolver a Eq. (2-6) em perda de generalidade.

2.4.3
Calculando o fluxo de calor
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Existem diferentes maneiras de se calcular o calor injetado, por isso aqui
listam-se os métodos mais usuais utilizados além claro, de descrever a técnica
utilizada neste trabalho.

Uma forma de se calcular a equagao 2-6 é, por exemplo, resolver a equacao
de Fokker-Planck para o sistema e, através dela, extrair a fungao de densidade
de probabilidade associada as posicoes e momentos lineares das particulas
do sistema, podendo dessa maneira calcular os valores médios associados
[24, 25, 27].

Outra forma eficiente de executar esta tarefa é utilizando a transformada
de Fourier [25, 26, 36], de onde as equagoes de movimento mostradas em 2-2
tornam-se bem mais simples, podendo ser diagonalizadas e determinando desta
maneira a funcao de Green que resolve o problema. O método empregado
neste trabalho utiliza o conceito da transformada de Fourier-Laplace, que
mostra-se tao eficiente ou mais quanto aos outros métodos, oferecendo também
uma forma sistematica de calcular outras quantidades associadas ao sistema
que possuem um grau de dificuldade maior. Como as passagens matematicas
sao um tanto extensas neste trecho remete-se o(a) leitor(a) ao apéndice A,
mostrando-se aqui apenas os principais resultados.

A forma do fluxo de calor que sera desenvolvida é dada por

(Y — lims JooodteZt<(n1(t)v1(t)—fyvf(t))>

z—0

= limlimz dt dql dq2 —le=lintiga+20)}t
z—0e—0 S 2T

x {(M(iq + 6) (0} (ZCI2 + 6) — v 01(iqr + €) 01 (iga + €)))
I; . w0 dq1 fw dC]Q z

= limlim — — . . X
=060 J_ o 21 J_ . 2m z— (iqy + iqa + 2€)

X ((n(igr + €) 01(iga + €) =y 01(igy + €) Dr(ige + €))),  (2-11)

onde 71 (ig; + €) e 7M1(ig; + €) representam, respectivamente, as transformada
de Fourier-Laplace da velocidade da particula 1 e do ruido. Com o intuito
de resolver (2-11) em termos das posigoes das particulas apenas é necessario
voltar a Eq. (2-2) para encontrar fun¢ao que descreve a posigao da particula

1. Nota-se que a Eq. (2-2) pode ser escrita em forma matricial:
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~

D(ig+e)x(ig+e) = nig+e) (2-12)
A = D! (2-13)
E(ig+e) = A(ig+e)Alig+e), (2-14)

onde D(iqg+¢) representa um operador! N x N, z(ig+¢) é o vetor
que fornece as transformadas de Fourier-Laplace das posicoes de cada
um dos sitios, x(ig+e) = {x;(ig+¢),...,an(iqg+¢)} e n(ig+e) =
{m(Giqg+¢e),0,...,0,ny (iqg + €)} representa o vetor coluna que descreve as
flutuacoes inseridas no sistema devido aos reservatorios.

Assume-se no tratamento do problema, por simplicidade e sem perda de
generalidade, que z; (0) = 0 e v; (0) = 0 para todo i. Pode se escrever o termo
de velocidade da particula 1 em funcao de sua posicao ao se utilizar a seguinte

propriedade da transformada de Fourier-Laplace:

0(ig+e)=(>1Hqg+e) T(ig+e). (2-15)

Com o auxilio da Eq. (2-15) a equacao (2-11) pode ser reescrita como

0 dq1 0 d(]Q = y
L2 ) 2 z— (iqr + igs + 26)
x (igy + €) (M (iqy + €) T1(iqa + €)) —

)y = limlimj

z2—0e—0

[T da [ dgy 2
— limlim — — y y X
z—0 eﬂoj_oo 21 J_o 21 z — (iqy + ige + 2€)
Xy (iqr + €) (iga + €) {T1(iq1 + €) T1(iga + €)) (2-16)

Da equagao 2-14, a posicao da particula no espago reciproco 7 é
Fi(ig+e) = > Ay(g+e) ilig+e), (2-17)
j=1,N
e o ruido no espago reciproco, 17 — que continua sendo gaussiano — ¢é dado

~ . ~ . (2
(g +e) 7 (g +e)) = , i
@i (il ) 75 (1ge ) T +igy 26

(2-18)

Unindo as equacoes 2-17 e 2-18, finalmente pode se escrever a expressao

1'Um exemplo das formas de ambos operadores, D (iqg +¢) e A(iq + €) , se encontra no
apéndice B.
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para o fluxo de calor como:

© (P dgyd Ay, (i
(T = Tim lim 29T, f f n_E Au (i +¢)
z2—0e—0 —wJd_m 4 zZ — (ZQ1 + 142 + 26) (qu + 142 + 25)

~ lim 2 2T JOO fw dqldQQ z(iql + 5)(iq2 + 8) /111 (iql + 5) -le (iQQ + 6) n
im0 V) ) Tar® 2 (iqr + ige + 2¢) (iqr + iq2 + 2¢)
~ lim 2 2T foc J‘OO dqldqg z(iql + 8)(i(p + 6) Ale (iq1 + 8) Ale (iQQ + 8)
a0 TN ) T AR T (g +ige + 2¢) (iqr + ig2 + 2¢)
(2-19)
Integrando em igs e tomando o limite que z — 0, tem-se:
v (" ~
(Jy=1lmTy (= | (ig+¢e)An1(iqg+e)dg
e—0 T J_o
N2 [ N N
+ — J (ig +€)* Ay (iqg +¢e) Ay (—ig —¢) dq)
—0
Ty [ . »
+ - f (ig +e)* Ain (iq +¢) Ay (—ig —¢) dq. (2-20)
—Q0

Visando escrever a Eq. (2-20) de uma maneira mais compacta, avalia-se
esta expressao no caso em que ambos os reservatorios possuem a mesma
temperatura, i.e., Ty = Ty. Quando esta condi¢ao de contorno é satisfeita o
fluxo de calor médio que atravessa o sistema é nulo {J), visto que o sistema
encontra-se em equilibrio. Assumindo que tal condicao seja satisfeita, a
equagao (2-20) é escrita como

~

f (ig+¢e)A1 (ig+¢)dg + ﬂf (ig +e)? A1 (g +¢e) A (—ig—e)dg =
—a0

T™J -0
2 (oo - ~
= *er (ig +e)* Ain (g +¢) Aiv (—ig —e) dg.
—0

(2-21)

Nota-se que o lado esquerdo da Eq. (2-21) corresponde ao termo entre

parénteses na equagao (2-20), o que permite representar o fluxo de calor do
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caso linear de uma forma mais condensada dada por:
AT (7 2 7 ~ .
(J)r le_l)%’y — (ig+e¢e) Ainv(ig+e) Ain(—ig—e) dg, (2-22)
—0

com AT = Ty — T). Para tornar o entendimento da presente técnica algo
mais tangivel, na préxima secao sera apresentado um caso particular de sua
aplicagao, além de analisar-se o que acontece com o comportamento do fluxo

de calor em uma cadeia harmonica conforme aumenta-se seu tamanho.

2.5
Exemplos numéricos e discussao dos resultados

Para ter uma nogao da fisica que esta envolvida no problema e do perfil
das funcgoes a serem integradas, ilustra-se um caso bem simples onde a cadeia
térmica é composta por apenas dois blocos. Neste caso a funcao que surge no
integrando da Eq. (2-22) é escrita como:

k1
B+ [mg+e)’ +y(ig+e) + ¥ +k]

Ay (ig+e) = (2-23)
Uma formulacao mais geral para a obtencao da funcao Ay (ig+¢)
encontra-se no apéndice C. Em sistemas harmonicos lineares sabe-se que o

fluxo de calor é proporcional a diferencga de temperaturas entre os reservatorios
[24, 27], i.e.:

AT [~ ~ ~
<J>:li£%72—7r J (ig+e)’ Aiv(ig+e) Ain(—ig—¢) dg = AAT,
(2-24)

onde A é a constante de proporcionalidade denominada condutancia, que mede
a energia que flui ao longo do sistema.

Uma vez que JZ(1N (ig + €) é determinada, o préximo passo é integrar esta
funcao no plano complexo, onde escolhe-se como caminho de integracao um
semi-circulo na parte superior do plano complexo (cf. Fig. 2.2). Tomando-se
os parametros da dinamica do problema com valores iguais a 1, exceto por k’,
que vale 0.5, e k que € igual a 0, visto que o sistema nao possui elementos em

seu volume, o fluxo de calor no sistema é igual a:

(JY=AAT = —02AT = —02(Ty — T}). (2-25)
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Um ponto que vale a pena ser levantado aqui é que todas as integragoes
realizadas para cadeias com N > 2 acabam se tornando bem simples de
serem analisadas, pois os polos que surgem sao provenientes das raizes de um

polinémio, que nada mais é que o determinante da matriz da dindmica (cf.

Eq. (C-2)).

Im(q)

i(e 27'1) i(e —rq) i(e—r3) i(e :7‘4)

Figura 2.2: Disposicao dos pélos da dinamica do problema do exemplo em que
N = 2. Os termos i(e+ry),i(e+712),i(e+73) e i(e+14) representam os pélos da
funcao Ay (iq + €), enquanto os termos i(e — 1), i(e —r3), i(e — r3) e i(e —r4)

representam os polos nao integraveis de Ay (—iq — ).

E razoavel se imaginar que a condutancia de uma cadeia seja uma
grandeza que dependa de seu tamanho. Para entender esta ultima justificativa
suponha que no sistema em questao a lei de Fourier seja vélida, de forma que

o fluxo de calor pode ser esrito como:

(Jy=-kVT =—AAT. (2-26)

Considere agora que a distancia tipica entre os elementos da cadeia seja
igual a d. Se a cadeia possui um tamanho igual a L e possui N elementos,

sendo N >» 1, é simples notar que:
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L=Nd. (2-27)

Assim, nota-se que a Eq. (2-26) pode ser escrita como,

AT
= —K— 2-2
de onde pode se inferir que
A = k/Nd, (2-29)

ou seja, em um sistema em que a lei de Fourier seja vélida a condutancia deste
deve obedecer a seguinte relacao: A oc N=! oc L=!. Uma outra alternativa para
verificar que a condutancia decresce com o tamanho do sistema é dada pelo
seguinte raciocinio: imagine que o limite termodinamico seja tomado em um
sistema onde a lei de Fourier é valida, de forma que a corrente de calor ao
longo do sistema deve ir a zero neste limite, visto que a resisténcia térmica
do sistema seria infinita. Como consequéncia, a condutancia do sistema que
obedece a lei de Fourier deve diminuir de forma proporcional ao aumento do
tamanho do sistema.

Para verificar o comportamento da condutancia em um modelo
harmonico, mostra-se ao longo dessa secdao o resultado do fluxo de calor
para cadeias de multiplos N’s. A partir da Eq. (2-24) é possivel construir
a figura 2.3, onde mostra-se como a condutancia se comporta conforme

aumenta-se o tamanho da cadeia.
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Figura 2.3: Grafico descrevendo a condutancia versus

Como pode se observar na figura 2.3, a condutancia converge para

um valor constante, contrariando o comportamento fisico ideal. O fato de a

condutancia térmica assumir um valor finito é uma caracteristica inerente

aos modelos unidimensionais que possuem apenas interacoes harmonicas

[24-27, 57], sendo entdo o transporte de energia que ocorre nestes modelos
caracterizado como balistico.

Em sistemas que possuem apenas interagoes harmonicas em suas

equacoes de movimento nota-se que quando N — oo a condutividade,

k, diverge linearmente com o tamanho do sistema, informacao que pode ser

expressa da seguinte forma:

ko N o L. (2-30)

Este resultado mostra que o gradiente de temperatura ao longo da
cadeia ¢ basicamente nulo, devido ao valor finito que o fluxo de energia
assume enquanto o tamanho do sistema aumenta. Esta saturacao do fluxo
de calor que caracteriza o regime balistico, pode ser entendida de forma
bem simples: sistemas harmonicos puros possuem modos normais que sao
separaveis e consequentemente os seus fonons nao interagem entre si.

A simplicidade do modelo linear nao é capaz de incorporar o

espalhamento de fonons que ocorre em um sistema fisico real. Efeitos como
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de superficie, impurezas e imperfeicoes no material, que atuam como centros
espalhadores, devem ser inseridos no sistema de alguma maneira para que a
descricao do problema se aproxime ao maximo da situacao real. Um exemplo
mais cotidiano da necessidade da insercao de nao-linearidades na interacoes
de um cristal é ilustrado pelo fenémeno da dilatacao térmica (cf. Fig. 2.4),
o qual ocorre justamente devido a interagoes que vao além da aproximacao

harmonica [31].

Eo

Ey

Figura 2.4: A figura ilustra qualitativamente o potencial elastico de um cristal
em duas situagoes: i) regiao onde a expansao harmoénica é razodavel e a energia
do sistema é dada por Ej; ii) regido onde os efeitos das nao linearidades devem

ser levados em consideragao com energia Fs.

Os efeitos citados podem ser incluidos em um sistema, por exemplo,
através de interagbes anarmonicas entre os elementos da cadeia e/ou com o
proprio substrato [32, 47, 49]. Outras maneiras de provocar o espalhamento
dos fonons ao longo da cadeia consistem, por exemplo, em utilizar uma
cadeia que possua dispersao de massa [25, 36, 29] ou uma interacao de
banhos térmicos com o volume do sistema [58-61]. Embora em alguns casos
dentre os citados seja possivel encontrar uma condutividade térmica finita
[47, 58, 59, 61], os demais exemplos mostram que esta grandeza é funcao de
L, mais precisamente, k o« L* o¢ N¢ com a > 0, ou seja, o problema da
divergéncia da condutividade permanece presente apesar das alteragoes no
modelo.

A anomalia apresentada na conducao de calor deve ser refletida de
alguma maneira no perfil de temperatura da cadeia. O gradiente quasi-nulo
de temperatura pode ser observado quando se compara as temperaturas,
estas definidas como a energia cinética média de cada particula, ao longo do

volume do sistema. Embora o comportamento das temperaturas ao longo do
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volume pareca ser bem entendido, pelo menos qualitativamente, existe um
fator pouco explorado associado a este perfil: a relacao entre os parametros
de acoplamento que regem a dinamica do sistema. Qual a mudanca sofrida
por grandezas macroscopicas e estatisticas do sistema com a alteracao destes
parametros? A resposta para esta questao e outras vindouras serao exploradas

nas proximas segoes.
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3
O papel das correlacoes entre as velocidades nos perfis de
temperatura do sistema

3.1
Possiveis perfis de temperatura de uma cadeia harmonica linear

O estudo da distribuicao de temperaturas, ao longo da cadeia harmonica
linear permite analisar, através da energia cinética média associada a cada
sitio, se o modelo utilizado é capaz ou nao de descrever um comportamento
de conducao de calor condizente com a lei de Fourier. Partindo do teorema da
equiparticao de energia, pode se escrever a temperatura de cada elemento da

cadeia como

T = mu?), (3-1)

onde supos-se que a constante de Boltzmann ¢é igual a um. Podemos reescrever a
Eq. (3-1) através da técnica ilustrada no capitulo 1. Aplicando a transformada

de Fourier-Laplace em (3-1) tem-se

o= om ot [ dardez @i te) tilie )
220600 ) o 21 2m z— (g +1ig + 2¢)

(3-2)

Com o auxilio das Eqgs. (2-17) e (2-18), pode se chegar facilmente a

expressao para a temperatura em cada sitio, dada por:

+a0
T = g Z TJJ (ig+¢e)(—ig—e) -'Z(ij (ig+e) /TU (—ig—e¢) dg. (3-3)
j=1,N —®

A discussao sobre o comportamento das temperaturas em cadeias
harménicas homogéneas ja foi introduzida previamente [25, 27], onde
mostrou-se detalhadamente que o perfil de temperaturas de uma cadeia
onde os elementos do volume nao possuem acoplamento com o substrato
(k = 0). Esta escolha na hamiltoniana do sistema acaba se refletindo no
perfil de temperaturas, que de forma muito contra-intuitiva mostra que as
temperaturas das particulas mais proximas ao reservatorio com temperatura

T7 possuem uma temperatura maior que a temperatura média entre os
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reservatorios, enquanto que as particulas vizinhas ao banho térmico com
temperatura Tx possuem uma temperatura menor do que a média das
temperatura entre os reservatérios! O perfil de temperatura associado a estes
modelos encontra-se ilustrado na figura 3.1(a), onde pode notar-se que as

Unicas particulas as quais este comportamento nao se aplica sao as particulas
leN.

2.0f : : : ‘ 2.0F
1.8}
) _L6f
1.4
1.2+
1.0k ‘ : : : 1.0 ‘
5 10 15 20 5 10 15 20
1 1
31(a): k=0 3.1(b): k=1
2.0
1.8}
_ L6}
1.4
1.2t
1.0 ‘
5 10 15 20
i
3.1(c): k=1

Figura 3.1: As figuras (a), (b), e (¢) mostram os possiveis perfis de temperatura
em uma cadeia linear. Aqui tomou-se k; = k' = v = m = 1 e uma cadeia
com N=20. As temperaturas dos reservatorios térmicos correspondem as linhas
verde (17 = 1) e vermelha (Ty = 2).

Um fato é que este perfil de temperaturas nao representa universalmente
os modelos harmonicos de cadeia linear. Pode-se suavizar este perfil de
temperatura um tanto incomum ao se introduzir o acoplamento de ancoragem
no volume do sistema nas equagoes de movimento do sistema. Adotando esta
mudanca, nota-se que as cuspides préoximas as extremidades vao se tornando
mais suaves conforme o parametro de ancoragem de volume aumenta. As
cuspides sao eliminadas do perfil de temperaturas quando os acoplamentos

atingem o limiar [62]:
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/
b, = % (K = k). (3-4)

Quando a condicao referente a Eq. (3-4), obtida de andlise numérica, é
imposta aos parametros de ancoragem da cadeia observa-se que a temperatura
de todos os elementos associado ao volume do sistema ¢ igual a % Nota-se
que o perfil do platoé de temperaturas, mostrado na figura 3.1(b), d4 a falsa
impressao de que o volume do sistema encontra-se em equilibrio térmico,
como se as ondas formadas pela composicao dos fonons da rede estivessem
restritas a se propagarem apenas na regiao onde as temperaturas dos sitios
sao iguais, sem nenhuma influéncia das particulas das extremidades e, por
conseguinte, dos reservatorios. Isto seria verdade caso a ancoragem k' das
bordas fosse infinita; neste caso ter-se-ia um sistema que definimos aqui como
caixa de fonons, onde o volume do sistema estaria livre de influéncia dos
reservatérios devido ao isolamento das particulas 1 e N, ou caso o acoplamento
de volume, k, fosse muito maior que os demais acoplamentos da cadeia, de
forma que o volume se comportasse como sendo um sistema isolado com
uma temperatura idéntica a média entre as temperaturas dos reservatorios,
praticamente insensivel as interagbes com as particulas das extremidades. A
figura 3.2 mostra como a temperatura da particula 2 varia conforme aumenta-se
o valor de k, de onde é possivel verificar que o minimo apresentado pelas
curvas é consistente com o que se espera do sistema no limite £k — oo, i.e.,
a temperatura desta particula s6 pode decrescer até um determinado ponto,
tornando a aumentar posteriormente e por fim, quando o sistema encontra-se
praticamente desacoplado dos reservatorios, apresentar uma temperatura que
¢ igual a média entre as temperaturas dos reservatorios.

O surgimento desta pseudo caixa de fonons serd discutido posteriormente
quando une-se o estudo sobre os cumulantes do fluxo de calor ao plato
de temperaturas que o sistema apresenta nesta configuracao e as funcoes
de correlagao pertinentes ao estudo da cadeia harmonica linear. Por hora
continua-se descrevendo como as mudangas na ancoragem alteram o perfil de
temperatura do sistema.

Abandonando a restrigao feita em (3-4) sobre a igualdade entre o
acoplamento interparticulas e a ancoragem de borda, existem outras relacoes
mais gerais que levem a mudanca entre regimes de temperatura em uma cadeia
harmonica linear? Serd mostrado que, dependendo das relagoes existentes entre
o acoplamento entre as particulas e as ancoragens do modelo, o sistema pode
apresentar nao apenas uma, mas outras transicoes de regime de temperaturas.

Em vez de mudar a ancoragem do volume, qual a resposta dada pelo sistema,
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Figura 3.2: Temperatura da particula 2, 75, vs ancoragem de volume, k. com
m = 1, v = 1. A linha azul cheia corresponde aos parametros k' = k; = 1
e a linha vermelha tracejada-pontilhada estd associada a k' = k; = 2. Os
valores criticos de k sdo, ket = 1/2 € keyy = 1, respectivamente, de acordo
com Eq. (3-4). Para valores de k tal que & — o0, a cadeia se transforma em
um fio rigido e a temperatura do volume naturalmente tende a 3/2.

em termos de perfil de temperatura, caso se varie a ancoragem de borda, k'?

Suponha que na cadeia altere-se k' suavemente a partir de zero,
admitindo que k # 0. Observa-se que para uma determinada faixa de
valores de k' o sistema passa a apresentar um comportamento, no que diz
respeito a distribuicao de temperaturas das particulas do volume, oposto ao
descrito por RLL. Os elementos da cadeia mais proximos ao reservatorio

%, ja os sitios mais proximos

frio possuem temperaturas menores que
do reservatério quente possuem suas temperaturas maiores que % O
aspecto da temperatura do sistema pode ser visualizado na figura 3.1(c),
onde pode notar-se que as cuspides proximas as extremidades da cadeia foram
substituidas por curvas com um perfil bem mais suave. Ao aumentar-se k’
continuamente, nota-se que as temperaturas das particulas 2 e N —1 comecam

a se aproximar da média de temperatura entre os reservatorios, até atingir

a configuracao onde o volume da cadeia atinge a temperatura % e a
ancoragem de borda é dada pela Eq. (3-5), (cf. 3.1(b)).
k K%+ 4kk
Koo= = (3-5)

crity 2 2

a origem da Eq. (3-5) serd justificada a posteriori juntamente com a discussao
dos cumulantes do fluxo de calor. A Eq. (3-5) representa a linha vermelha na
figura 3.3, delimitando as regioes em que o sistema apresenta um perfil de
temperaturas suave e o perfil do modelo RLL.

Ao observar-se a figura 3.3, nota-se que para uma dada regiao onde
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kK >k

erit; @S cuspides voltam a surgir no sistema, mostrando que a presenga

da ancoragem de volume é um fator necessario mas nao suficiente para que
o sistema nao exiba tal caracteristica em seu perfil de temperatura. O perfil

semelhante ao modelo RLL é apresentado para todos os valores de &’ inferiores

a [62]

72

k! :k;+l<:1+%. (3-6)

crito

onde a Eq. (3-6), representada pela linha azul na figura 3.3, é obtida
heuristicamente e exprime a condi¢ao para que o volume do sistema encontre-se
termalizado pela segunda vez. Apds o sistema atingir o segundo plato, tem-se
novamente o perfil de temperaturas bem suave préximo as extremidades,
marcando assim mais uma mudanca de comportamento das particulas
mediante & mudanca de k’. A partir de entao, para um crescimento continuo
do acoplamento das extremidades, nota-se que tal mudanca tende a isolar as
particulas 1 e N do restante da cadeia, de forma que o volume do sistema
passa a interagir praticamente com si proprio, criando assim a caixa de
fonons ja descrita anteriormente. As mudancas entre os diferentes regimes de
temperaturas podem ser visualizadas na figura 3.3.

Aparentemente, o fato de a cadeia apresentar ou nao cuspides no

k,
41

1 2 k

Figura 3.3: Regioes do espago onde a cadeia apresenta perfil de temperaturas
do modelo RLL (cispides) e do modelo estudado. As linhas vermelha e
azul representam, respectivamente, a 1* e 2% transicao entre os regimes de
temperatura. [lustra-se também na figura um ponto correspondente ao regime
RLL,onde k' = ki =1e k =0.
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perfil de temperatura sugere que tais respostas do sistema estao associadas a
ajustes mecanicos do problema, mas as se¢oes seguintes mostrarao a fisica por
tras destes fenomenos. A primeira transicao entre regimes aqui apresentada
descreve mais do que apenas uma escolha conveniente dos parametros do
problema. Nas proximas secoes serda mostrado que ela possui influéncia
nos cumulantes da distribuicao de J, bem como um papel importante na

distribuicao dos modos vibracao da rede.

3.2
Funcoes de correlacao e modos de vibracao em uma cadeia

A mudanca nos perfis de temperatura da cadeia harmonica linear devido
a variacoes dos parametros associados a dinamica do sistema sugerem que o
fluxo de calor que o atravessa é afetado por tais ajustes. O ponto importante
é: de que maneira um aumento continuo da ancoragem das extremidades
influencia na transferéncia de energia ao longo da cadeia? Para responder esta
pergunta deve-se voltar a Eq. (2-22) e analisar-se o limite em que a cadeia
possui um numero de elementos N — 0.

Neste regime, pode se mostrar que (ver apéndice C) no limite

termodinamico (2-22) converte-se em:

(Jye = o (1 = VI = ©2) AT, (3-7)

m

onde,

2k 2k, + k)2 N

) 2k (ky + k— k), !

(k1 +k)2+ (k1 — k') =2k k.

(3-8)
Pode-se extremar a Eq. (3-7), por exemplo, com respeito a constante de

m

ancoragem das bordas, k', de forma que pode se estabelecer uma relacao entre
os parametros da dinamica do problema e tornar o fluxo transmitido o méaximo
possivel. Isolando £’ das demais varidaveis na equacao associada a derivada do
fluxo de calor com respeito a k', encontra-se a equagao (3-5) mostrada na segao
anterior.

O fato de que quando k' é dado pela Eq. (3-5) a energia transportada
¢ maximizada ao longo do sistema é uma das maneiras de se distinguir entre
a primeira e a segunda mudanca de regimes de temperatura que uma cadeia
harmonica linear pode sofrer. Outra conclusao que é possivel tirar da analise
da Eq. (3-7) e das figuras 3.4, 3.5 é que a ancoragem de borda estd associada a
distribuicao de probabilidades do fluxo de calor do sistema, de forma que outros
cumulantes do fluxo de calor devem sofrer mudancas devido a variagoes dos

valores de k’. As condigoes de contorno nas bordas do sistema sao fundamentais
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no que diz respeito ao transporte de calor, tendo este fato sido observado em
cadeias de 1, 2 e 3 dimensoes [25, 26, 63].

Para compreender o que acontece com os cumulantes da distribuigao
do fluxo de calor, verifica-se o que acontece com os cumulantes variancia,
obliquidade e curtose, que oferecem resultados suficientes para descrever
o comportamento dos demais cumulantes. Todas estas grandezas foram
computadas analiticamente e o tanto seu célculo explicito quanto comparacoes

com simulagoes se encontram no apéndice F.

(J")e

0.0
0

1 2 3 4

kY

N
[=)}

Figura 3.4: Cumulantes normalizados versus k’. Nota-se que todos os
cumulantes atingem o extremo justamente no ponto em que o sistema atinge
a primeira mudanca de regime.

Como pode se notar nas figuras 3.4 e 3.5, todos os cumulantes e momentos
do fluxo de calor atingem um extremo no ponto em que ocorre a primeira
mudanca para o regime RLL, o que acaba por acentuar a diferenca entre as duas
transicoes de regimes de temperatura exibidas pela cadeia. A explicagao para
o porqué dos cumulantes impares da distribuicao irem a zero esta associada a
medida matematica que estas grandezas representam para o sistema, pois estes
cumulantes medem assimetrias associadas a distribuicao de probabilidades do
fluxo de calor, ou seja, se T; = Ty = T} tem-se que {(J*"™1), = 0. Como para
k' infinitamente grande tem-se o volume do sistema isolado dos reservatérios
e termalizado, fica claro que qualquer cumulante impar associada a J é zero.
Ja os cumulantes pares desta distribuicao acabam por encontrar um valor de

saturacao, o que é simples de se visualizar, visto que no equilibrio o valor médio
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Figura 3.5: Comparacao dos resultados numéricos e analiticos para os primeiros
quatro momentos dos fluxo de calor. Os graficos ilustram os momentos
normalizados pelos seu respectivos valores maximos versus a ancoragem de
borda, onde usou-se m = 1, v = 1 e k = 1, k; = 1. Os painéis superiores
esquerdo e direito ilustram (J) e {(J?), respectivamente, enquanto os painéis
inferiores e direito mostram (J?) e (J*). As linhas cheias representam a curva
analitica e as circunferéncias os pontos obtidos através da simulacao numérica.
Para este conjunto de parametros os momentos atingem o seu maximo para
!~ 1.6180.

crity

de qualquer grandeza cinematica pode ser calculado utilizando a distribuicao
de Boltzmann-Gibbs.

O fato dos cumulantes atingirem um extremo no mesmo ponto remete
a um possivel paralelo ao estudo de transi¢oes de fase [5, 64, 65], onde
a mudanca de caracteriticas macroscdpicas associadas a fases do sistema
coincidem exatamente com o colapso dos cumulantes do fluxo de calor. Em
uma transicao de fase é sabido também que o comprimento de correlacao
entre os elementos do sistema torna-se infinito, caracteristica que serd estudada
nesta secao para descobrir se, realmente, o fenomeno da mudanca de regimes
corresponde a uma transicao de fase. Como associa-se as “fases” do sistema ao
perfil de temperatura é razoavel sugerir de um ponto de vista fenomenolégico

que a funcao de correlacao entre as particulas seja dada por:
(TiT) — )XTon)

VT =T\ [T = (T

Ciiv1 = (3-9)
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de forma que

Cio = A(8) exp[6/¢]. (3-10)

onde £ representa o comprimento de correlagao entre as particulas, § a distancia
entre os elementos vizinhos e A(J) a amplitude de correlacao.

Observa-se que a analogia da transicao de fase torna-se um pouco
mais clara quando analisa-se o plato de temperaturas, e interpreta-se tal
configuracao como sendo uma espécie de “fase ordenada” do sistema,
justamente onde ocorre a mudanca de regimes. Esta tultima afirmativa pode ser
entendida com mais clareza ao supor que o plato é o estado critico separando

a configuracao suave, N2

DT = Taeis <0 (3-11)
i=2
da configuracao em que o sistema apresenta a cuspide,

N/2
DT = Taein > 0. (3-12)
i=2
Como a funcao de correlacao encontra-se definida, o proximo passo é
verificar se ha transicao de fase checando se o comprimento de correlacao
para diversos valores de k' é proximo a primeira mudanca de comportamento,

obedecendo a seguinte equagao:

&~ |AK|E (3-13)

onde Ak" = k' —k[,;,, . Para verificar se de fato ocorre uma transigao de fase no
sistema, ajusta-se a equacao (3-10) em uma escala log-linear (de forma que o
coeficiente angular deste ajuste corresponde a £~1). Apés obter o comprimento
de correlacao, faz-se um grafico deste versus Ak’, de onde nota-se que em vez de
um comportamento divergente do comprimento de correlagao, observa-se uma
dependéncia linear (R? = 0.9999998...) em termos da variagao da ancoragem
das bordas, o que acaba por gerar um valor finito para £ no ponto em que

kK =k mostrado na figura 3.6.

crity?

Com a hipdtese de uma transicao de fase descartada, o que realmente
acontece com o sistema ao passar ao regime de temperaturas com o perfil
suave para o perfil com cuspides? A resposta para esta pergunta é encontrada

na analise da funcao de correlacao entre as velocidades de pares vizinhos, C,,,

/

erit;» iIndependentemente

que possui, ver figura 3.7, valor zero no ponto k' = k
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0.7805

0.7800

W
0.7795

0.7790} ]

—-0.0010 —0.0005 0.0000 0.0005 0.0010
AL

Figura 3.6: Comprimento de correlacao como funcao de AL’. Os parametros
utilizados sao: m = k; = v = 1,k = %, T, = 1 e Ty = 2. Os pontos sao
obtidos analiticamente, e a reta tragada corresponde ao ajuste linear feito, cuja
a inclinacao é igual a —0.61576 + 10™® e o com o comprimento de correlacao
na origem igual a £ = 0.779796 + 1075.

da localizacao do par ao longo da cadeia.

Como pode se observar na figura 3.7, as correlagoes de velocidades
sao simétricas com respeito ao meio da cadeia, e uma andlise geral sobre
o comportamento destas curvas ajuda a desvendar a mecanica por tras da
transicao de regimes. Lembrando que as demais constantes de acoplamento

foram escolhidas como k = % e k1 = 1, observa-se que para k' crescente, nas

/
crity

um valor positivo e, simultaneamente, a temperatura da segunda particula da

vizinhancas de k = 1, o valor de C,,,, passa de um valor negativo para
cadeia, T3, também cresce monotonicamente (cf. Fig. 3.3).

A explicacao para a mudanga de comportamento das fungoes de
correlacao entre velocidades das particulas para diferentes valores de &
comeca a ser construida ao notar-se o seguinte fato: a figura 3.7 mostra
que o modo tipico de vibracao, considerando k' < 1, para elementos
da cadeia mais proximos do reservatério frio é antissimétrico, enquanto
particulas que se encontram mais perto do reservatorio quente vibram no modo
simétrico. O fator que define se as particulas encontram-se correlacionadas ou
anti-correlacionadas é o sinal das correlacoes envolvendo os vizinhos da cadeia,
0 que permite interpretar com mais clareza a figura 3.7.

Utilizando os resultados das correlagoes entre velocidades em conjunto
com a mudanga de temperatura dos elementos da cadeia (cf. Fig. 3.3), é
possivel ainda inferir que os modos simétricos sao mais energéticos do que os
antissimétricos. Observa-se que quando aumenta-se ao valor de k' até chegar
o valor no qual o sistema atravessa a primeira transicao entre o regime suave
e 0 que possui a cuspide, as temperaturas dos sitios da metade “mais fria” da

cadeia acompanham tal crescimento. Por outro lado, a metade da cadeia mais
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“quente” comporta-se de forma oposta, apresentando uma diminui¢ao em suas
temperaturas.

A mudanca de comportamento das temperaturas de todas as particulas

/

erit, » configuragao na qual o volume do

se mantém até o ponto em que k' = k
sistema atinge um platdé de temperaturas e todos os vizinhos encontram-se
descorrelacionados entre si. Como o sistema se encontra em um pseudo
equilibrio, é razodvel encontrarmos que a correlacao entre as velocidades
seja nula!. Ao continuar aumentando o valor de &' apds atingido o platd
de temperaturas, nota-se que a metade da cadeia proxima ao reservatorio
frio passa a ter correlacao de velocidades entre primeiros vizinhos positiva,
enquanto a metade da cadeia mais proxima ao reservatorio quente apresenta
correlagoes negativas. Com isso a primeira transicao de regimes de temperatura
apresentada na cadeia se resume a uma inversao dos modos vibracionais das
duas metades do sistema, onde verifica-se que a energia é transferida dos

modos simétricos para os antissimétricos.

Podemos chegar a essa conclusdo olhando o cardter par da distruicdo de Boltzmann-
Gibbs no sistema.
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Figura 3.7: Correlacao entre as velocidades de pares da cadeia, conforme
indicado no lado direito de cada painel. Nos painéis superiores &' = 1 todas
as correlacoes sao nulas, e os elementos do volume encontram-se no platé de
temperaturas. Quando k' = 5/2, o plato de temperaturas ressurge, bem como
as correlagoes entre pares do volume se anulam, sendo as tnicas excegoes dadas
por Cy,p, € Cyyuy_,- Observe que as correlagoes sao simétricas com rela¢ao ao

meio da cadeia. Aqui utilizou-se uma cadeia com N=11 elementos.

E importante frisar que toda esta discussao é valida em um sistema regido
unicamentente por interagoes lineares. Quando termos de interagao cibica
e/ou quartica encontram-se presentes na dinamica do sistema, o transporte
balistico de energia é modificado [31] , levando ao surgimento de gradientes de

temperatura ao longo da cadeia. A discussao sobre algumas propriedades do
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fluxo de calor em cadeias nao lineares possui uma vasta literatura associada
a resultados obtidos via simula¢do numérica [25, 26, 66-68], enquanto o
tratamento analitico para este tipo de modelo é abordado por poucos autores
[69-71].

Para ilustrar um dos impactos das nao linearidades sobre o sistema
original, mostra-se na figura 3.8 o que ocorre com as correlagoes entre
as velocidades quando introduz-se um termo cibico de interacao entre as
particulas. Quando o termo —ks Zj (x; —xj)?’ estd presente nas equacoes
de movimento, nota-se que as correlagoes nao se anulam simultaneamente
e a simetria que estas funcgoes possuem com relacao ao meio da cadeia é
sutilmente quebrada. A técnica que conduz aos novos resultados das correlagoes
é apresentada no capitulo 4 e apéndice E, porém pode se discutir de antemao
qualitativamente os resultados obtidos.

O fato de todas as correlagoes nao se tornarem nulas para qualquer par da
cadeia e um dado £ em um modelo nao-linear é simples de ser verificada. Uma
das condicoes que definem a correlacao zero é o pseudo equilibrio do volume,
por outro lado, como o sistema agora possui interagoes nao-lineares, estas
automaticamente inserem um gradiente de temperatura ao longo da cadeia,
impossibilitando assim a formacao de um plato de temperaturas para um
determinado conjunto de parametros do problema.

Pode-se notar também que o termo cibico favorece os modos

antissimétricos da cadeia, visto que a maioria das correlagoes interpares

/

wit; = 1. A discussao sobre os modos

Cyp.v, cruza o eixo k' apds o valor k
iVj

de vibracao no caso nao-linear para miltiplos valores de k' torna-se agora

bem mais complicada, visto que a forma a qual eles interagem torna-se

consideravelmente mais complexa devido as anarmonicidades do sistema.
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Figura 3.8: Os painéis superiores (3.8(a) e 3.8(b)) mostram que as correlagoes

atingem valor zero nas vizinhancas de k,.;,, = 1. Nos painéis inferiores (3.8(c) e

3.8(d)) ¢ possivel notar que os resultados de correlagoes simultaneamente nulas

em k., = g nao ocorrem na cadeia nao-linear. Considerou-se uma cadeia com

N=11 elementos nesta analise.
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4
O papel das anarmonicidades no fluxo de calor em cadeias
alimentadas por reservatoérios térmicos e atérmicos

Como pode ser verificado no ultimo capitulo, modelos regidos apenas por
interacoes harmonicas apresentam propriedades indesejadas e inconsistentes
com o que se é observado em um sistema fisico real. Para resolver tais falhas,
¢ necessario considerar que as interagoes entre as particulas do sistema vao
além da ordem harmonica, tornando entao o sistema bem mais complexo de
ser analisado.

Como alguns exemplos de modelos que consideram novos elementos na
dinamica do sistema, pode se destacar sistemas de rotores com interacoes
de curto e longo alcance [72, 73], modelos que utilizam dispersdo de massa
[29, 60, 74], apresentam reservatérios auto-consistentes ligados aos elementos
do volume [56, 75, 76], possuem interagoes nao lineares entre os elementos
da cadeia [25, 32, 33, 66, 77] e ainda existem aqueles que misturam alguns
destes novos elementos da dinadmica em um tnico modelo [59, 61, 71]. Dentre
as possiveis mudancas que um sistema pode apresentar em suas propriedades
de transporte quando sujeito a uma dinamica nao linear, pode se destacar
uma que é comum em todos os modelos modificados citados: o espalhamento
dos fonons, que é um fator primordial para satisfazer o carater difusivo da lei
de Fourier. A introdugao de nao-linearidades acaba tornando a andlise destes
modelos via simulacao uma tarefa muito mais tratavel e simples, sendo que
as solugoes analiticas para estes problemas desenvolvidas sao obtidas poucas
vezes [59, 61, 75].

A abordagem adotada ao longo desta secao é baseada em um modelo
semelhante ao Fermi-Pasta-Ulam o — 8 (FPU-a — 8)!, um problema sem
solucoes analiticas, que foi proposto no ano de 1955 por Enrico Fermi,
John Pasta, Stan Ulam e Mary Tsingou, onde buscava-se verificar quao
rapido um sistema nao-linear de muitas particulas atinge o equilibrio a
partir de um determinado conjunto de condigoes iniciais. O estudo deste
problema representou um grande avango para as simulagbes numéricas|77],
principalmente no campo da dinamica molecular [25]. A hamiltoniana que
define o modelo FPU pode ser escrita como:

!Embora o modelo seja creditado apenas a Fermi, Pasta e Ulam, a responséavel pela

escrita do codigo e pela realizacao das simulacoes é a cientista americana Mary Tsingou, que
nao teve o devido reconhecimento por este trabalho.
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Figura 4.1: Cadeia contendo interacoes harmonicas e anarmonicas entre seus
elementos.

+ + +
om | A 2 3 4

H— i p? Nz_ll k«‘(-Tz - $i+1)2 Oé(fvi - iUz'+1)3 5(331' - 931'+1>4. (4_1)
i=1

Ao longo deste capitulo estuda-se o fluxo de calor um sistema onde
somente as interacoes associadas aos potenciais quadraticos e quarticos estao
presentes, o que representa uma variante do modelo FPU-£, i.e., nao existem
interacoes associadas a potenciais cibicos. Um dos efeitos desta nao linearidade
foi mostrado brevemente ao final do capitulo 3, onde mostrou-se que a
presenca desta acaba por tornar inatingivel o platd de temperaturas e,
consequentemente, o zero simultaneo entre as correlagoes de pares da cadeia.

A dinamica do sistema que fornece estes resultados é dada por

-
mEE = —y L — K ay — ky (01 — @) — ks (21 — 22)° + 1
{ md;tﬁi = —k? T; — ]{?1 (2 Ty — Tjy1 — 171’—1) — k?g (l’z — xi—l)?’ — ]Cg (JZZ — in+1)3 y

d’x dx / 3
| MG = S — Koy —ky(oy —oy1) — ks (oy —ano1)” N

(4-2)

Como nao é possivel resolver de forma direta este tipo de conjunto de
equacoes, utiliza-se a técnica de teoria de perturbacao com o intuito de obter a
forma aproximada das solugoes para as posicoes e velocidades das particulas,
possibilitando assim o calculo de grandezas tais como o fluxo de calor que
atravessa a cadeia, temperaturas dos sitios, correlacoes entre pares, entre outras
quantidades. A escolha para o parametro da expansao perturbativa resume-se

a uma analise de duas das escalas tipicas do problema, as energias associadas
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as interagoes linear e nao linear, que podem ser escritas como:

kqix?
Uy, = 12
(4-3)
kgt
Unl = 34

Intuitivamente deve se esperar que os resultados do regime nao
perturbado (k3 = 0) sejam recuperados quando o parametro perturbativo,
daqui para frente designado por 9, seja nulo. O parametro § surge naturalmente
na analise do problema quando impoe-se que, para a expansao perturbativa
ser valida, é necessario que a escala de energia da interacao harmonica seja

muito menor do que a da interacao cubica, de forma que

U N Y A
7}1<<1—)M: kl Nk’% :6<<17 (4-4>

onde no pentltimo passo da equacao (4-4), fez-se uso do teorema da
equipartigao de energia (T ~ kjz?).

Ap6s definir qual é o parametro de perturbacao do sistema, é natural
supor que o vetor que contém a informacao sobre a posicao de todas as

particulas pode ser escrito como

x; = x\” + oxt" 4+ §2x? . (4-5)

Como o interesse é determinar a solugao do problema em primeira ordem
em 0, todos os termos de ordem superior serao desconsiderados. Por se tratar
de um desenvolvimento extenso, os seus detalhes encontram-se reportados no
apéndice E. Ao longo do texto principal sao mostrados apenas os resultados
do método aplicado. Dentre as possiveis quantidades que podem ser estudadas
utilizando as solucoes das equacgoes de movimento, neste capitulo enfatiza-se
a analise do fluxo de calor através da cadeia quando esta encontra-se sob
influéncia de reservatorios gaussianos e poissonianos.

Devido a presenga da interagao ctibica no sistema, o fluxo de calor nao é

mais dado por pela Eq. (2-6), mas deve ser calculado de acordo com|[78]:

(S)in; = <{[—k1(1‘z’ — ;) — ka(a; — z;)°] WT%D, (4-6)
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O desenvolvimento da Eq. (4-6) para os casos onde faz-se uso de (4-5)
até primeira ordem é bastante trabalhoso, e, por este motivo, torna-se mais
conveniente mostrar o calculo do fluxo de calor para os ruidos gaussianos e
poissonianos ao longo do apéndice E. Por hora, mostra-se apenas os resultados
finais para a corrente de calor nos casos citados acima.

Os resultados serao ilustrados nas secoes a seguir, que encontram-se
divididas da seguinte forma: na primeira parte mostra-se qual é o efeito das
nao-linearidades em sistemas alimentados por reservatorios gaussianos; na
segunda se¢ao discute-se qual é a resposta da condutividade térmica quando
o sistema tem energia injetada no seu interior por banhos poissonianos; na
terceira e ultima parte, analisa-se propriedades da cadeia quando cada uma
de suas extermidades encontra-se simultaneamente em contato com banhos

térmicos de classes diferentes, o gaussiano e o de poissoniano.

4.1
Reservatoérios gaussianos (térmicos)

Para determinar o fluxo no caso nao-linear para o ruido gaussiano,
continua-se a empregar a Eq. (2-18) para avaliar os cumulantes associados aos
ruidos dos reservatérios, porém agora a presenca destes termos nao resultam
apenas de médias quadraticas envolvendo os ruidos, mas também de fatores
envolvendo médias quarticas dos mesmos, que sao provenientes dos termos

ligados ao parametro perturbativo 9.

Sendo estes termos as uinicas novidades que aparecem no calculo, pode se
trabalhar a Eq. (4-6) utilizando o teorema de Wick e manipulagoes algébricas,
(cf. apéndices E e F), de maneira que o fluxo de calor pode ser escrito como:

(Dnerg =

N
= (Jyp + 672k {Z |2z (2P 4 21 e ) (2 ) 4
+T1TN (I[JJ 1]I[J] +I[J]I[j’] 1] —|—I[ ]I[J»] 1] +I[J]I[ J— 1])]+

Z [T2 J] (I[J 2] +I[J J]) + TlTN (I?[)JJ]IG[]] +I£]]I5[j’j] +I([3J]I'£]’j] + IzEj]Ig[j’]]) +

+12 70 (Igj’j] + Igj’j])] } + 672ks [TfIE]L + T\ Ty (IE]IQ + I(E”L) + T]%Igl]zz] .

(4-7)

Como pode se observar na Eq. (4-7) as integrais L[f], L[Lj’l], T, e I, cujas

defini¢oes encontram-se no apéndice E, sao provenientes da interagao nao linear
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que existe na cadeia visto que elas sao proporcionais ao fator k3. Para checar a
validade do método da expansao perturbativa, pode se comparar os resultados
analiticos com os obtidos via simulagao numeérica. De acordo com a figura 4.2
é possivel notar que para uma cadeia com N = 10 particulas, os dois métodos
fornecem resultados que diferem por cerca de 0.2%, mostrando que a eficiéncia
do método ja constatada em pequenos sistemas permanece valida [79]. Nas
simulagoes utilizou-se o método trapeizoidal para determinar as solugoes das

equagoes diferenciais [80].

0.171 o
(]

0.170 | ]

-~ 0.169 ]
=
N~

0.168 | :

([ )
0.167 :
0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010
k3
Figura 4.2: A corrente de calor para um sistema com N = 10 particulas.

A linha azul contnua representa o resultado analitico, enquanto os circulos
vermelhos fornecem os dados da simulacao Toma-se os parametros com os

seguintes valores: y=m=%kF =k =1ek = %

Como pode se observar na Fig. 4.2 o fluxo de calor vai aumentando
linearmente com o parametro ks, mostrando que as anarmonicidades
aumentam a condutividade térmica do sistema. Este efeito pode ser entendido
notando-se que como as particulas vizinhas encontram-se mais fortemente
acopladas a transmissao de calor através das vibracoes torna-se mais otimizada,

o que aumenta a eficiéncia do transporte de energia ao longo da cadeia.
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4.2
Reservatoérios poissonianos (atérmicos)

Recentemente, ruidos poissonianos vem atraindo grande atencao devido
a sua aplicabilidade em um grande conjunto de fenémenos, tais como (i)
problemas de estado sélido onde o ruido encontra-se correlacionado com a
quantizagao da carga [81]; (ii) circuitos RLC cuja taxa de inje¢ao de energia se
assemelha a de bombas de calor [82]; (iii) motores biolégicos onde o ruido
mimetiza a hidrdlise estocastica de nao-equilibrio da adenosina trisfosfato
[83-85]; (iv) dinamica molecular sujeita ao termostato de Andersen [86]; (v)
gases granulares de baixa densidade empregados em sistemas de catracas
[87-89]; (vi) a utilizacdo de detectores a base de jungoes de Josephson, de
modo a verificar cumulantes de ordem mais elevada em correntes flutuantes
[90, 91];(vii) e estudo sobre flutuagdes de membranas das células vermelhas do
sangue [92].

Motivado pelo vasto nimero de aplicagoes do ruido de Poisson, ao longo
desta secao faz-se o estudo sobre fluxo de calor em cadeias alimentadas por

este tipo de ruido, que pode ser definido como

n(t) = Y () 6t —t). (4-8)

Em um processo de Poisson é necessario definir as grandezas A(t), que define
o nimero médio de eventos por unidade de tempo (no problema analisado
estes eventos podem ser interpretados como “pancadas® que sao dadas pelos
reservatorios nas particulas que se encontram nas extremidades da cadeia) e
®, que corresponde a respectiva magnitudes de cada um dos eventos. No caso
estudado considera- se que o processo seja homogéneo, ou seja, A(t) = A. Na
Eq. (4-8) a grandeza t; representa os instantes de tempo em que ocorrem os
eventos (“pancadas®). Embora seja possivel usar um grande nimero de fungoes
de distribuigao para descrever ®, aqui restringe-se a analise da distribuigao de

probabilidades exponencial, que é dada por:

P(®) =3 'exp| - =], (4-9)

KoHI| A

com o momento de enésima ordem de ® sendo calculado por & = n!d".

A 1ltima propriedade que define o processo de Poisson a ser utilizado diz
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respeito a sua correlagao temporal

(t1) o (00))e = AN [T 6 (b — ). (1-10)

No contexto de ruidos nao-gaussianos a transformada de Fourier-Laplace
continua sendo uma ferramenta de grande valia, de forma que ela continuara
a ser utilizada nos calculos subsequentes. Pode-se entao escrever a equacao

(4-10) no espago reciproco, onde esta assume a forma [93]:

lar-+2). 0+ = X" Vo, (411)

j=1 (igj + ¢)

A Eq. (4-11) é chave para entender a diferenca entre os resultados
fornecidos pelos casos poissoniano e gaussiano, visto que ela exprime o fato de
o primeiro caso levar em consideracao os seus infinitos cumulantes, enquanto
o segundo ¢ descrito apenas pelos seus dois primeiros e Unicos cumulantes.
A presenca de novos cumulantes acaba por introduzir termos adicionais na
Eq. (4-7), como por exemplo, os cumulantes quarticos, que surgem na teoria
de perturbagao em primeira ordem usada neste texto. Além de contribuirem
na condugao de calor do sistema [87], os novos cumulantes também modificam
quantidades termoestatisticas associadas aos seus graus de liberdade [93].

Visando calcular o fluxo de calor, admite-se que a taxa de eventos, A, de
ambos os reservatorios seja idéntica, de forma que o fluxo de calor para um
sistema que tem como fonte de energia reservatorios de Poisson e um nimero

N qualquer de particulas, é dado por:

N
(o= D+ | 1 (a7 7)o 2t (a2 )
j=2

o [ (0] 0] o (gl | U] | 1277 kiks
_ [Tl (IH +17l >+TN <212 47l )] ks,
7=1
122 ks ) 1
+ =2 (il + ). (4-12)

Nota-se da Eq. (4-12) que, mesmo avaliando-a no limite termodinamico,
nao ¢ possivel eliminar a dependéncia no A associado ao reservatério de Poisson.
A consisténcia da Eq. (4-12) pode ser verificada ao tomar-se o limite em que

A — 0, ou seja, quando a taxa de colisoes se torna continua, nota-se que
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o terceiro e quarto termos do lado direito vao a zero, recuperando assim o
resultado obtido na Eq. (4-7).

4.3
Reservatdrios gaussianos e poissonianos

As descrigoes do fluxo de calor e de outras grandezas termostatisticas
em sistemas governados por reservatorios gaussianos e nao-gaussianos, foram
realizadas através de tratamento analitico em casos onde N = 1e N = 2, donde
pode observar-se alguns importantes resultados decorrentes da natureza dos
reservatorios atérmicos [79, 87, 93]. Nestes trabalhos foi verificado que sistemas
regidos por reservatorios deste tipo possuem caracteristicas interessantes, tais
como inaplicabilidade da lei zero da termodinamica, dependéncia do fluxo de
calor em outras propriedades dos banhos térmicos além da ja existente com
relacao ao seu segundo cumulante e, por tltimo, a introducao do conceito de
temperaturas de ordem superior. A manifestacao de todas estas caracteristicas
ocorre devido a combinacao das nao-linearidades presentes no sistema com a
natureza dos reservatoérios, permitindo assim que cumulantes de ordem superior
a dois desempenhem um papel importante na dinamica do sistema.

Um ponto intrigante a ser estudado em sistemas alimentados por
reservatérios de naturezas distintas é a validade da 2* lei da termodinamica.
Dentre as diferentes e equivalentes maneiras de enunciar tal lei, aqui coloca-se
em xeque a formulagdo que foi proposta por Clausius [1, 3]: é possivel uma
fonte fria transferir calor para uma fonte quente sem que haja a realizagao de
trabalho por um agente externo? A primeira investigacao sobre esta questao
foi feita por Kanazawa et al [87], onde mostrou-se que com ajustes adequados
ao acoplamento cubico, k3, e as temperaturas canonicas dos reservatorios é
possivel observar a inversao do fluxo de calor no sistema. Este comportamento
foi verificado inicialmente em um sistema composto por duas particulas e sob a
hipétese de que as equacoes de movimento respeitassem o regime supercritico?.
Além de responder a questao sobre a violacao da 2% lei da termodinamica,
serd mostrado ao longo desta secao que tais restricoes nao sao necessarias
para a ocorréncia do fenomeno da inversao de calor, de maneira que o mesmo
permanece valido para uma cadeia de tamanho arbitrario e que obedece as
equagoes de movimento em sua forma mais geral possivel.

Os passos matematicos ao longo desta se¢ao sao omitidos, visto que o
caso em que tem-se um reservatorio gaussiano e um de Poisson representa uma
situacao particular da secao anterior. E simples se convencer desta afirmagao

2Esta consideracdo supde que o termo acompanhado razdo @ é desprezivel nas egs. de

. ~ . ’Y
movimento do problema em relacao aos demais.
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ao notar que o caso estudado pode ser obtido ao supor que a taxa de eventos
de um dos reservatorios, A, vai a infinito, o que transforma efetivamente um
reservatorio atérmico em um reservatério Gaussiano.

Para verificar o comportamento do fluxo de calor em sistema sob a agao de
reservatérios de naturezas diferentes e para diferentes valores de k3, toma-se o
reservatério de nao-equilibrio como Ry, cuja temperatura canonica é 77 = 1.99,
enquanto o reservatério térmico, Ry, tem sua temperatura igual a T = 2.00.

Em primeira andlise a descricao do fluxo de calor mostrada na figura
4.3 parece fisicamente incorreta, pois aparentemente ocorrem violagoes da lei
zero e da segunda lei da termodinamica para determinados valores de k3. Esta
conclusao baseia-se na definicao padrao de temperatura para um reservatorio
térmico, onde esta quantidade depende apenas do segundo cumulante do ruido.
Na verdade nao ocorre violacao das leis da termodinamica: a explicacao do que
ocorre advém da natureza do reservatério atérmico.

Quando considera-se sistemas alimentados por reservatérios atérmicos,
deve-se atentar que a definicao usual de temperatura nao é mais aplicavel.
Isto deve-se ao fato de que banhos desta natureza possuem um nimero
infinito de cumulantes. Consequentemente, no interior destes reservatérios
tem-se producao continua de entropia, o que impossibilita o equilibrio
térmico. Estas propriedades definem um reservatério de nao-equilibrio, cujos
cumulantes de ordem superior acabam por desempenhar um importante papel
na transferéncia de energia ao longo da cadeia.

Relembrando resultados obtidos no estudo de sistemas nao lineares de
uma particula [79, 93], é possivel verificar que os cumulantes de ordem superior
atuam como fontes extras de energia, devido ao fato de que as contribuigoes
para o fluxo de calor que sao proporcionais a i—% A (D) = ’;—% n").«T,, onde
T, é definido como temperatura de ordem m sendo 7, coincidente com a
temperatura canonica padrao 7. O conceito de temperatura de ordem n é
construido através de uma analogia feita com o cumulante de segunda ordem
da velocidade, bem como o da posicao no caso linear, com a temperatura
canonica de uma particula. E possivel mostrar que as temperaturas de ordem
n podem ser escritas como funcoes dos cumulantes das posicoes das particulas,
que por sua vez podem ser escritas em termos dos cumulantes do ruido [93].
Vale notar que a definicao destas temperaturas de ordem superior s6 faz sentido

quando o reservatério que alimenta o sistema é de nao-equilibrio.
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Figura 4.3: O fluxo de calor em uma cadeia com N = 10 particulas. Faz-se a
seguinte escolha para os parametros: Ty = 2,T) = 1.9\ =4, y=m =k =
ki =1and k = %

Além da motivacdo para um novo conceito de temperaturas, os
cumulantes de ordem superior, em conjunto com as nao-linearidades, também
possuem influéncia sobre as funcoes resposta de um sistema, tal como o calor
especifico das particulas que também pode ter sua definicao ampliada quando
sistema em encontra-se alimentado por banhos atérmicos [93]. Para ilustrar um
dos possiveis impactos destes cumulantes de ordem superior nas propriedades
de transporte de uma cadeia mostra-se na figura 4.3 como a intensidade e o
sentido do fluxo de calor estao relacionados com o grau de nao-linearidade do
sistema.

A fisica por trds do que acontece no sistema ¢é desvendada quando
responde-se a seguinte pergunta: qual a relagao existente entre os cumulantes e
as nao linearidades? Pode-se responder esta pergunta ao se notar que os termos
ligados a cumulantes de ordem superior encontram-se sempre acoplados com
poténcias de k3 [93], i. e., o efeito das nao-linearidades e dos cumulantes de
ordem superior influenciam de forma conjunta o fluxo de calor do sistema
(ver apéndice E para mais detalhes). A afirmagao anterior torna-se mais clara
quando se verifica a contribuicao dos cumulantes de quarta ordem na Eq.
(4-12), que sdo representados pelos termos extras somados a corrente do caso

gaussiano.
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Matematicamente, o efeito dos cumulantes de ordem superior no fluxo de
calor em uma cadeia sob influéncia de um reservatério com ruido poissoniano

simétrico e taxa de eventos A pode ser computado da seguinte forma:

(Dyp = Dk [(@7F2) —(23+2) ] f Cp (a, ki, kym, v, \) dg
n=0

Q0
= A AT+ DAL () AR (4-13)

n=1

onde C,, (q, k1, k,m,~y,\) s@o func¢oes construidas a partir de combinagoes de
elementos da matriz inversa da dinamica do problema (ver apéndice E). Dado
que momentos de enésima ordem estao relacionados com cumulantes de mesma
ordem, e, como é possivel escrevé-los ultimos em fungao da temperatura de

ordem n [93], a Eq. (4-13) pode também ser expressa como

a0
(Dp = =N AT + > Y AP ). A] T, (4-14)
n=1 P {l}eP
onde P corresponde ao nimero de particoes possiveis de um bloco de tamanho

n, {l} € P fornece informagao sobre os expoentes da parti¢ao e 7; a temperatura
de ordem n.

As Eqgs. (4-13) e (4-14) mostram que o efeito dos cumulantes depende
da ordem da expansao perturbativa e do valor de k3, o que limita a influéncia
de termos gaussianos no problema, visto que estes se tornam menos relevantes
para valores crescentes das nao linearidades e cumulantes. E possivel também
ver que a inversao no fluxo de calor é um fenomeno que independe do tamanho
da cadeia, uma vez que a Eq. (4-12) é desenvolvida para um sistema com um
nimero qualquer de elementos.

A anélise deste sistema também permite corroborar um resultado obtido
em um caso particular do mostrado aqui [87]: a inversdo do fluxo de
calor depende apenas da natureza dos reservatérios envolvidos e do grau
de nao-linearidade presente nas interacoes da cadeia. Ainda com relagao as
Egs. (4-13) e (4-14) pode se notar que, fisicamente, os cumulantes de uma
distribuicao ainda podem ser interpretados como fontes de energia internas
aos reservatérios responsaveis pelo transporte de calor ao longo da cadeia, ou

seja, esta conclusao independe do tamanho de sistema estudado.
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Conclusoes e perspectivas futuras

No capitulo 2 propos-se um modelo para descrever a transmissao de calor
via conducao, onde o sistema fisico em questao é composto por particulas
que interagem harmonicamente e dois reservatérios térmicos, de temperaturas
Ty e Ty, responsaveis pela injecao de energia na cadeia. O fato do sistema
possuir apenas interagoes lineares permite que seja possivel encontrar o
comportamento de suas propriedades de transporte, como por exemplo o fluxo
de calor. Supondo que a lei de Fourier seja valida para este sistema calcula-se
a condutancia térmica para cadeias de diferentes tamanhos, de onde pode se
notar que o fluxo de calor tende a um valor de saturacao enquanto aumenta-se
o tamanho do sistema, o que implica em uma condutividade térmica infinita
para o modelo ilustrado. Isto se deve ao fato de os fonons nao sofrerem difusao,
resultando assim em uma propagacao sem espalhamento. A divergéncia da
condutividade térmica indica que o sistema necessita possuir interagoes que
vao além da harmonica, mostrando que um modelo demasiadamente simplorio
nao é suficiente para descrever o fenomeno da conducao de calor nos sélidos.

Na anélise feita ao longo do capitulo 3 , que foi motivada pelo classico
modelo de conduc@o de calor proposto por Rieder, Lebowitz e Lieb [27],
ilustrou-se quantitativamente as relagoes existentes entre o tripleto composto
pelas caracteristicas mecanicas, o comportamento do fluxo de calor e a funcao
de correlagao entre as velocidades, com o intuito de descrever os possiveis
perfis de temperatura presentes em cadeias harmonicas. Além do transporte
de calor nao difusivo, inerente a sistemas lineares, o modelo RLL tem outra
caracteristica marcante: o perfil de temperaturas se assemelha a um plato e
apresenta uma cuspide (anti- cispide) préxima ao reservatério frio (quente).
Este perfil de temperatura é considerado contra-intuitivo, visto que a metade
da cadeia que estd mais préxima do reservatério frio encontra-se com uma
temperatura superior que a da outra metade, que esta proxima do reservatorio
quente. Foi mostrado entao que no modelo RLL a razao para o surgimento das
cuspide e anti-cuspide deve-se a falta de interacao entre o volume do sistema
e o substrato. Uma analise subsequente mostrou que a condigao citada nao é
suficiente para gerar o perfil de temperatura do modelo RLL pois ao variar-se o
valor da ancoragem de borda, k’, constatou-se que é possivel transicionar entre
0 regime monotonico para o regime cuspidal, e entao voltar ao monotonico.

Consequentemente, o aumento ou diminui¢ao dos valores de ancoragem no
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espaco dos parametros é possivel gerar um plato de temperaturas no volume

Th+TN

50 (para

do sistema, onde a temperatura de cada sitio é dada por T; =
todo2<i< N —1).
Na andlise seguinte do capitulo 3, envolvendo as quantidades

termoestatisticas da cadeia, descobriu-se uma notavel propriedade do sistema

/

ity Situacao para o qual o volume se encontra no plato.

quando k' =
Quando esta escolha de parametros é feita, a correlacao entre as velocidades
v;v; para todos os pares da cadeia é zero. Efetivamente, o que ocorre é uma
total descorrelacao das particulas entre si e com os reservatorios. Ainda nesta
configuragao, observou-se que todos os cumulantes do fluxo de calor atingem
seus extremos simultaneamente. Para um outro conjunto de parametros, com

o seu respectivo k' = k! o plato de temperaturas surge novamente, bem

crity)
como as correlacoes entre as velocidades vai a zero; particulamente, quando
k' — o0, os cumulantes impares tendem a zero, enquanto os pares atingem um
valor de saturacao, o que corresponde a um sistema isolado com temperatura
%. Pode-se interpretar este resultado como se o sistema funcionasse como
uma caixa de fonons, onde a funcao de correlacao de velocidades é zero devido
ao carater par da distribuigao de Boltzmann-Gibbs.

A coincidéncia de todos os cumulantes do fluxo de calor atingirem

/

erit;» €M conjunto com uma mudanga no perfil

seus extremos para k' = k
de temperatura do sistema, motivou a analise das fungoes de correlacao
entre as velocidades em regides proximas a primeira transicao de regimes,
visando verificar uma possivel transicao de fase. Estudos iniciais envolvendo
expoentes de Lyapunov em modelos de condutividade térmica [94], como por
exemplo, os modelos de Toda [37] e ding-a-ling [28], indicaram comportamentos
tipicos de transicao de fase associados a efeitos de tamanho finito. No modelo
aqui apresentado, testou-se as relacoes cfiticas em sistemas de diferentes
tamanho, e o comportamento apresentado por eles foi idéntico em todos
os casos. A evidéncia de que nao existe transicao de fase no sistema é

dada pelo comportamento continuo do comprimento de correlacao relacionado

/
crity )

comportamento linear para este. Como nao ha transicao de fase em k' = k

ao quadrado das velocidades nas vizinhancas de k onde verficou-se um

/
crity

deve existir alguma explicacao fisica para justificar a mudanca no regime de
temperaturas. A caracteristica chave que permite explicar tal mudanca se
encontra na funcao de correlacao entre as velocidades dos pares na cadeia,
cujo sinal é trocado quando esta passa do regime RLL [27] para o perfil suave.
A mudanca no sinal da correlagao entre as velocidades da a informacao sobre a
redistribuicao de modos da rede, de onde pode se notar que a metade da cadeia

mais préxima do reservatorio mais frio tem seus modos de vibragao alterados
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de antissimétricos para simétricos, enquanto a outra metade se comporta de
maneira oposta.

Ao final da secao 3.2 antecipou-se quais sao os impactos das
nao-linearidades sobre os resultados obtidos ao longo do capitulo, de onde
nota-se que esta modificacao impede que a correlacao das velocidades dos
pares da cadeia se anule simultaneamente em um tnico ponto. Este efeito é
causadopelo gradiente de temperaturas que surge no sistema devido a presenca
de interagoes nao-lineares, impossibilitando assim a surgimento do plato, que
¢ uma das consequéncias da total descorrelagao entre as particulas da cadeia.

E importante frisar que, para um caso perturbativo em primeira ordem
como o mostrado é possivel recuperar a transicao entre os regimes de
temperaturas, bastando apenas que o parametro de acoplamento nao linear
do problema seja desprezivel frente ao os acoplamentos lineares. No caso em
que se resolve este problema através de simulacao numérica e para valores
quaisquer dos acoplamentos, fica claro que o platdo nao é mais atingivel, visto
que o programa leva em consideracao todas ordens da expansao perturbativa.

Para que um modelo de condugao de calor possua um caréater difusivo,
é necessario que existam mecanismos de interacao entre os fonons, como por
exemplo, impurezas do material, efeitos de borda, espalhamento por elétrons e
interagoes nao lineares [25, 33, 38, 68|. E conhecido que este tltimo mecanismo
citado ¢é essencial para a formulacao de quantidades associadas ao transporte
de calor ao longo de um sélido [30, 31], tais como a expansao térmica, o calor
especifico e a condutividade térmica. Buscando uma abordagem mais geral, no
capitulo 4 inseriu-se tais interagoes nao lineares entre os sitios da rede visando
verificar a resposta do fluxo de calor que atravessa a cadeia. Através da teoria
de perturbacao desenvolveu-se uma expressao para o fluxo de calor valida para
uma cadeia de tamanho genérico e sujeita a banhos de qualquer natureza.

Como uma extensao natural dos demais capitulos, o primeiro caso no
qual foi feita a andlise do fluxo de calor levou em consideracao uma cadeia
alimentada por reservatérios gaussianos, de onde verificou-se que a presenca
das novas interacoes produzem um aumento no fluxo de calor. Este efeito pode
ser explicado devido a influéncia dos termos nao-lineares ligados as médias
quarticas que surgem na expressao para a energia injetada 4-7. Ao checar a
expansao perturbativa apresentada em 4-5 em conjunto com a Eq. (E-1), pode
se notar que caso a expansao fosse feita até segunda ordem em ks, o fluxo de
calor seria afetado também por médias de sexta ordem no ruido, ou seja, o
fluxo de calor é proporcional as integrais ligadas a cumulantes de ordem par
dos ruidos dos reservatorios.

Ao longo do quarto capitulo discutiu-se também o conceito de
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reservatorios de nao-equilibrio ou atérmicos, como exemplo o banho de Poisson.
A definicio de um reservatério atérmico pode ser feita em termos dos
cumulantes associados ao ruido, visto que uma distribuicao de probabilidades
pode possuir apenas dois cumulantes, como no caso gaussiano, ou infinitos
[95]. Os efeitos dos cumulantes de ordem superior a dois no fluxo de calor,
presentes apenas em problemas onde existem interagoes nao-lineares [79],
afetam as propriedades termoestatisticas associadas ao sistema [93] e como foi
ilustrado, podem produzir resultados que em uma primeira analise, aparentam
ser fisicamente inconsistentes, como por exemplo a inversao do fluxo de calor.
Mostrou-se que a ocorréncia deste fendmeno nao viola as leis fundamentais da
termodinamica, pois quando trabalha-se com reservatoérios atérmicos o conceito
usual de temperatura nao se aplica, sendo entao necessario entender o papel
dos demais cumulantes da distribuicao e também a interacao fisica que estes
possuem.

O real papel dos cumulantes de ordem superior pode ser entendido
quando verificou-se a forma que estas quantidades acoplam-se com o parametro
de nao linearidade de rede, k3. A Eq. (4-13) permite concluir que, embora o
fluxo de calor dependa da parcela ligada aos cumulantes de ordem dois dos
reservatoérios, i.e. AT, a contribuicao dos cumulantes de ordem superior pode
surpassar tal parcela dependendo da ordem da expansao perturbativa e do valor
de k3. Os cumulantes de ordem superior trazem consigo também o conceito
de fontes de energia de ordem superior, este ultimo fora introduzido em um
trabalho para pequeno sistemas [93] e reapresentado ao longo do texto para
cadeias de tamanho arbitrario.

Matematicamente, pode se entender o porqué da inversao do corrente de
calor (cf. Egs. 4-13 e 4-14), mas quando lembra-se do conceito da entropia
associada ao sentido do fluxo de calor, pergunta-se onde é compensada
a diminuicao de entropia que ocorre quando o calor flui espontaneamente
do reservatério mais “frio” para o mais “quente”? Embora nao haja uma
demonstracao rigorosa, pode-se afirmar heuristicamente que o fator que explica
a validade da segunda lei da termodinamica neste caso encontra-se no interior
do banho atérmico, que produz entropia continuamente, de forma que quando
considera-se o sistema completo, a desordem deste é maior que zero.

Em suma o estudo em cadeias unidimensionais, lineares e nao-lineares,
representa um campo que ainda possui muitas oportunidades de pesquisa
e também aplicacoes praticas, tais como experimentos que medem a
condutividade térmica de nanofios [13, 14, 41], nanotubos [15, 16, 42] e até
mesmo retificadores térmicos [96-98]. Uma perspectiva futura que permite uma

abordagem mais ampla é verificar a extensao dos resultados obtidos em duas
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e trés dimensoes.

No caso de sistemas bidimensionais, de acordo com evidéncias niimericas,
o fluxo de calor em modelos anarmonicos apresenta uma condutividade térmica
que diverge logaritmicamente com o tamanho da rede estudada [25, 38, 99], o
que consequentemente faz com que a lei de Fourier nao seja valida. Embora a
principio tais propriedades parecam um ponto contra as redes bidimensionais,
pode se utilizar estas para modelar sistemas fisicos que possuem aplicagao, tal
como o grafeno, que é um material cuja condutividade térmica é muitissimo
elevada [11, 12].

Embora varias abordagens possam ser feitas, o enfoque a ser dado

no estudo em sistemas de 2D simétricos seria em torno de o que acontece

/
crity *

nesta situagao? Como se comporta a correlagao de velocidades entre vizinhos?

com a rede quando k' = E possivel obter um plato de temperaturas
No caso de uma rede assimétrica, seria interessante descrever se é possivel
recuperar os resultados obtidos neste trabalho em 1D ao fazer o numero de
elementos ao longo do eixo associado a transmissao de calor, por exemplo
N, ser muito maior que o nimero de elementos no eixo transverso, (N,). E
possivel verificar que quando //:[71; — 0 [100], o sistema deixa de apresentar uma
condutividade térmica que diverge logaritmicamente, para uma divergéncia
tipo lei de poténcias, o que é esperado no caso unidimensional. O ponto a
ser investigado é verificar se existe alguma mudanca na condicao da razao JJ:/TZ
quando o problema tiver seus parametros ajustados para a primeira transi¢ao
de regimes, bem como checar qual as mudancas que ocorrem nas fungoes de
correlacao e nas propriedades de transporte do sistema.

O caso de transmissao de calor em modelos 3D representa a situacao
mais interessante a ser investigada, por refletir todas as dimensoes de um
objeto fisico real, porém mais complexo devido a modelagem do sistema a ser
estudado e da matematica envolvida no processo. Embora a tarefa de estudar
cadeias tridimensionais seja mais drdua, é possivel obter resultados analiticos
interessantes em modelos que envolvem apenas interacoes harmoénicas entre
primeiros vizinhos, tais como a funcdo geratriz de cumulantes [46] associada e
uma condutividade térmica que respeita a lei de Fourier, em um sistema onde
se considera dispersao de massa ao longo da cadeia [63].

Em modelos nao-lineares tridimensionais, verifica-se através de
simulacoes numéricas que o transporte de calor obedece o previsto pela
lei de Fourier, apresentando uma condutividade que depende do tamanho do
sistema e o perfil linear de temperaturas. Além disso, é possivel verificar a
dependéncia da temperatura na condutividade térmica [66]. Vale frisar que

este importante resultado é obtido considerando que as anarmonicidades em
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questao sao da mesma ordem de grandeza que as interacoes lineares e um
regime de baixas temperaturas, condigoes que propiciam uma investigagao sob
uma possivel transicao de fase entre o regime regular de calor e o anomalo.
A existéncia de uma possivel transicao de fase entra nas perspectivas futuras
de nosso trabalho e baseia-se no fato de que, se o parametro nao-linear de
interacao for pequeno com relacao a constante harmonica em um modelo
3D [101], a condutividade térmica do sistema diverge, o que indica que deve
haver uma relagao entre k3 e k; que delimite o transporte normal de calor e o
transporte balistico.

Os problemas em aberto citados acima representam apenas uma pequena
fracao do que pode ser investigado na transmissao de calor via condugao, o que

torna esta area bastante atrativa no campo da fisica de nao-equilibrio.
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A transformada de Fourier-Laplace e sua aplicacao no calculo
do fluxo de calor

Escolhe-se entao a particula 1 para aplicar a Eq.(2-6) sem nenhuma perda
de generalidade. Antes de prosseguir introduz-se uma ferramenta matematica
que fornece uma maneira alternativa para calcular-se a média temporal de uma
funcdo. Supondo que a distribuicao f(¢) seja convergente é possivel calcular

a média temporal fazendo uso do teorema do valor final de forma que [102, 78] :

_ 5 +00
f = li_I)%zf(z) = lim zf exp [—zt] f(t) dt. (A-1)

zZ—> 0

Com o auxilio de (A-1) a Eq. (2-6) pode ser reescrita como

=t [t (Gn(On ) 7). (A-2)
=0 Jo

Jé a transformada de Fourier-Laplace de uma funcao g(t) é definida como:

0
gliq +e) = f g(t)e= () gz, (A-3)
—0o0
A aplicagao da Eq. (A-3) ficard mais simples de entender para o(a) leitor(a)
ao longo desta segao. Analisando o termo de injecao de energia na Eq. (A-2) note

que:

nteyonte) = [ o —oat [ 6 — it @y ) =
_ J s — yar J S )t o (Yo (1), (A-4)
0 0

onde foi desconsiderado o intervalo de integracdo de menos infinito até zero visto
que tanto a velocidade quanto o ruido sdao nulos para estes instantes de tempo.
Observa-se que a Eq. (A-2) pode ser escrita de forma equivalente ao introduzir-se
a delta de Dirac no integrando e aplicando a manipulacao realizada na Eq. (A-4)

tanto no termo de injecao de energia quanto no termo de dissipagao:
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() = lim 2 JO " et J S — Hyar f S — Ot an () () +
~lim 2 J dte— f St — 1)t J St — "y (Fyon (7)), (A-5)

z—0

Expressando as deltas de Dirac no integrando em termos de sua definicao em
0

termos da funcdo exponencial, §(t) = f g—geiqt, obtém-se
—0o0

. * —zt e dg " —t dga (; t—t / " 3l
Ty = lim = j dte f f T eliar ") ZB ofiat =0 o (¢) b dt” +
0 0 J—oo 4T

z,e—0 2w

OO —zt o dqy (iq1+e)(t"—t) dgz (iga+e)(t'—t) / " g
—z | dte —e —e Cop () (") )dt'dt”.  (A-6)
0 0 s 27

Na Eq. (A-6) suprimiu-se dois simbolos de integracdo em cada uma das
parcelas com intuito de manter o texto mais esteticamente apresentivel. Nota-se
em (A-6) que as fungbes que se encontram entre {...) ao serem integrados em suas
respectivas varidveis de integracdo no limite de zero a infinito correspondem a
transformada de Fourier-Laplace destas funcoes, o que permite reescrever (A-6)

CcOomo:

: * —zt © dgr ([ dgo (iqr+iqe+2€)t /= (5 .
(J)= lim zf dte J = 22 eltntiqz (M (iga + €)01(iq1 + €)) —
0 _

z,e—0 0 27 —0 2

P (T dar [P dar i vigs 20t~ .
—zf dte™* f f —Zatia+29t 5 gy + €)1 (iqr + €)). (A-T7)
0 - -0

oo 2T 2m

Finalmente, integrando (A-7) no tempo encontra-se que o fluxo de calor é:

joc dgr [* dg2 z(M(ige + €)1 (iqu + €) — D1(igz + )V (iq + €))
2 J_p 27 z — (iq1 + iq2 + 2¢) ’

(J)= lim

z,e—0

(A-8)
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B

Os operadores D(s) e A(s)

A matriz que fornece a dinamica da cadeia harménica linear, D(s), no

espago de Laplace pode ser escrita como:

ms? + vs + ky + k' —k

—k1
0

ms? + 2k + k
—kq

com sua inversa dada por,

A11 (S) A12 (S)
A21 (S) A22 (S)

ANl(S)

—kq

—k1  ms?+2k; +k

0

Alg(s)
A32(S)

—k1

ms? + s + ki + k'

ANN(S)

0

0

0
—k1

Os elementos A(s);; tem sua estrutura dada pela seguinte forma:

A(s)ij =

ag + a15 + a8 + ... + a2,—35°"73 + agy_os

2n—2

Det [D(s)]

(B-2)

(B-3)

Onde n representa a dimensdo do sistema, e aj sdo fatores constantes, diferentes

para cada A(s);;.

Com fins de ilustragdo, toma-se como exemplo o caso em que N = 4, com

os pardmetros k¥’ = k = k; = v = m = 1. Tem se que D(s) e A(s) sdo escritos ,
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respectivamente, como:

s2+s5+2 1 0 0

D(s) = -1 243 -1 0

0 -1 243 -1

0 0 -1 s?2+s5+2

A(s)in A(shz Als)iz A(s)1a
A(s) = 1 y A(s)ar A(s)aa A(s)az A(s)24
Det [D(s)] A(s)zr A(s)s2 A(s)zz A(5)34
A(s)ar A(s)az Als)az  A(s)aa

Onde Det [D(s)] é:
Det [D(s)] = s° 4+ 257 + 115% + 165° + 40s? + 385> + 5457 + 265 + 21

As entradas da matriz A(s), neste caso sao escritas como

A(s)11 = A(s)ag = 55 + 5° + 851 + 65% + 195 + 85 + 13
A(s)12 = A(s)a3 = st4+ 83 4+552+3s+5

A(s)1z = A(8)ge =2+ s+ 52

A(s)ia = A(s)a =1

A(8)o1 = A(s)sa = s* + 8% + 55 + 35+ 5

A(s)az = A(s)33 = % + 5° + 85 4+ 65> + 195% + 85 + 13
A(s)2s = A(s)3p = s* +25% + 552 + 45 + 4

A(s)as = A(s)31 =2+ 5+ 5°

72

(B-5)

(B-6)
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C

Fluxo de calor no limite termodinamico

Visando descrever o fluxo de calor em uma situacao mais geral, mostra-se ao

longo desta se¢ao qual procedimento matemaético deve ser seguido quando analisa-

se uma cadeia no limite termodinamico, i.e., N — o0. Ao invés de utilizar-se a

transformada de Fourier-Laplace das equagoes de movimento do sistema, toma-se a

transformada de Fourier por motivos que se tornarao claros ao longo da secdo. A

matriz B-1 pode ser escrita no espaco de Fourier como,

D(w) =
—mw? + iyw + ki + K’ —k1 0 0
—k1 —mw? 4+ 2k + k —k :
- 0 —k1 ,=
0 0 —k1  —mw? 42k + k —k1
0 0 —k —mw? + iyw + k1 + K
7'rer2zii'yw+k’ i1 1 o 0
—1 SITLES —1
1
= k’l 0 -1 =
. 0
7m,w2+k
0 0 -1 =mpstk oo . -1
0 0 1 —mw szywi»k' +1
b—a -1 0 0
-1 b -1
0 —1
=k = k1 Z(w), (C-1)
0
0 0O -1 b —1
0 e el 0 =1 b—ua
_ 2 —k'—i . . ~
onde b = =me ™tk 9 g — 1 + *F=1Y Como pode se inferir da equacdo (2-22)
k1 ) k1 ’

o fluxo de calor depende essencialmente do termo A(w)iy, onde A(w);; é a matriz

inversa de D(w);n no espaco de Fourier. Este termo pode ser escrito como, [103]:

_ 1t
kAN

(C-2)
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sendo Ay = Det[Z(w)]. Com o intuito de encontrar uma forma fechada para Ay,
define-se o determinante A;,, de uma submatriz de Z, comecando com a [-ésima

linha e terminando na m-ésima coluna [45], como pode ser visto abaixo.

a0 Aum
ail ai2 - ai; o Aim A
a271 a272 e (12,1 e a27m e / Im =

m, * Gmm

Z(w) = a1 a2 | au ot Gy | v <+t [-ésima linha
Gm,1 Amz2 " |Am,l *° Omm
m-ésima coluna
(C-3)

Seja agora Zy uma submatriz de Z com dimensao N — 1 x N — 1, construida
removendo as primeiras e enésimas linhas/colunas da matriz Z, sendo entao esta
submatriz formada por elementos na diagonal principal desta matriz iguais a b e os
elementos fora da diagonal iguais a —1. De forma andloga ao que foi feito com A,
e Z, define-se agora R;,, como sendo o o determinante de uma submatriz de Zy
comecando com a [-ésima linha e terminando na m-ésima coluna. Para encontrar
uma expressao mais condensada para Ay, utiliza-se as definicoes de A;,, € Ry,

para construir-se as seguintes relacoes de recursao:

Ay =(b—a)Aony—A3n
Agn = (b—a)Ron—1—Ron-2
Y Asn=(b—a)R3n-_1—R3n-2 > (C-4)

Rin =bRony —Ran
Ron =bRan-1 —RaN—2

\

onde Ay ny = Ay. Assim apds um pouco de manipulacao algébrica, tem-se que o

determinante da matriz inversa da dinamica do problema é escrito como:
Ay = Rl,N - G(RQJV + Rl,N—l) + a2R27N_1. (C—5)

Observe que os determinantes da forma R;; presentes na Eq. (C-5) podem ser
calculados analiticamente, visto que os elementos da diagonal principal destas
matrizes sao idénticos e constantes, bem como os termos que se encontram fora

da diagonal principal. Para calcular o determinante da matriz R y pode se utilizar
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a quarta Eq. mostrada em (C-4), de onde nota-se que [103, 104]:
Rin = CAY, (C-6)

onde C' é uma constante. Substituindo em na quarta Eq. de (C-4) encontra-se a

equacao caracteristica a seguir,

N —br+1=0, (C-7)
com raizes:
b+Vb2—4
)‘i = 5 . (0_8)
Por simplicidade faz-se
2
— k
%—'—+2=b=20050, (C-9)
1

assegurando que as raizes da equagao sejam escritas de uma maneira mais simples,
como A+ = et Logo a solucio mais geral para o determinante de RN € escrita
como:

RLN e Clx\f + CQ)\],V = CleNia + Cgewa (C—lO)
E simples ver que R11 = b e Ri2 = b — 1, 0 que permite ajustar as condigoes

de contorno associadas a C7 e (s, que agora podem ser representados da seguinte

forma:
ei@ e—i@
G et — =it Ca el — g—it (C )
Substituindo (C-11) em (C-10), tem-se:
in[(N+1)6¢
Ry — SV DE] (C-12)

sin 6
Com a ajuda da Eq. (C-12) é possivel escrever (C-5) em um formato mais elegante,
dado por: Ay = r(0) cos N + u(f) sin Nc9’ (C-13)

sin 6

onde

r(0) = (1 —a?)sind,
u(f) = (1+ a?) cosf — 2a. (C-14)

Agora a Eq. (2-22) no espago de Fourier assume a seguinte forma:

V2AT foo w?dw

= —— —_. -1
<J>£ k%ﬂ' " \AN|2 (C 5)

Observe que a Eq. (C-9) nao se resume apenas a uma simples mudanga de variavel,
ela também restringe os valores possiveis que as frequéncias do sistema podem
assumir dentro do conjunto dos reais, isto é, para que w seja real, a desigualdade
% <w? < ]“'MA deve ser valida, implicando assim que 6 € (0, 7). A restri¢ao para

autofrequéncias reais torna-se mais clara e pertinente quando avalia-se na equagao
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(C-15) no limite termodinamico, onde verifica-se que para qualquer 6 imaginério,
o integrando da equagao citada decai exponencialmente. Fazendo uma mudanca de

variavel na equacao (C-15), tem-se:

v2AT JOO wdw V2AT J“

Br J_o|AN2 ki

(Jyr = 0. (C-16)

dw| w? d
d | |An|?
Como o interesse é determinar uma expressao para a energia injetada quando

N — o0, faz-se o uso da identidade a seguir [45],

N () NP L ()N _
J\}aoojo 1+g(9)sinN9d9 fo [1_92(9)]%d9’ (C-17)

onde h(f) e g(f) sao fungoes suaves. No caso estudado pode se concluir que as
funcoes envolvidas satisfazem estas condigoes, visto que tanto o numerador quanto
o denominador sao compostos por combinagoes de funcoes seno e cosseno. O lado
direito da Eq. (C-17), pode ser verificado notando que o seu integrando pode ser

escrito como uma série geométrica, dada por:
h(0) [1 — g(0)sin NO + g*(0) sin® N + ...] df. (C-18)
Agora nota-se que as poténcias da funcao seno que surgem na série sao dadas por,

n—1

n fmpar — sin” N = % > %) (—1)%171 (n) sin [(n — 2[)N6]
l
. n 1 9 w5 n1 g (n

n par — sin N¢9=2n< >+2"Zl=0 (—=1)= ( )cos[(n—Ql)NG]
l

(C-19)

n
n
2

Verifica-se em (C-19) que as contribui¢oes que contém poténcias impares da
funcao seno sao nulas, devido ao intervalo de integracao, o que restringe o
calculo apenas aos termos ligados as poténcias pares. Assim fazendo uso de

(C-19) e relagdes de arco dobro, tem-se que:

h(0) [1 - g0) + 39°(0) + ] = —[1 hw()e)]“
_g2 2

2 8
concordando assim com a Eq. (C-17). Fazendo algumas manipulacoes e

(C-20)

simplificacoes algébricas, pode se escrever:

1+ dsin(2N6 + ¢)
2sin? ) ’

[Anl? = (Ir* + [ul?) (C-21)

# * . 2 |ul? .
onde dcos ¢ = T|r|gir;“2 e dsing = i:}2+IZI2 Observe que C-21 possui a mesma

estrutura do lado esquerdo da equagao C-17, o que permite aplicar esta equacao

para desenvolver a integral em questao. Com isso, pode se escrever o fluxo de
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calor como:

(Je =

vkIAT f” sin? 0
do. -22
o II —©cosf (C-22)

™m

Integrando a Eq. (C-22), obtém-se o resultado apresentado no capitulo 2

através da equagao (3-7).
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Correlacoes de velocidades no limite termodinamico

Para encontrar a correlagao entre as velocidades de duas particulas
quaisquer pode se fazer uma analogia com a Eq. (3-3), de onde pode se concluir

que a quantidade de interesse é dada por:

+o0 N N
(v = % Z T]f (ig+e)(—ig—e) A (ig+e) Ay (—ig—e) dg.
j=1,N

(D-1)

Em vez de desenvolver a Eq. (D-1), reescreve-se esta equagao no espaco
de Fourier onde a determinacao desta expressao no limite termodinamico é
realizada de maneira mais simples. E simples notar que a expressao que define
a correlagao entre velocidades de duas particulas no espacgo de Fourier é escrita

CcOomo:
+o0
way=2 3 1, f W Ay (@) Ay (—w) doo. (D-2)
j=1,N —®

Recorrendo a notacao determinada no apéndice C é simples verificar que
[36]:

~ Az w
~ A i—1 (W
Ain (w) = Zllei)a (D‘3>

onde Ay g = Ayt v = 1. Assim a Eq. (D-2) assume a seguinte forma

ol +OO
(v = k% AN|2 (—w). (D-4)

Note que o termo destacado no integrando da Eq. (D-4) corresponde
justamente ao que fora integrado na Eq. (C-16), o que permite uma grande
simplificagdo no problema. Com o auxilio das relagdes construidas em (C-4)

verifica-se que os subdeterminantes presentes na Eq. (D-3) s@o escritos como
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Aicg = 61+ [(b—a)Raim1 — Rsim1] (1 —6in)
Ay = OGN+ [(b—a)Riyinv-1 — Rizin—2] (1 = n), (D-5)

onde b e a foram definidos no apéndice C. Fazendo uso agora da Eq. (C-13)

pode se escrever a equagao (D-5) da seguinte forma:

A = 61 +{(b—a)sin[(i —1)8] —sin[(i — 2)6]} (18;55,1)
Avoiw = by +{(b—a)sin[(N — i — 1)6] — sin [(V — i — 29} S—in(S;,N).
(D-6)

O fator que aparece no integrando da Eq. (D-4) multiplicando o termo
que se encontra destacado nesta equagao é obtido ao substituir as Eqs. (D-5)
e (D-6) em (D-4), sendo este fator dado por

) (ii)
(51001 ) + [M{(b — a*)sin [(I — 1)8] — sin [(I — 2)6] }} +

sin 6

[ (iii)
" W{“ — a)sin[(i — 1)0] — sin [(i - 2)6] }} +
[ (=61 b1) v

X S {6 = a)sin[(i = 1)6] — sin [(i — 2)6] } x . <v>

x{(b —a*)sin[(I — 1)8] —sin [(I — 2)6] }+

- (vi)
i W{(b—a*)sin[(l\f—l—l)a]—Sin[(N_l_z)a] }} +
) (vii)
N W{(b—a)sin[(]\f—i—l)g]—Sin[(N_i_Q)e]}} +

; (viii)
+ - 51-,;)1219— o { (b—a)sin[(N —i—1)0] —sin[(N —i —2)6] }x

x{(b— a*)sin[(N — 1 — 1)0] — sin[(N — | — 2)9]}

(D-7)

Agora faz-se a andlise de cada um dos termos da Eq.(D-7) separadamente,
visando computar a contribuicao de cada um nas correlagoes entre particulas.
Substituindo estes termos em (D-4) e fazendo uso do resultado encontrado em
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(C-22) obtém-se:

5 0
Contribui¢ao do termo ( ij ;N f 1111 l(i)scl(?sﬁ 0 =

2 OALRLY lléukl (Hf\/m), (D-8)

j=1,N

Contribuicdo do termo (ii) =

2 wsine{(b — a*)sin[(l — 1)8] — sin [( — 2)6] }

T;6;1(1— 6 do.
]leN i 1)7rm 0 II—0Ocosh
(D-9)
Contribuicao do termo (iii) =
2 ﬂsme{(b —a)sin[(i — 1)8] — sin [(i — 2)6] }
= ] o1 (1 — i) —- EEy— deb.
J=LN — COS
(D-10)

Contribui¢ao do termo (iv) =

Z T; :m (1 *1_1511)6(3:0—8551,1) {(b —a)sin[(i — 1)8] —sin [(i — 2)6] } y

j=1,N 0
X{(b—a )sin [(I — 1)8] — sin [(I — 2)6] }de. (D-11)
Contribuigio do term (),ﬁ 3 T.rwdg
0 uigao do te ov—wml_le0 = ©cosd =

N LR L 8i N0 N KT (H _ \/ﬂ) . (D-12)

Py  mez

Contribuicao do termo (vi) =

2 wsin@{(b —a*)sin[(N —1—1)8] —sin [(N — I — 2)6] }

T;6 — df.
p leN At N ™ Jo IT—Ocosb
(D-13)
Contribuicao do termo (vii) =
K2 ﬂsinﬁ{(b—a) sin[(N — i — 1)6] —sin[(N—i—Q)Q]}
- ] Ty0i,n (1= 0in) - J de.
0 IT—-©cosh

j=1,N
(D-14)
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Contribuicao do termo (viii) =

kP (" (1—0;n)(1—6n) _ . . ’
:j:;NTj% 0 H—NGCOSGlN {(b_a)sm[(N_Z_l)a]—Sln[(N—l—2)0]} x

x{(b—a*)sin [(N =1 = 1)6] = sin[(N — 1 —2)6] }de.

(D-15)

Por conveniéncia mostra-se novamente as definicoes dos parametros que se

encontram no integrando dados por:

b= 2cost
a = 1+k’_k,;% ,onde

k+2k1(1—cos )

w =
=7 L ok (ky +k—K)
T =GR (4 k)2 4 (kg — K)2 — 2Kk (D-16)
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E
Desenvolvimento perturbativo do caso nao linear

A equagao (4-2), pode ser escrita em notagao indicial da seguinte forma:
d2Xi

mﬁ = Dz‘ij +n+ k?gfi<Xp), (E—l)

onde o dltimo termo da Eq. (E-1) representa uma fungao associada a interagao
cubica entre as particulas.

Utilizando a informacao de que a solugao aproximada do problema pode ser
obtida de forma perturbativa, faz-se uso das equagoes (E-1) e (4-5), de maneira

que as equacoes de movimento em primeira ordem no parametro ¢ sao escritas

como:
d2Xi(0) dQXi(l) (0) (1) k‘% 0
m dt2 + mo dt2 = Dinj + (5Dinj + n + (ST—NfZ (Xp( )) (E—Q)
identificando ordem a ordem em J tem-se,
d2Xi(0)
O@Y) = m=—5— = Dyx” + . (E-3)
e 2.(1) 2
d“x k
1 i (1) 1 0
O(6W) - m oz = DX+ T—Nfi(Xl( ). (E-4)

Escrevendo a transformada de Laplace da equagao E-4 obtém-se:

yms* %" = Dy()% Y+ 2T ”) - (E-5)

— (9ms® = Dy;) %

Lembrando que A4;; é a matriz que diagonaliza as equagoes de movimento do
caso linear, as posigoes das particulas em primeira ordem em J sao escritas
como:

N kP o~
& = oA i) (15-6)

Antes de prosseguir, é conveniente definir aqui a forma da transformada de
Laplace do termo ctibico presente no fluxo de calor, que é escrito da seguinte
maneira,
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310 20 | dgu [85(igm + o) — ¥y (igm + )]
£ [(xj ~ i) ] (s) = lim { (27r)3 s — (igs + iqq ++iQ5 + 3a) } (B-7)

all space ,,,—3
Para evitar uma notacgao indicial densa, analisa-se o fluxo de energia que flui da
particula 1 para 2, de forma que a equacao (4-6) no espago de Fourier-Laplace
¢ escrita como,

(J31_p = lim dndey  z(ig o)
1-2 z,e—0 all space 2 2w z — (qu + iQ2 + 26)

% (@iligs + €) = To(ign + )] [T1(ig2 + €) + To(iga + O)]) o +

~"

I

(E-8)

ot [ dordesdas das 2 (i + .
2620 Jall space 27 27 27 27 z — (iq1 + iq2 + iq3 + iqs + 4e)

3

k3 . f de ~ . ~ /- ~ . ~ /.
X\ 5 lim T1(8qm + ) — T2(0qm + )| |21(2qs + €) + T2(2qa +€)[) ¢
2 a—0 J.11 space nl;[1 (27T)3 ([ ( ) 2( )] [27(igs + €) 2(iqs + €)])

k 11

Note que E-8 é exata no ambito da teoria de perturbacao e independente

da natureza dos banhos térmicos envolvidos. A partir desta parte faz-se
o desenvolvimento dos termos [ e [l separadamente, pois estes sao

extremamente extensos.

E.1
Desenvolvimento do termo [/

Como o interesse é desenvolver uma expansao pertubartiva em
primeira ordem no parametro o, observe que na expressao Il é necessario
apenas levar em consideracao no integrando a solucao de ordem zero do

problema, de maneira que,
~ (s (0 i

(0)

onde os termos ?{i sao escritos como:

X0 (g + €) = Ay 1y (igm + )71 (igm + €) + Api ny (i + €)in (i + €. (E-10)
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Com o intuito de simplificar os célculos a seguir, introduz-se as seguintes
funcoes auxiliares:

¢i2}(iqm +a) = [fl{l,l}(iqm +a)+ .Z{g’l}(iqm + a)] T (igm + a)

(E-11)
W it + @) = | gy i +0) = Ao (i + )| v i + )
Xi,z}(iQm + a) = "2({171}(iqm + a) * j{Q’l}(iqm + a)
(E-12)
QF (g + @) = Ay n) (i + @) + Ao (i + )
+ . _ + y ot )
(b (1,2} (ZQm ta)= X{l,z}(lqm + )i (igm + @) (E-13)

I 2} (qu + Oé) Qi,z} (iQm + O‘)ﬁN (i%n + Oé)

Expandindo o nicleo do numerador do termo I encontra-se,

5
< { I1 [¢;,2}(iqm + 04)] + ¢, (103 + )d, , (i + a)w , (iga + ) +

m=3
+ .., (iqs + a)qb{l " (igs + a)w{_m} (igz + ) + D, (igs + O‘)W_l,z (igs + oz)w_l’2 (iqs + @)+

+o, 2}(1(]3 + oz)gb{l " (iqa + a)w{:y (igs + @) + gb; . (igs + a) . (zq4 + a) ‘ (iq5 +a)+

+ ¢;,2}(zq4 + a)w o 2}(2(]3 + Q)w o (igs + @) + H [ ) (igm + a)]} x
m=3

X [¢{1 o lig2 +e) +wl 2}(qu + e)] (ig2 + e)> (E-14)

Ao analisar a Eq. (E-14) é facil de se notar que quando esta é multiplicada por
|:¢;1,2}(ZQQ +€)+ Wi o (iq2 + 6)], os termos gerados que possuem um numero
impar de w ou ¢, nao contribuem devido ao ruido associado aos reservatérios

ser do tipo gaussiano branco, o que leva a (E-14) em:
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5
[ [ 1000 +a)o), (i + ) +

m=3
+ ¢{+1 2}(ZQ2 + e)¢{1 2}(2% + a)w o 2}(26_13 + a)w o 2}(zq4 + a)+

* ¢:r1 2}(2(]2 + E)¢{1 2}(2(13 + Od) {1, 2}(ZQ4 + a) {1, 2}(2(15 + 04)4‘

+ ¢{+1 2} (ig2 + €>¢{1 2}(ZQ4 +ajw {1, 2}(2(]3 +ajw {, 2}(2% - Oé)> ] (ig2 + €)+

5
| (T ana 0

m=3

o 2}(2(13 + oz)<b{1 2}(zq5 + a)w o 2}(zq2 + €)w o 2}(zq4 + )

- qb{l 2} (ZQ4 + a)¢{1 2} (MJ5 + Oé) (ZQQ + 6) (ZQ4 + Oé)

{1,2} {1,2}

+ 0, (g5 + a)o 2}(2614 + a)w o 2}(1612 +ew, , (igs + a)> ] (iqa +€) (E-15)

Agora que a expressao (E-15) apresenta uma versao mais clara do termo
11, é possivel avaliar as médias no respectivo integrando. Para resolver a
Eq. (E-15) pode se aplicar o teorema de Wick, (ver apéndice F), aos termos
resultantes dos produtos da expressao ou analisar esta equacao através da
contagem de diagramas associados as médias presentes. Notando as simetrias
presentes no desenvolvimento da equacao (E-15), a contribui¢ao final deste

termo cubico pode ser escrita como,

3k3

_[I = 7 (2"}/)2 X

* dq
2 . + . _ i
x {Tl J_oo o (iq1 + ¢€) X{12) (iq1 + ¢€) X1y (—iqr —€) x

X om X{lz}(ZQQ+6)X{12}( iqy —€) +

* dq . : _ :
nty | [ G G+ Oy, o+ 0, (i = )
0

ood(]z _ )
| SR, e+ 9, (< — o+

w {1.2)

* d(h _ )
+ - TX{I 2} (qu + 6) X{l 2} ( g1 — 6) X

o0 dq . .
x _Oo%(zqwre)ﬁm) (igz +€) Q, ,, (—igz —€) | +

2 N '
+TNJ_OO or (ZQ1+6)Q{1 }(zq1+e)Q{12}( iq1 — €) X

ood(]Q _ .
) o i (2 O, (Fiar =€) (E-16)
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E.2
Desenvolvimento do termo /

Expandindo o nimerador da expressao I tem-se:
{z1(iqy + €) — Za(iqr + €)] [T1(iga + €) + Ta(iga + €)]) (E-17)

Para desenvolver a expansao em ordem 1 deste termo, é necessario considerar
apenas os fatores lineares em ¢ na expansao perturbativa das posicoes das

particulas, que é dada por:

(

Xi(iqm + €) = 2 (igm + €) + 0% (igm + €) (E-18)

Inserindo (E-18) em (E-17) obtém-se:

({501 + ) = & (iar + ) + 8| KD i + €) = % (s + )|} »

x {50 (g2 + ) + % (iga + €) + 8 |KD g + €) + % (2 + |} ) (i +€) =

= <{¢{—1’2} (i +a) +w (i +a)+0 [igl)(iql +e) — %M (iqy + e)]} X

x{or, gz + ) + ol G+ )+ 6 |8 (g2 + ) + % (g + 9)|} ) (g2 + €)
(E-19)

Para prosseguir é preciso escrever explicitamente a equacao E-6 para cada
particula. A forma das funcao fj(i](oo)) depende da posicao da particula na
cadeia, visto que a interagao efetiva dos elementos das extremidades, (j =
1, N), é diferente dos elementos do volume. Para as particulas das extremidades
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~ P ~(0 ~ .
tem-se que as funcoes fi, N(x,(g )) sao escritas como,

5 ~ . ~ /.
REY) = Filigs + ) = = lim {(dqm 1ligm + o) = o{igm + )] } -
all space ,,—3

a—0 o) iqp + € — (ig3 + iqa + igs + 3)
~(0) /.
s dgy [Ritm + 0 =% g + 0|

== lm om) igs + € — (igs + iqs + igs + 3a)
all space ,,, 3 ( TI') 4B q3 q4 qds

I 5 dgm, QS:LQ} (igm + ) + W{l 2) (igm + )
= — lim : =
a—0 all space ,,—3 (27T)3 qp +€— (Zq3 + ’LQ4 + ZQ5 + 30()

B J T g 1 y
all space ,,—3 (27T)3 ZQB +€— (ZQ3 + iQ4 + i(J5 + 30&)

X

5
{ 11 [(ﬁ{‘m} (igm + a)] + 0, (s + )o ] (igs + a)w, (igs +a) +

+ 0, + a)o ] (igs + a)w , (igs + ) + &, (igs + a)w, (igs + d)w ), (iga + o)+

+ 0, llgs + a)o | (igs + a)w, (igs + a) + d); o ligs + a)w ] (igs + a)w ] (igs +a)+

+ 0, + o)w (g + a)w ] (igs + a) + HB [ 1y (lm + oz)]} (E-20)
5 ~ ~ .
~ ~ . dgm [TN(igm + @) — Tn_1(igm + )]
f %0y = fn(igs + €) = — lim - - - - =
N (") = fligs +€) a=0 Ja1 space 771;[3 (2m)? iqs + € — (igs +iqs + igs + 3a)

. 5 dgom [is\?)(iqm +e)— ig\?)_l(iqm + e)]
= — lim

a—0 all space m=3 (271')3 Zqﬁ +€e— (qu’) + 1114 + Z(I5 + 304)

5 —
— & lim dgm ¢{N—1,N}(qu + Oé) + w{N 1 N}(qu + a) _
a—0 all space ,,,—_3 (271')3 ZCIB +e— (’LQ3 + ZQ4 + ZqS + 30[)

B J 5 dgm 9 1 "
all space m=3 (271')3 ZQB +e€— (Zqi’) + “]4 + Z(J5 + 30[)

5
X { n [éf){},,l,m(iqm + a)] To i +a)e (i +o)w | (igs + o) +

m=3
+ qﬁ{_N_le} iq4 + « gZ)(N o (105 + @ w{N oy (103 + )+

(i ) (i ) (i )
+ Oy (05 +)w (g +a)w o (igs +a)+
t O+ (e + oo (igs + o)+
(i ) (i ) (1 )

+ (b;N—l,N} i3 + W{N Ly \a T a w, 1q5 + o)+

{N—1,N}

5
B (s @) s o) Gias +0) + T [,y G + a)]} -

m=3

(E-21)

Observe que a mudanga no sinal negativo na Eq. (E-21) foi feita

intencionalmente, de forma a manter consisténcia com a notagao adotada
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em (E-11). A funcao fj(iqg + €), considerando j # 1, N, é dada por:

a—0

5 ~ /- ~ .
J dgm [ (igm + @) — Tj11(igm + a)]
all space ,,—3 (27T)3 (Zqﬁ + 6) - (ZQ3 + ZQ4 + ZQ5 + 30()

fj(iqﬁ +e€) =— {hm

5

- i[85l +0) =g+ ) | _
a=0 Jan space ;,—3 (277)3 (Zqﬁ + E) - (ZQ?) + ZQ4 + Z(]5 + 30&)
5

lim dgm  [ZTj-1(igm + @) — Tj(iqm + a)]
a=0 Jon space ;,—3 (27T)3 (ZQﬁ + E) - (ZQ3 + ZQ4 + ZQ5 + 3(1/)
5

i dgm  [Z;(igm + &) — Tj11(igm + )]

, . . . , E-22
a=0 Jan space y,—3 (277-)3 (’ng + 6) - (ZQ3 +1qq +1q5 + 305) ( )

nota-se que a mudanca no sinal negativo foi feita novamente devido ao mesmo
argumento apresentado anteriormente. No desenvolvimento da Eq. (E-22)
utiliza o mesmo procedimento matematico envolvido em (E-20) e (E-21),
de maneira que nao é necessario apresentar a sua expansao explicitamente.
Voltando agora para (E-19) e fazendo uso da Eq. (E-6), nota-se que as
diferencas e as somas entre as posicoes das particulas, em primeira ordem,

sao escritas como:

~(1),. ~(1),. k? ~ . ~ . .
xgl)(qu +a) — ;,;gl)(qu +a)= T]lv{ [«4{1,1}(@(11 +a) — Ap (i + oz)] filign + )+

+ [/T{Lg}(iql +a) — /T{Q,Q}(iql + a)] fg(iql +e)+ ...+

t. Tt [vz{l,N}(i‘h +a) - vZ{Q,N} (iq1 + a)] ﬁv(im + 6)} (E-23)

e

~(1),. ~(1),. k2 ~ . ~ . 5
xgl)(qu +a) + mgl)(qu +a) = TJI\/{ [.A{Ll}(qu +a) + Ap oy (iq + a)] filiqn + )+

+ [“1{1,2}(iQ1 +a)+ J‘T{2,2}(iQ1 + a)] faliqr +€) + ...+

oo+ [A’{LN}(z‘ql +a) + Ag i + a)] Fnliqn + e)}. (E-24)

Para simplificar as duas ultimas equagoes e os passos seguintes, define-se duas

funcoes auxiliares dadas por,

Pagplia +€) = Apj(ia + o) — Ap (i + o)
A{Lj} (’ti + 6) = -/Z{l,j}<iq2 + Oé) + /T{QJ‘}(Z'QQ + Oé). (E—25>
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Assim é possivel reescrever a equagao E-19 como:

2

. _ . ok . ~
<{¢{1’2} (iqn + o) + Wiy (ign + ) + T—; [F{l,j}(qu +¢€)filiq1 + e)]} X

~

. . 6k? . . .
X {¢;72} (iga +€) + w{tz} (iga + €) + TT& [A{l,k}(zqg +€) fr(iga + e)] }> (ig2 + €).

(E-26)

Vale frisar aqui que na Eq. (E-26) utilizou-se a notagao para soma de Einstein.
Analisando a equacao (E-26), nota-se que os termos em ordem zero no
parametro ¢ quando multiplicados entre si, dao a contribuicao associada do
caso puramente harmonico. O produto dos termos lineares em ¢, levam a
correcoes de segunda ordem, logo estes termos podem ser negligenciados. Com

base nestas informacoes, os termos que realmente importam sao:

Sk? ,
! A{17k}(lq2 + €)+

<[¢;72} (i1 + ) + W, (iq1 + a)] ﬁ(iqg + e))> (igy + €>E

2

+ <[¢:2} (iga + ) + w{tm (iq2 + a)] fk(z‘ql + e))> (1q2 + e)%f‘{l,k}(iql +€)
(E-27)

Observe que na Eq. (E-27), as funcoes ﬁ/s sao mantidas dentro do fator

que toma a média sobre as realizagoes do ruido, pois elas contém informacao

estocastica em sua forma explicita. E simples de se notar que a expansao

envolvendo ﬁls em (E-27) é muito similar, no que diz respeito a célculo

de médias, com as expansoes que surgiram em (E-15), diferindo apenas por
5k?

alguns indices. Apds um tanto de dlgebra e fazendo T = ks, tem-se que o

desenvolvimento do termo (E-27) quando combinado com I, resulta em:
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I'= lim 3k (27)* x

€,00—>

N e}
dqi . ) B ' B .
X {Z le J_OO ﬁ(qu +€)Ap gy (iqn + E)X{jfl,j}(qu + E)X{m}(—l% —€)x

(0 d
q2 ~— ) B .
“ ) o Yy (a2 + ) (—ig2 —a) +
(o0 d
q,. ‘ - . ) |
+ J B g(l% + )My liq + )t (i +€)Q ) (—ig — €)%
00 dQQ - ' ) |
X J_OO gx{jfl,j}(Z@ + ) X{j*l,j}(_ZQ2 —a) ) 4
“dq , - -
" TZZVJ 2_71(2% " 6>A{1’j}(zq1 + E>Q{j71,j}(ZQ1 + €>Q{1,2}(_ZQ1 — €)X
—o0

” dCDQ_ : a- .
: —a0 21 U—l,j}(qu +a) {j—m)(_l% —a) ] *

0¢] d 1

a .. , B . - '
- [Tf J—oo g(l% - E)A{l’j}<ZQ1 + €>X{j,j+1}(uh + G)X{m)(_uh - 6) X

*dga ) B .
8 J_ _ﬂx{j,jﬂ}(z‘h +a)x, ., (i —a) +

* dg . ) B . B .
+ T Ty <J g(zm + €)M (i + €)X{j,j+1}(“11 + E)X{m}(—%h —€)x
—o0

% JP_OOOO % {;‘,jﬂ}(i(h + O‘)Q;JH)(—Z‘CJQ —a) +

+ JPO; Cé—zrl(ich +€)Aqy (iqn + E)Q{_j,j+1}(iq1 + E)Q;,Q}(*’i(h — €)x

) .JP_O; %X{_ju‘ﬂ}(i% +a) X, (T — o) ) +

+T% fooo %(iql + ) A (iq + E)Q;’jﬂ}(iql + G)Q{ilg}(—iql —€)x

” dQQQ_ ‘ a- .
. 0 % {7,5+1} (ZQQ + a) {G.5+1} (_ZQQ - a) ]
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N 0

dqi . . - . .

+ 22 le J_OO g(qu + )Ly (i —e)x,_, , (—iq — G)X:;,Z}(Z(h + €)x
J=

“dgy - ) B _
g J_ _Xijflyj}@% + a)X{jﬂ,j}(_Zq? —a) +

w 2T
P dq . B _ L
+ T1TN . g(lfh + E)F{l,j}(—lql — g)x{jiw}(_lql o E)X{l’Q}(qu n 6) «
* dgy . B .
J—00
(OO dq . ) - ' L
" J—wo %(ZQI + E)P{l’j}(_lql - E)Q{jfl,j}(_z‘h - 6)9{1,2}(“]1 + 6) X
” dgs _ . B .
X I_OO gx{jflyj}(ﬂh + ) X{jfl,j}(—zqz —a) ) 4

“ dq . , _ . .
+ TJQVJ 2—;(2% + el g (—ig — Q| (—ig —€)Q , (i + €)%

T dgy ) - .
X _Q{j_l,j}(“]? + «) QU_LJ_}(—ZQQ —a) ] +

N-1 ©
dq . . _ . .
_ Z leJ %(qu + el (—iq —e)x ., (—iq — E)X;,z} (iq, + €) x

*dgy , . ,
X J_ S X a2 T a)x L (—ige — @) +

{5,5+1}

“dq , - . ,
+ T Ty (J Z(ZQI + )l (—iq —e)x, ., (—iq — E)X;z}(qu + €)%
—0o0

w0 dQQ 0" . 0 .
g » 21 ey (142 + @) {.7,.7+1}(_ZQQ —ao)+

*dg . - . |
" Joo %(Hh * E)F{l’j}<_2m N G)Q{j,jﬂ}(_m1 - E)Qz,z}@% + €)x
*dgy ) B .
X J_OO gx{j’jﬂ}(th + ) X{jyj“}(—zqz — ) ) +

{1,2}

“ dq . . _ . ,
+ T]%,f —27; (1 + )Ty (=i — ) (—iqn — ) (iqr + €)x
—a0

< fo 20— (o + a) Q| (~ig—a) ]}. (E-28)

o 2m i+

O fluxo de calor que atravessa o sistema nada mais é do que II + I, onde
esses termos sdo dados pelas equagoes (E-16) e (E-28), respectivamente.
A forma condensada apresentada no texto através da Eq. (4-7), faz uso das

seguintes defini¢oes para as fungoes que surgem no integrando do fluxo de calor:
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*dq ) B ‘
I, = J_OO o (iq1 +¢) X:FLZ} (iq1 +¢€) X1 (—iq1 — ) (E-29)
*dq . . . - .
1, = o (iq1 + ¢€) Q{I,Q} (iq1 + ¢) Qu,z} (—iq1 — e), (E-30)
—00

onde estas fungoes sao utilizadas apenas no termo /1. O restante das funcoes

utilizadas no calculo dos termos I e I, pode ser escrito da seguinte forma:

0

; dq, . : _ : _ :

I?EI,J] = f —2(;1 (i1 + e)Niliqy +)x ., (i + )X, (—ig — €) (E-31)
-0

j *dgy . - .
IE] _ f %X{j,jﬂ}(m + O‘)X{j,jﬂ}(_“]? — ) (E-32)
o0

O day

7‘ q . N - Y - y
Tl = J_OO %(qu +e)\lip+e)Q (i +6)Q (i —e)  (E-33)

j *dgy - ) _ .
70 _ f 32 i+ @ (i ) (E-34)

ood1

L,j qi .. ; - ; ]
;7 = J_OO %(lfh +elu(—iqr —e)xy, . (~iq —e)x{, (lar +€) - (E-35)

: “ dqy , _ . .
Igu] = f —2; (iq1 + )l (—igqr — s)Q{j’jH}(—qu - 5)9:272}(@@ +¢), (E-36)
-0

representando assim todas as fungoes necessarias para calcular o fluxo de calor
quando o sistema encontra-se sujeito a reservatérios gaussianos. Para computar
o fluxo de calor para uma cadeia alimentada por ruidos de Poisson, basta
introduzir as funcoes decorrentes dos termos de médias quarticas presentes
em [ e I, de forma que estas sao definidas como:
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L] dqy dg2 dg3  _ . _ .

L= Ln e 2 2 2 Moy (101 F Xy (02 + € (E-37)
X X{7j7j+1}(_i(h — g2 —1q3 — 35)X{+1,2} (igs +¢)
Ll dq1 dgz dgs , - :

Ho = LH space ﬁﬁﬁg{j»ﬂl}(u}l + )8 4y (g2 + ) (E-38)

x Qs (—ia —ige — igs — 3)QY) o (igs + )

ﬂﬂ__f dqy dqs dgs
all space

= (iq1 + )Xy, (i + ) Ai(—iqr — €)X 11y (g2 + €)%

2m 2w 27
(E-39)
x X{_j7j+1}<iQ3 + E)X{_j7j+1}(_iq1 - iQ2 - iCJ3 - 35)
1,j dqy dgs dgs . . . _ .
T = [ R + 9 (i + i I i + )
(E-40)

x Qo (igs + Qg gy (—ian — dge — igs — 3¢)

Lj dqi dgo dgs . ‘ . _ .
I{SJ] — JH — = (i1 + E)XIQ}(qu + )l (—iq1 — E)X{j’j+1}(ZQQ +e)x
all space

2m 2w 27

(E-41)

X X{_MH}(iqg + e)x{_jJH}(—iCh —iqa — iq3 — 3¢)

[ta] _ dq, dgz dgs . - Cig — O (i

hit = Jall space 27 2T 2w (igr + )2 o, (gr + )Tu(—igqr — €)1 (g2 + €)

(E-42)

X Qg iy (a3 + ) 5y (—ign —ige — gz — 3¢)
(E-43)

E.3
Temperatura das particulas da cadeia

Utilizando conceitos simples de termodinamica, tem-se que a

temperatura de uma particula é definida como:

Ti=m {v}). (E-44)
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Usando a transformada de Fourier-Laplace em (E-44), tem-se:

dgy dgs z

¢ 2—0,e—0 | 27 271 2 — (IQ1 +1q2 + 25)

><<172-(iq1+6) @i(iQQ+€)>=
- . Jdchdfh z(iq+e€)(ig +e)
=m lim —_— - . X
2 27 2z — (iqy +iqo + 2¢€)
x (i (g +€) T (ige +€)). (E-45)

z—0,e—0

Assim como foi feito na andlise do fluxo de calor, foca-se apenas na expansao
do nicleo do numerador do integrando de interesse, neste caso dado por (E-45).

Utilizando (E-9), tem-se que (E-45) é reescrita como

[< E )(zq1+e D (igy + € >+25< (i + )% )(ti+e)>} (iq1 + €)(iga + €)
(E-46)

A primeira contribuigao de (E-46) estd associada ao perfil um tanto estranho
obtido no caso linear, de forma que toda nova informacao em termos da
distribuicao de temperaturas do sistema advém da segunda contribuicao, que
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quando expandida com a ajuda de (E-18), (E-20), (E-21) e (E-22) é dada por:
N—-1 0 dq - -
6 (2’)/)2 ]ﬂg { 2 |:T12 J;oo T; (qu + 6)2 A{i,l}(iql + G)A{i,j}(_i(h - E)X{_j,j+1} (—qu — 6) X

Jj=1

Q0
qz2  _ . _ .
* J;oc ?X{N“}(uh * e)x{ijl}(fqu —€) +

OO dqr ,. ~ ’ N . . |
+ TITNJ o (i1 + 6)2 A{i,l}(up + E)A{i,j}(—lql _ G)X{j,jﬂ}(—lql o
—0
* dgy - ) B .
" J*OC ﬁg{j’j“}@% + 6)Q{J,j+1}(_ZQ2 —€) +
*dgy 9 ~ ‘ N . . |
+ Ty o (iqr + €)* Agi,ny (iqn + ) Ap jy (—iqy — Q| (—iq1 — €)x

0
q _ . B '
" Jlo{; gx“’j+l}(zq2 + 6>X{j,j+1)(_lq2 - 6) +

* dq ~ . ~ . B )
+ T]%/ J;OO % ( q1 + 6)2 A{i,N}(qu + E)A{i,l}(*lfh — G)Q{j,y#l}(i?’ql — 6) X

* dgs O ) 0 .
" = 21 Gty (ZQQ + 6) {5,3+1} (_ZC]2 - 6) +

N 0
dq1 . ~ . ~ ) _ .
- Z [Tff B S (iq1 + 6)2 Ay iqr + €) Ag 3 (—iqn — G)XU,H)(*MH —€) %

dga _ . _ .
) J—oc gx{jd’“}(z% + G)X{jfl,j}(_qu -+

0
dqy . ~ o .
+ TlTNJ Qi; (qu + 6)2 A{i,l}(uh + E)A{i)j}(—qu — G)X (7“]1 _ E)X

-0

{i—1.5}

o]
d
X f SO~ (ige+ QT (—igo—e) +

0 27 i+1} {j—1,5}
* dqi . 2 ¥ . ~ ) _ _
+ TN . or (iq1 + ¢€) A{i,N} (g1 + 6)./4{1-,]-}(—2(]1 — e)Q(,‘q,J} (—iq1 — €)%

* dgy _ . )
< o X a2+ X (Fiae =€) +

*dg v ~ , ~ ,
+T% J 2; (iq1 + 6)2 A vy iqr + €) A jy (—iqn — G)Q{j,l,]} (—igy — €)x
—00

* dgay _ . _ .
8 %Q{mﬂ} (iga +€) Q, (—iga — 6)] (E-47)
—00


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1222133/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1222133/CA

Apéndice E. Desenvolvimento perturbativo do caso ndo linear 96

Finalmente, a temperatura de cada sitio é escrita como

™

mry *® 2% . ~ .
Ti = — Z TjJ dgq” Ay (ig+e) Ajj (mig—e) +
0

j=1,N -
2 N-1 2 0 dql . 9 = ' N ' i |
+6m(2y)% ks >, |17 Lo (iq1 + )" Agi 1y (g1 + ) Agi 5y (—ian —ex ., (—ia1 —€) x
Jj=1 -
© dgz _ . B '
- Loo o Xy 102 T OXG 4y (Zig2 =€) +
 dqy . N ‘ ~ ' ) |
+ T TN LOO o (iq1 + €)* Ag 1y (i1 + €) A jy (—iqr — X o, (it — O
“© dga . - '
’ LOO 2 Y a2+ LG, (a2 —e) +
© dq . ~ ' ~ . i |
+TTn LOO on (iq1 + €)* Ag vy (ig1 + ) Ay jy (—igq — N, .y, (—iar — ©)x
“© dga _ ' - '
. ffoo ;X{j‘jﬂ}(l‘h + E)X{j’ﬂ_l) (—iga — €) +
© dq ~ ' ~ . i |
+T% Lw o (i1 + €)* Ag vy (iq1 + ) Ag jy (—iq1 — 9 (i1 — O
“© dga . - '
’ LOO 2r Lo (12 LG 5 (Fiee =) |+

N C)
q1 . 2 % . ~ . _ .
- ]22 [Tf J_w o (iq1 +€)" Agi 1y (iqr + ) Ag 5y (—iqn — o)x;_, L (—ig1 —€) x

© dg2 _ . B )
* Lw o Xy (2 T OX -, ) (ig2 =€) +
+ 11T, ooﬂ( +)2A”' G _’_)AV(_ B (ign — O
1TN L 2m iqr + € iy (i + Ay jy (=i —Ox,_, , (—iqn —e
* dga } - A
* Lw o Yoy (a2 900 ) (g2 — ) +
T © dqy . 2 3 . i ] o ‘
+ T TN Y om (iq1 + €)% A vy (igr + ) Ag jy (—iqr — Q| (—iq1 — €)X
* dgx , - ‘
. J_oo 2 X1 (2 Xy ) (Ziaz =) +
T2 © dq1 . 2 3 ) I ' o ‘
+Tx o (iq1 + € A vy (iqn + ) A 5y (—iqn — Q| L (—ig1 — €)%
* dga } - ‘
* J ﬁQUfw‘} (iaz +€) Q{jfl,j}(_uh - 5)]} (E-48)
—00
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F
Resultados suplementares dos cumulantes da cadeia
harmonica linear

Ao longo do capitulo 3 mostrou-se alguns resultados sobre os cumulantes
da cadeia harmonica linear, mas o passo a passo analitico nao foi detalhado.
Neste apendice apresenta-se explicitamente o desenvolvimento de <J]2_,j +1>
para que o(a) leitor(a) entenda o procedimento utilizado nos célculos dos
demais cumulantes, que sao bem semelhantes,salvo pelo trabalho exigido por
cada um deles. Olhando para a equagao 4-6 e utilizando n = 2, tem-se que no
espaco de Fourier-Laplace a média quadratica do fluxo de calor entre particulas
vizinhas é,

(7 >;, JJJJm%%%M z y
J=itl 1 =elo 2m 21 2 21 z — (iqu + iqo + iq3 + iqy + 4e)

X {[&;(iq1 + €)Z;(iga + €) + T;(iq1 + €)Tj11(ig2 + €) — Z;(ig2 + €)Tj41(1q1 + €)+

—§:j+1(iq1 + 6)fj+1(i(]2 + 6)] [.i’j(iq:g + E)JNCJ'(Z'LM + 6) + ZEj(ng + E)i‘j+1(i(]4 + 6) +

— i‘j(i(]4 + e)ij+1(iq3 + 6) —jj+1(iq3 + 6)1‘j+1(iQ4 + 6)]>(iQQ + 6)(iQ4 + 6).
(F-1)

Usando (2-14) e (E-11) pode se reescrever a expressao acima como:

Gy =ty JJJ f%@mW z
J=itd 4 =, pa 2 27 27 27 z — (iqn + iga + iqs + iqs + 46)

x (ig2 + €)(iga + €) {[w™ (iq1 + )w™ (igz + €)w™ (igs + )w™ (igs +€) +
+ 4w (iqr + €)wt (iqe + €)p (iqz + €)p T (iqs + €)+

w(iqr + €)™ (ige + e)w™ + (igz + €)pt (iqs + )+

+ ¢ (iq1 + €)w T (ig2 + €)™ (igs + e)w™ (iga + €)+

+ ¢ (iq1 + €)p™ (ig2 + €)¢™ (igs + €)¢™ (iqa +¢€) )

(F-2)

Nota-se que para resolver estas integrais é necessario calcular médias do tipo,
i (ige + €)1 (iqs + €)k(ign + €)lige + €)), (i,4, k1) € {1, N} e (a, 5, ),0) €
{1,2,3,4}. Pode se escrever estas médias de uma maneira mais tratavel,
explorando o fato de que o ruido empregado no problema ¢ do tipo gaussiano

branco. O teorema de Wick para neste caso pode ser escrito como,
MirioMisiay = {Mi1Tiz) . {TisTia) . + {MirTiz) . Mi2Tia). + {NirTia). {Mi2Miz). (F-3)
(it Narizm) = <Mty ). Taiflam) (F-4)

Substituindo as Eqs. (F-3) e (F-4) na (F-2), temos que a média quadrética do
fluxo de calor é,
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2
< >J—>J+1 =
© dqr d
Jim —L [472T2 ( f f ﬂ2( iq1 + €)(ig2 + QT (iq1 + Q7 (—ig1 — )QF (iga + Q7 (—ig2 — €)
o0
j j W% (142 + PO (i1 + O (—iar — I (iaz + IO (~iga - e>) +
7T
O dgy d
+ 47T Ty ( J f 2‘;1 2‘: iq1 + €)(iq2 + €)x T (iq1 + €)x ™ (—iq1 — €©)QT (ig2 + €) Q™ (—iga —€) +
o0
O dqy d
1 ﬂiﬁ ia2 + " (12 + OxH (~igz — IO (i1 + IR (—iar — )+
O dgy d
j | S 0 + 02 (a2 + 92 (—ige — x (iar + x (—ias e>) +
22 dQ1 dq2 + — . + /- — .
+ 4v°T} 77(% +€)(ig2 + e)x T (i1 + €)x ™ (—igq1 — e)x ™ (ig2 + €)x ™ (—ig2 — ¢€)

f jw dﬂdﬂ (igz + ©)°x (iq1+e)x—(—z’q1—e>x+<z‘qz+e>x+(4qre>)}-

(F-5)
Como deseja-se encontrar o cumulante desta grandeza, deve calcular-se

I = I = 7, (7

com o fluxo de calor dado por 2-22. A comparacao do resultado analitico versus
numérico do segundo cumulante do fluxo de calor pode ser visto nas figuras
F.2(a) e F.1. O cdlculo do terceiro e quarto cumulantes ¢ bem similar ao feito
para determinar a variancia, exceto pela demanda de trabalho exigida. Como o
ruido é gaussiano, a quantidade de termos a ser calculada é igual ao somatoério

do ntimero de particoes tomadas dois a dois possiveis, que ¢é escrito como:
n!
n)19%5 "’
(5)122

onde n é a ordem da média a ser calculada. Nota-se que um termo do

Y #Particoes possiveis = (F-7)

tipo {Mi1MiaMisNiaMisTie), que surge no calculo da obliquidade possui 15 termos
de produtos de particoes dois a dois do ruido, enquanto uma média do
tipo (i MioMiaMiaNisTieNirTis) contém 105 destes termos! Por este motivo nao
mostra-se o desenvolvimento das expressoes para a média ctbica e quartica do
fluxo de calor ao longo do texto. Assim, as defini¢oes [22] do terceiro e quarto

cumulantes utilizadas nos resultados mostrados sao, respectivamente:

(e = TP = 3INT) + 20T (F-8)
(e = (T = ATy = 3(T2)% + 12(J2)(T)* = 6(])" (F-9)

De acordo com a figura F.1 nota-se que o fato de o sistema ser linear implica
em uma saturacao no valor dos demais cumulantes da distribuicao, ainda que

seja de forma mais lenta. Logo, em uma cadeia harmonica conclui-se que, a
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Figura F.1: Comportamento da variancia, obliquidade e curtose do fluxo de
calor J em uma cadeia harmonica linear em fun¢ao do nimero N de elementos
do sistema

partir de um tamanho finito da cadeia, o valor dos cumulantes da distribuicao
torna-se praticamente invariante. Na figura F.2 estd ilustrado a comparacao
dos resultados analiticos do terceiro e quarto cumulantes entre pares ao longo

de uma cadeia com a simulacao numérica.
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Figura F.2: As subfiguras (a), (b) e (¢) mostram o comportamento do segundo,
terceiro e quarto cumulantes do fluxo de calor ao longo de uma cadeia. As
linhas azuis cheias mostram o resultado analitico, enquanto que os quadrados
e triangulos representam o resultado da simulagao. Utilizou-se k1 = k' = v =
m = 1.
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