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4
Método Estendido dos Elementos Finitos

4.1
Introducéo

Baseado no conceito de Particdo da Unidade de Melenk e Babuska (1996) e
admitindo, por hipétese, que o Principio do Trabalho Virtual (PTV) é capaz de
representar o comportamento de um corpo fraturado cujas faces estejam livres da
acdo de forgas de superficie, Belytschko e Black (1999) apresentaram a primeira
formulacdo do Método Estendido dos Elementos Finitos (eXtended Finite Element
Method - XFEM) para um corpo bidimensional. Empregando a fungdo da ponta da
fratura (crack tip), conforme Equacdo 4.5, para descrever o campo de
deslocamentos descontinuos, o elemento permitiu modelar a propagacdo de uma
fratura com pequena curvatura dispensando a geracdo de novas malhas. Para
grandes curvaturas, a resposta do elemento deixava de ser precisa, exigindo
adaptacdo da malha. Moes et al. (1999) aprimoraram o XFEM, proposto por
Belytschko e Black (1999), introduzindo a funcdo Heaviside (Equacdo 4.4) para
representar a descontinuidade de deslocamentos ao longo das faces da fratura. A
funcdo crack tip passou a ser aplicada apenas para representar o campo de
deslocamentos na ponta da fratura, eliminando a necessidade de geracdo de novas

malhas para fraturas com grande curvatura.

Embora o XFEM seja relativamente recente, a bibliografia referente a sua
aplicacdo na modelagem de problemas com singularidades no dominio é extensa e
seu uso é crescente. Detalhes sobre XFEM e suas aplicagdes podem ser encontrados
no livro de Mohammadi (2008) e nos trabalhos de Belytschko et al. (2009) e Fries
e Belytschko (2010).

Uma alternativa do método XFEM tradicional para descontinuidades fortes,
baseada na abordagem de Hansbo e Hansbo (2004), foi desenvolvida por Song et

al. (2006), chamada de método dos nds fantasmas. Neste caso a fratura ndo é
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modelada com a adicdo de graus de liberdade, mas por elementos sobrepostos,

conforme sera discutido na secéo 4.3.

Outras extensdes ou alternativas do XFEM séo o método cohesive segment,
proposto por Remmers et al. (2003, 2008), onde a fratura é representada por um
conjunto de segmentos coesivos que atravessam trés elementos inteiros (Figura
4.1). Uma abordagem semelhante foi desenvolvida por Song e Belytschko (2009),
com o método cracking node, onde a fratura passa diretamente através do né de um
elemento (Figura 4.2). Em ambos os métodos, a continuidade da trajetoria da fratura

ndo é requerida.
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Figura 4.1 - Representagdo do método cohesive segment (Remmers et al., 2003).
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Figura 4.2 - Representacdo do método cracking node (Song e Belytschko, 2009).
Duas etapas independentes estdo presentes na andlise de propaga¢do dindmica
de fratura pelo XFEM. Inicialmente, um procedimento de rastreamento da fratura é
necessario para representar uma fratura existente e sua evolugcdo através do tempo,

enquanto que a segunda etapa esta relacionada com a formulacdo da propagacédo
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dindmica da fratura. Uma breve revisdo bibliografica de propagacdo dindmica de

fraturas utilizando XFEM seré descrita a seguir.

Uma das primeiras formulagdes XFEM abordando a propagacéo dindmica de
fraturas foi apresentada por Belytschko et al. (2003), utilizando ao longo da fratura
uma lei tensdo vs. deslocamento (modelo da zona coesiva). A direcdo e avelocidade
de propagacdo de fratura séo controladas pelo critério da perda de hiperbolicidade.
Para este proposito, um indicador de hiperbolicidade foi definido, cujo valor
minimo define a direcdo de propagacdo da fratura. Essa formulacdo é limitada a
materiais com comportamento independente da taxa de deformacdo e foi aplicada

a varios problemas de propagacdo dindmica de fraturas, incluindo ramificacdes.

Outros aperfeicoamentos no método foram feitos. Belytschko e Chen (2004)
desenvolveram um método de elemento finito enriquecido singular para propagacéao
de fraturas elastodindmicas. Réthore et al. (2005a, 2005b) propuseram uma
generalizacdo do XFEM para modelar fraturas dindmicas e problemas dependentes
do tempo. Zi et al. (2005) analisaram a evolucdo de fraturas dindmicas com o
modelo de zona coesiva e Menouillard et al. (2006) introduziram uma matriz de
massa concentrada para elementos enriquecidos, o que permitiu utilizar uma

formulacdo explicita em aplicacbes do XFEM.

4.2
Formulagcéo do XFEM

Naformulacdo do XFEM adicionam-se as fungdes de interpolacdo do método
convencional dos elementos finitos um conjunto de funcdes de forma especiais

Ni(x), no dominio onde existam descontinuidades, que satisfagam a condicéo:

DN (x)=1, xeQ (4.1)

iel
onde | representa o conjunto de todos 0s nds no dominio € .

Logo, qualquer fungdo wy(x) pode ser reproduzida por:

DN (v =y(x) (4.2)

iel
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Ao se escolher adequadamente a fungdo w(x) para cada grau de liberdade,
pode-se entdo incorporar um comportamento desejado, mantendo a base

matematica do método de elementos finitos convencional.

Considere I 0s nds que contém a ponta da fratura e Ir o conjunto dos nés que
contém a trajetoria da fratura (In N Ir = 0), conforme Figura 4.3. Um

enriquecimento da aproximagdo dos deslocamentos pode ser escrito como:

W)= 3N, (9] U+ H(X)a, + T F, (b (43)

il v a=1
Jelp

Kel,

onde ui é o vetor de deslocamentos nodais do MEF convencional, a; é o vetor de
descontinuidades nos nos enriquecidos, b*« o vetor de graus de liberdade no nd
enriquecidos da trajetoria da fratura assintotica, H(x) a funcdo Heaviside definida

por:

+1, se(x-x*)n=>0

H(X) = (x-x*) 2 (4.4)
—1, caso contrario

onde x é um ponto qualquer (ou um ponto de integracdo), x* € a projecdo de x sobre

a superficie da fratura e n é vetor unitdrio normal a fratura em x*, como ilustrado

na Figura 4.3.

As funcBes Fqu(x) na mecénica da fratura linear elastica sdo fungbes

assintéticas associadas com a ponta da fratura:

[FOOLL = [«/F-seng ,ﬁ-sengsene,ﬁcosg ,\/F-cosgsene} (4.5)

onde (r, 0) sdo as coordenadas radial e angular, respectivamente, conforme Figura

4.3, e 6 = 0° representa a tangente a trajetoria na ponta da fratura.

Para maior eficiéncia computacional, o enriquecimento é executado apenas
nos subdominios onde sdo necessarios, identificando-se o subconjunto de nds
pertencente a Ia e Ir que devem passar por este processo. Um método convenie nte

para escolher tais nos é o chamado metodo level-set, descrito a seguir.
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ponta da fratura
fratura L
L/,./X{
[ ] n

@ N6s enriquecidos na ponta da fratura

B NOs enriquecidos com fungdo Heaviside

Figura 4.3 - Esquema de enriquecimento dos nés emuma malha de elementos finitos.

O método level set foi proposto por Osher e Sethian (1988) para a localizacédo
de interfaces (fraturas) e é largamente utilizado na aplicacdo do XFEM (Chessa e
Belytschko, 2003; Duflot, 2007; Duddu et al, 2008). A utilizacdo do level set
simplifica a atualizacdo da posicdo da interface bem como o célculo da curvatura

da mesma.

Em geral, uma interface I' pode ser representada por:
I(t) = xeR?*:d(x 1) =0} (4.6)

onde ®(x,t) € uma fungdo level set dependente da distancia da interface a um ponto
X, expressa por:
q)(x)zimion—x*H, VX e Q @.7)
x'el '
onde os sinais positivo e negativo indicam o lado da interface no qual se encontra

0 ponto.

A descricdo de uma interface aberta requer uma segunda fungé@o level set W,
para localizar seu término. A fungdo ¥ também ¢ uma funcdo distdncia similar a
funcdo @ (Equacdo 4.7) mas ortogonal a superficie da fratura. A interface aberta I'

é entdo descrita por:

I(t) = fx e R :d(x,t) =0e ¥(x,t) <0f 4.8)
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As funcbes de forma convencionais do método dos elementos finitos podem
ser utilizadas para interpolar a funcdo @ em qualquer ponto x do dominio, expressa
por:

O(x) :zNi(X)'CDi 4.9)
iel
onde o somatorio se da sobre todos os nds do elemento finito que contém o ponto

X.

Assim, a selecdo dos nos a serem enriquecidos pode ser feita com base nas
seguintes equacdes (4.10) e (4.11). Um elemento é seccionado se a funcdo distancia
(@) mudar de sinal no interior do elemento. Para identificar o elemento que contém
a ponta da fratura, dois critérios devem ser atendidos simultaneamente (Equacdo
4.11), onde I¢' é o conjunto de n6s do elemento, conforme um exemplo € ilustrado

na Figura 4.4.

min (@(x))-max(d(x)) <0, elemento seccionado
icl® icl® (410)

mlin(rl)(x))-max(CI)(x)) >0, elemento ndo seccionado
jiel® iel®

min (P (x))-max(e(x)) <0

elemento da pontada fratura (4.11)
min (¥ (x)) max (‘¥ (x)) <0

@ N6s enriquecidos na ponta da fratura

B NGs enriquecidos com funcéo Heaviside

Figura 4.4 - Valores das funcdes level set para descri¢do da fratura.
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Os nos que estdo em um determinado raio a da ponta da fratura séo
enriquecidos (Figura 4.5), por meio de:

(s « 4.12

Iponta_{l'HXi_XiH<r} (4.12)

onde ||xi — xi"|| é a distancia entre um ponto xi e ponta da fratura x;".Para fraturas

estacionarias, o programa ABAQUS v.6.14 usa como estimativa do raio um valor

trés vezes superior ao do comprimento caracteristico do elemento. No entanto, para

0 caso de propagacdo de fraturas, o enriquecimento da ponta da fratura ndo esta
implementado neste programa.

fratura

@ Nos enriquecidos na ponta da fratura

B NGs enriquecidos com fungao Heaviside
T T T

Figura 4.5 - Estratégia de enriquecimento na ponta da fratura.

4.3
Descontinuidade com nés fantasmas

Song et al. (2006) apresentaram uma técnica para modelar a propagacédo
dindmica de fraturas, descrevendo adescontinuidade por meio de elementos finitos
sobrepostos e introduzindo o conceito de nos fantasmas. Sem necessidade de
introduzir graus de liberdade adicionais, como inicialmente proposto no XFEM, e
as fungbes de interpolacdo associadas a um elemento fraturado séo as mesmas dos
elementos intactos, o que facilita a implementacdo desta técnica em programas

computacionais existentes.

A Figura 4.6 apresenta um exemplo de um dominio fraturado Qo apoiado no

contorno I'y e submetido a forcas de superficie t aplicadas no contorno T't. No
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elemento seccionado por uma fratura, nds fantasmas com coordenadas inicialme nte
coincidentes séo gerados e agregados aos subconjuntos dos nos reais (Figura 4.6).
Quando a fratura se propaga, 0s nos fantasmas se afastam entre si dependendo da

magnitude da abertura da fratura, governada por uma lei coesiva.

A aproximacdo do campo de deslocamentos através da fratura é definida
como a diferenca entre os campos de deslocamentos gerados nos dois elementos

formados pela fratura:

u"(X)=" >, N O)urH(F(XD+ X NO)u H(=F(X))  (4.13)

Ie{wg,w;} Je{wg,w;}

onde wo™, wo™ sd0 0s nds reais e wp*, wp 0s nds fantasmas dos subdominios Qo
Qo, Qp* e Qp7, respectivamente, com a funcdo level set f (X) avaliada no ponto X
A descontinuidade dos deslocamentos € entdo determinada executando-se as
integracdes do meétodo dos elementos finitos em ambos o0s elementos nos
subdominios Qo* e Qo™ (Figura 4.6) que contém os nds reais e se estendem até a um

lado da fratura.

!!_1‘ -H;
o Q D
A 1T
| C
L. 0 /_/ _ - - -
e —
Q,
nl’ ha - 7____7ﬁ
@ nos reais -~ Wy
I~ o) |
i oo, 4 Onos fantasmas | Lo L..

Figura 4.6 - llustracdo da técnica dos nos fantasmas gerados quando uma fratura secciona o
elemento finito. As integracdes sdo realizadas separadamente nos dominios Qo* e Qo

Embora o XFEM seja adequado para modelar o campo de tensdes e

deformacdes ao redor da ponta de uma fratura, a técnica dos nos fantasmas so se
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aplica a representacdo de fraturas associadas ao modelo da zona coesiva, com 0
campo de tensbes singulares substituido por forcas coesivas. NoO programa
ABAQUS v.6.14 o trecho da fratura estende-se completamente de um contorno a
outro do elemento, mas Rabczuk et al. (2008) empregaram a técnica dos nos

fantasmas para modelar uma fratura cuja ponta se situa no interior do elemento.

4.4
Modelo da zona coesiva

O processo de fraturamento esta associado ao desenvolvimento de uma regido
em torno da ponta da fratura que apresenta deformacfes plasticas antes da
propagacdo (Figura 4.7). Essa regido, chamada de zona de processo de fratura,
apresenta duas subregides ndo lineares: uma caracterizada pelo comportamento de
amolecimento progressivo do material (area amarela na Figura 4.7) e uma subregido
subjacente, denominada zona de endurecimento ndo linear, que representa a

escoamento plastico (&rea azul claro na Figura 4.7).

Para o primeiro tipo de comportamento (Figura 4.7a), ambas as regides de
amolecimento progressivo e endurecimento ndo linear sdo relativamente pequenas
de tal forma que a Mecanica da Fratura Linear Elastica (MFLE) pode ser geralme nte
aplicada. Materiais frageis, tais como vidro, ceramica e certos metais ilustram este

tipo de processo de fratura.

Para o segundo tipo de comportamento (Figura 4.7b), devido a maior zona de
endurecimento ndo linear onde ocorre escoamento plastico, a Mecénica da Fratura
Elasto-Plastica (MFEP) deve ser empregada. Materiais ducteis, como determinados

metais, representam este segundo tipo de comportamento.

O terceiro tipo de comportamento (Figura 4.7c) estd relacionado com o
presente trabalho, que simula o dano progressivo do material amolecido ao longo
da zona de processo de fratura. Enquanto a zona de endurecimento ndo linear pode
ser insignificante para este tipo, a zona de amolecimento relativamente grande
influencia significativamente a redistribuicdo das tensdes. Este comportamento,

chamado quase fragil, é tipico de concreto, gelo, papel, rochas brandas, etc.
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Comportamento fragil amolecimento
MFLE é aplicavel >\
Matérias frageis: vidro, ceramicos N\
frageis, rochas duras, metais frageis. endurecimento
n&o linear
Comportamento ductil amolecimento
MFEP pode ser explorado >\~
Matérias ducteis: metais ducteis, ligas 4
resistentes. endurecimento
n&o linear
Comportamento quase fragil amolecimento
MZC é aplicavel — \
Concreto, agregados cimentados, v
xistos ducteis, rochas brandas. endurecimento /
néo linear

Figura 4.7 - Tipos de comportamento da zona de processo de fratura (Bazant e Planas, 1998).

Para levar em conta as deformacdes inelasticas que surgem na zona de fratura,
0 Modelo de Zona Coesiva (MZC), originalmente proposto por Barenblatt (1962)
e Dugdale (1960), é geralmente empregado. Nesse modelo as deformacBes na ponta
da fratura antes da propagacdo sdo contabilizadas e a dissipacdo de energia é
considerada ocorrer em uma regido finita proxima a ponta. O modelo da zona
coesiva simula a iniciacdo e evolugdo de fraturas através de uma trajetoria arbitraria
dependente das condicbes do problema. A medida que a propagacdo acontece, a
zona coesiva é estendida através dos elementos. O MZC néo deve ser confundido
com elementos de interface, descritos na se¢do 3.3, onde a zona de processo de

fratura € somente restrita ao longo dos contornos dos elementos.

Hillerberg et al. (1976) propuseram o modelo de fratura ficticia no qual a
propagacao acontece quando a tensdo na ponta atinge a resisténcia a tracdo do
material, com as tensdes ao longo das superficies da fratura decrescendo com a
abertura da mesma, porém ndo subitamente e sem causar singularidades junto a
ponta da fratura (Figura 4.8). Vérias versdes do MZC foram propostas na literatura
nas ultimas décadas. A principal diferenca entre elas se refere a forma da resposta

tensdo de tracdo versus deslocamento (abertura da fratura) e as constantes usadas
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para descricdo do modelo. Fora da zona de processo de fratura o material €é

considerado com comportamento elastico linear (Figura 4.9a).

O inicio de dano se refere ao inicio da degradacdo da resposta de um ponto
do material. O processo de degradacdo comeca quando as tensdes ou deformagdes
satisfazem aos critérios de iniciacdo de dano, que devem ser especificados. Neste
estudo, a tensdo principal maxima omax foi utilizada como critério de dano,

expressado por:

. {M} (4.14)

T

max
onde 7max € a resisténcia a tracdo da rocha. O simbolo < >representa 0s parénteses

de Maculay e sua interpretacdo € a seguinte: omax=0, se omax<0e <O'max > = Omax,

se omax > 0. A iniciagdo do dano comega quando esta razio for igual a um ( f =1).

Ponto da fraturareal | Ponto da fratura ficticia

. Zona do
processo

Figura 4.8 - Zona de processo de fratura para 0 modelo de zona coesiva
(adaptado de Hillerberg et al., 1976).
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maX |————"~"~" "~~~ ~"— 7~ Tmaxﬁ\
exponencial

linear

tensdo, o
&y
tensado, o

=
deformacéo, ¢ e abertura da fratura, o S
m

(a) (b)
Figura 4.9 - Modelo constitutivo: (a) zona de processo de fratura; (b) evolucéo do dano.

A evolucdo do dano descreve a taxa pela qual a rigidez do material é
degradada uma vez que o critério de iniciacdo seja atingido. A taxa de degradagéo
D é um escalar que varia entre 0 a 1. As componentes da tensdo afetadas pelo dano
séo:

1. >0

(1- D)t

t , (semdano na compress&o) (4.15)

t. = (- D)t,

S
onde o vetor de tracdo nominal t tem duas componentes, que refletem a tenséo

normal e de cisalhamento; as correspondentes parcelas elasticas t. e t< sdo

utilizadas quando o material ndo experimentou qualquer dano.

O comportamento da varidvel de dano depende da forma do amolecimento
plastico do material, geralmente linear ou exponencial (Figura 4.9b). Para o
amolecimento linear, D reduz-se a expressdo proposta por Camanho e Davila
(2002):

D= 5{12 (5;:3‘)( _5:1)1
S (s -0 (4.16)
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. . 2
onde J, refere-se a0 valor maximo de deslocamento efetivo &, = <5n> +067

.. C s 0 f
atingido durante a histéria do carregamento, o,, e d,, representam os deslocamentos

inicial e final, respectivamente.

No MZC os modos I e Il de fraturamento contribuem para abertura da fratura,
conforme Figura 4.10. A ilustragdo mostra a ocorréncia de tracdo no eixo vertical,
bem como as magnitudes das separacdes normal e cisalhante ao longo dos eixos
horizontais. Os tridangulos mais claros nos planos verticais representam a resposta
tracdo vs. separacdo no MZC sob deformacdes normais e cisalhantes,
respectivamente. Todos 0s demais planos verticais intermediarios, que passam pelo
eixo vertical na Figura 4.10, representam a resposta de dano sob condicdo de modo
misto de fraturamento. O critério de modo misto I-11 é utilizado como a envoltoria
da lei de poténcia, estabelecida em termos de uma interagdo entre as taxas de

liberacdo de energia (Wu e Reuter, 1965):

(&j +[G_j 1 @.17)
GlC GllC

onde G e Gy representam a energia de fraturamento nos modos | e I,
respectivamente; Gic e Giic as correspondentes energias criticas de fraturame nto
nos modos | e Il, com » um exponente empregado para definicio da forma da

envoltéria. Na presente pesquisa foi adotado o valor 7 = 1.

\/I n n
X /G, G,
A )

Figura 4.10 - Respostas no modo misto do MZC.
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4.5
Discretizacéo espacial
Considerando um problema dindmico 2D, a equa¢do de momentum linear
para uma descricdo Lagrangeana & expressa por:
oP; " 4.18
RJIJFpobi — Pl =0, emQ, (4.18)
j
onde P é o tensor de tensdo nominal, po a massa especifica do material, b o vetor

das forcas de corpo e ii 0 vetor das aceleracdes.

As condicbes de contorno do problema podem ser especificadas como:

n°p. —to sobre T'°

_ 4.19
u. = Ui sobre T'y° (4.19)

njPy =—njPj = fioc(ﬂui”) sobre T

onde n° é p vetor unitario normal ao contorno indicado, z°¢a forca coesiva sobre a
fratura, £° a forca aplicada sobre o contorno de Neumann I'® e %« 0 campo de
deslocamentos prescritos aplicado sobre o contorno de Dirichlet Tw® com T', U
I°=0, I'u N T'=@, como ilustrado na Figura 4.11. Os sinais positivo (+) e negativo
(-) dos superescritos na Equacdo (4.19) se referem aos dois lados da

descontinuidade.

Figura 4.11 - Corpo 2D com uma descontinuidade e sua representacdo no dominio inicial
(esquerda) e atual (direita).

Equacbes discretas sdo construidas através do procedimento padrdo do
método de Galerkin. O espaco admissivel para os campos de deslocamentos €

definido como segue:
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a={u(X,t) I u(X,t) € CO u(X,t)=u(t) sobre I'.%, u descontinua sobre I'c} (4.20)
Wo={ou(X,t) I Su(X,t) € CO du(X,t)=0 sobre I'W%, du descontinua sobre I'c} (4.21)

A forma fraca da equacdo de momentum linear é escrita como:
5\Ncin — 5wint - OWext 4 5wcoh Véu(X) €A (4.22)

onde dWint é o trabalho das forgas internas, JWe*t o trabalho das forgas externas,
OWein o trabalho correspondente aenergia cinética e SWe" o trabalho realizado pelas
forcas coesivas ao longo da superficie da fratura I'c. Estas quantidades sao definidas
como (Belytschko etal., 2000):

OW " = [ Su-pylidQ, (4.23)
Q

ow ™ = [2U. PdQ, (4.24)
a X

OW ™ = [3-pebdQy + [ Sutedry (4.25)
Q P

AW = —rjan ul[]-z°dr, (4.26)

onde £ é o carregamento normalizado prescrito em I'® e ¢ a forca coesiva aplicada
sobre a superficie da descontinuidade. Uma forma Lagrangiana atualizada ¢é
utilizada na Equacgéo (4.26).

A discretizagdo em elementos finitos da Equacdo (4.22) produz entdo:

fcin = f int _ fext 4 f coh (4.27)

onde:
£~ [ NN ((<1) £ (X))degt, (4.28)
£t = [ BTRH ((-1)° f(X))des (4.29)

(2

£ = [ poNTOH ((—2)° F(X))dg+ [ NTECH ((-1)° f (x))dry  (4.30)

3

fecoh — (_1)e J. NTTCnOdFEO (431)
ree

com o indice subscrito ‘e’ assumindo os valores 1 ou 2, representando o elemento

real e o elemento sobreposto, respectivamente. O indice sobrescrito ‘€’ indica uma
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restricdio de dominio do elemento enquanto que B é o operador discreto que

relaciona deformacbes com deslocamentos nodais.

4.6
Integragdo numérica

Para avaliar as integrais das equacdes (4.28) - (4.31) nos elementos finitos
onde as fungBes Heaviside ocorrem, € necessario um esquema modificado de
guadratura numérica, como a integracdo de subdominios (Belytschko etal., 2003).
Na integracdo de subdominios, o elemento é subdividido em varios subdominios,
cada qual integrado separadamente (Figura 4.12a). Segundo Song et al. (2006),
varias dificuldades surgem nesta abordagem quando descontinuidades em
movimento devem ser consideradas. Por exemplo, na propagacdo da fratura em
materiais ndo lineares, asvariaveis histéricas armazenadas nos pontos de quadratura
devem ser interpoladas para os pontos de quadratura recém criados quando um
esquema de integracdo de subdominios é utilizado. Alternativamente, Song et al.
(2006) sugeriram esquema de integracdo com apenas um ponto de Gauss fixo por

elemento, com controle de modos de energia nula.

Como mostrado na Figura 4.12b, o elemento seccionado € substituido por

dois elementos e as forgas nodais sdo obtidas por integracdes executadas

separadamente:
fe =t +fe2 (4.32)
ponto de
quadratura
O O
f(X)<0
/ f(X)>0
// X) >
elemento 1 elemento 2
(a) (b)

Figura 4.12 - Integragdo numérica com esquema de integragdo: (a) de subdominio;
(b) com um ponto (Song et al., 2006).

onde fe representam forcas no elemento seccionado e fe1 e fe2 forgas nos elementos
sobrepostos construidos com a técnica dos nds fantasmas. Expandindo as equacdes,

resulta:
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fa' = %iﬂo NTNdQ,, e f' = %iﬂo N"NdQgi,,
@E%igﬂﬁﬁwme@—kﬂgafmﬂl

foi =P pN bdQ2S + [H (-~ F)NTt dre®
el A\) 0

FEO

f:;t_i‘; jpoN bdQ2} + [H(F)NTT dr;?

e0
I

oo = j NTz°n,dI*°

= [N

e
0
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(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

onde ftab é uma forca de estabilizacdo para controle de modos de energia nula, Ao a

area total do elemento, Ae1 e Ae2 as areas dos elementos sobrepostos.

Pode-se observar que a partir das equacdes (4.33) - (4.36), quando séao

calculadas as forcas em um elemento seccionado, apenas a fracdo de é&rea é

modificada. Este procedimento computacional pode ser facilmente implementado

em um programa de elementos finitos convencional.
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