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Resumo

Lobao, Waldir Jesus de Araujo Lob&o; Pacheco, Marco Aurélio Cavalcanti
(Orientador). Solucdo de equacgOes diferenciais ordindrias, parciais e
estocéasticas por programacao genética e diferenciacdo automatica. Rio
de Janeiro, 2015. 171p. Tese de Doutorado - Departamento de Engenharia
Elétrica, Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

O presente trabalho teve como objetivo principal investigar o potencial de
algoritmos computacionais evolutivos, construidos a partir das técnicas de
programacao genética, combinados com diferenciacdo automatica, na obtencdo de
solucBes analiticas, exatas ou aproximadas, para problemas de equagdes
diferenciais ordinarias (EDO), parciais (EDP) e estocasticas. Com esse intuito, e
utilizando-se o ambiente de programacdo Matlab, diversos algoritmos foram
elaborados e solugdes analiticas de diferentes tipos de equacdes diferenciais foram
determinadas. No caso das equacBes deterministicas, EDOs e EDPs, foram
abordados problemas de diferentes graus de dificuldade, do basico até problemas
complexos como o da equacédo do calor e a equacdo de Schrodinger para 0 atomo
de hélio. Os resultados obtidos sdo promissores, com solucdes exatas para a
grande maioria dos problemas tratados e que atestam, empiricamente, a
consisténcia e robustez da metodologia proposta. Com relacdo as equacOes
estocasticas, o trabalho apresenta uma nova proposta de solucdo e metodologia
alternativa para a precificacdo de opgOes europeias, de compra e de venda, e
realiza algumas aplicacGes para 0 mercado brasileiro, com ac¢Ges da Petrobras e da
Vale. Além destas aplicagdes, sdo apresentadas as solucdes de alguns modelos
classicos, usualmente utilizados na modelagem de precos e retornos de ativos
financeiros, como, por exemplo, 0 movimento Browniano geométrico. De uma
forma geral, os resultados obtidos nas aplicagbes indicam que a metodologia
proposta nesta tese pode ser uma alternativa eficiente na modelagem de problemas

cientificos complexos.

Palavras-chave
Computacdo evolucionaria; programacdo genética; algoritmo; diferenciacéo

automatica; equacdes diferenciais ordinarias, parciais e estocasticas.
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Abstract

Lobdo, Waldir Jesus de Araujo; Marco Aurélio c. Pacheco (Advisor).
Solution of ordinary, partial and stochastic differential equations by
genetic programming and automatic differentiation. Rio de Janeiro,
2015. 171p. PhD Thesis — Departamento de Engenharia Elétrica, Pontificia
Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

The main objective of this work was to investigate the potential of
evolutionary algorithms, built from genetic programming techniques and
combined with automatic differentiation, in obtaining exact or approximate
analytical solutions for problems of ordinary (ODE), partial (PDE), and stochastic
differential equations. To this end, and using the Matlab programming
environment, several algorithms were developed and analytical solutions of
different types of differential equations were determined. In the case of
deterministic equations, ODE and PDE problems of varying degrees of difficulty
were discussed, from basic to complex problems such as the heat equation and the
Schrédinger equation for the helium atom. The results are promising, including
exact solutions for the vast majority of the problems treated, which attest
empirically the consistency and robustness of the proposed methodology.
Regarding the stochastic equations, the work presents a new proposal for a
solution and alternative methodology for European options pricing, buying and
selling, and performs some applications for the Brazilian market, with stock prices
of Petrobras and Vale. In addition to these applications, there are presented
solutions of some classical models, usually used in the modeling of prices and
returns of financial assets, such as the geometric Brownian motion. In a general
way, the results obtained in applications indicate that the methodology proposed
in this dissertation can be an efficient alternative in modeling complex scientific

problems.

Keywords
Evolutionary computation; genetic programming; algorithm; automatic

differentiation; ordinary differential equations, stochastic and partial.
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1

Introducao

11

Motivacao e Objetivos

E de amplo conhecimento que um nimero expressivo de projetos de
pesquisa realizados por diversas areas do conhecimento cientifico, como a
engenharia, economia, fisica, quimica, biologia, etc., utilizam-se de modelos
matematicos que sdo formulados e especificados, parcialmente ou totalmente, por
equacOes diferenciais. No entanto, dada a complexidade dos modelos propostos,
os seus formuladores quase sempre se deparam com problemas de dificil solucéo
e com solucdo analitica desconhecida. Nesta situa¢do, o procedimento usual é a
obtencdo de uma solucéo aproximada atraves de métodos numéricos.

Contudo, grande parte destes projetos objetivam resultados maiores e usam
as equacOes diferenciais para tentar conhecer e entender o comportamento
dindmico de variaveis que sdo objetos centrais destas pesquisas. Nestes casos,
certamente, a solucdo numerica ndo é suficientemente completa para dar aos
formuladores as respostas requeridas para as suas avaliagfes. Faz-se necessario 0
conhecimento da fungdo solucdo na sua forma literal, pois esta permite a
realizacdo de importantes e diferentes tipos de andlises, tais como: estaticas
comparativas; conhecimento da magnitude de efeitos parciais e elasticidades;
determinacdo de tendéncias, ciclos e volatilidades; estudos de estabilidade e
estacionariedade; realizacdo de progndsticos e avaliagdo de cenarios futuros; etc.

Outra questdo importante, comumente verificada na pratica, ocorre quando
os modelos séo especificados de forma arbitraria (ad hoc), isto &, sem critérios e
compromissos metodoldgicos. Este tipo de procedimento pode levar o modelo a
produzir resultados completamente espudrios que, quando avaliados com testes
adequados, ndo apresentam nenhuma evidéncia empirica. Entdo, a geracdo de
solugdes analiticas para estes modelos, identificando uma forma funcional mais
adequada, deverad corrigir o problema e propiciar avancos significativos nos

resultados da modelagem.
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Com a motivacdo de contribuir com novos resultados e metodologias que
ajudem a dirimir os problemas acima colocados; o objetivo principal desta tese é
investigar o potencial de algoritmos computacionais evolutivos, construidos a
partir da combinacdo das técnicas de programacdo genética e diferenciacéo
automatica (PGDA), na obtencdo de solugdes analiticas, exatas ou aproximadas,
para problemas de equacfes diferenciais ordinarias (EDOs), parciais (EDPs) e
estocésticas (EDES).

1.2

Descrigdo do Trabalho e Contribui¢des

Com a finalidade de realizar o objetivo proposto, e utilizando o ambiente de
programacdo Matlab, diversos algoritmos de PGDA foram elaborados e solugdes
analiticas para diferentes problemas de EDOs, EDPs e EDEs foram determinadas.

Inicialmente o trabalho abordou as equacGes deterministicas, EDOs e EDPs,
derivadas de diversos problemas, com diferentes graus de dificuldade, e que
abrangem grande parte da teoria existente. Os estudos iniciaram-se com as EDOs
mais simples, do tipo linear e de primeira ordem, até chegar as EDPs mais
complexas, como a equacdo do calor e a equagdo de Schrodinger para o atomo de
He. Os resultados obtidos sdo promissores, com solugfes exatas para a grande
maioria dos problemas abordados e que atestam, empiricamente, a consisténcia e
robustez da metodologia proposta.

Com relagdo as equagOes estocésticas, abordadas na segunda fase da
pesquisa, o trabalho apresenta uma metodologia de solugdo analitica em tempo
continuo, para EDEs representadas na forma tradicional, onde o algoritmo de
PGDA ¢ construido com base no célculo estocastico de Itd. A metodologia foi
testada através de simulagdes do modelo cldssico de movimento browniano
geométrico, usualmente utilizado na modelagem de precos e retornos de ativos
financeiros. O trabalho ainda propde um modelo alternativo para precificacao de
opcdes europeias, de compra e de venda, e realiza algumas aplicagdes para o
mercado brasileiro, com acdes da Petrobras e da Vale. Em geral, os resultados
obtidos nas aplicacBes indicam que os métodos propostos sdo uma alternativa
eficiente na solucdo de EDEs e precificacdo de ativos financeiros.
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13

Revisao da Literatura

Para comparar os estudos realizados na tese aos do mesmo género existentes
na literatura, bem como deixar clara a contribuicdo do trabalho, uma reviséo
bibliogréafica foi realizada e os principais resultados sdo comentados a seguir.

Um grande namero de trabalhos que tratam de temas relacionados a tese foi
pesquisado, mas, embora exista uma vasta literatura sobre PG e DA, a grande
maioria dos trabalhos abordam e aplicam estas técnicas de forma separada. Além
disso, dentre os que desenvolvem PG e DA conjuntamente sdo raros aqueles que
apresentam estudos sobre a solucdo de equacdes diferenciais e, especificamente
no caso das EDEs, nenhum trabalho foi encontrado. Dentre eles destacam-se os
artigos de (Imae, 2004; Tsoulus, 2006; Figeira, 2011).

Em Imae (2004), um algoritmo de PG com DA é proposto para resolver
equacOes de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB); Hamilton-Jacobi-Isaacs (HJI); e
Francis-Byrnes-Isidori (FBI) em sistemas dinamicos néo lineares de problemas de
controle 6timo. O algoritmo é aplicado em equagdes com solucdes analiticas ja
conhecidas e obtém solucgdes aproximadas com baixo erro de estimativa em todos
os casos simulados. A metodologia utiliza a técnica de PG convencional,
combinada com método de DA desenvolvido originalmente pelos préprios
autores. As conclusdes do artigo séo de que, dada a complexidade dos problemas
abordados, a metodologia apresenta bons resultados e € uma boa alternativa para a
solucdo de problemas de controle 6timo.

No trabalho de Figueira (2011) os dois métodos sdo combinados para
resolver duas equacOes diferenciais ordinarias, cujas solucbes analiticas ja eram
conhecidas a priori. A equacdo do Oscilador Harmonico Simples, do sistema
massa-mola; e a equacao de Schrodinger para o &tomo de Hidrogénio. O trabalho
obtém solucbes exatas para as duas equacdes propostas e utiliza os toolboxes
GPLAB e myAD para a PG e DA, respectivamente. O autor conclui o trabalho
sugerindo que essa combinacéo de técnicas € de grande utilidade quando aplicadas
a resolucéo analitica de equacdes diferenciais.

Dentre os artigos pesquisados, o de Tsoulus (2006) € o que apresenta 0 mais
diversificado e maior numero de exemplos de solucbes de equagdes diferencias

utilizando a metodologia de PG com DA. S&o apresentadas solucbes para
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problemas de EDOs e EDPs, lineares e nédo lineares, de primeira e segunda ordem.
Solugdes analiticas exatas sdo encontradas para a grande maioria dos problemas
propostos. A metodologia do trabalho utiliza evolugdo gramatical para o algoritmo
de PG, combinada com diferentes métodos de DA, para maiores detalhes sobre os
métodos de DA utilizados, veja (Griewank, 1989; Bischof, 1992; Cusdin, 2003;
Stauning, 2003). Os autores concluem o trabalho afirmando que a metodologia é
muito adequada para solucionar problemas de EDO e EDP e que os resultados
obtidos s&o muito encorajadores.

Embora nédo se tenha encontrado na pesquisa bibliogréafica realizada nenhum
trabalho que utilize a metodologia de PGDA para solucionar EDEs, deve-se
informar que existem outras metodologias e uma extensa e solida literatura que
estuda especificamente as EDEs. Neste sentido, inUmeros séo os artigos e livros
que tratam da matéria e, necessariamente, do problema daquelas que ndo possuem
solucdo analitica conhecida. Este é um problema que atinge diretamente a
modelagem quantitativa de séries financeiras, em particular os modelos de
precificacdo de opgdes, que é um dos temas de interesse desta tese. Diversos sao
0s métodos desenvolvidos com a finalidade de obter solucbes para EDESs, onde, 0s
mais conhecidos e utilizados baseiam-se em estimacdo estatistica, métodos
numericos e métodos de simulacdo estocéstica. Dentre as referéncias consultadas
e utilizadas na tese, embora existam outras tdo boas quanto, destacam-se (Black,
1973; Arnoud, 1974; Kloeden, 1992; Campbell at al., 1997; Bollerslev, 1986,
1994; Nicolau, 2000).

Os trabalhos de Arnoud (1974) e Kloeden & Platen (1992) séo livros
amplamente conhecidos que tratam, com extremo rigor e formalismo matematico,
da teoria das EDEs. Nestes livros, além da apresentacdo da teoria de céalculo
estocéstico, encontram-se também capitulos destinados a métodos de estimacédo
em tempo continuo, baseados em inferéncia estatistica e métodos numericos, para
o0s parametros de EDEs discretizadas.

Em Nicolau (2000) é apresentada, também, uma descricdo da teoria de
calculo estocastico, mas se concentra mais fortemente nos aspectos tedricos da
modelagem e estimacdo estatistica de séries financeiras. O objetivo principal do
trabalho é apresentar novos métodos de estimagdo, em tempo continuo, para 0s

parametros de modelos especificados por EDEs. O trabalho ainda apresenta duas
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aplicacdes com séries financeiras, uma para a modelagem da taxa de cambio
(délar/marco) e outra para um indice de bolsa de valores.

O artigo de Black & Scholes (1973) é pioneiro em financas e apresenta o
famoso modelo de precificacdo de opgdes que leva o nome dos autores. Neste
artigo, a EDE utilizada para determinar a dinamica dos precos do ativo-objeto € o
conhecido movimento browniano geométrico (MBG). O livro de (Campbell at
al., 1997) é referéncia basica e um dos mais completos sobre econometria aplicada
a financas. O livro reune grande parte das técnicas de mensuracdo e metodos
quantitativos classicos aplicados a financas. Inclusive, trata da estimacdo EDEs
em tempo discreto e continuo, com volatilidade constante e estocastica. Métodos
baseados em estimacdo de méaxima verossimilhanga, momentos generalizados,
simulacdes estocasticas, aproximagdes numeéricas, também sao apresentados.

Os artigos de Bollerslev (1986, 1994) sdo de grande importancia, pois
introduzem na literatura os conhecidos modelos ARCH e GARCH?. A partir da
divulgacdo destes artigos uma familia de modelos derivados destes foi criada. Na
literatura atual de séries temporais e econometria aplicada a financas os modelos
da familia ARCH s&o os mais utilizados para modelar séries financeiras em tempo
discreto. Isso ocorre devido ao bom desempenho destes modelos, principalmente,
na estimacdo da volatilidade da série temporal de interesse. Contudo, sdo
especificados em tempo discreto e, portanto, ndo possuem as propriedades
tedricas necessarias para representar a dinamica de processos estocasticos em
estados e tempo continuo. Deve-se ressaltar que, a estimacdo estatistica dos
pardmetros de uma EDE discretizada é apenas uma aproximacdo da verdadeira
solucdo.

Comparando os resultados da revisdo bibliografica com os estudos
realizados na tese, verificam-se as seguintes similitudes e ineditismos:

i) Os exercicios e exemplos de solu¢des de EDOs e EDPs realizados na tese
sdo, em parte, semelhantes aos apresentados no artigo de Tsoulus (2006). Isto
ocorreu propositalmente, pois foram utilizados trés exemplos deste trabalho como
base de comparacdo para avaliar a eficiéncia e a eficacia computacional dos
algoritmos desenvolvidos. Contudo, as semelhangas sdo apenas na forma

funcional das equagdes diferenciais. Era necessario resolver exercicios idénticos

!ARCH e GARCH sdo siglas que significam, respectivamente, (Autoregressive Conditional
Heteroskedasticity) e (Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity).
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para poder comparar efetivamente os resultados. Estas comparacdes foram
fundamentais, pois possibilitaram perseguir melhores resultados e desenvolver
algoritmos levemente mais eficientes e eficazes. Os demais aspectos da
modelagem e da construcao dos algoritmos sédo bem diferentes. Inclusive, por que
se utiliza a técnica de PG tradicional, em forma de arvore, enquanto que o artigo
citado trabalha com a técnica de evolugdo gramatical. Os algoritmos de DA
também diferem.

i) As similaridades com os artigos de (Imae, 2004; Figueira, 2011) estdo
diretamente relacionadas com o fato de ambos os trabalhos se destinarem a
solucionar EDOs e EDPs usando a mesma técnica de PG, em forma arvore. No
entanto, os exemplos desenvolvidos s&o bem diferentes e isso implica em
modelagens e programacdes diferentes. Exemplos de solugdes de EDOs ou EDPs
diferentes exigem programac6es diferentes, com especificidades e detalhes de
programacao que tornam unicos cada um dos programas. Portanto, admite-se que
similaridades existem, mas as diferengas entre os trabalhos sdo bem maiores.

iii) Os trabalhos de (Arnoud, 1974; Kloeden, 1992; Nicolau, 2000) serviram
como referéncias tedricas para o calculo estocéastico de It6 utilizado na construcéo
do algoritmo de PGDA elaborado para solucionar EDEs. De acordo com a
pesquisa bibliogréfica realizada, nenhum trabalho desta natureza foi encontrado
na literatura consultada. Diante disso, acredita-se que este estudo da tese possa ser
realmente inedito.

iv) Com relacdo as referéncias de (Black, 1973; Bollerslev, 1986, 1994;
Campbell, 1997), estas foram usadas como base teorica, de finangas, para a
elaboracdo do modelo de precificacdo de opcdes proposto pelo trabalho. Em
virtude de utilizar o algoritmo de PGDA, citado no item anterior, e da pesquisa
bibliografica ndo ter encontrado nenhum modelo de precificagdo com estas
caracteristicas, acredita-se, também, que este estudo possa ser inédito.

v) Dentre os problemas tratados na tese, um grande dificuldade foi a
construcdo de um algoritmo de PGDA para tentar solucionar a complexa equacéao
de Schrodinger para o &tomo de He. Embora néo se tenha conseguido a solucéo
exata, foi possivel obter solugdes aproximadas de baixo erro para a equagdo de
onda. De acordo com a pesquisa bibliogréafica realizada, também ndo foram

encontrados na literatura consultada estudos de PGDA sobre este problema.
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1.4

Organizacao do Trabalho

Além desta introducdo, o trabalho apresenta-se organizado em outras seis
secdes. A segunda descreve os fundamentos teoricos e o referencial necessario
para o desenvolvimento e entendimento das metodologias criadas e utilizadas na
tese. A terceira secdo apresenta os aspectos metodoldgicos que constituem a base
conceitual dos algoritmos de PGDA desenvolvidos para solucionar os diversos
problemas de equacgdes diferenciais. Na quarta secdo sdo apresentadas as
metodologias especificas de cada estudo realizado e os resultados obtidos no
trabalho. Na quinta secdo sdo apresentadas as conclusdes e sugestdes de trabalhos
futuros. A sexta e a sétima secdo apresentam, respectivamente, as referéncias

bibliogréficas e o apéndice do trabalho.
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Fundamentos Tedricos

2.1

Introducéo

Nesta secdo sdo apresentados 0s aspectos tedricos basicos necessarios para o
entendimento conceitual de alguns procedimentos técnicos adotados nas
metodologias dos estudos e na analise dos resultados. Trés subse¢des descrevem
com detalhes e exemplos simples as técnicas de Programacdo Genetica,
Diferenciagdo Automatica e EquacOes Diferenciais. As descri¢cfes baseiam-se
fortemente nos trabalhos de (Boyce, 1977; Kloeden, 1992; Koza, 1992; Fink,
2007). O objetivo da secéo € fornecer aos leitores menos familiarizados com os
respectivos temas, os elementos técnicos indispensaveis para o entendimento do
trabalho. Portanto, a leitura da secédo é totalmente dispensavel para aqueles que ja

dominam estes conhecimentos.

2.2

Programacéo Genética: Aspectos Gerais

A solucdo de problemas que envolvem elevado nivel de complexidade
computacional tem sido um desafio constante para pesquisadores de diversas
areas do conhecimento cientifico. Comumente se defrontam com problemas onde
a solucao oOtima, por meio de métodos tradicionais, esta limitada a instancias de
pequeno porte. Estas dificuldades passaram a ser dirimidas a partir do momento
em gue se passou a associar estas técnicas as da inteligéncia computacional. As
quais se caracterizam por uma maior flexibilidade de programacgdo e com menor
custo computacional. A reunido destes métodos propiciou o surgimento dos
chamados métodos inteligentemente flexiveis e dentre eles se destacam o0s
métodos da computacao evolucionaria.

A computacdo evolucionaria é a area da inteligéncia computacional que
engloba um conjunto de métodos computacionais, onde as estrutura basica de

funcionamento € inspirada na teoria evolucionista de Charles Darwin (Darwin,
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2000). Segundo a teoria, a probabilidade de sobrevivéncia de um individuo na
natureza depende fundamentalmente da sua capacidade de adaptacdo ao meio
ambiente. Portanto, sobrevivem em maior nimero os mais aptos (fortes) e,
consequentemente, as suas caracteristicas genéticas sdo repassadas em maior
proporcdo para as geragdes seguintes. Assim, provavelmente, a nova geragdo seré
composta de individuos com material genético melhor que o da populacdo
anterior.

A programacdo genética (PG), cujo desenvolvimento é a atribuido a John
Koza (Koza, 1989), é uma meta-heuristica estocastica de uso geral, sendo uma
técnica da Computacdo Evolucionéria. A PG destina-se a evolucdo de programas
de computador em linguagens arbitrarias, no sentido da otimizacdo de estruturas
funcionais capazes de realizar operacOes ldgicas, aritméticas, condicionais e de
desvios, que normalmente mapeiam entradas em saidas.

De forma semelhante aos algoritmos genéticos, submete-se uma populagédo
de individuos, programas ou expressfes matematicas criadas aleatoriamente, ao
processo artificial de selecdo e evolugdo natural. Neste processo iterativo, figuram
a cada geracdo: a selecdo de individuos promissores para reproducéo, a criagédo de
seus descendentes por meio de operacfes genéticas como crossover e mutacao, e
finalmente a insercdo destes novos individuos na popula¢do, marcando-se o inicio
de uma nova geracdo. Muito embora ndo existam garantias de obtencdo de
solugdes Otimas globais ao longo das geracOes, esta dindmica tende a produzir
respostas satisfatorias e aceitiveis para a solugdo do problema de interesse. O
fluxograma de um algoritmo tradicional de PG pode ser visto na Figura 1 a seguir.

Destacam-se como caracteristicas tipicas da programacdo genética as

seguintes qualidades:
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Criacdo da
Populagao Inicial

Avaliagdo do:
ndividuos

Finalizar

execucao.
Apresentar e

salvar a melhor

Critério de

parada, Sim

Nao

Selegao de
Individuos para
Reprodugdo

Operadores Genéticos:
ossover e Mutagao

Inserir os novi
Individuos na
Populagdo

Figura 1: Fluxograma de um algoritmo tradicional de PG.

* Possui paralelismo natural: as demandas computacionais da PG podem ser
particionadas em varios niveis, com o emprego ou nao de modelos distribuidos
bioinspirados, permitindo assim reducdo no tempo de execucdo e escalabilidade
para problemas mais complexos.

 Produz solugdes simbolicas: em virtude de o processo evolutivo atuar
diretamente no nivel simbdlico das estruturas, as solucdes obtidas pela PG séo

imediatamente legiveis e interpretaveis.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121535/CA


PUC-RiIo - Certificagéo Digital N° 1121535/CA

24

« E facilmente extensivel e modificavel: a PG é uma meta-heuristica muito
versatil e, por isso, permite hibridizacBes (desenvolvimento conjunto com outras
técnicas), integracdo de outros métodos e as mais diversas representacdes e

linguagens para os programas (como a representacao formal por gramaticas).

221

Formas de Representacgéo

Existem diversas formas capazes de representar programas de computador
no ambito da programacdo genética. As trés principais estruturas conceituais de
representacdo mais utilizadas sdo: por arvore, linear e evolugcdo gramatical.

A despeito do extenso leque de opgdes, utiliza-se nesta tese a estrutura em
forma de arvore para representar os resultados de PG. Nesta representacdo, o
cromossoma de um individuo apresenta um desenho grafico como exemplificado
na Figura 2. Considere o exemplo simples de um individuo da populagdo que
tenha a forma da funcdo, f(x,y) = x? +y. A sua representacdo em forma de

arvore de sintaxe é dada por:

fixy) =(+(*xx)y)

Figura 2: Exemplo de Representacdo em forma de Arvore

Uma arvore possui duas caracteristicas basicas, a sua profundidade (depth) e
0s seus nds (nodes). No exemplo acima, a arvore apresenta profundidade de
tamanho 3 e 5 nés.
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Dentre as estruturas de representacdo, a em forma de arvore é a mais
conhecida e utilizada em virtude da sua tradicdo na programacao genética, talvez
pela sua relativa simplicidade em expressar os resultados de um programa.

Todavia, esta forma de representacao é conceitual e difere da representacédo
computacional. Muito embora a arvore seja uma estrutura naturalmente
hierarquica, ela pode ser implementada e operada linearmente sem que haja
violagdo de suas propriedades. Ainda, um terceiro nivel de classificacdo pode ser
introduzido, a representacdo semantica. Neste, a representacdo conceitual é
complementada com regras e restricbes que governam como a estrutura em
questdo pode ser operada; pode-se citar como membros desta classificagdo, a
representacdo formal por gramética sobre a estrutura &rvore e sobre a estrutura

linear.

2.2.2

Funcgdes e Terminais

Os conjuntos de funcgdes (F) e terminais (T) s@o elementos essenciais para o
funcionamento da programacdo genética. Eles definem as ferramentas primitivas
que estardo a disposicdo do processo evolucionario para a construgdo de estruturas
mais complexas, isto é, definem a linguagem onde a evolucéo podera explorar.

O conjunto F é responsavel pelo fornecimento de funcdes que requerem
argumentos, como: operadores matematicos (+, —, %, +); e funcbes matematicas
basicas (sen, cos, exp, log, X, tan etc. ). O conjunto T prové os operandos, isto &,
varidveis e atributos (x, y, renda, idade etc.); e constantes (nimeros reais,
nameros complexos, nimero 7z, nimeros aleatdrios (rand) etc.). O conjunto T
fornece um valor para o sistema, enquanto que o conjunto F processa os valores
no sistema. Juntos, os conjuntos de funcBes e terminais representam a
profundidade e os nos da arvore de representacao.

Os conjuntos de funcdes e terminais podem ser definidos livremente, e de
forma recursiva sdo combinados. Portanto, todo individuo da populagdo, em
qualquer estagio do processo evolutivo, nada mais é do que uma combinacéo
particular entre elementosde Fe T.

Embora a escolha de F e T seja livre, esta etapa da modelagem é de crucial
importancia para a especificacdo de um bom algoritmo de PG. Caso 0s conjuntos
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sejam escolhidos com um ndmero muito pequeno de elementos, provavelmente,
por falta de informacdes significantes e reduzido espaco de busca, o algoritmo de
PG ndo seré capaz de obter uma solucdo (6timo local) de boa qualidade para o
problema. Por outro lado, se os conjuntos sd@o escolhidos com um ndmero
excessivo de elementos, o espaco de busca podera ficar muito extenso,
dificultando a determinacdo da solucdo Otima, caso exista, e provocando um
grande e desnecessério esforco computacional. O mais aconselhavel é estudar o
problema e identificar um conjunto minimo de funcbes e terminais que seja
indispensavel a solucéo do problema. Dai, iniciar a modelagem com este conjunto
minimo e, caso ndo consiga solucdes satisfatorias, que estejam de acordo com a
avaliacdo minima desejavel, ir adicionando novas fungdes e terminais ao processo

de modelagem, até a obtencdo de uma solucdo satisfatoria.

2.2.3
Fechamento e Suficiéncia

As propriedades de fechamento (closure) e de suficiéncia (sufficiency)
foram definidas por (Koza, 1992), com o objetivo de garantir solugdes viaveis que
satisfagam a todas as restrigdes do problema.

A propriedade de fechamento garante que qualquer fungdo do conjunto F
deve ser capaz de operar com todos os valores recebidos como entrada. Isto
garante que sejam geradas arvores sintaticamente corretas e viaveis. Um exemplo
comum de uma fungdo que ndo atende a propriedade de fechamento é a diviséo
por zero. O operador de divisdo ndo aceita zero como entrada. A divisdo por zero
faz com que o programa apresente erro e pare de funcionar. Assim, ao invés de se
trabalhar com o operador comum, define-se um novo operador, denominado de
divisdo protegida, que no caso em que aparece uma divisao por zero, o operador
retorna o valor um. Para outras fungfes que apresentam este tipo de problema,
(como por exemplo: raiz quadrada e logaritmo), a solucdo € dada de forma
semelhante, definindo-se um novo operador protegido®.

A propriedade de suficiéncia diz que, os elementos dos conjuntos F e T

devem ser suficientes para descrever a solucdo esperada em pelo menos uma

2 Utiliza-se a notacdo (%) para representar o operador de divisdo protegida.
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combinacéo especifica. Entretanto, na pratica, a propriedade de suficiéncia ndo é
tdo simples de ser atendida. Principalmente nos casos de problemas reais de
grande porte e complexidade, onde pouco se conhece sobre 0s aspectos gerais e
especificos da possivel solucdo. Nesta situagdo, pouco se pode cogitar a respeito
da formacdo dos conjuntos de fungbes e terminais e, diante disso, torna-se
tentadora a possibilidade de trabalhar com grandes conjuntos de funcgdes e
terminais. Contudo, tal procedimento aumenta consideravelmente o espaco de
busca e pode afetar fortemente o desempenho do algoritmo, tanto em termo de

tempo de processamento como na qualidade das solugoes.

224

Populacéao Inicial

O primeiro passo na inicializagdo de uma PG é definir a sua populacédo
inicial, ou seja, deve-se criar uma populacdo de N individuos ou estruturas de
programas para posterior evolucdo. Usualmente, a populacdo inicial é criada de
forma aleatoria, elementos dos conjuntos de funcbes (F) e terminais (T) sdo
selecionados aleatoriamente e combinados, dando origem aos individuos que
compdem a populacdo inicial.

Um importante pardmetro para a construgdo de algoritmos de PG com
representacdo em arvore € exatamente o tamanho maximo da arvore. O tamanho
de uma arvore e definido pelo seu nimero de nos (nodes) e sua profundidade
(depth). Mas, geralmente, os algoritmos controlam a profundidade, que consiste
do nimero de ramificagBes da arvore, partindo-se do né raiz até o ultimo e mais
profundo no.

Existem varios métodos para inicializar uma populacdo em estrutura de
arvore, os mais utilizados s&o: Full, Grow, ramped-half-and-half, random-branch e
uniform, que séo brevemente descritos a seguir.

Método Grow: Os nds sdo selecionados aleatoriamente dos conjuntos F e T,
por este motivo o método produz arvores de formatos irregulares. Se uma
ramificacdo contém um no terminal, esta ramificacdo para, mesmo que a
profundidade méxima ndo tenha sido atingida. Na Figura 3 o n6 d tem
profundidade de tamanho 3, embora a arvore tenha profundidade de tamanho 4.
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Figura 3: Arvore produzida com a Inicializagdo Grow

Método Full: Ao invés de escolher aleatoriamente os nés do conjunto de F e
T, 0 método escolhe somente fun¢des até que um né de profundidade maxima seja
selecionado, entdo ele passa a escolher somente terminais (Banzhaf, 1998). O
resultado disso € que todas as arvores atingem a profundidade méxima. A Figura 4

mostra o0 exemplo uma &rvore inicializada pelo méetodo Full.

Figura 4: Arvore produzida com a Inicializac&o Full

Método Half-and-half: E uma combinagio dos métodos Grow e Full, ou
seja, utiliza o0 método Full em 50% das vezes e 0 metodo Grow nas outras 50%,
com o objetivo gerar um nimero igual de arvores para cada profundidade (Koza,
1992). Supondo uma éarvore com profundidade méaxima de tamanho seis, a
populacdo ¢ igualmente dividida em arvores com profundidades de tamanhos dois,
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trés, quatro, cinco e seis, ou seja, 20% terdo profundidade dois, 20% terdo
profundidade trés e assim por diante. Em cada grupo, metade das arvores sao
geradas pelo método Full e a outra metade pelo método Grow. As desvantagens
deste metodo, segundo Luke (2000), séo citadas a seguir:

« Se 0 conjunto de fungbes é maior que o conjunto de terminais, a tendéncia
sera de gerar a maior arvore possivel;

« A escolha do parametro de profundidade maxima da arvore é realizada de
forma proporcional e ndo aleatoria;

« A faixa de profundidade é fixa (usualmente entre 2 e 6), independente do
tamanho da arvore e dependendo do numero de argumentos (aridade) de cada
funcdo, mesmo tendo a mesma profundidade, as arvores geradas podem ter
tamanhos muito diferentes.

Método Random-Branch: Neste metodo, ao invés de se informar a
profundidade méxima da arvore é informado seu tamanho maximo em nés. O

método é menos restritivo, apesar de ter forte complexidade linear (Luke, 2001).

Método Uniform: O método foi desenvolvido com o objetivo de criar
arvores uniformes, geradas a partir do conjunto de todas as arvores possiveis
(Bohm, 1996). O algoritmo calcula varias vezes quantas arvores poderdo ser
geradas para cada tamanho desejado, por este motivo 0 método possui um elevado

custo computacional.

2.2.5

Funcéo de Aptidao e Avaliacao dos Individuos

A funcdo de aptiddo ¢ uma medida quantitativa que avalia o éxito e a
qualidade com que os individuos realizam a tarefa alvo. A definicdo da funcéo
depende fundamentalmente do dominio da aplicagdo e o seu resultado determina o
nivel de aptiddo do individuo.

Nos algoritmos classicos de PG, como os problemas de regresséo e outros
onde cabe avaliacdo semelhante, geralmente a medida de aptiddo é definida em
funcdo do erro de predi¢do do individuo. Ou seja, a diferenca entre os valores
produzidos pela solucgdo proposta e os valores reais observados para o problema.
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Como exemplo, suponha em que os valores reais observados para o
problema sejam dados pelo vetor Y de dimens&o n, e os valores produzidos pela
solucdo proposta sejam dados pelo vetor ¥, também de dimensdo n. Ou seja,

Y=0n YW € Y=0 P2 9n)
Ent&o, o erro de predi¢do de um individuo é dado pelo vetor diferenca,
€=(e, ey...6n) =Y -V = 1= F1 Y2 = P20 s Yn — In)-

Como existem n erros possiveis e estes erros podem assumir valores
positivos e negativos, as medidas de avaliacdo sdo geralmente definidas de forma
a ressaltar todos os n erros e em termos positivos. Pois, o objetivo da funcéo de
avaliacdo é medir a distancia entre os valores reais observados e 0s propostos pela
solucéo.

Com base nestas informacdes s@o construidas e usualmente utilizadas como

funcdo de aptidédo (fitness) as seguintes medidas:

1. Soma de Quadrados dos Erros (SQE):

n n
SQE =) e? = ) (i = 9)?
i=1 i=1

2. Raiz do Erro Quadratico Médio (REQM):

1% 1%
SQE = [~ > et = |2 (=902
i=1

i=1

3. Erro Absoluto Médio (EAM ou MAE em inglés): ]

n n
EAM—IZ| |—1Z| 9
_n, ei—n' yi— il
i=1 i=1

4. Erro Percentual Absoluto Médio (EPAM ou MAPE em inglés):

n n

1 . 1 L — 9.
EPAM = — E S E Yi y‘|
n n Vi

Vi

i=1 =1

Logo, quanto menor for o valor computado por cada uma das medidas
acima, melhor sera a avaliacdo do individuo. Portanto, 0 que se procura e se
deseja encontrar é o individuo ou a solu¢do que minimiza a funcéo de aptiddo ou a

funcgéo objetivo do problema.
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No entanto, muitas funcdes de aptiddo, inclusive as apresentadas acima,
possuem a desvantagem de ndo ponderar a aptiddo do individuo em fungéo de sua
complexidade e tamanho. O que permitiria a obtencdo de solugdes mais
compactas, legiveis e com maior poder de generalizacao.

O controle da complexidade e do tamanho das solucdes € um dos grandes
problemas da PG e tem demandado expressivo esfor¢o de pesquisa. Por basear-se
em estruturas de tamanho varidvel e ilimitado, existe o risco iminente de
crescimento inutil e desordenado do tamanho médio destas estruturas no curso da
evolucéo; este fendmeno é conhecido como bloat.

A despeito do esforco tedrico direcionado ao entendimento do bloat, ha uma
mobilizacdo concomitante em torno do controle pratico da complexidade das
solugdes. As abordagens propostas podem ser categorizadas em trés tipos:

(i) controle rigido do tamanho e profundidade das estruturas;

(ii) operadores genéticos especificamente desenvolvidos; e

(iii) pressdo de selecdo contréria a complexidade.

No primeiro método, o controle rigido de tamanho e profundidade, limites
maximos sdo impostos sobre todas as operacdes que criam ou modificam as
estruturas dos programas, isto é, usualmente inicializagdo, cruzamento e mutagao.
Estes limites sdo facilmente implementados na inicializacdo, porém, sdo
inadequados quando impostos sobre a mutacao e o cruzamento. Nestes operadores
a existéncia de limites esbarra na natureza estocastica da programacdo genética,
cujas regibes de atuacdo dos operadores sdo escolhidas aleatoriamente,
culminando no fracasso (desperdicio) de diversas tentativas que infringiriam os
limites. Ademais, o controle rigido transfere ao modelador a responsabilidade de
garantir rigorosamente que o limite maximo estabelecido é suficiente para
descrever a solugéo do problema.

Aplicar operadores genéticos especializados € outra variagdo de controle da
complexidade. Estes operadores atuam no ambito do cruzamento e mutacdo e
asseguram que um limite pré-estabelecido ndo seja transgredido ou, em alguns
casos, que ndo seja transgredido além de certa margem. Incluem, por exemplo,
operadores de cruzamento que restringem a recombinacdo apenas as partes de
tamanhos compativeis, ou operadores de mutacdo que encolhem as solugdes
candidatas ou proibem alteracdes que acrescam complexidade. Muito embora o

método de especializacdo dos operadores genéticos ofereca uma alternativa
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aprimorada ao controle rigido de complexidade, a operacdo de cruzamento ainda é
restrita e induz um viés na dindmica de recombinacdo do material genético. Os
tamanhos das estruturas a serem recombinadas devem ser semelhantes.

A terceira abordagem adota uma postura mais flexivel e natural, e delega o
controle da complexidade exclusivamente a funcdo de selecdo. Agora, ser um
individuo apto significa, dentre outros quesitos, ser parcimonioso; a solucao ideal
é aquela que melhor conjuga qualidade com complexidade e tamanho. Assim, 0s
individuos muito complexos de baixa e média avaliacdo tendem a desaparecer sob
pressdo seletiva. O controle da complexidade por pressdo parcimoniosa dispensa
quaisquer modificacbes no que diz respeito aos operadores genéticos, logo, tais
operagOes realizam-se livres de restri¢des.

Vaérias teorias foram elaboradas na tentativa de prover explicacdes para o
problema de bloat. No entanto, nenhuma das teorias propostas foi capaz de tratar
0 problema de maneira segura e completa. Para maiores informacgdes sobre o
problema de bloat, sugere-se os trabalhos de (Langdon, 1997; Luke, 2006; Poli,
2008).

2.2.6
Métodos de Sele¢ado para Reproducao

O processo de selecdo de individuos para reproducdo € o instrumento pelo
qual os algoritmos evolucionarios conduzem a busca para as regides mais
promissoras do espaco e que potencializa o processo de otimizacao.

A selecdo é responsavel por escolher os individuos da populacdo que
participardo do processo de reproducdo genética e que produzirdo descendentes
para as geraces seguintes. Portanto, é natural esperar que os métodos de selecéo
favorecam os individuos mais aptos, pois a transmissdo de bom material genético
contribui para o desenvolvimento de melhores solugdes.

A diferenca entre a probabilidade de selecdo dos melhores individuos e a
probabilidade de selecdo dos piores denomina-se pressdo de selecdo. Quando a
pressdo de selecdo € baixa, os individuos com menor aptidao tém mais chance de
disseminar seus genes; por outro lado, quando a pressdo é elevada, somente 0s
individuos muito bem avaliados tém a oportunidade de serem selecionados.

Embora possa parecer que, a elevada pressdo de selecdo é sempre vantajosa, na
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realidade ela podera levar o processo evolucionario a indesejavel convergéncia
prematura. Isto provavelmente ocorrerd devido a degradacdo da diversidade da
populacdo, uma vez que um pequeno e seleto grupo de individuos dominara o
processo.

Existem diferentes métodos de selecdo e a escolha de qual método sera
utilizado na PG é uma tarefa de dificil decisdo. Dada a inexisténcia de um método
6timo, o que se faz na pratica é testar diferentes métodos e escolher aquele que
apresenta 0 melhor desempenho para a PG do problema em questdo. Alguns dos
métodos mais utilizados s@o descritos a seguir.

 Selecdo Proporcional (Proportional Selection): este método de selecdo é
aplicado em algoritmos evolutivos e especifica a probabilidade de que cada
individuo seja selecionado para a proxima geracdo. Para o individuo i, a

probabilidade de ser selecionado para a proxima geracao é dada pela equacéo,
pi = L
Zi=1fi

Onde fi é o valor da aptiddo do i-ésimo individuo e N o numero de individuos. O
individuo com maior aptiddo tem maior probabilidade de ser selecionado e, em
geral, é incluido na populagdo seguinte. Este procedimento é conhecido como
elitismo, e tem por objetivo privilegiar a melhor solucdo, de forma que este
individuo propague suas caracteristicas para a populacdo seguinte.

« Truncamento (truncation selection): este € o segundo método mais
popular, utilizado para selecdo e provém dos algoritmos de Estratégias
Evolucionarias (Schwefel, 1995). Com base em um valor de limiar (Threshold)
Th, um numero entre 0 e 1, a selecdo é feita aleatoriamente entre 0os Th%
melhores individuos. Por exemplo, se Th = 0,6, isto significa que a selecéo é feita
entre 0s 60% melhores individuos e os demais sdo descartados.

« Ranqueamento (Ranking Selection): no método de selecdo por ranking os
individuos sdo ordenados de forma crescente de acordo com seu valor de aptidé&o.
Assim, a cada individuo, é atribuido um nudmero inteiro de acordo com sua
posicdo no ranking, quanto melhor o ranking do individuo, melhor sua aptiddo em
relacdo aos demais individuos da populacdo e, portanto, melhores sdo suas
chances de ser sorteado. Pode ser utilizado o ranking linear ou exponencial. Para o

ranking linear, a probabilidade é uma funcéo linear dada pela equagéo:
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1 (i-1) ]
pi=y R1+(RN—R1)m ; 1=1,..,N

1

Onde, p; = % é a probabilidade do pior individuo ser selecionado, e py = RWN é

a probabilidade do melhor individuo ser selecionado.
Para o ranking exponencial, a probabilidade exponencialmente ponderada é
dada por:
(C —1)cN-t
G
e Torneio: a selecdo por torneio, dada a sua facilidade de aplicacdo e

0<C<1 e i€{l,..,N}

eficiéncia, € comumente utilizada em programacédo genética. O método consiste
em selecionar aleatoriamente (n) individuos da populacdo e comparar as suas
aptiddes. O individuo com melhor aptiddo vence o torneio. Quanto maior for
namero de selecionados (n) maior serd a competicdo e, consequentemente, a

pressdo seletiva.

2.2.7

Operadores Genéticos

Ap0ds os individuos terem sido selecionados por um dos métodos de selecéo,
0s operadores geneticos sdo aplicados a estes individuos para entdo gerar a nova
populacdo. Segundo (Koza 1992), diversos operadores genéticos foram criados,
mas 0s mais considerados e usualmente utilizados sdo os operados de cruzamento
(crossover) e 0 de mutacao, os quais sdo apresentados a seguir:

Operador de Crossover: este operador executa 0 cruzamento e
recombinacdo de partes de estruturas previamente selecionadas pelo processo de
selecdo, com o intuito de derivar estruturas ainda melhores. O crossover € um
operador primario na programacdo genetica e, geralmente, é aplicado com taxa

variavel de probabilidade.
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Pai 1 Pai 2

Figura 5: Exemplo de Crossover one-point

Uma das formas mais simples de cruzamento é o de um ponto de corte (one-point
crossover). Nesta forma, dois individuos, denominados de genitores ou pais, sao
selecionados da populacdo com base em suas boas aptiddes. Entdo, um ponto de
corte é selecionado aleatoriamente e as sub-arvores sdo combinadas gerando dois
novos descendentes ou filhos. Um exemplo deste método de cruzamento €
apresentado na Figura 5.

o Mutacéo: este operador efetua alteracdes em um individuo somente, ou
seja, nenhum novo individuo é gerado. Nesta operacdo, seleciona-se
aleatoriamente o individuo que sofrera a mutacdo e o ponto de corte. Neste ponto
substitui-se a sub-arvore existente por uma nova gerada aleatoriamente. Esta nova
sub-arvore esta sujeita as mesmas limitacfes de profundidade e tamanho que as
arvores geradas na populacdo inicial. Em seguida, o individuo transformado é
reinserido na populacéo.

A funcdo deste operador é inserir diversidade na populacdo, fazendo com
que os novos individuos explorem novas &reas do espaco de busca. Porém ao se
inserir muita diversidade numa populagédo, a mesma podera ndo convergir para um
otimo global, ou mesmo podera ndo convergir, oscilando indefinidamente, por
este motivo a taxa de mutacdo deve ser baixa. Um exemplo do funcionamento do

operador de mutagdo é apresentado na Figura 6, onde a arvore da esquerda mostra
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o individuo em sua forma original e a da direita o individuo apds a mutacéo da
sub-arvore com cinco no6s. Geralmente, a operacdo de mutacdo é realizada com

uma taxa varidvel de probabilidade.

Figura 6: Exemplo de Mutacéo Padréo

2.2.8
Métodos de Reproducao

Os métodos de reproducdo dizem respeito a forma sob a qual os
descendentes recém-criados sdo introduzidos no processo evolucionario. Existem
dois métodos basicos: o geracional e o steady-state.

O método geracional foi o primeiro a surgir na literatura dos algoritmos de
computacdo evolucionaria; o seu funcionamento consiste nos seguintes passos: a
cada geracdo os descendentes recém-criados sdo alocados em uma populacéo
temporaria; quando o numero de individuos criados se iguala ao da populacéo
principal a populacdo temporaria substitui a principal e assim todos os individuos
da geracdo passada sdo descartados. Uma variacdo muitas vezes Util € preservar 0s
melhores individuos da geracao passada (elitismo).

Uma desvantagem do método geracional, que pode ser decisiva em certas
aplicacdes, € a necessidade de se alocar uma segunda populacdo durante o
processo evolutivo. Por outro lado, o método de reproducéo steady-state insere 0s
novos descendentes imediatamente na populacdo atual, logo, eles passam a
coexistir com seus antecedentes. Quando um novo descendente € inserido, um

individuo da geracdo atual deve ser eliminado para que o tamanho da populacéo
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permaneca constante. Habitualmente, escolhe-se para ser substituido um individuo
com baixa aptidao (ou o menos apto), dessa forma, a evolugéo descarta solucGes
pouco promissoras e obtém-se, naturalmente, o efeito de manutengdo dos

melhores individuos, andlogo ao elitismo da reproducéo geracional.

2.2.9
Parametros e Critério de Parada

A definicdo dos parametros a serem utilizados em um algoritmo de PG pode
ter grande influéncia nos resultados obtidos, e caso ndo sejam bem definidos
podem provocar excessivo tempo de processamento e grande custo
computacional. Os parametros a serem definidos sao:

o Tamanho da Populacdo: este parametro deve informar o ndmero de
individuos que compdem a populacdo. A sua escolha deve ser feita de forma
criteriosa, pois dela depende a qualidade dos resultados. Uma populagdo muito
pequena restringe o espaco de busca, e se for muito grande poderd provocar um
esforco computacional excessivo e sem grandes ganhos na qualidade dos
resultados.

o Taxa de cruzamento (crossover): define a taxa de aplicagdo do operador
de cruzamento em cada geracdo. Se esta taxa for alta, pode haver uma
convergéncia prematura do algoritmo. Por outro lado, se for muito pequena, o
algoritmo podera levar muito tempo para obter uma boa solucao para o problema.

o Taxa de mutacéo: define o percentual de mutacdes que deverdo ocorrer
em cada geracdo, se for muito alta, podera tornar a busca completamente aleatoria.

o Numero de gerac6es: define 0 nimero de vezes que o processo evolutivo
sera executado.

Com relacdo ao critério de parada, o ideal seria que a execugdo da PG
terminasse somente quando uma solugdo Otima fosse encontrada. Infelizmente,
dependendo da complexidade do problema e dos recursos computacionais
disponiveis, isto nem sempre é possivel. Nesses casos, a alternativa é obter
solugdes factiveis, “suficientemente boas”, e que sirvam ao propoésito e objetivo
do trabalho em questdo. A implementacdo desta estratégia de modelagem exige a
definicdo de critérios de parada que atendam as limitagBes acima citadas. S&o

comumente utilizados os seguintes:
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« Aptiddo dentro da faixa aceitavel: o processo € interrompido quando uma
solucéo aproximada € obtida de acordo com a avaliagdo minima desejada.

o Numero méximo de geracdes ou avaliagdes: a execucdo € interrompida
ao se atingir um numero pré-estabelecido do geragdes ou avaliacdes.

e Tempo limite de execucdo: a execucgdo € interrompida quando o tempo
pré-estabelecido de execucgdo é atingido.

o Estagnacdo do processo: a execugdo termina quando é detectada a
estagnacdo do processo evolutivo, isto é, quando o algoritmo da PG converge para

uma solucédo qualquer.

2.3

Diferenciacdo Automatica

O célculo diferencial ¢ um dos mais importantes conhecimentos cientificos
desenvolvidos pela Matematica e amplamente aplicado em diversas areas. Muitos
problemas da Engenharia, Fisica, Economia, Biologia e outras ciéncias dependem
deste conhecimento para suas resolugdes. Neste trabalho, o calculo diferencial é
utilizado para, junto com a programacao genética, solucionar problemas oriundos
da sua propria formulacéo e extensao, que sdo as equacdes diferenciais ordinarias,
parciais e estocasticas.

Na construcdo de algoritmos de PG que cumpram com este objetivo, o
método de diferenciacdo de fungbes ocupa posicdo de destaque, pois € dele a
tarefa de verificar matematicamente as soluces propostas pela PG. Portanto, é
parte principal da funcdo objetivo do algoritmo (fitness) e componente essencial
para o seu funcionamento. Dai, surge a necessidade metodoldgica de se ter
métodos de diferenciacdo que atendam as exigéncias do algoritmo e que possam
ser implementados computacionalmente.

Como solugdo para o problema foram criados os métodos de diferenciacao
automatica (DA) que, dada a sua grande precisdo e rapidez de execucdo, é a
alternativa mais indicada. Segundo Griewank (2008) a DA, também chamada de
diferenciacdo algoritmica ou diferenciagdo computacional, consiste de um
conjunto de técnicas computacionais, construidas com base na teoria do célculo
diferencial, que avaliam numericamente a derivada de uma funcéo especificada

por um programa de computador.
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Em muitos problemas de computacdo cientifica, utilizam-se funcdes
matematicas definidas através de programas que constroem as fungdes a partir de
uma série de operacdes matematicas elementares. O método de DA explora o fato
de que qualquer programa deste tipo executa uma sequéncia de operacdes
aritméticas elementares (adicdo, subtracdo, multiplicacédo, divisdo etc.) e de
funcGes elementares (exp, log, sen, cos etc.). Deste ponto de vista, um programa
representa uma composicdo de varias fungdes primitivas, as quais possuem
derivadas conhecidas. Com isso, computar a derivada de uma funcdo composta
torna-se um exercicio de aplicar a regra da cadeia criteriosamente. Além disso,
derivadas de ordem arbitraria podem ser calculadas automaticamente e com
elevada preciséo.

Dois outros metodos também servem ao proposito da diferenciacdo de
funcGes: o método de diferencas finitas (ou, diferenciagdo numeérica) e a
diferenciacdo simbdlica. Contudo, ndo sdo em geral tdo eficazes quanto os
métodos de DA.

2.3.1

A Regra da Cadeia e os modos Forward e Reverse

O método de diferenciagdo automética baseia-se fortemente na
decomposicdo dos diferenciais definidos pelo teorema da regra da cadeia. Para
relembrar este conceito, considere a seguinte fun¢do composta:

f(x) = g(h(x))
Aplicando a regra da cadeia, tem-se:
df (x) _dg(h(x)) dh(x)
dx  dh(x) dx
A diferenciacdo automaética utiliza-se de duas formas distintas para aplicar a

regra da cadeia, os modos forward e reverse. O forward especifica a regra da
cadeia da direita para a esquerda (ou seja, primeiro calcula dh/dx e, em seguida,
dg/dh), enquanto o modo reverse a especifica da esquerda para a direita.

Para exemplificar o calculo da derivada pelo modo forward, considere a
seguinte funcéo:

f(x1,%2) = x1x, + sen(x;)
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A funcdo é interpretada por um computador como uma sequéncia de
operacdes elementares das variaveis w; e, para realizar as derivadas parciais de
f(x1,x,), 0 modo forward segue os passos apresentados no Quadro 1.

Observe que, primeiramente, é necessario definir w; = x; e w, = x, com
wi;=1¢e w;=0 para que o0 modo possa identificar que a derivada é com
relagdo a x;, e w; = 0 e wy =1 para identificar que a derivada é com relagdo a
x,. Note que, embora o quadro apresente as formas simbdlicas das derivadas, no
programa o que fica armazenado € sempre o valor avaliado (numérico). Veja que
nas linhas 3 e 4 sdo realizadas, respectivamente, a derivada do produto de
w3 = w;W, e aregra da cadeia para a derivada de w, = sen(w;). Na quinta linha
o modo forward chega aos resultados finais das derivadas parciais. O modo
reverse realiza operagdes semelhantes as apresentadas no Quadro 1, mas com a
diferenca de que o processo de diferenciacao € realizado da esquerda para a direita

(backward propagation).

Quadro 1: DA - Exemplo do Modo Forward

Argumentos af af
et Argumentos de (—) Argumentos de (—)
Originais 0x, ax;
wy =X wy=1 wy=0
Wy = X wy, =0 wy =1
W3 = WiWy Wé = W’1W2 + W1W’2 = 1x2 + x10 = X2 Wé = OxZ + x11 =X1
wy = sen(w;) wy = cos(wy)wj = cos(x1)1 = cos(xy) wy =cos(x1)0=0
—_ ! ! o _ af ! ! o —_ af
Ws = W3 + Wy Wg = W3 + Wy = X3 +€0S(xq) = — W5 =W3+W,=x3 ="
6x1 axZ

Com os resultados do Quadro 1 torna-se simples e direto o calculo do

gradiente de f (x4, x3). Ou seja,

af(f) — af(xl’xz) af(xbxz) _

7% ox, ox, = [x, + cos(x1), x1].

Para o exemplo acima, com fungdes do tipo f: R™ — R, onde n > 1, 0 modo

reverse apresenta desempenho computacional superior ao do modo forward, pois
executa um numero menor de derivadas e de etapas para realizar o programa de
diferenciacdo. No entanto, embora ndo seja 0 nosso caso, necessita armazenar

algumas variaveis de trabalho (w;), 0 que pode ocasionar um problema
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significativo de memoria. No caso oposto, do tipo f:R - R™, onde m > 1, 0
modo forward apresenta desempenho computacional superior ao do modo
reverse.

Os modos forward e reverse também sdo utilizados para solucionar
problemas mais gerais e complexos de DA aplicados a funcionais que envolvem
varias variaveis de entrada e saida, da forma f:R® - R™, onde as solu¢Bes sdo
obtidas através de céalculos de Jacobianos e, para ordem mais elevada de
derivadas, matrizes Hessianas. Para maiores detalhes sobre estas metodologias,
sugere-se consultar (Rall, 1981; Griewank, 2008; Neidinger, 2010).

2.3.2
Softwares e Linguagens de Diferenciacdo Automaética

Diversos sdo os softwares desenvolvidos para a aplicacdo da diferenciacédo
automatica. As linguagens de programacdo mais utilizadas sdo: C/C++, Matlab,
Python, Fortran, Java, Haskell, Clojure e Octave. O método de diferenciacdo
automatica é geralmente implementado no modo forward e através de duas
estratégias ou abordagens de programacdo: a (SCT-Source Code Transformation)
e a (OO-Operator Overloading).

Neste trabalho foram utilizados os programas myAD e myA2D, de autoria
de Martin Fink (Fink, 2007), elaborados em linguagem Matlab e com modo
forward. Os programas sdo especificos e calculam, respectivamente, derivadas de
primeira e segunda ordem. A seguir sdo apresentados dois exemplos simples que

objetivam mostrar como esses programas realizam a DA.

Exemplo 1: Aplicacdo de DA em Code Matlab, utilizando myAD.
Suponha que se tenha o interesse em calcular as derivadas de primeira

ordem do funcional f: R? —» R?; tal que

f1(x1:xz)]
f2(x1,x3)

e avaliar no ponto (x; =0, x, = 1). A Figura 7 mostra o desenvolvimento deste

e X1Xx2

B [—COS(x1 —X3)

flnx) = |

calculo com DA. Utilizando as técnicas tradicionais do calculo diferencial pode-se

mostrar que a matriz jacobiana € idéntica a apresentada na Figura 7. Ou seja,
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[0fi Oh]
dx; Ox,
o %
dx; 0Ox, ©,1)

f’(x1:x2)|(0,1) =

X1X X1X
[ xze 142 xle 142

[ 1e® 0e? ] [ 1 0 ]
- sen(—1) —sen(—1) - —0,845 0,845

sen(xy —x,) —sen(x; — XZ)](0,1)

MEHE|[$RR9 0|22 - Aesm(B-20BREBA|-| ?0. - -

jn: [ [

| »

BB| (o |+ [ +ha |x[HE|O,
1
2 % Exemplo de Aplicagdo de AD usando o Code: myAD (Fink, 2007) L
3
4 % fixl, x2)=[exp(x1*x2); -cos(xl-x2)]; Fungdo de Interesse.
=
& % £'(x1, x2)= [dfl/dx1l dfl/dx2; dfl/dxl dfl/dx2]; Matriz Jacobiana.
7
] % (x1=0; =x2=1). Ponto de awvaliagdo das derivadas.
9
10 function Exemplo myvAD % Code gue calcula a=s primeiras derivadas de f.
11
12 — X=[0; 1]: % Ponto onde s3c avaliadas as derivadas. =
13
14 — DX=mvAD (X) ; % Converte X em uma variavel AD.
15
16 — AD¥=fun (DX) ; % Avalia a fungdoc na varidvel convertida para AD.
17
18 — dfdx=getderivs (ADX); % Calculo da Matriz Jacobiana.
139
20
21 function f=fun (X) % Declaracgdo da fungdo gue serd diferenciada.
22 [E ]
=El|= f=lexp (X(1)*X(2)); -cos(X(l)- X(2))]; %Funcédo de Interesse.
24
25 5%

@) Mew to MATLAB? Watch this Video, see Demos, or read Getting Started.

=

ADX:
Values =
1.0000
-0.5403
Derivatives =
1.0000 o
-0.8415 0.8415
dfdx =
1.0000 o
—0.8415 0.2a15
frx o> |

Figura 7: Aplicacdo de DA em Code Matlab, utilizando myAD

Exemplo 2: Aplicacdo de DA em Code Matlab, utilizando myA2D.

Suponha que, agora, o interesse seja de calcular as derivadas de segunda

ordem do funcional f: R? - R, tal que
1

f(xpxz) = T
1/ x1 + x2

42
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e avalia-las no ponto (x; =1, x, = —1).

chega-se a seguinte matriz hessiana H:

o2f

43

Calculando-se as derivadas parciais

92f

dx? 0x,0x;
H(xq, x = =
(1 2)|(1, 1) azf aZf J
0x10x, 0x2 (1-1)
et st ed )
(D) 3B+ ) - (o x)

@1-1

[3 . 2—5/2 _ 2—3/2

—3.275/2 ]
—3.275/2

[ 0,1768
3- 2—5/2 _ 2—3/2

—0,5303]
—0,5303 '

0,1768

Portanto,
0,1768 —0,5303
HOa a0 =1 6303 01768
) )

=] =R
G H| SRR ST e (b-BR-BERE BR[| 20
BB - e [+ | s lir | x| et | @

1 -

2 % Exemplo de Aplicacgio de AD usando o Code: myR2D (Fink, 2007) i

3

4 % £(®l, ®2)=1/((=®1"2 + =®2"2)"(1/2)):; Fungioc de Interesse.

=

[ % (x1=1; =x2Z=-1). Ponto de avaliagioc das derivadas.

7

8 funcrtion Exemplo myAZD % Code gue célcula as derivadas de 2* ordem de f.

9

10 — X=[1:; -11: % Ponto onde s8oc avaliadas as derivadas.

11 =
12 = D2¥=mvR2ZD(X) » % Converte X em uma variavel AD.

13

14 — aDz¥=fun (D2X) ; % Awvalia a fung8o na wvaridvel convertida para &D.

15

16 — dZ2fdx=getsecderiv (AD2X) % Ca&lculo da Macriz Hessiana.

17

18

13 function £=fun (X) % Declaragdo da fungio gue sera diferenciada.

20

21 — f=1./((X(1)"2 + X(2)"2)"(1/2)); %FFungic de Interesse. I
22

23 TEE

24 %

_. < i ] »
1) Mew to MATLAB? Watch this Video, see Demos, or read Getting Started. =
dZfdx(:,:,1) =
0.1768 -0.5303
d2fd=x(:,:,2) =
-0.5303 0.1768

Jx =

Figura 8: Aplicacao de DA em Code Matlab, utilizando myA2D
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A Figura 8 apresenta o desenvolvimento deste calculo em DA, onde €
utilizado o programa myA2D implementado em code matlab. Observe que os
resultados chegam a mesma matriz hessiana (H) obtida acima. Na Figura 8, a

matriz H é dada por dois vetores linha e é composta da seguinte forma:
d2fdx(:,:, 1) 0,1768 —0,5303
] [—0,5303 0,1768
Portanto, verifica-se nos Exemplos 1 e 2 que a diferenciacdo automatica é

um método muito eficiente, pois produz derivadas pontuais exatas para o

problema de interesse.

2.4

Equacbes Diferenciais

241

Introducéo

O objetivo desta secdo é o de apresentar de forma sucinta os aspectos
basicos da teoria de equacdes diferenciais ordinarias, parciais e estocasticas que
s80 necessarios para o entendimento dos estudos apresentados na tese. A secdo
estd dividida em duas subsecdes, onde a primeira trata das equagdes
deterministicas, EDOs e EDPs e a segunda das equacdes estocasticas, EDEs.
Antes, porém, apresenta-se um breve resumo das areas e projetos onde as
equac0es diferencias sdo aplicadas.

Embora os resultados finais de estudos e projetos ndo evidenciem a sua
utilizacdo, é de amplo conhecimento técnico que as equacOes diferenciais séo
indispensaveis e usualmente sdo utilizadas para modelar problemas concretos e de
grande importancia em diversas areas do conhecimento técnico e cientifico. Para
ilustrar como isso ocorre na pratica, enumera-se, a seguir, algumas atividades,
projetos e pesquisas que, em alguma etapa ou fase de suas elaborages, utilizam-
se destas técnicas.

» i) Engenharia Elétrica: na construgdo de circuitos elétricos; modelagem da
dilatacdo de cabos de redes; aplicagdes do filtro digital de “Butterworth”, na

area de processamento de sinais; etc.;
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» i) Engenharia Civil: na modelagem dos problemas de vigas em geral;
deflex&o e vibragéo;

» iii) Engenharia Quimica: no balan¢o massico de um reator quimico;

» iv) Engenharia Nuclear, Quimica, Argueologia e Geologia: na determinagéo
da taxa de desintegracdo ou decaimento de um elemento radioativo, tipo
carbono-14;

» V) Economia: em modelos econométricos; microeconomia; macroeconomia;
teoria de crescimento econémico; economia dindmica e as equacbes de
“Bellman”; e modelos de equilibrio geral;

» vi) Finangas: na modelagem de preco e retornos de ativos financeiros;
modelos de opgdes e derivativos em geral; e em todo célculo estocéstico
aplicado a financas;

» vii) Probabilidade e Estatistica: na teoria de probabilidade e processos
estocasticos; nos métodos de estimacdo de méxima verossimilhanca e
minimos quadrados; na teoria assintotica;

» viii) Engenharia Mecéanica: no planejamento de projetos de suspensdes
automotivas, definindo o sistema mecanico de amortecimento; e projetos
industriais em geral;

» ixX) Engenharia Aeroespacial: nos projetos de planejamento e construcdo de
aeronaves, turbinas, motores e navegacao;

» X) Fisica: na mecanica quantica; mecanica relativista; mecénica classica;

Otica, estatica, dinamica etc.

2.4.2

Equacbes Diferenciais Ordinarias e Parciais

Segundo alguns relatos histéricos mencionados em (Ince, 1956; Boyce,
1977; Eves, 1990; Boyer, 1996; Courant, 2000), os estudos das equacoes
diferenciais iniciam-se no século XVII quando Newton, Leibniz e Bernoulli
resolveram algumas equacfes simples surgidas em problemas de geometria e
mecanica. Estas primeiras descobertas pareciam sugerir que as solucdes de todas
as equac0es diferenciais podiam ser expressas por fun¢des elementares do célculo.

Durante o século XVIII métodos mais sistematicos de resolucdo de

equacOes diferenciais foram desenvolvidos por Euler, Lagrange e Laplace,
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comecando a ficar claro que poucas equacOes diferenciais podiam ser resolvidas
por metodos elementares. A partir deste ponto a grande preocupagdo passou a ser
encontrar condigcdes de existéncia e unicidade para as solugdes e deduzir
propriedades da solucdo atraves da analise da prépria equacéo diferencial.

Liouville, em 1841, provou que, em certos casos, principalmente para
equacdes ndo lineares, ndo é possivel obter a solucdo de uma equacéo diferencial
por métodos elementares, mesmo sabendo-se que a solugéo existe e é Unica.

As equacOes lineares sdo muito mais conhecidas e estudadas que as néo
lineares. No entanto, muitos fenémenos de grande importancia pratica e tedrica
sdo descritos por equagBes ndo lineares. Grande parte dos matematicos atuais
considera que o estudo das equacOes diferenciais ndo lineares é uma area de
pesquisa aberta em matematica. Resultados significativos tém sido obtidos na
atualidade, em particular, na pesquisa de sistemas de equacdes, que podem exibir
comportamentos surpreendentes. Devido as dificuldades deste estudo, até
recentemente, tudo o que se podia fazer era estudar os casos lineares ou
aproximacdes lineares de sistemas caoticos. Espera-se que o grande esfor¢o que
vem sendo feito nesta area se frutifigue em praticamente todas as areas de
aplicacdo. Dai, a necessidade de maior desenvolvimento da analise quantitativa e
dos métodos computacionais para a solucéo de equacdes diferenciais.

Definicdes Elementares e Classificacdes das Equacdes Diferenciais®

1) Definicéo de equacéo diferencial
Uma equacdo que contém as derivadas ou diferenciais de uma ou mais
varidveis dependentes em relacdo a uma ou mais varidveis independentes é

chamada de equacéo diferencial.

2) Classificacdo por tipo EDO e EDP:
Se uma equacgdo contiver somente derivadas ordinarias de uma ou mais
varidveis dependentes em relacdo a uma unica variavel independente, ela serad

denominada de equacao diferencial ordinaria (EDO). Exemplos:

® As definices bésicas e classificacdes das equacdes diferencias foram retiradas de (Zill, 2012).
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dy 5 dx dy
&+5y—3x e a+a—4x+y

Uma equacgdo que envolve as derivadas parciais de uma ou mais variaveis
dependentes em relagdo a duas ou mais varidveis independentes é denominada de

equacdao diferencial parcial (EDP). Exemplos:

d°u  du B 0%u _0du ov

tay=2 ¢ Ty Y

3) Classificacdo por ordem:

A ordem de uma equacao diferencial (EDO ou EDP) ¢é a ordem da maior

derivada que aparece na equacgédo. Exemplos:

T sy =Y _ 4y (5D de quartaord
i Y =gy x ( e quarta ordem)

o*u  cou\t 9% '
_ ( ) (EDP de terceira ordem)

ox3 \ay) “ox?
4) Classificacao por linearidade:

Uma equacdo diferencial de ordem n € dita linear se for expressa por uma
combinacdo linear de todas as derivadas presentes na equacao, caso contrério, sera

n&o linear. Exemplos:

d°y d?y
2x Fci 3x2 Fch 4y = 0 (EDO linear de quinta ordem)
d° d?
4x* d_x}51 —2x3 d_x}zl —3y? =0 (EDO ndo linear de quinta ordem)

3 O 9 W= 0 (EDPlinear de quarta ord
5t T 2X 53 yayz u=0 ( inear de quarta ordem)
d3%u 02

v
uv =3 + 4xya—y2 + (u+v)* = 0 (EDP nio linear de terceira ordem)

5) Definicédo de Solucgéo:

Toda funcdo h, definida em um intervalo I, que tem pelo menos n derivadas

continuas em 1, as quais quando substituidas em uma equacdo diferencial de
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ordem n reduzem a equagdo a uma identidade ¢ denominada uma solucdo da

equacéo diferencial no intervalo I. Exemplos:
F(x,h(x), h®(x),-,h®™(x) ) = 0 paratodox € I.

Uma forma de verificar a solucdo é observar, depois de substituir, se ambos
os lados da equacgéo sdo iguais para cada x no intervalo. Considere a seguinte
EDO,

dy x

i ﬁ, onde x € (—00,00)

Logo, y(x) = x*/16 é a solucéo da EDO, pois
dy 4 x> x® X

== =—y, para todo x € (—oo, o0)

As solucbes de EDPs também sao verificadas da mesma forma.

2.4.3

Equacgdes Diferenciais Estocasticas

Para um melhor entendimento das metodologias e aplicagfes que serdo
apresentadas na secdo 4.2, faz-se necessario uma breve introducdo sobre os
aspectos tedricos das equacdes diferenciais estocasticas (EDES) e do célculo
estocéstico de It6. Para maiores detalhes tedricos sobre EDES, sugere-se consultar
as referéncias bibliograficas utilizadas na confecgdo deste texto, que sdo: (Arnold,
1974; Schuss, 1980; Kloeden, 1992; @ksendal, 2003; (Braumann, 2005).

De acordo com a literatura pesquisada, os primeiros estudos formais sobre
equacdes diferenciais estocasticas (EDEs) surgem no inicio do século passado
com os trabalhos de Bachelier, Einstein, Ornstein, Uhlenbeck, Wiener e Brown,
dentre outros. Dada a relevancia do tema, a teoria evoluiu significativamente ao
longo do tempo, ganhou importancia pratica e despertou o interesse de muitas
areas do conhecimento cientifico, em particular, da economia e financas. Sabe-se,
que a evolucdo de fendbmenos econdmicos definem trajetorias de processos
estocasticos que, por definicdo, dependem do tempo e da incerteza. Tais variaveis
influenciam fortemente e sdo essenciais para se entender o comportamento e as

decisdes dos agentes econdmicos. Por esta razdo é que o estudo e as solucbes de


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121535/CA


PUC-RiIo - Certificagéo Digital N° 1121535/CA

49

EDEs sdo de fundamental importancia para a analise econdmica e financeira
moderna.

As EDEs sdo basicamente equacfes diferenciais deterministicas acrescidas
de um termo estocastico perturbatério. O termo deterministico, comum nas
equacOes diferenciais exatas, descreve o comportamento dindmico médio e o
termo estocastico descreve o ruido, ou seja, as perturbacdes aleatdrias que
influenciam o fendbmeno em analise. Formalmente, define-se uma EDE
unidimensional, na sua forma geral tradicional, pela seguinte expressao:

dX(t) = a(t, X(t)) dt + b(t, X(t)) dW(t); t e [0, T] (1)
onde,

{X(t); t € [0, T]}: é o processo estocastico de interesse, definido em um
espaco de probabilidade real (Q, F, P);

a(t, X(t)): é o coeficiente da tendéncia (drift), momento infinitesimal que

mede a velocidade média de X no instante t;

b(t, X(t)): é o coeficiente de difusdo (volatilidade), momento infinitesimal
que mede as flutuacdes e velocidade da variancia de X no instante t;

W(t): processo de Wiener ( ou movimento Browniano padréo).
Em geral, as express6es matematicas do drift e da volatilidade dependem de um
conjunto de pardmetros. Se estes parametros séo constantes no tempo, denota-se
que o processo € homogéneo, caso contrario, heterogéneo.

Uma forma equivalente de representar o problema € na sua forma integral:

X(t) = X(0) + j a(s,X(s))ds + j b(s,X(s)) dW(s) (2)

A primeira integral pode ser interpretada como uma integral de Riemann-Stieltjes,
mas a segunda ndo. Pelo fato da trajetdria do processo de Wiener ser de variacdo
ilimitada em qualquer intervalo de tempo finito, a segunda integral, em geral, ndo
pode ser vista e solucionada como uma integral de Riemann-Stieltjes, a menos que
b(s, Xs) seja uma constante ou uma funcdo de comportamento suave e nao
estocastica.

Esta integral estocastica é conhecida como a integral de It6, e a sua
definicdo para a classe de fungdes b € Hy, tal que b € continua em média

quadratica, é dada pelo seguinte limite:
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t n
j b(s, Xs) dW, = lbi._%l.z b(ti—1, Xe_,) (We, — We,_,) (3)
0 Rt

onde, 0=t,<t;<--<t,=t; 8, =max{t;—t;_,}

l.i.m. é a notacdo de limite em média quadratica; H, € um espago de Banach com

t 1/2
Ib]| = ( f E(b(s,.)) ds) ,
0

onde E é o operador de valor esperado.

norma

A integral de It6 tem outras definicdes baseadas em diferentes formas de
convergéncia, mas os elementos necessarios e essenciais requeridos sdo, quase
sempre, 0s mesmos: fungdes ndo antecipativas, aproximacao de b(t, X(t)) por uma
sequéncia de funcdes simples, etc. Uma das dificuldades em se trabalhar com esta
forma de integral € que a mesma ndo segue as regras usuais do calculo, conforme

mostra o exemplo abaixo:
ftws dw, = 1.i.m.zn:wt. (Wy, —W,_,) = W—tz—i.
0 8n=0 L e -1 2 2
Observe que, um termo adicional (-t/2) aparece na solucédo da integral de It e que
difere do resultado que teriamos pela integral de Riemann. Além disso, as regras
usuais de diferenciacdo também ndo funcionam, veja o simples exemplo:
d(W?2) = 2 W, dW, + dt, que é diferente de (2 W, dW, ).

Pelo fato das regras usuais de integracédo e diferenciacdo ndo funcionarem, a
solucdo de EDEs demandou o desenvolvimento de uma nova teoria de célculo
diferencial e integral, conhecida como calculo estocastico, onde uma das

principais contribuicdes é o teorema de 1t6, apresentado a seguir.

Teorema de Itd (formula de 1t6)

Seja {X(1); t € [0, T]} um processo de Itd. Ou seja, um processo estocastico
que satisfaca a equacéo diferencial (1) ou a integral (2), com X(0) = Xo. Seja Y(t)
= U(t, X(t)) uma funcdo continua com derivadas parciais U;, Uy e Uy continuas.
Entdo, Y (t) também é um processo de It6, com condig¢do inicial Y(0) = U(0, X(0))

=Yy, com equacdo diferencial dada pela formula de 1t6:

dY(t) = (U + Ug a(t, X(1)) + 2Ux b2 (6, X(1))) dt + Uy b(t,X(D) dW(t)  (4)
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ou
dY(t) = d(t X(1)) dt + b(t, X(t)) dW(t) (4)
onde,
_ AUt X(D) _ AUt X(D) _ %0t X(D)
e T T SR T T
Com forma integral,

t

2
() = Y, + f (aU(S(;Z((S)) + au(zz(s))a(s'x(s)) +%w bZ(S'X(S))) ds +
0

t aU(s, X(s))
* ,];) 0x

b(s,X(s)) dW(s) ()
ou

Y) =Y, + ftﬁ(s,X(s)) ds + ftB(s,X(s)) dW(s).
0 0

#

Deve-se ressaltar que o teorema de 1t0 é de fundamental importancia para a
solugdo de EDEs, principalmente para aquelas que na sua formulacdo inicial
dependem da solugdo de complexas integrais estocasticas. A formula de Itd
estabelece uma regra de diferenciacdo para fungbes compostas que pode ser
interpretada como uma regra da cadeia para diferenciais estocasticos. O resultado
primordial é que, através da sua aplicacdo a uma funcdo U(t, X(t)),
adequadamente escolhida, pode-se transformar o problema original dX(t) em um
novo problema dY (t), sem se alterar o diferencial dW(t). Consequentemente, este
procedimento pode ser repetido varias vezes até que se obtenha uma EDE com
solucgéo conhecida ou de equacionamento mais simples.

Observando a integral de It6 da expressao (5), tem-se que

t t
jOB(S,X(s)) dW(s) = jo w b(s,X(s)) dW(s).
Portanto, se for possivel escolher uma fungdo U, com as condic¢des exigidas pelo
teorema, de tal forma que se tenha
dU(s, X(s)) 1
ox - b(s,X(s))

entdo a integral estara solucionada. Pois,

f B(s,X(s)) dW(s) = f dW(s) = [W(E) — W(0)] = W(b).
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Onde, por defini¢do do processo de Wiener, W(0) = 0.

Este procedimento € uma decorréncia natural e imediata do teorema de It6,
conhecido na literatura especializada como a transformacdo de Lamperti, veja
(Zenghu Li, 2012; Giesecke, 2013;). A ideia central é transformar a equacéo
original dX(t) em dY(t), isolando por completo o coeficiente b(t, X(t)) do
diferencial estocéstico. Ou seja, transformar

dX(t) = a(t, X(1))dt + b(t, X(t)) dW(t) em dY(t) = f(t, X()) dt + dW(D).
Quando pode ser utilizado, facilita consideravelmente a solugdo do problema, pois
a integral estocéastica resultante da transformacdo é de simples solugdo. No
entanto, o procedimento ndo pode ser aplicado a todos os casos de EDEs, pois
requer, além das exigéncias do teorema, que a transformacéo Y (t) = U(t, X(t)) seja
invertivel e que [1/b(t, X(t))] seja uma funcdo continua e diferenciavel sob o sinal
da integral.

Para exemplificar o uso do teorema de 1t6 na solucdo de EDEs, utilizaremos
a equacao classica de Movimento Browniano Geométrico (MBG), muito utilizada
para modelar a dindmica dos pregos de ativos financeiros e que € a base do
conhecido modelo de precificagdo de opcdes de Black & Scholes, ver (Black,
1973; Campbell, 1997; Hull, 1997).

Seja {X(t): t € [0, T]} um processo de It6 que satisfaz a seguinte equacao
diferencial:

dX(t) = puX(t) dt + o X(t) dW(t) (6)
onde,

a(t, X(t)) = u X(t), b(t, X(t)) =oc X(t), talque c >0e X(t) >0Vt e [0, T].
Defina a transformacéo Y(t) = U (t, X(t)), tal que Uy = 1/ b(t, X(t)). Entéo,
In(X(1)) _ au(t,X(D)) _ 1 1

o 0x oX(t)  b(sX(s))’
Aplicando a formula de 1t6 em Y(t), expressao (4), tem-se que:

dY(t) = (U + Ug a(t, X(1)) + 2 Uy b2 (5, X(1))) dt + Uy b(t, X(t))dW () =

Y(©) = U(tX(D) =

1 1 1
- <0 X(0) nX(®) T 20X [o X(t)]z)) de+ — o o X(D)dW() =
H o
= (g - 5) dt + dW(b).

Entdo, Y(t) € um novo processo de It6, mais simplificado, com EDE
dY(t) = a(t, X(1)) dt + b(t, X(t)) dW;
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onde,  &(tX(®)=(>-3) e BLX®) =1.

(0
Agora, aplicando o operador de integral em dY (t), chega-se as solucdes para Y (t)

e X(t). Ou seja,
ftdY(s) = jté(s,X(s))ds + th(s,X(s))dW(s) =

Y(6) — Y(0) = fot(cﬁ—g) ds + fot 1dW(s).

L o
Portanto,  Y(t) = Y(0) + (— - —) t+ W(L).
c 2
Onde Y(0) = In(X(0))/c é a condicdo inicial de Y(t) e X(0), uma constante

positiva, é a condicdo inicial de X(t). Em termos probabilisticos, decorre da

normalidade de W(t) que Y/(t) também & normalmente distribuido. Isto é,
Y(t) ~ Normal(py,, 0% ),0onde py, = Y(0) + (GE — %) t e oy =t

Por inversdo de Y (t), pode-se agora obter a solugdo do processo X(t). Entéo,

In(X(t))

o

Y(t) =

LW o
o

= X(t) = exp{oY(t)} = exp {5 [v(0) + ( z)t +wl}.

Logo,

o2
X(t) = X(0)exp {(u — ?> t+ O'W(t)} ~ LogNormal( Mx,» G)Z(t).
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Algoritmo de Programacdo Genética e Diferenciacao

Automatica

3.1

Introducéo

Nesta secdo sdo apresentados os procedimentos metodoldgicos gerais
adotados na elaboragdo do algoritmo de programacgdo genética (PG) com
diferenciacdo automatica (DA), desenvolvido especificamente para solucionar
problemas de equacbes diferenciais, que denominamos de PGDA. Antes da
apresentacdo, deve-se ressaltar que a elaboracdo desta metodologia ndo foi de
facil realizag&o, pois, embora exista uma vasta literatura sobre os temas, na grande
maioria dos trabalhos pesquisados, 0s assuntos séo tratados de forma separada e
independente. Portanto, muito do que foi desenvolvido para combinar PG com
DA néo aparece na literatura e é fruto deste trabalho.

Em linhas gerais, a menos de algumas especificidades introduzidas para a
implementacdo da DA e otimizacdo do tamanho de &rvore, a metodologia aqui
descrita assemelha-se & apresentada na se¢do 2.2. E importante registrar que os
algoritmos desenvolvidos foram programados em ambiente Matlab e utilizam-se,
em parte, dos programas: Gplab, (Sliva, 2009), para a elaboragédo do algoritmo de
PG; e myAD e myA2D, (Fink, 2007), para a DA.

3.2
Estrutura e Etapas de Funcionamento do algoritmo de PGDA

Conforme citado anteriormente, o algoritmo de PGDA foi construido com o
objetivo especifico de solucionar problemas de equacGes diferenciais. A sua
estrutura e etapas de funcionamento é muito semelhante a do algoritmo tradicional
apresentado na segdo 2.2.

A estrutura de representacdo dos individuos é na forma de arvore e a sua

utilizacdo € relativamente simples e amigavel. No entanto, ainda é necessario
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conhecer um pouco de programacdo em ambiente Matlab para entender a sua
I6gica e dominar plenamente a sua execucdo. Em linhas gerais, o PGDA ¢
constituido de dois programas basicos elaborados pelo usuério, que funcionam
simultaneamente, e que executam os programas gplab.m, myAD e myA2D. O
primeiro é responsavel pela execugdo da programacdo genética e contém toda a
parametrizagdo adicional discordante dos defaults do GPLAB. O segundo é o
programa que executa a diferenciacdo automaética e avalia a aptiddo (fitness) de

cada individuo gerado pelo primeiro.

3.2.1
Parametrizacéo do Algoritmo

A parametrizacao do algoritmo de PG é muito flexivel e permite ao usuario
escolher e definir um amplo conjunto de parametros importantes para a sua
execucdo. O usuério menos familiarizado com este tipo de modelagem podera
utilizar os parametros pré-definidos em defaults. A lista abaixo mostra algumas
das possibilidades de parametrizacdo, mas nao esgota o total permitido.

 Tipos e formas de arvores;

 Profundidade minima da arvore inicial;

« Profundidade méxima da arvore (ou nimero de depth);

« Controle de nos (ou nodes);

« Selecdo do conjunto de fungdes elementares e terminais que deseja-se

trabalhar;

 Percentual ou nimero de individuos e diferentes métodos de selecéo para

reproducéo;

« Taxas de crossover e mutagdo fixas ou variaveis;

« Tamanho da populacéo;

« NUmero de geragdes e outros critérios de parada.

Todas as parametrizacfes do modelo sdo declaradas e registradas na funcao
““availableparams.m”, a qual é lida pelo code “gplab.m” quando da execucdo do
algoritmo de PG.
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Quadro 2: Funcdes Elementares Utilizadas pelo Algoritmo de PG

Nome Funcéo Argumentos Saida
Soma plus (a, b) atb
Subtracéo minus (a, b) a-b
-um uminus (a) -a
Diviséo rdivide (a, b) a/b
Multiplicagéo times (a, b) a*b
Raiz quadrada sqrt [€)) ar(1/2)
Exponencial exp (a) exp(a)
Logaritmo Natural log [€)) In(a)
Poténcia power (a, b) a’b
Seno sin (a) sen(a)
Coseno cos [€)) cos(a)
Tangente tan (a) tan(a)
Secante sec [€)) sec(a)
(*) Divisao mydivide (a, b) a/bseb=0; elseb=0.
(*) Raiz quadrada mysqrt [€)) ar(1/2)seaz20;elsea<0.
(*) Logaritmo Natural mylog (a) In(abs(a)) sea#0;elsea=0.
(*) Poténcia mypower (a, b) a’bsea>0;elseaso.

(*) Este simbolo representa que a funcao é protegida.

O conjunto de funcBes e terminais é essencial para o funcionamento do
algoritmo, pois implica diretamente na criacdo da populacdo de individuos e,
consequentemente, na solucdo Otima dada ao problema. Juntos, fungdes e
terminais definem o tamanho da arvore de representacdo. O conjunto de terminais
¢ formado de numeros aleatorios (gerados pela funcdo rand), de constantes
(nimeros reais e complexos, nimero retc.) e das varidveis que compdem a
equacéo diferencial. Algumas das funcdes utilizadas sdo apresentadas no Quadro
2. Além das funcdes disponiveis, o algoritmo ainda permite que 0 usuario mais

treinado e experiente construa as suas proprias fungoes.

3.2.2

Populacéao Inicial e Avaliacao dos Individuos

A primeira tarefa que o algoritmo realiza é a criagdo da populacéo inicial.
Funcdes e terminais sdo selecionados aleatoriamente e combinados, dando origem

aos individuos que compdem a populacdo. No caso, cada individuo criado é uma
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funcdo matematica e, portanto, uma possivel solucdo da equacéo diferencial de
interesse.

Trés métodos sdo utilizados pelo PGDA para inicializar a populagdo em
estrutura de arvore: Full, Grow e ramped. As descri¢es destes métodos ja foram
apresentadas e podem ser vistas na secdo 2.2.4. As fungdes que executam estes
métodos sdo nomeadas pelo GPLAB de Fullinit, Growinit e rampedinit. Uma vez
inicializada a populacéo € realizada a avaliagdo da aptiddo dos individuos.

Para a avaliacdo dos individuos recém-criados € necessaria a definicdo de
uma medida de aptiddo (fitness) que avalie e compare as qualidades de cada
individuo. Em virtude de o objetivo ser a solucdo de equacdes diferenciais, surge,
neste ponto, a necessidade da diferenciagdo automatica para, via calculo de
derivadas, avaliar e verificar a qualidade da solugdo proposta. Para exemplificar
como isso é feito no algoritmo de PGDA, suponha que se queira solucionar o
seguinte problema de EDO:

y'(x) + 2 y(x) = exp(—2x)
comx €R; econdigdo inicial y(0) = 3.

Suponha, também, que a funcdo a seguir seja um individuo ou solucdo

proposta pela PG e, portanto, a sua aptidao deve ser avaliada.
f(x) =2 + exp (-2X)

Entdo, a diferenciacdo automatica calcula a derivada de f(x) em cada ponto
do seu dominio, definido pelo algoritmo (geralmente uma grade com 30 ou mais
pontos de x), e gera uma medida de fitness que compara o0s resultados obtidos com
o0 modelo de EDO. Entéo, de acordo com o exemplo, segue que:

f(x) = -2 exp (-2X)
Aplicando este resultado na EDO, teriamos:
f(x) + 2 f(x) - exp (-2x)= -2 exp (-2x) +2[2 + exp (-2X)] - exp (-2x) =
= 4- exp (-2x) = erro =0.
Observe que f(x) apresenta erro diferente de zero e, portanto, ndo é a solucéo
exata da EDO proposta, embora satisfaca a condicéo inicial,
f(0) =2 + exp (-2 x0) = 3.

Contudo, o algoritmo nao trabalha com a diferenciagdo simbdlica da solucéo

proposta, como feito acima, e sim com a derivada avaliada em cada ponto do

dominio. Nesta situacdo, uma medida natural de fitness seria a média ou a soma
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dos erros absolutos, ou ainda as medidas sugeridas na se¢do 2.2.5, acrescida de
uma penalidade para o erro da condicdo inicial ou de outras restri¢cOes exigidas
pelo problema, se for o caso. Um exemplo seria,

fitness = erro médio absoluto + erro de restrigoes.

1 n
fitness = 1= |f'(x) + 2f (<) — exp (=2 +1£(0) = 3|,
i=1

Portanto, o que o algoritmo de PGDA faz ¢ buscar o individuo ou a solugéo
f(x) que minimize o fitness ou maximize a medida de aptiddo. Quando a fungdo

obtida for a solucéo exata do problema, necessariamente, o fitness seré nulo.

3.2.3

Reproducéo e Geracdo da Nova Populacao

A proxima etapa do PGDA ¢é a selecdo de individuos para reproducdo. Esta
etapa é de fundamental importancia, pois potencializa o processo de otimizacao.
Seleciona os individuos da populacdo que participardo do processo de reproducéao
genética e que deixardo descendentes para as geracdes futuras. Portanto, é natural
esperar que os métodos de sele¢do escolham os individuos mais aptos. Com isso,
a transmissdo de bom material genético contribuira para o desenvolvimento de
melhores solugdes.

Embora se disponha de cinco métodos de selecdo para reproducado, que séo:
lexictour, doubletour, sus, roulette, tournament, o algoritmo de PGDA apresenta
melhores resultados, em termos de parciménia de arvore e de fitness, quando
utiliza o método lexictour. Por este motivo ele foi adotado como padrdo e foi
utilizado em grande parte das aplicagOes realizadas.

O método lexictour (Luke, 2002) foi desenvolvido com o conceito de
pressdo lexicografica parcimoniosa. Neste método, um numero de individuos é
selecionado aleatoriamente da populacédo e o de melhor avaliacdo ou mais apto é
escolhido. Mas, caso dois ou mais individuos tenham a mesma avaliacdo, o
método seleciona o individuo de menor tamanho. Ou seja, 0 que possui a arvore
com o menor numero de nés (nodes). Segundo diversos autores, este método tem

se mostrado bastante eficiente no controle do tamanho excessivo das arvores.
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Os operadores genéticos, de Crossover e Mutagdo, usados no PGDA,
trabalham com taxas varidveis e sdo os mesmos descritos na secdo 2.2.7. O
método de reproducdo utilizado é o e o steady-state, descrito na secdo 2.2.8. A
validacao dos novos individuos € feita em funcdo da profundidade e do nimero de
nos da arvore. Caso o tamanho do novo individuo exceda ao tamanho méaximo
parametrizado no algoritmo, este ndo serd validado.

Depois da geracdo da populagéo, o algoritmo define a sobrevivéncia e a
nova populacdo. Quatro sdo as formas de elitismo disponiveis, keepbest,
halfelitism, totalelitism e replace. O PGDA utiliza na maioria das aplicacdes o
método de totalelitism, onde os individuos sobrevivem em funcdo das suas

aptiddes, independentemente de serem pais ou filhos.

3.24
Critério de Parada e a Solucdo de PGDA

Apds a reproducdo e a geracdo da nova populacdo o0 processo se repete ate
que o critério de parada seja atingido. O critério de parada utilizado no algoritmo é
0 numero de geracBes que, dependendo da complexidade do problema, pode ser
muito variado. Para as diversas aplicacOes realizadas no trabalho foram utilizados
diferentes nimeros de geraces, variando entre 20 e 100.

Outro aspecto importante da metodologia sédo os critérios que definem e
elegem a solugdo analitica de uma equacdo diferencial pelo algoritmo de PGDA.
De acordo com o critério de parada utilizado, o algoritmo funciona até que a
ultima geracdo seja avaliada e, ao término das geracOes, seleciona a melhor
solugdo encontrada, ou seja, aquela que minimiza a medida de erro (fitness). A
partir deste ponto, uma solucdo encontrada é validada como uma solugdo final de
PGDA se satisfaz 0s seguintes requisitos:

i) Se apresenta fitness abaixo de 0,00001;

ii) se satisfaz as condigdes inicias e condi¢bes de contorno do problema

proposto; e

iii) se quando diferenciada, no caso de EDO ou EDP, pelas regras do célculo
usual, e no caso de EDE, pelo célculo estocastico, se aproxima ou se

iguala a equacao diferencial proposta em todo o dominio do problema.
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Caso uma solucdo validada apresente fitness nulo e satisfaca os demais requisitos
com perfeita exatiddo, a mesma é considerada como uma solucéo analitica exata
do problema proposto. Pois, esta solugdo, encontrada por PGDA, é idéntica a
obtida pelo calculo diferencial usual, no caso de EDO ou EDP, e estocastico, no
caso de EDE. Caso contrario, a solucdo encontrada é considerada como uma

solucdo analitica aproximada.
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Aplicacdes e Analise dos Resultados

4.1
Solucéo de Equacdes Diferencias por PGDA

Nesta secdo sdo apresentados os resultados das diversas aplicagdes
realizadas para solucionar EDOs e EDPs. No total, mais de 30 problemas foram
tratados com o objetivo de testar a eficiéncia e eficacia do algoritmo de PGDA no
sentido da obtencdo de solugfes analiticas exatas. Com a preocupacgdo de que a
exposicdo ndo ficasse muito extensa e cansativa decidiu-se apresentar apenas onze
destes resultados, que se acredita que sdo suficientes para representar o
embasamento de todos os tipos de equacdes trabalhadas.

De uma forma geral, o algoritmo foi parametrizado de acordo com o0s
parametros indicados no Quadro 3.

Quadro 3: Parametrizacao do Algoritmo PGDA

Parametros Basicos da Programacao Genética

Geragles 20 a 100 Inicializagao Growinit
Populagéo (individuos) 30 a 600 Selecdo e Reprodugéo Lexictour
Funcdes Elementares 8alil5 Elitismo totalelitism
Terminais 5a15 Critério de Parada N° de Geragdes
Variaveis 2a6 Taxa de Crossover Variavel
Modo de DA (fixo) forward Taxa de Mutacé&o Variavel

O numero de geragdes de 20 a 100 e o tamanho da populacdo de 30 a 600,
dependendo do numero de variaveis, da ordem de diferenciacdo, e do tamanho e
complexidade da equacdo diferencial. O numero de funcBGes e operagdes
matematicas elementares variou de 8 a 15, e 0 numero de terminais, variaveis
mais constantes, variou de 5 a 15. A inicializacdo da populacéo, a selecdo para
reproducdo e a técnica de elitismo, para a maioria das aplica¢fes, foram

utilizados, respectivamente, os métodos growinit, lexictour, e totalelitism. As


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121535/CA


PUC-RiIo - Certificagéo Digital N° 1121535/CA

62

taxas de crossover e mutacdo sdo variaveis e seguem o default do GPLAB,
iniciando com 50% para cada operador. O critério de parada utilizado foi o
namero de geragdes. Foram utilizados conjuntos ou grades de 20, 30 e 50 pontos
do dominio da funcgéo para a realizagcdo dos exercicios.

A secdo esta organizada em quatro subsecdes que, respectivamente,
apresentam os resultados dos problemas de EDOs; EDPs; o caso especial da
Equacdo de Schrodinger para o dtomo de He; e o problema da especificacdo

arbitraria em modelos de regresséo.

41.1

Solucéo de Equagdes Diferencias Ordinarias

Nesta subsec¢éo sdo apresentados os resultados das resolucées de oito EDOs,
das quais trés séo lineares de primeira ordem, trés lineares de segunda ordem, uma
néo linear de primeira ordem e uma n&o linear de segunda ordem. Para todos os

casos, na arvore da PG, a varidvel independente (x) é representada por ( x = x,).

Exemplo 1: EDO linear, de 12 ordem, com coeficiente variavel.

dy(x) _2x —y(x)
dx X

EDO1: y'(x) = ; sex #0

com X € R-{0}; e y(x) =-y(x). Ou seja, y(x) é impar.

2
Solucéo analitica exata: yx) =x+ —
X
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EDO1 - Arvore da Solugio Analitica Exata Obtida

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help >

Udde [ | RXTDEL- S| 0E =aC

lus
#Generations: 30
#Individuals: 50
UsedResources: 314
Best so far: 276
Fitness: 0.000000
Depth: 3 rdivide
Nodes: 5

EDO1: Solugao y(x)

-12 -10 -8 -6 - 2 4 6 3 10 12

Figura 9: Exemplo 1 - Resultados da EDO1

A solucdo da EDO1 foi obtida no individuo 276 (bestsofar), para uma
populacdo de 50 individuos e 30 geracdes. A solucdo encontrada € a exata e 0
fitness é nulo. A arvore de representacdo obtida € a mais parcimoniosa possivel,
com 5 nés (nodes) e profundidade 3 (depth). Este exemplo foi também
desenvolvido por Tsoulus (2006), que obteve solucdo analitica exata, mas com um

numero médio de 653 geracoes.
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Exemplo 2: EDO linear, de 12 ordem, com coeficiente constante.

EDO2: y'(x)+2y(x) =exp(—x)
com X € RR; e condicao inicial y(0) =3.

Solugédo analitica exata: y(x) = exp(—x) + 2 exp(—2x)

EDO?2 - Arvore da Solucéo Analitica Exata Obtida

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help ™

DEES | | RRTDEAL- S |08 oD@

#Generations: 40
#Individuals: 80 |
UsedResources: 731
Best so far: 643
Fitness: 0.000000
Depth: 6
Nodes: 11

ED®2: Solugdo y(x)

- J

Figura 10: Exemplo 2 - Resultados da EDO2

A solucdo da EDO2 foi obtida no individuo 643 (bestsofar), para uma
populacdo de 80 individuos e 40 geracbes. A solugdo analitica encontrada é a
exata e o fitness é nulo. A arvore de representacdo obtida é a mais parcimoniosa

possivel, com 11 nés (nodes) e profundidade 6 (depth).
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Exemplo 3: EDO linear, de 12 ordem, com coeficiente variavel.

EDO3:

X2
y'(x) + xy(x) =10 x exp <_T>

comx €R; econdigdo inicial y(0) = 0.

xZ
Solugéo analitica exata: y(x) =5x% exp (— T)

#Generations: 40
#Individuals: 150
UsedResources: 1958
Best so far: 1426
Fitness: 0.000000
Depth: 6
Nodes: 13

EDO3 - Arvore da Solugio Analitica Exata Obtida

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help ~

Ddde | B R0 Ex- 2 (0H =03

J

Figura 11: Exemplo 3 - Resultados da EDO3

A solucdo da EDO3 foi obtida no individuo 1426 (bestsofar), para uma

populacdo de 150 individuos e 40 geragdes. A solucdo analitica encontrada € a

exata e o fitness é nulo. A arvore de representacdo obtida € a mais parcimoniosa

possivel, com profundidade 6 (depth) e 13 nds (nodes).
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Exemplo 4: EDO linear, de 22 ordem, com coeficientes constantes.

y'x)+y'(x)+yx) =
—1,6 + 0,4x + 0,2x% — 8 sen(4x) — 30 cos(4x)

EDO4:

comx € R; e condigdes iniciais y(0) =0 e y'(0) =0.

Solucéo analitica exata: y(x) = =2+ 0,2x? + 2 cos(4x)

EDO4 - Arvore da Solucao Analitica Exata Obtida

— — — — = — e-sseeeeees
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help -

Udds | k|RRODEL- 2| 0E a3

#Generations: 60
#Individuals: 250
UsedResources: 4074
Best so far: 5054
Fitness:  0.000000
Depth: 5
Nodes: 15

EDOA4: Solugao y(x)

Figura 12: Exemplo 4 - Resultados da EDO4

A solugdo da EDO4 foi obtida no individuo 5054 (bestsofar), para uma
populacdo de 250 individuos e 60 geracdes. A solucdo analitica encontrada € a
exata e o fitness é nulo. A arvore de representacdo obtida é a mais parcimoniosa
possivel, com profundidade 5 (depth) e 15 nds (nodes).
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Exemplo 5: EDO linear, de 22 ordem, com coeficientes constantes.

y'(x)+03y'(x) +25y(x) =
25,12 + 10x — 1,5 cos(5x) exp(—0,3x)

EDOS:

comx € R; e condigdes iniciais y(0) = 1ey'(0) =5,4.

Solugéo analitica exata: y(x) =1+ 0,4x + sen(5x) exp(—0,3x)

EDOS5 - Arvore da Solugio Analitica Exata Obtida

-_—
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help >

Ddde | | RR0DEL- (S |0E | =D

#Generations: 40
#Individuals: 400
UsedResources: 3779

Best so far: 6031 |
Fitness: 0.000000
Depth: 6 |
Nodes: 16 |
|
I
4 N

EDOS5: Solugdo y(x)

f\

Figura 13: Exemplo 5 - Resultados da EDO5

A solugdo da EDOS5 foi obtida no individuo 6031 (bestsofar), para uma
populacdo de 400 individuos e 40 geracdes. A solucdo analitica encontrada € a
exata e o fitness é nulo. A arvore de representacdo obtida é a mais parcimoniosa
possivel, com profundidade 6 (depth) e 16 nds (nodes).
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Exemplo 6: EDO linear, de 22 ordem, com coeficientes variaveis.

EDOG: x2y"(x) + x y'(x) + 4y(x) = 6 sen(In(x))

com x € R, tal que x > 0 e condigdes iniciais y(1) =3 e y'(1) = 2.

Solucéo analitica exata: y(x) = 3 cos(2In(x)) + 2 sen(In(x))

EDO6 — Arvore da Solugio Analitica Exata Obtida
BB

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help &

D dS [ k[ RRAODEXA- S| 0EH =3

#Generations: 50
#Individuals: 400
UsedResources: 6724
Best so far: 13665
Fitness: 0.000000

Depth: 6
Nodes: 13
I
4 N\
EDOG6: Solugao y(x)
- J

Figura 14: Exemplo 6 - Resultados da EDO6

A solucdo da EDOG6 foi obtida no individuo 13665 (bestsofar), para uma
populacdo de 400 individuos e 50 geracdes. A solucdo analitica encontrada € a
exata e o fitness é nulo. A arvore de representacdo obtida é a mais parcimoniosa
possivel, com profundidade 6 (depth) e 13 nds (nodes).
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Exemplo 7: EDO Nao Linear, de 12 ordem, com coeficiente constante.

EDONL1: (y’(x))2 +log(y(x)) = (1 + cos(x))? + log(x + sen(x))
comx € R, tal que x > 0; e condicao inicial y(1) =1+ sen(1).

Solucdo analitica exata: y(x) = x + sen(x)

EDONL1 - Arvore da Solugdo Analitica Exata Obtida

[ Fibe—-Edic-— View -[.nserl Tools Desktop wm_ =
[g;..a.;, B oo O DR G 0 =

#Generations: 30 Ao

#Individuals: 50
UsedResources: 285
Best so far: 10
Fitness: 0.000000
Depth: 3
Nodes: 4

\\\
/

4 N
EDONL1: Solugdo y(x)

- J

Figura 15: Exemplo 7 - Resultados da EDONL1

A solucdo da EDONL1 foi obtida no individuo 10 (bestsofar), para uma
populacdo de 50 individuos e 30 geracbes. A solugdo analitica encontrada é a
exata e o fitness é nulo. A arvore de representacdo obtida é a mais parcimoniosa
possivel, com profundidade 3 (depth) e 4 nds (nodes). Este exemplo também foi
desenvolvido em Tsoulus (2006), que também obteve solucéo analitica exata, mas

com um numero medio de 86 geracdes.
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Exemplo 8: EDO Nao Linear, de 22 ordem, com coeficientes variaveis.

EDONL2: x2y" () + (xy' (x)* = —

log(x)

com x € R, tal que x > e; com condigdes iniciais y(e) =0; y'(e) = 1/e.

Solugédo analitica exata: y(x) = log(log(x))

EDONL2 — Arvore da Solucdo Analitica Exata Obtida

#Generations: 20 | :.'. a .:‘:M|-« T -TOT-‘-- :':JW:: m; F]"::J = 3

#Individuals: 30
UsedResources: 83
Best so far: 2
Fitness: 0.000000
Depth: 3
Nodes: 3

Luleg

EDONL2: Solugao y(x)

- J

Figura 16: Exemplo 8 - Resultados da EDONL?2

A solucdo da EDONL2 foi obtida no individuo 2 (bestsofar), para uma
populacdo de 30 individuos e 20 geracbes. A solugdo analitica encontrada é a
exata e o fitness é nulo. A arvore de representacdo obtida € a mais parcimoniosa
possivel, com profundidade 3 (depth) e 3 nds (nodes). Este exemplo foi também
desenvolvido por Tsoulus (2006), que também obteve solugdo analitica exata, mas

com um ndmero médio de 161 geracdes.
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4.1.2

Solucao de Equacdes Diferencias Parciais

Nesta subsecdo sdo apresentados os resultados das resolucdes de trés EDPs
lineares, das quais uma é de primeira ordem e duas de segunda ordem. Na arvore
da PG para os trés exemplos, as variaveis independentes x e t sdo representadas,

respectivamente, pelas variaveis ( x =x;) e (t =x,).

Exemplo 9: EDP linear, de 12 ordem, com coeficientes variaveis

EDP1: xXfy + 2f; = xtcos(x) + 2sen(x)

of(x,t) . 0f(xt)
ox =T
e as condi¢cdes f(0,t) =0 e f(x,0) = x2.

com (x,t) € R? onde f, =

Solucédo analitica exata: flx,t) = x? et +tsen(x)
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EDP1 - Arvore da Solugdo Analitica Exata Obtida
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help -

D e | RO DEXL-S(0E i

#Generations: 25
#Individuals: 600
UsedResources: 6623
Best so far: 4823
Fitness: 0.000000
Depth: 6

Nodes: 12

EDP1 - Solugdo

Figura 17: Exemplo 9 - Solucdo da EDP1

A solucdo da EDP1 foi obtida no individuo 4823 (bestsofar), para uma
populacdo de 600 individuos e 25 geragdes. A solucdo analitica encontrada € a
exata e o fitness é nulo. A arvore de representacdo obtida € a mais parcimoniosa

possivel, com profundidade 6 (depth) e 12 nds (nodes).

Exemplo 10: EDP de 22 ordem — Caso Particular da Equacéo do Calor

EDP2: fi = fx = [x cos(®) — 4 (x = 1) sen(t)] €7

D) )

com0<x<1;,0<t<1;0nde fy, = oz e =T
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as condicoes f(0,t) =0; f(x,0) =0;e £.(1,t) + f(1,t) = 0.

Solucgéo analitica exata: f(x,t) = sen(t) x €72*

EDP2 - Arvore da Solugio Analitica Exata Obtida

NEGR L AR oS o mE e
#Generations: 50 e
#Individuals: 80 e =2 .
UsedResources: 859 I“ e
Best so far: 2054 e =
Fitness: ~ 0.000000 | sl oxp
Depth: 6 fl s
Nodes: 10 | - x._\\\
- Tummus

|

[ 1
: T .

EDP2: Solucdo

Figura 18: Exemplo 10 — Solucdo da EDP2

A solucdo da EDP2 foi obtida no individuo 2054 (bestsofar), para uma
populacdo de 80 individuos e 50 geracdes. A solucdo analitica encontrada é a
exata e o fitness é nulo. A arvore de representacdo obtida é a mais parcimoniosa

possivel, com profundidade 6 (depth) e 10 nds (nodes).

Exemplo 11: EDP de 22 ordem — Caso Particular da Equacéo do Calor

EDP3: fe = fox = [x —t(4x® —6x) | €7

com0<x<1;0<t<1;econdigoes

FO,0)=0;f(x,0)=0;e £.(1,t)+ f(1,t) = 0.
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Solucéo analitica exata: Flx,t) =tx a—x*

EDP3 — Arvore da Solugéo Analitica Exata Obtida

File Edit View Insert Tools Desktop Window Help -

D HS | 3| AR PDEAL- (2| 0B =M

#Generations: 50
#Individuals: 50 |
UsedResources: 425
Best so far: 1336
Fitness: 0.000000
Depth: 5
Nodes: 9

uminus

EDP3: Solucdo

Figura 19: Exemplo 11 — Solucao da EDP3

A solucdo da EDP3 foi obtida no individuo 1336 (bestsofar), para uma
populacdo de 50 individuos e 50 geracdes. A solucdo analitica encontrada é a
exata e o fitness é nulo. A arvore de representacdo obtida € a mais parcimoniosa
possivel, com profundidade 5 (depth) e 9 n6s (nodes).

Deve-se ressaltar que todas as equacgdes diferenciais apresentadas nos
exemplos de 1 a 11 foram testadas na sub-rotina DSolver do programa
Mathematica e nas ODE-PDE-Solver Functions do programa Matlab. As seis
primeiras EDOs lineares, dos exemplos 1 a 6, foram solucionadas corretamente e
apresentaram solucdo analitica. No entanto, 0s programas ndo apresentam

solucBes exatas e analiticas para as EDOs e EDPs dos exemplos de 7 a 11, apenas
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produzem solugbes numéricas. Estes resultados sdo importantes, pois mostram a
potencialidade do método PGDA.

4.1.3

Solucdo da Equacéo de Schrédinger para o Atomo de He

4131

Introducédo ao Problema

A teoria da Mecénica Quantica teve em sua formulacdo uma grande
contribuicdo do fisico austriaco Erwin Schrodinger. De acordo com Schrddinger,
em decorréncia do carater dual da matéria (onda-particula), mesmo que uma
particula se mova em uma trajetoria definida ela sempre estara distribuida em todo
0 espaco como uma onda. Assim, uma onda na mecanica quéntica equivaleria ao
conceito de trajetoria na mecénica classica e seria representada por uma fungédo de
onda, y. A teoria de Schrodinger é expressa de forma geral pela seguinte equacéo
que leva o seu proprio nome:

h? L 0¥(u,t)
—%V Y(u,t) + V)P, t) = mT
No caso do atomo de He, que possui dois elétrons, conforme mostra a

Figura 20, temos a seguinte descri¢do dos componentes da equacdo geral:

Figura 20: Coordenadas do Atomo de Hélio

Onde,
f: Constante normalizada de “Planck’;
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m: massa do elétron;
(x1,¥1,21) e (x3,¥5,2,) : coordenadas dos elétrons 1 e 2;

u = (X1, Y1,21,%2, Y2, Z2)

r = (ry, Iy, Tq,): vetor de distancias;

r; =/ (x? + y? + z%), distancia do elétron 1 ao ndcleo;

r, =+ (x2 + y? + z2), distancia do elétron 2 ao nucleo;

riz =+ 0 — %)%+ (1 — ¥2)% + (21 — 2,)%;
ry,: distancia do elétronl ao elétron2;
¥: funcdo de onda; t: tempo; 4 = +/—1: nimero complexo;

V2Y = V¥ + V3W: laplaciano total

2’y 9%y 9y . 3
2 _gr , or or. .
Vi¥ = axg ay% + Pl laplaciano das coord. do elétron 1;
62
Viy = — R i 4 : laplaciano das coord. do elétron 2;
6x2 dy2 9z’
V(r) = e’ (——Z L4 )'ener ia potencial;
T 4meg r1 T2 ri2/ s1ap ’

e : carga do elétron; Z = 2: nimero atdmico do He; &,: permissividade.

Assumindo que as fungdes sdo separaveis, tal que

¥(u,t) = Y(u)e Evr

chega-se a forma estacionéria da equacdo de Schrédinger, independente do tempo:

— h—zvqu(u) + V(¥ (w) = E¥(w)
2m

Transformando-se os valores das diversas constantes em unidades atdmicas

(u.a.), pode-se obter uma forma simplificada:

onde,

(_;) V2¥(u) + V(r)¥(u) = E¥(u)

Y =W(u) = WY(xq,yq,21,X2, V2, Z2), funcdo de onda;

2
VAW = V29(y )_—+—+a—+—+—+

oz Pz tom e , laplaciano total;
1 2

V(r) = (— 22z E) : energia potencial em u.a. (Hartree);

51 2

E: energia total. Onde, no estado fundamental, E, = —2,90372437711 ....
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Fazendo,
H= (_?1) V2 +V(r) (operador Hamiltoniano)

e aplicando o operador hamiltoniano a funcdo de onda ¥, tem-se a conhecida

expressdo da equacdo de Schrodinger na forma estacionaria:

HY = EVP

Propriedades e CondicGes de Contorno da Funcédo de Onda W

i) ¥(0) = 0; a funcdo tende a se anular quando os elétrons tendem ao
ndcleo.

i) lim,_, 4+, ¥(u) = 0; a fungdo se anula no infinito.

iii) ¥ ¢ antissimétrica para a troca de elétrons.

iv) ¥ é continua e diferenciavel, pelo menos de classe C.

Portanto, o problema matematico que se coloca é obter a funcdo de onda v
que soluciona esta equacdo diferencial parcial, de segunda ordem, com seis
variaveis, onde ndo é possivel aplicar o método de separacdo de variaveis.

Além da notdria dificuldade matematica para a resolucdo do problema,
existem entraves conceituais que aumentam a sua complexidade. Segundo Brito
(2012), pelo principio de exclusdo de Pauli e o principio da incerteza de
Heisenberg elétrons sdo indistinguiveis, podendo ser trocados, e assim torna-se
impossivel uma solucdo exata da equacdo de Schrodinger para atomos
multieletronicos ou moléculas, devido a repulsdo intereletronica, devendo-se
tentar solucOes aproximadas. Solugdes aproximadas da equacdo de Schrodinger
indicam a energia de um estado particular, por exemplo, para o estado
fundamental ou para os estados excitados, em um atomo como um todo, mas ndo

para um especifico elétron.
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4.1.3.2
Solucdo Analitica da Equacéo de Schrodinger para o Atomo de Hélio

e Estimativa da Energia

Nesta subsecdo sdo apresentados os resultados obtidos pelo algoritmo
PGDA na tentativa de solucionar a equacdo de Schrodinger para o &tomo de hélio.
Muitas tentativas foram feitas, mas, infelizmente, ndo foi possivel obter uma
solucgéo exata para o problema. Contudo, algumas solucdes analiticas aproximadas
foram encontradas e estes resultados séo reportados a seguir.

Para facilitar a aplicacdo do algoritmo e produzir representagdes em arvore
mais parcimoniosas, foi necessario realizar uma transformacdo de coordenadas
que reduz o problema de seis para trés variaveis.* Apés a transformacdo o
problema é agora representado pelas distancias de cada elétron ao nucleo (ry e ry)
e pela distancia entre os elétrons (ri2), conhecido como termo de repulsdo.
Aplicando-se a mudanca de varidveis, o laplaciano original da equagdo de

Schrédinger pode ser igualado a seguinte expressao:

I O N i i i
ox? 0yl 0zF  ox: 0y} 0z
0°Y 2 0¥ (rit-ri+rs\ 0*W 0%W

S ()

2 oY <r22—r12+r122> 0%y 4 oY 0%y

_|_

+
71712 or,0ry, 0rf

— — —+2—
ry 01y T1T12 0r,0ry, 115 01y T

Substituindo-se o laplaciano acima na equagdo original, obtém-se a seguinte
expressao para a equacgédo de Schrodinger transformada:

-1
HY = (7> VY + V(Y =E¥Y =

—1) [821{1 2 0¥ <r12 — 77 +r122> 0%y 02‘{’] N

HY = (—
2 01,071, + ory

+_
or? 1 on 4710

* N&o se trata de coordenadas polares e nem esféricas, o desenvolvimento completo da
transformacéo de coordenadas pode ser visto em (David, C. W., 2009, p. 8.).
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(—1) 2 0% _(-rftrh) 0% 4 0w MW
2 /|r, or, 71712 01,01y, Ty 071 ord
2 2 1
[—— — 2+ —|w=gw
o T

Aparentemente o problema parece mais complexo, entretanto, agora se
reduziu a trés variaveis, ri, r2e riz,

Esta nova forma da equacdo de Schrodinger para o He foi implementada no
algoritmo PGDA de duas diferentes formas:

i) Na primeira, definiu-se uma medida de erro absoluto pela diferenca entre

o lado esquerdo e o direito da expressao, calculando-se o seguinte vetor:

e
Erro Absoluto = EA = ZT

+V()—E[=0

Caso se obtenha a verdadeira W, este vetor sera nulo, por definicéo.
Contudo, se desconhece o autovalor E. Uma opcao sugerida em (BRITO, 2012) e
em outros artigos € trabalhar com o valor experimental da energia em seu estado
fundamental, E, = —2,90372437711 .... Esta sugestdo foi aceita e assim tornou-
se factivel a definicdo de uma medida de aptiddo. Assim, 0 processo ocorre ao
longo das geracOes, da seguinte maneira: o algoritmo de PG gera as funcdes
(individuos) candidatas a W e a DA realiza os calculos das diversas derivadas do
laplaciano. Em seguida, o vetor de erros absolutos pode ser calculado e os
individuos avaliados. As medidas de avaliacdo (fitness) utilizadas, néo

necessariamente juntas, sao as seguintes:

= Soma dos Erros absolutos

Fit(SAE) = Z |{[<(—§) VZ‘P(ri)) /¥ + V() —E}|
i=1
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» Erro Absoluto Médio

Fit(MAE) = = ZI [((=2) v2w@n) o] +va - |

= Raiz do Erro Quadratico Médio

n

Fit(EQM) = %Z {[((—g) VZ‘P(ri)) /)] + V() — E)

i=1

2

i) Na segunda forma, calcula-se primeiramente a estimativa do vetor de

energia. Isto é,
-1

= |y AN
Vetor de Energia = VE = ( ) +V(r) =E

Caso se obtenha a verdadeira W, este vetor sera constante com todos 0s
elementos iguais a E. Portanto, o desvio padrdo do vetor de energia sera nulo.

Logo, esta era a medida de avaliacao natural a ser usada. Ou seja,

= Desvio Padrdo do Vetor de Energia

2

Fit(DPVE) = 12 ( Vzw(rl))/‘P(rl)]+V(rl)— }

Onde, E é a média aritmética dos elementos do vetor de energia estimado (VE).

A seguir sdo apresentados os resultados das solug¢Bes analiticas obtidas para
a EDP de Schrodinger para o atomo de hélio. Na arvore de representacdo da
solucéo de todos os casos, as variaveis independentes ry, r, e ry2 Sdo representadas

pelas variaveis Xi, X, e Xs.
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+ Caso 1: Solucédo da EDP de Schrodinger para He

Caso 1 - Solucdo Analitica Obtida por PGDA

1
¥ (ry,12,112) = sen (exp[Z . + exp(ry) + rip/exp[tan(ry) (ry + exp(r))]] )

1
X exp[+/12 + 0,5 —exp(r;2)] X Torm
2

Caso 1 — Arvore de Representacéo da Solugdo Analitica ¥

#Generations: 40
#Individuals: 600
UsedResources: 23300
Best so far: 19750
Fitness: 4.054e-008
Depth: 10

Nodes: 33

Fitness

maximum: 4.0544e-008
median: MaM

average: Mal

avg - std: MaM

0 avg + std: Mal

best so far: 4.0544e-008

log10ifitness)
M

-6

-8

0 20 40
generation

Figura 21: Resultados do Caso 1 da Equacéo de Schrodinger

A melhor solugdo da EDP foi obtida no individuo 19750 (bestsofar), para
uma populacéo de 600 individuos e 40 geracgdes. A solucdo analitica encontrada é
aproximada, com fitness baixissimo de 0,00000004054. A arvore de representacdo

obtida é pouco parcimoniosa, com profundidade 10 (depth) e 33 nds (nodes).
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« Caso 2: Solucédo da EDP de Schrodinger para He

Caso 2 - Solucao Analitica Obtida por PGDA

(V2 (r +2))
0,000135 log 2T exp(—r1y)

V(ry, 12, 112) =

GCRIEDNER

Caso 2 — Arvore de Representacdo da Solugdo Analitica W

#Generations: 50
#Individuals: 400
UsedResources: 11961
Best so far: 16645
Fitness: 0.000001
Depth: 11

Nodes: 41

Fitness

maximum: 1.0266e-006
0 median: MalM

average: Mal

avg - std: MNaM

avg + std: MaM

best so far: 1.0266e-006

log10(fitness)

-5

-6

o} 20 40 60
generation

Figura 22: Resultados do Caso 2 da Equacéo de Schrodinger

Ziuminus Zstimes

82

A melhor solucdo da EDP foi obtida no individuo 16645 (bestsofar), para

uma populacéo de 400 individuos e 50 geracgdes. A solucdo analitica encontrada é

aproximada, com baixo fitness de 0,000010266. A arvore de representacdo obtida

é de grande tamanho, com profundidade 11 (depth) e 41 nds (nodes).
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+ Caso 3: Solucéo da EDP de Schrodinger para He

Caso 3 - Solucdo Analitica Obtida por PGDA

1 (ry + 2,945) (r + 1, + exp(ry))
sen (10 (o + 2)) exp [‘ B
exp(riz) + riexp(ry)

Y(ry, 1, 1y2) =

Caso 3 — Arvore de Representacéo da Solugéo Analitica ¥

#Generations: 100
#Individuals: 250
UsedResources: 9226
Best so far: 16232
Fitness: 0.000001
Depth: 8

Nodes: 37

Fitness
300
maximum: 4 971e-007
250 median: 1.7445e-005
average: Inf
. 200} avg - std: Nal
w -
E 150k awg + std: MaM
= best so far: 4 971e-007
S 100f
g
801
0
_5[’] 1 1 1 1 ]
0 20 40 60 80 100
generation

Figura 23: Resultados do Caso 3 da Equacéo de Schrédinger

A melhor solugdo encontrada foi obtida com o individuo 16232 (bestsofar),
com populacdo de 250 individuos e 100 geracGes. A solugdo analitica é
aproximada e apresentou fitness de 0,000000497. A arvore de representacdo €

pouco parcimoniosa, com profundidade 8 (depth) e 37 nés (nodes).
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Embora as trés solucBes encontradas tenham registrado baixissimas medidas
de erro (os fitness), nenhuma delas é uma autofuncdo da equacdo de Schrddinger,
sdo apenas boas aproximacGes analiticas. Além disso, ndo satisfazem todas as
propriedades e condic¢bes de contorno exigidas pelo problema. Contudo, foram as

que apresentaram as melhores performances e deveriam ser apresentadas.

. Calculo da Energia Total para Atomo de He

Uma das finalidades da obtencdo da funcdo de onda (¥) que soluciona a
EDP de Schrodinger é poder calcular a energia total do sistema E. Uma vez que o
sistema esteja em estado estaciondrio, cada autovalor E define uma autofungéo e
uma possivel solucdo de equilibrio para o sistema. E importante entender que
(E=E,) é uma sequéncia de numeros reais e ndo uma funcdo continua, dai nasce o
termo quantum da Mecénica Quantica. Portanto, ndo € qualquer numero real que
pode representa-lo. Por esta razdo a estimativa da energia deve ser baseada em
algum valor conhecido de E. No caso do &tomo de hélio, o Unico valor de
referéncia conhecido é o valor experimental (E, = -2,90372437711...) para a
energia em seu estado fundamental. Ou seja, o0 valor da energia total minima do
sistema, que também é o menor autovalor associado a uma autofuncao ().

Isso implica dizer que, se procuramos uma funcao de onda que atenda aos
requisitos da equacdo de Schrddinger estacionaria atraves do célculo da sua
energia, entdo, a funcdo de onda candidata devera recuperar um valor de energia
minima (Eo) muito préximo do valor experimental acima citado.

Com base nestes principios, estimamos a energia minima usando as fungdes
de onda resultantes da solucdo da equacéo de Schrédinger por PGDA. Contudo,
para nossa surpresa, as trés melhores solucbes, apresentadas anteriormente, néo
produziram as melhores estimativas da energia minima. Outra solugdo, ainda ndo
reportada, apresentou estimativa bem superior as demais em termos de menor erro
relativo médio e baixo desvio padréo. Os resultados podem ser vistos no Quadro 4

mostrado a seguir:
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Funcdo de Onda Utilizada na Estimativa da Energia E,

0,373892
W (1,12, 112) = (1115) %2390 13 X

exp[—2,264805 (r,%7%*%° + 1 2879495) 1 0,353655( 1,3>%°>*"%)]

Quadro 4: Estimativa da Energia E, para o Atomo de He

Valor da Energia Valor . .
o ) _ Erro Relativo Desvio Padréao
Média Estimada  Experimental de

. Médio da Energia
Eg Eg

-2,90372437541 -2,90372437711 0,0000001% 0,21676

Este resultado foi obtido através da minimizacdo do desvio padrdo do vetor
de energia para 3.000 pontos, selecionados aleatoriamente, das coordenadas (X1,

Y1, Z1, X2, Y2, Z2) dos dois elétrons.
—1\g2
(F)v2w
y

Primeiramente derivou-se o laplaciano da equacdo de Schrodinger usando a

Vetor de Energia = VE = +V(r)=E

funcdo de onda (y) estimada pelo algoritmo de PGDA, com parametros genéricos.
Em seguida, utilizou-se os 3.000 pontos de (X1, Y1, Z1, X2, Y2, Z2) € 0S parametros
da fungdo de onda estimada para calcular o vetor de energia inicial. O proximo
passo foi entdo realizar o processo de otimizacdo. Ou seja, obter o vetor de
parametros da fungdo de onda (V) que minimizasse o desvio padrdo do vetor de
energia, sujeito a restricdo de que a média das energias fosse maior ou igual ao
valor da energia minima experimental Eo = -2,903744.

O resultado da estimativa média de (Ep) apresentou erro relativo quase nulo.
No entanto, o desvio padrdo ainda é muito elevado para que a fungdo de onda
estimada seja uma boa aproximacdo da verdadeira autofuncdo (V) associada ao

autovalor (Eo).
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4.1.4

Solucédo de Modelos com Especificacdo Arbitraria

Uma metodologia estatistica usualmente utilizada para estimar modelos
tedricos concebidos em diversas areas do conhecimento ¢ denominada de modelos
de regressdo. Comumente, em virtude do desconhecimento da verdadeira forma
funcional que determina a equagdo comportamental de interesse, os modelos sdo
especificados na forma linear classica e séo estimados pelo conhecido método de
minimos quadrados ordinarios. Este procedimento de modelagem, na maioria das
vezes ndo é recomendavel e ndo deve ser aplicado. Pois, as suas hipoteses basicas
sdo muito fortes e quase sempre ndo sdo verificadas pelos testes de diagndsticos.
Consequentemente, a sua indevida utilizacdo pode levar a erros grosseiros de
estimacdo estatistica e a analises causais completamente equivocadas.

Esta breve secdo apresenta um exemplo de como a metodologia de
programacdo genética com diferenciacdo automatica pode ser usada para auxiliar
na solucdo do problema e ser muito util a pesquisadores e usuarios deste tipo de
modelagem.

Suponha que a verdadeira relacdo estocastica entre as variaveis Y e X seja
dada pelo seguinte modelo linear:

Modelo Verdadeiro: vy, =5+ 0,2 X, +1,2sen(X,) +¢&; & ~N(0,02)

Simulando-se 200 observacdes para este modelo, tem-se o seguinte grafico

de dispersdo dos dados:

4 N\
Regl: Dispersdo (x, y)
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Sem o conhecimento do verdadeiro modelo, o grafico de dispersdo sugere
ao analista uma especificagdo linear simples. Procedimento este, usualmente
adotado em modelagem estatistica de regressdo. A partir desta avaliacdo visual, 0
analista menos experiente define e arbitra o seguinte modelo:

Yi=a+B X, +&; &~N(, %)

Entdo, uma vez estimados os coeficientes « e 0 problema estara resolvido
e a sua analise podera ser realizada. Para a estimacdo estatistica dos parametros,
geralmente é utilizado o conhecido método de minimos quadrados ordinarios, que
consiste na minimizacgdo da soma de quadrados dos residuos do modelo, ou seja:

n
min " (¥, - & = fX,)’
@k t=1

Isto ¢, obter @ e # que minimizem a soma de quadrados dos residuos da
estimacdo. Este problema de otimizagdo é resolvido calculando-se as derivadas
parciais da expressdo acima em relacdo & @ e £ e igualando-as a zero, com a
restricdo de que a matriz de segundas derivadas seja positiva definida.

Este método estd implementado em programas estatisticos e em planilhas de
calculos. Abaixo sdo apresentados os resultados da estimacdo de minimos

quadrados realizadas pelo programa estatistico EViews.

Modelo Linear Estimado: ?=518+0,195X

Dependent Variable: Y
Method: Least Squares

Sample: 1 200

Included observations: 200
Variable Coefficient Std. Error t-Statistic Prob.
C 5.184600 0.210017 24.68655 0.0000
X 0.195031 0.005397 36.13982 0.0000
R-squared 0.868359 Mean dependent var 11.98144
Adjusted R-squared 0.867694  S.D. dependent var 3.634111
S.E. of regression 1.321869  Akaike info criterion 3.405919
Sum squared resid 345.9726  Schwarz criterion 3.438903
F-statistic 1306.087  Prob(F-statistic) 0.000000

Os resultados do teste F indicam que o modelo estimado é altamente
significativo, com nivel de significancia inferior a 1%. Os resultados das medidas
R? e R%-adjusted corroboram com o teste e apresentam boa qualidade de ajuste. O

teste Jarque-Bera de normalidade dos residuos nédo rejeita esta hipdtese mesmo
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com niveis de significancia bastante elevados. Portanto, pela Otica da analise
estatistica de regressdo o modelo estimado estaria aprovado e pronto para servir a

uma eventual analise de causalidade entre as variaveis.

Teste de Normalidade dos Residuos

Series: Residuals
Sample 1 200
Observations 200

Mean 5.00E-15
Median -0.064533
Maximum 3.745691
Minimum -3.084040
Std. Dev. 1.318543
Skewness 0.165180
Kurtosis 2.957930
Jarque-Bera 0.924231
Probability 0.629950

No entanto, 0 modelo foi estimado com a arbitrariedade e imposi¢éo de uma
forma funcional por falta de op¢do metodologica. Teoricamente, 0 modelo deve

ser especificado de forma geral, ou seja:

Yi=fXs0) +&; EtNN(O;UZ),

onde f € uma funcdo desconhecida e € um vetor de parametros de valores e

dimenséo, ambos desconhecidos. O problema agora é obter as estimativas f e 8

que minimizem a soma de quadrados de residuos. Isto &,

n

min Y, — f(X,;6))% = min e?2
(f.m;“ Fs o) (f.m; t

A solucdo é dada pela resolucdo da seguinte equacdo diferencial parcial:
0¥t €7 _
20
Nesta situacao o algoritmo de PGDA pode auxiliar na solugéo do problema,

obtendo a f e @ que solucionam a EDP acima. De fato, seguem os resultados:
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Representacdo em Arvore do Modelo de Regressao Geral

File Edit View Insert Toecls Deskiop Window Help -

OB e | AT DRAL-|2|0E | am

#Generations: 100 I
#Individuals: 50
UsedResources: 323
Best so far: 4053
Fitness: 0.075718

Depth: 5
Nodes: 10
i
Figura 24: Resultados da Estima¢&o do Modelo por PGDA
Modelo Especificado por PGDA: Ypc =5+0,2X+1,2sen(X)
Regl: Grafico de Ajuste dos Modelos
20,0 ]
15,0 -
10,0 -
50 -
00
0 10 20 30 40 50 60
e y(x) =Y _linear ——Y pg

Figura 25: Comparacdao entre os Ajustes dos Modelos Estimados

Observe gue o modelo simulado foi recuperado na forma idéntica como foi
concebido, com a mesma forma funcional e os mesmos parametros. A melhor
solucdo encontrada foi obtida com o individuo 4053 (bestsofar), com populacdo
de 50 individuos e 100 geracOes. A solucédo € aproximada, pois 0 modelo original
¢ estocastico. A arvore de representacdo € a mais parcimoniosa possivel, com
profundidade 5 (depth) e 10 nés (nodes).
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O grafico acima mostra claramente a eficiéncia do método PGDA que
capturou o verdadeiro modelo na integra. Foram realizados 0s mesmo testes
estatisticos realizados para 0 modelo linear simples apresentado na primeira parte
do exemplo, e os resultados confirmam a significancia do modelo estimado pela
metodologia PGDA.

Diante do resultado obtido, conclui-se este exercicio com a convic¢do de
que a PGDA é uma metodologia alternativa para ser usada na especificacdo e

estimacdo de modelos de regressao.

4.2

Solucéo de Equacgbes Diferenciais Estocésticas por PGDA

Esta secdo tem a finalidade de apresentar um algoritmo computacional,
construido a partir das técnicas de programacdo genética e diferenciacdo
automatica, que é uma nova alternativa para solucionar equacfes diferencias
estocasticas (EDEs). O algoritmo foi desenvolvido com base nas premissas
teoricas do célculo estocastico de I1td e utiliza a PGDA para obter solucdes
analiticas para os problemas de EDEs. Dada & complexidade do tema, as equagdes
tratadas no texto se limitam a EDEs classicas, univariadas, e que satisfazem aos
teoremas de existéncia e unicidade de solugdo. A secdo apresenta-se dividida em
duas subsecOes, onde a primeira descreve estrutura de funcionamento do
algoritmo e apresenta exemplos de solugdes de EDEs tradicionalmente utilizadas
na modelagem de ativos financeiros. Na segunda subsecdo, utilizando-se o
algoritmo de PGDA para determinar a dindmica dos pre¢os do ativo-objeto, um
modelo de precificacdo de opcdes europeias é proposto e algumas aplicacdes séo

realizadas para o mercado brasileiro, com ac¢oes da Petrobras e da Vale.

4.2.1
Algoritmo de PGDA para Solucionar EDEs

O algoritmo apresentado nesta sec¢ao foi construido com a mesma concepgao
metodolodgica e estrutura geral de funcionamento descrita no Capitulo 3. Utiliza-se

do calculo estocastico de It6, visto anteriormente, para gerar solucdes analiticas de
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EDEs representadas na forma tradicional, abaixo apresentada. No entanto, com
algumas modificacdes e adaptacdes algoritmos similares poderdo ser elaborados
para modelar outros tipos de EDEs.

dX(t) = a(t, X(1)) dt + b(t, X(©)) dW(t); t e [0, T] (1)

Embora a estrutura geral de funcionamento do algoritmo ja seja conhecida,
faz-se necessario descrever os detalhes técnicos e procedimentos utilizados na
construcdo da solucdo de uma EDE. O processo de modelagem € realizado em
duas etapas que se descreve a seguir:

i) A primeira etapa consiste na especificacdo da EDE de interesse que,
diante de um problema real de modelagem, defronta-se com duas situacfes
distintas. A primeira, que facilita consideravelmente o processo de solucdo, ocorre
guando se conhece a priori a forma funcional e as demais propriedades
matematicas das funcdes que definem os coeficientes infinitesimais a(t, X(t)) e
b(t, X(t)). A segunda situacdo, comumente verificada na pratica, € quando ndo se
tem nenhuma informacdo sobre o modelo de EDE e apenas se conhece uma
especifica trajetoria do processo estocastico {X(t)}.

Portanto, com a finalidade de oferecer uma metodologia de especificagcdo
menos arbitraria, baseada somente nos dados observados e na teoria de calculo
estocastico, o algoritmo foi construido a partir desta segunda situacdo, mas
também permite que a modelagem seja realizada partindo-se de uma especificacéo
conhecida.

Com esse intuito foram elaborados dois codes matlab que funcionam de
forma simultanea, onde o primeiro executa a PG, gerando possiveis especificaces
para a EDE (individuos), e o segundo, utilizando-se da DA para a construcao das
medidas de avaliagéo, avalia as aptiddes (fitness) e seleciona a especificacdo de
melhor desempenho. Em virtude da técnica de diferenciacdo usual ndo poder ser
aplicada diretamente na equacdo de interesse e dada a impossibilidade de se
trabalhar com dados efetivamente em tempo continuo, os codes trabalham com
dados e equacges discretizadas em tempo continuo, obtidas através do método de
Euler ou Euler-Maruyama, ver (Pederson, 1995; Nicolau, 2000; Ait-Sahalia,
2002), e buscam solucgdes analiticas exatas que satisfacam ao teorema de It6. O
processo de especificacdo segue 0s seguintes passos: inicialmente, considera-se a
EDE de interesse na sua forma discretizada:
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Xy — Xy, = a(ti—l'xti—1) A+ b(ti—l'xti—1) (Wti - Wti—1) (7)
Onde,o = tO < tl < < tn

= T é uma particdo de [0, T]; e o intervalo detempo, A
T 7 = ~
= (t; —tj_1) = —, é suposto constante em toda a particdo.
n

Em seguida, com base nos pressupostos e exigéncias do teorema de Itd, os
codes realizam a escolha da transformacdo Y. = U(Xy), de maneira que se tenha a
seguinte forma discretizada para a EDE transformada:

Yo, — Yo, = a(tiig, X ) A+ b(tig, Xe, ) (W, — W) (8)

onde, pela formula de It6,

ou(t;, X ou t,X 2%U(t;, X
3ty X, ) = (alti ) + ( i tl) a(t;, Xy,) + % b?(t;, Xy,) €
- ou(t;, X¢.
Bt X,) = % b(t, X ).
t

Observe que, os coeficientes (& e b) e a trajetoria do processo de Wiener (Wy) da
equacdo (8) ndo sdo conhecidos. No entanto, decorre das propriedades deste

processo o seguinte resultado:

W, — W,
(W, — W,,_, ) ~Normal(0, 4) < Wy 1) = g,~ Normal(0, 1).

VA

Substituindo-se esta relacdo na equacao (8), obtém-se que

Yo =Yy, — a(ti—l'xti—1) A _
(6%, ) V3

Este resultado é de fundamental importancia, pois permite que os coeficientes

&, ~ Normal (0,1), Vt;. )

infinitesimais (4 e b) sejam estimados pelo método de méaxima verossimilhanca,
através maximizagdo da funcdo de log-verossimilhanga de ruidos normais padréo,

independentes, (&4). Ou seja,

(5,12)) = argmax {L(é,f) | tY, X)},
(a,b)

onde

nlog(2m) Z“: (Y, = Yo, —a(tip, Xe,_,)A)
2 )

L(3b|tYX)=— =
(@ b[eY.X) 26(ti-1, X)) A

sujeito as restricoes:
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ou(t;, X ou t,X aZU t;, X
a(ti, Xti) — (altl t ) + ( 1 tl) ( I’th) + j— a()(l% tl) bz(til Xti) e
- dU(t;, X
b(ti'Xti) = —(a)l( tl) b(ti,Xti).
t

Substituindo-se as restri¢des nos lugares de (& e b), tem-se um novo problema de
maximizacdo, onde o0s objetos da otimizacdo sdo agora os coeficientes

infinitesimais da EDE original. Isto €,

(ér B) = argmax {L(a, b | tr Yr X)},
(ab)

onde,
nlog(2m)

L@bltY,X) = ——

aU(ti_y, Xy, 1) oU(ti—1,Xy,_,) 0%U(ti—1, Xy ,) ., ’
n Yti _YtH oti_q = 0X;. . = (ti_l'Xtifl) + 2 aXtZ =< b (ti_l'xtifl) A
Z i- i-1

i=1 2 aU(tiJXti) z
Xy,

b(t;, Xy,)| A

Deve-se ressaltar que a estimagdo de maxima verossimilhanca® realizada
pelos codes de PGDA é uma valiosa ferramenta para a modelagem de equacdes
estocasticas, pois possibilita que equacdes com especificacbes parcialmente ou
totalmente desconhecidas sejam estimadas criteriosamente. Como € caso acima,
onde a transformacéo Y = U(X;) e os coeficientes infinitesimais a(t, X;) e b(t, X)
sdo fungbes continuas totalmente desconhecidas. Além disso, o0 uso do método de
méaxima verossimilhanca garante a metodologia de estimagcdo importantes

propriedades estatisticas assintéticas, como consisténcia, eficiéncia e normalidade.

= &, ~ Normal (0,1), Vt;. (10)

Outra restricdo que se coloca ao processo de estimacédo é que a hipdtese de
normalidade, definida na expressdo (9), deve ser atendida. Ou seja, 0s ruidos
estimados, de acordo com a expressdo (10), devem apresentar distribuicdo normal
padréo, sob pena de invalidacdo das estimativas obtidas. Para garantir que esta
hipdtese seja cumprida, o code de (fitness) exige que as seguintes medidas de

avaliacdo sejam satisfeitas:

® Para maiores informacBes sobre estimadores de maxima verossimilhanca para EDEs, veja
(Kloden, 1992; Hamilton, 1994; Campbell, 1997).
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n
1
€= HZ &, = 0; (média amostral)

i=1

=]

~

S; = (Sti — ?:)2 = 1; (desvio padrao amostral)

[y

i=

n (K-3)?
JB=—|A* +—| < %%, (5%;2gl) = 5,9915. (teste de normalidade)

6 4
A estatistica JB refere-se ao teste de normalidade de Jarque-Bera®, realizado ao
nivel de significancia de 5%. O teste indica que a hipdtese nula de normalidade de
(e4) ndo serd rejeitada, ao nivel de 5%, caso a estatistica calculada JB seja inferior
ao valor tabelado de 5,9915, obtido de uma distribui¢do qui-quadrado, com nivel
de significancia de 5% e 2 graus de liberdade. As estatisticas A e K sdo,
respectivamente, as estimativas amostrais dos coeficientes de assimetria e curtose
dos ruidos estimados.

Uma vez que as exigéncias acima sejam atendidas, e sabendo-se das
propriedades do processo de Wiener que (Wt; - Wt;i.;) ~ Normal (0, A), estimativas

consistentes da trajetdria deste processo podem ser obtidas a partir da trajetoria
estimada para o processo de ruido branco. Isto ¢, dado que (Wt; - Wti.;1) = x/Zsti,
implica na forma recursiva Wy, =v'A &, + W,_ . Ou, dado que (Wo = 0),
substituindo-se na forma recursiva tem-se a estimativa do processo como soma de

ruidos (erros), que é uma forma classica de representacéo de Wit;:
i
Wy, =vA Z €ty
k=1

Uma vez escolhida a transformacéo Y; = U(X;) e estimada a trajetdria de Wt;, 0s
coeficientes infinitesimais (4 e b) sdo reestimados para confirmar e revisar as
estimativas iniciais, usando-se, agora, a forma da equacédo discretizada (8). Com
isso, todos os componentes das EDEs original e transformada estardo
identificados e a etapa de especificagdo estard concluida com as seguintes

equac0es estimadas:

® Para maiores detalhes sobre o teste de normalidade de Jarque-Bera, indica-se (Bera, 1981;
Johnston, 1997; Morettin, 2004). No entanto, este é um teste classico e pode ser encontrado na
maioria dos livros texto de Econometria e Séries Temporais.
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Xti - Xti—l = é(ti_l, Xti—l) A + B(ti_l, Xti—l) (Wti - Wti—l) (ll)

Yo, — Yy, = 3(ti—1'xti—1) A+ g(ti—l'xti—J (Wti - Wti—1) (12)

ii) A segunda etapa consiste em obter a solucdo analitica da EDE original
(1), através da solucdo da EDE transformada pela formula de Itd, utilizando-se a
transformacdo Y; = U(X;) e os coeficientes infinitesimais estimados na etapa

anterior. Ou seja, o problema agora é obter a solucéo analitica da seguinte EDE:
dY(D) = &(t X(D) dt + b(t,X(0))dW,.

A solucdo do problema é obtida pela resolucdo da integral estocastica

jtdY(s) = J-tﬁ(s,X(s))ds + ftﬁ(s,X(s))dW(s).

A solucdo da integral do lado esquerdo, dado que Y(t) € uma funcdo continua e

diferenciavel, é simples e dada pela expressao:
t

f dY(s) = Y(t) — Y(0) = U(X(v)) — U(X(0)).

0
Onde X(0) = X, € a condicdo inicial, supostamente, uma constante conhecida.
As solucBes das intergrais estocasticas do lado direito, dada a complexidade do
calculo, principalmente o da integral de Itd, sdo obtidas em forma analitica, mas

de maneira que satisfacam as seguintes aproximacoes:
t i

5 A(ts, X ) + A(ts_1, X
fé(S,X(s))dszza(s ) ;(S 1 ts—l)A;

0 s=1
4

[ B X)W = ) Bltsor, X, (W, — W)

0
Logo, a solucdo aproximada para Y (t) é dada na forma discretizada por:
i -
altg, X;. ) +alts_1, X
YtiEYoJrz (ts Xt,) Z(S 1 Btsyq

i
)A + Z g(ts—li th_l)(wts - Wts—l)'
s=1

s=1

No entanto, a solucdo final gerada pelo algoritmo é analitica e em tempo continuo,
Y(t) = Y(0) + f(t,X(6), Wy),
onde f(t, X(t), W,) é uma func&o continua que determina e aproxima a solucéo dos

somatdrios acima, de tal forma que se obtenha uma solucéo exata para Y(t). Em
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seguida, a solucédo para X(t) é obtida através da funcdo inversa de Y(t) = U(X(t)),
conforme mostra o calculo abaixo:
X(0) = U™ (Y(©) = U™ (Y(0) + (5, X(©), Wy)) = h (t, X(s),Wt,X(O)).
Portanto, a solucdo exata da EDE é dada por:
X(t) = h (£, X(s), Wy, X(0)).
#
Com a finalidade de testar a metodologia acima descrita e de ilustrar o
algoritmo de solucdo, foram realizados alguns experimentos para modelos de

EDEs utilizados na modelagem de precos e retornos de ativos financeiros. Os

exemplos sdo apresentados a seguir.

4.2.2
Solucéo da EDE de MBG por PGDA - Exemplo 1

Neste primeiro exemplo apresenta-se um exercicio completo, com dados
simulados, que mostra todas as etapas da solucdo de uma EDE por PGDA. O
modelo escolhido para a simulacdo foi o Movimento Browniano Geométrico
(MBG), pela sua grande importancia na modelagem de séries financeiras. Este

modelo ja foi apresentado na secdo 2.4.3 e é especificado pela EDE (6), abaixo.
dX(t) = pX() dt + o X(t) dW(t) (6)

Onde, relacionando-se com a forma tradicional de EDE, tem-se:
a(t, X(t)) = u X(t), b(t, X(t)) = o X(t), tal que s >0e X(t)>0 vV t € [0, T].

Embora a solucéo desta equacéo ja seja conhecida, desenvolve-se a sua solucéo,
em rapidos passos, para facilitar o entendimento da aplicacdo que sera realizada
posteriormente.

Entdo, escolhendo adequadamente Y(t) = Log(X(t)) e aplicando-se a
férmula de 1t6, chega-se a seguinte EDE transformada:

2

dY(t) = <u - %) dt + o dW(0).
Onde,

a(t X)) = <},t —072> e b(tX(®) =o.
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Integrando dY (t), no intervalo [0, t], determina-se a solucdo para Y (t):
(52
Y(t) =Y(0) + (p. — 7) t+ o W(t).
Agora, aplicando-se a funcio inversa (Y~1(t) = Log™*(X(t)) = eY®), obtém-se

a solucdo final para X(t),

2
X(t) = X(0)exp {(u _ %) t+o W(t)},
onde X(0) = e¥Y(® ¢ a condic&o inicial do problema.

Portanto, a priori, ja se conhece a solucdo analitica da EDE do MBG.
Contudo, o exercicio é realizado com a finalidade de oferecer uma alternativa de
modelagem que seja Util para tratar o problema na forma crua como ele se
apresenta na pratica. Ou seja, sem nenhum conhecimento sobre a especificacdo da
EDE que representa a sua dindmica. Geralmente, o que se conhece, sdo apenas 0S

dados observados de uma Unica trajetoria do processo de interesse X(t).

Trajetdria Simulada da Solugdo da EDE-Movimento Browniano Geométrico
4[] T T T T T T T T

35 1

30+ 1

251+ 1

YWalor de Xt

20 1

15 , J

Xt = 20"EXP(0,075° + 0,5"W) |

1[’] 1 1 1 1 1 1 1 1
] 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 4 45

Tempo (4 Anos - 1000 cbservacdes - dt = 1/250)

Figura 26: Trajetoria do Processo Simulado de MBG

Para a realizacdo do exercicio os dados foram simulados por code Matlab,

através da funcdo “simBySolution”,” aplicada especificamente ao modelo de

" Os codes Matlab utilizados nas simulacées podem ser vistos na secdo 7.1 do apéndice.
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MBG. No processo de simulacdo foram definidos e utilizados os seguintes

parametros para a EDE geradora dos dados:

i) Modelo de MBG, EDE simulada: dX(t) = 0,2 X(t) dt + 0,5 X(t) dW(t)
com, condicéo inicial X(0) =20; n=0,2e 6 =0,5;

i) Numero de periodos ou observagdes: n = 1000;
iii) Variacdo infinitesimal do tempo: dt = A = 1/250 = 0,004; (constante)

iv) Intervalo de tempo considerado: [0, T] = [0, n*dt] = [0, 4]. (quatro anos de

dias Uteis, aproximadamente)
Os dados simulados para X(t) sdo apresentados no grafico da Figura 26.
Etapal: Especificacdo da EDE

Uma vez os dados conhecidos, a primeira etapa da solucdo da EDE por
PGDA ¢ a identificacdo e estimacdo dos componentes que especificam a equacao,
obtendo-se uma solugéo que satisfaca a expresséo (10).

Yo — Vo, — a (ti—l'Xti—1) A _

— = &, ~ Normal (0,1), Vt;. (10)
Bt X)) VB

Isto ¢, identificar e estimar a funcdo Y(t) = U(X(t)) e os coeficientes (& e b), com
A = 0,004, de tal forma que se tenha, pela razdo, uma trajetoria do ruido branco
normal padrdo. Com esta finalidade, dois codes de PGDA foram elaborados e

executados.® Os resultados sdo apresentados a seguir:

O resultado do code de PGDA, apresentado na arvore da Figura 27, indica

que a melhor solucdo para estimar a trajetoria do processo de ruido branco normal

Xti 31,4971
1,000288 X;,_, '

Onde, (Power = potenciagdo), (X; =X;)e (X; =X;,_,). Desenvolvendo esta

padrdo é dada pela expressao:

31,4971
l = log

e =1 ( X4 )
. = 98 1\1,000288 X,

expressdo e igualando o resultado & equacéo (10), tem-se que:

® Os dois codes elaborados para esta etapa de especificacdo da EDE sdo denominados de
PGDA_ESPCEDE e FITNESS ESPCEDE. O primeiro realiza o programa de PG e o segundo
avalia e seleciona o melhor individuo ou solucéo.
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ti )
0,031749 b(ti1, X, ) VB
"B Figure 2: Displaying GPLAB-tree found p— r— ] ol o0
File Edit View Inset Tools Desktop Window Help -
NEHdS | M| ARKODBDRL- 2|08 | O
o
#Generations: 25 |
#Individuals: 350 o TR
UsedResources: 2150 e T
Best so far: 4806 e e
: . e e
Fitness: 0.000016 Axidvide e dort
Depth: 5 f e
Nodes: 8 | 7 |
5
7 S
| e i
1 v \'\
1000288 el

Figura 27: Especificacdo Inicial da EDE de MBG por PGDA

Portanto, a igualdade acima sugere como estimativas inicias para 0s componentes

da EDE transformada, dY(t), os seguintes elementos:

DY = U(®) = Log(X(®));
0.000288  0.000288

ii) 2 (t, X(t)) = = o001 " 0,072;
s 0.031749  0.031749
iii) b(t, X(t)) = 7z = 507 = 0,501996.

Aplicando o diferencial de Itd, com os resultados acima, determina-se também as
estimativas iniciais para os coeficientes infinitesimais da EDE original, dX(t).
Ent&o, sabe-se que,

au(t, X au(t, X 1 0%U(tX
alt, X(v) = (tat ©) g{ (tgt)) a(t, X(t)) +§x% b2 (t, X(t)) e
- B aU(t, X(t))
b(t, X(t)) = T(t) b(t, X(t)).

Aplicando as derivadas parciais e substituindo as estimativas acima obtidas,
chega-se ao seguinte sistema:
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1 1
{f 0,072 = % a(t, X(t) — 2X(0)? b (t, X(t))

1
X(®)

Resolvendo o sistema, obtém-se as seguintes estimativas para os coeficientes:

 0,501996 = b(t, X())

A(t, X(t)) = 0,198 X(t) e b(tX(t) = 0,501996 X(t).

Portanto, as especificagdes iniciais estimadas para as EDEs dX(t) e dY(t) sdo:

dX(t) = 0,198 X(t) dt + 0,501996 X(t) dW(t)
dY(t) = 0,072 dt + 0,501996 dW(t).
Agora, apresenta-se a estimativa da trajetoria do processo de ruido branco

normal padréo (), obtida através da expressao

¢, =log I(L>31A971l _ 10g(x¢;)-10g(xy;_, )~ 000288].

1,000288 Xti—l - 0,031749

Conforme mostra a Figura 28, a trajetoria obtida apresenta valores aleatérios e
com configuragdo gréfica tipica de uma distribuicdo normal padrdo. A hipotese de
normalidade é confirmada pelo teste estatistico de Jarque-Bera, que aparece ao
lado do histograma. Observe que a estatistica calculada do teste é de 2,459581,
com p-valor (probability) de 0,292354, o que indica que a hipGtese de
normalidade da série estimada ndo pode ser rejeitada mesmo a niveis de
significancia bem elevados. Além do teste estatistico formal, verifica-se que o
histograma e as estatisticas amostrais, média, mediana, desvio padrao, assimetria e
curtose, corroboram com a hipotese de uma distribuicdo N(0,1). Contudo, estes
testes ndo garantem a hipdtese de ruido branco, para isso € necessario testar a

estrutura de autocorrelacao da série estimada.
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Trajetdria Estimada do Ruido Branco N(0, 1)

\_ Tempo J
120
1 Series: RB
Sample 1 1000
Observations 1000
100 - —
1 Mean -2.02e-17
1 [ Median 0.030143
80 Maximum 3.346331
Minimum -3.056572
Std. Dev. 1.000000
60 - | Skewness 0.005763
— Kurtosis 3.242687
Jarque-Bera 2.459581
40 1 Probability  0.292354
20 +
0 == ——— —
-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 28: Trajetoria de Ruido Branco e Teste de Normalidade

Teoricamente, um processo de ruido branco possui fungdo de autocorrelacdo nula
em todas as suas defasagens, pois, por definicdo, € uma sequéncia de variaveis
aleatdrias independentes e identicamente distribuidas. A Figura 29 exibe os
resultados da funcdo de autocorrelacdo dos ruidos estimados e as estatisticas (Q-
Stat) do teste de Ljung-Box®, usualmente utilizado para testar a hipétese de
nulidade de autocorrelagbes acumuladas ao longo de diversas defasagens. Os
resultados dos testes, aos niveis de significancia usuais, de 1% e 5%, néo rejeitam
a hipotese de nulidade das autocorrelagfes, individuais ou acumuladas, em todas
as defasagens apresentadas no grafico. Em outras palavras, os testes indicam que
ndo ha evidéncia empirica para rejeitar a hipétese de ruido branco para a trajetéria

estimada.

° Para maiores detalhes sobre o teste de Ljung-Box, indica-se (Hamilton, 1994;
Morettin, 2004). No entanto, este € um teste classico e pode ser encontrado na
maioria dos livros texto de Séries Temporais.
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Sample: 1 1000
Included observations: 1000

Autocorrelation Partial Correlation AC PAC Q-Stat Prob

1 -0.0718 -0.018 03264 0568
2 0054 0053 32140 0200
3 -0.021 -0.019 326408 0303
-0.020 -0.034 45444 0337
-0.009 -0.008 46190 0464
-0.0711 -0.008 47358 0578
-0.012 -0.012 48719 0.676
0.031 0030 58334 0666
9 00324 00326 700287 0636
10 0008 0004 7FOG67 0719
11 -0.006 -0.009 71030 0791
12 0.042 0.044 88749 0714
12 -0.029 -0.024 97344 0715
14 0014 0009 99212 07E7
15 -0.029 -0.023 10758 0770
16 0.023 0023 11.316 0790
17 -0.041 -0.041 13037 0734
15 0013 0.008 13204 0779
19 -0.0231 -0.026 14177 0772
20 -0.019 -0.025 14564 0801
21 0018 0017 14892 0828
22 -0.006 -0.003 14928 0865
23 -0.026 -0.030 15629 05871
24 00328 0034 17111 0844
25 -0.040 -0.0322 18741 0809
26 -0.024 -0.032 19333 0822
27 -0.034 -0.028 20526 0805
25 -0.066 -0.065 25034 0626
29 0027 0031 25779 06837
30 -0.019 -0.020 26124 0668

=== 2"S==
B

5
5}
T
a

=
o S L IR e —

= Clem =om — = = — ooem e —m — e = = = - — oo o e - o

Figura 29: Correlograma e Testes de Ruido Branco

Uma vez testada e aceita, utilizou-se esta estimativa para estimar a trajetoria
do processo de Wiener (Wt), através da relacdo abaixo. Os resultados obtidos sdo
mostrados na Figura 30.

i i

Wti = '\/K Z /S\tk == Wti = 4/ 0,004 Z /S\tk

Trajetoria Estimada do Processo de Wiener - Wt

Tempo

Figura 30: Trajetoria do Processo de Wiener Estimada por PGDA

Uma vez identificada a funcdo Yy, = Log(X;,) e estimada a trajetoria do
processo de Wiener (Wti), 0 proximo passo foi obter a especificacdo final para a

EDE transformada dY (t), atraves da estimacao da sua forma discretizada. Isto e,
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Yt' -

i tiog ﬁ(ti—l'xti-J A+ B(ti—l'Xti-1) (Wti - Wti—1)
Esta segunda estimativa tem a finalidade de confirmar ou revisar as
estimativas iniciais dos coeficientes (& e b) e concluir a etapa de especificacio.
Fazendo DY, = (Y, —Y,,_,) € DW,, = (W, —W,,_ ) pode-se escrever a
equacéo discretizada da seguinte forma:
DYy, = a(ti—1,X¢_,) X 0,004 + b(ti_4,X;,_,) DWy, = G(ti_1, X¢,_,, DW,).
Para solucionar o problema, aplicaram-se os codes de PGDA de forma a
obter a funcdo G que minimiza a soma de quadrados dos erros de estimagédo. Ou
seja,
n
min Z[DYti — G(ti_1, Xe_, DW)]”.
i=1
A funcdo G estimada pelos codes de PGDA é dada pela arvore da Figura 31
e apresenta soma de quadrados dos erros quase nula, conforme pode ser observado
nos resultados do Fitness (Best so far). A variavel X1, que aparece na arvore,
representa a variavel DWti. Assim, a funcdo G estimada tem a seguinte forma
analitica:

G(ti—1,X¢,_,, DWy,) = 0,07240 X 0,004 + 0,50198 DW,,
Dai, as novas estimativas para os coeficientes infinitesimais de dY (t) séo:
A(LX(H) = 0,0724 e  b(tX(t) = 0,50198.

Comparando com as estimativas iniciais, as diferencas s&o muito pequenas e
certamente ndo afetam os resultados obtidos anteriormente. Revisando as

estimativas dos coeficientes da EDE original, obtem-se:

a(t, X(t)) = 0,19839X(t) e b(tX(t)) = 0,50198 X(t).
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B Figure 2 Displaying GRLAE-tree found  — " R )
File Edit  View Insert Teols Desktop  Window  Help -
D de | b | S5 OB A- @ 0E| =

#Generations: 25
#Individuals: 200
UsedResources: 1062
Best so far: 2795
Fitness: 0.000000

Depth: 3
Nodes: 7
Fitness
10
maximum: 6.6613e-017
median: 717 004
] average: 46358 2599
avg - std- -118442 22
o avg + std: 211158.7398
= best so far: 6.6613e-017
=
= -5
=
=
=
-10
—15
-20
0 10 20 30

generation

Figura 31: Especificacdo Final da EDE de MBG por PGDA
Portanto, conclui-se esta etapa com as seguintes especificagdes para as EDEs em

tempo continuo:

dX(t) = 0,19839 X(t) dt + 0,50198 X(t) dW(t)
dY(t) = 0,0724 dt + 0,50198 dW(t).

Etapa 2: Solucéo da EDE especificada por PGDA

Nesta etapa € obtida a solucdo analitica exata da EDE especificada na etapa
anterior, seguindo-se a metodologia descrita na secdo (4.2.1). Em linhas gerais,
aplica-se a integracdo estocastica na especificacdo estimada para dY(t), obtendo-
se a solucdo analitica para Y(t) e, em seguida, por inversdo, obtém-se a solucdo
final para X(t). Para isso, foram elaborados dois codes de PGDA que executam o

seguinte procedimento para a solucdo:

Obter a funco f(t, X(t), W(t)) que soluciona o seguinte problema,

min Z[Yti - Yo — f(ti'Xti;Wti)]z

onde,
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i
A+ Z B(ts_l’th—l)(Wts - Wts—1)
s=1

Uma vez obtida a fungio f(t, X(t), W(t)), a solugio para X(t) é obtida pela fungéo

inversa de Y/(t) = U(X(t)), conforme mostra o célculo abaixo:

X(0) = U™ (Y(©) = U~ (Y(0) + f(t, X(©), W) = h (t,X(s),Wt,X(O)).

Este é um procedimento geral e que pode ser usado para obter a solucdo de

qualquer EDE tradicional com especificacdo conhecida. Aplicando os codes de

PGDA ao exemplo em desenvolvimento, com A

= 0,004, Yti = lOg(Xti), Y(O) =

log(20), &(t, X(1)) = 0,0724, b(t,X(t)) = 0,50198 e a trajetoria estimada de W,

obtém-se os resultados apresentados na Figura 32.

B Figure & Displaying GPLAB-tree found.

| T

File Edit  View Insent  Took Deskop  Window

i B L -

#Generations: 25
#Individuals: 200
UsedResources: 1084
Best so far: 1202

Fitness: 0.000000
Depth: 3 |
Nodes: 7 s Finess

-5

log10fftness)

-10

-15

-20

Help -

A 0DE =aQ

maximum: 4 996e-017
n- 15 7704
average: 1614 5424
avg - std. -1107.785
awg + std- 4336 8697
best so far- 4 996e-017

0 10 ED)
generation

30

Figura 32: Solucdo da EDE transformada de MBG por PGDA

Conforme os resultados acima, onde X1 =t e X2 = W(t), a funcéo f é

estimada com baixissimo nivel de erro e apresenta a seguinte forma linear:

f(t,x(t),\TV(t)) = 0,0724 t + 0,50198 W(b).

Portanto, a solucdo exata estimada para Y(t), em tempo continuo, esta

determinada e é dada por

Y(©) = Y(0) + f(t, X(t), W(t)) = log(20) +

0,0724 t + 0,50198 W(t).
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Dado que Y(t) = log(X(t)), aplicando a funcdo inversa, chega-se a solucao
analitica e exata para a EDE original especificada,
X(t) = 20 exp{0,0724 t + 0,50198 W(t)}.

Portanto, aqui se encerra a etapa 2, com a apresentacdo da solucéo final do
problema de interesse, onde se mostrou todas as fases da modelagem de PGDA na
solugdo de uma EDE tradicional. No entanto, deve-se ressaltar que, esta etapa
somente deve ser realizada quando a EDE especificada na etapa anterior nédo
possuir solugdo analitica conhecida, caso contrério, ela é totalmente dispensével.

#

Dando prosseguimento ao exemplo, apresenta-se a seguir algumas analises
pertinentes sobre os resultados obtidos. Inicialmente, comparando a solucéo
obtida por PGDA com a solucgéo tetrica da EDE utilizada para a simulagdo dos
dados, dada por X(t) = 20 exp{0,075 t + 0,5 W(t)}, verificam-se pequenas
diferencas entre os parametros propostos na simulagéo e os estimados por PGDA.
No caso do coeficiente da tendéncia, o erro absoluto € de 0,0026, o que representa
um erro relativo de aproximadamente 3,5%. Para o parametro da volatilidade, o
erro absoluto é de 0,00198 e o erro relativo € de, aproximadamente, 0,4%. Dois
fatores podem ter contribuido para estes erros: o primeiro diz respeito ao processo
de simulacdo da variavel X(t) que, embora tenha sido realizada com base nos
verdadeiros parametros da solugdo exata proposta, ndo necessariamente preserva
estes valores na trajetdria simulada. Isto ocorre, principalmente, em virtude da
dificil tarefa de simular uma trajetdria para o processo de Wiener que satisfaca a
todas as suas propriedades basicas.

O segundo fator tem haver com o tamanho do intervalo de tempo (dt) e 0
nimero de observacdes ou pontos utilizados na modelagem, que, no caso da
estimacdo de processos em tempo continuo, sdo aspectos determinantes da
qualidade das estimativas. No entanto, acredita-se que este ndo seja o problema,
pois em toda a modelagem trabalhou-se com o pequeno intervalo de (dt = 0,004) e
amostra com 1000 observagdes ou pontos.

Portanto, o mais provavel é que o problema seja proveniente dos dados
simulados para X(t), mas devemos considerar que este € um risco que se corre
quando se necessita modelar um fendmeno de dindmica temporal com o
conhecimento de apenas uma trajetéria do processo estocastico. Em termos

praticos, muitas vezes ndo se tem a opcdo de ter dados de boa qualidade
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estatistica, produzidos por fontes responsaveis, e em numero suficiente que
garantam uma boa modelagem. Entretanto, as diferencas entre os parametros séo
pequenas e ndo devem afetar substancialmente os resultados.

Para avaliar a qualidade das estimativas obtidas, realizou-se uma analise
comparativa entre os dados simulados, os resultados da solucdo de PGDA, e 0s
resultados obtidos por estimacdo numérica, realizada através do metodo de
aproximac&o de Euler. Para obtenc¢do dos resultados da solu¢do numérica utilizou-
se 0 code disponivel no programa Matlab, préprio para estimacdo de EDE de
MBG, e que executa o método de aproximacdo de Euler através da funcao
“SimByEuler”.*°

A Figura 33 apresenta a trajetoria da solu¢do simulada e as trajetorias das
solugdes obtidas por PGDA e pelo método numérico com aproximacdo de Euler.
As trajetorias sdo muito préximas, se sobrepdem, que em termos visuais ndo é
possivel perceber as diferencas e avaliar os tamanhos dos erros. Para facilitar a
andlise, foi elaborada a Figura 34 que mostra os graficos das diferencas entre
trajetdria simulada e cada uma das estimativas realizadas.

Observa-se que a solugcdo de PGDA, por ser uma solucdo exata, apresenta
erros mais bem comportados e bem inferiores aos registrados pela aproximacéo de
Euler. Para avaliar as suas magnitudes, algumas medidas de erro foram calculadas

e sao apresentadas no Quadro 5.

19 Um resumo do code Matlab é apresentado na se¢do 7.1 do apéndice. O método de aproximagao
de Euler é um método classico e de referéncia na estimacdo de equagdes estocasticas em tempo
continuo. Para maiores detalhes, sugere-se consultar as referéncia indicadas anteriormente para o
método de discretizacdo.
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EDE-MBG: Trajetoria Simulada e Solugbes por PGDA e SimByEuler

40 T T T T T T T T
Xt - Trajetoria Simulada
15 Xt - Solugdo simByEuler
B Xt - Solugdo PGDA 7
=
L4
= -
5
=
10 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5
Tempo (4 Anos - 1000 observagoes - dt = 1/250)
Figura 33: Trajetoria Simulada e Soluc6es por PGDA e SimByEuler
EDE-MBG: Diferengas entre Trajetéria Simulada e as Solugdes
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Figura 34: Diferencas entre a Trajetdria Simulada e as Solugfes
Quadro 5: Medidas de Erro e da Qualidade das Estimativas
Medida de Qualidade X(t) - Trajetoria X(t) - Trajetoria estimada
da Estimativa® estimada por PGDA por simByEuler
MAPE (%) 1,154E-08 0,485481
MAE 2,551E-09 0,120871
REQM 2,927E-09 0,180460
R? 0,9999999 0,998902

X Embora ja sejam conhecidas, faz-se necessario informar o significado das abreviaturas
apresentadas na primeira coluna do quadro: MAPE, erro percentual absoluto médio; MAE, erro
absoluto médio; REQM, raiz do erro quadréatico médio; e R?, coeficiente de determinacdo entre a
trajetoria simulada e a respectiva estimativa.
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De uma forma geral, os resultados mostram que as duas solucdes
apresentam boa qualidade de estimativa, com MAPE abaixo de 0,5% e R? muito
préximo da unidade, o que indica uma forte aderéncia dos dados estimados aos
produzidos pela simulacdo. Cabe destacar que, as medidas de erro derivadas da
estimacdo por PGDA sdo bem inferiores as derivadas da estimagdo por
aproximagcéo de Euler.

No entanto, esta andlise é muito agregada, focada somente no erro da
estimativa final, e ndo avalia outros aspectos fundamentais da modelagem. Para
melhor entender e avaliar a dindmica de fenémenos estocasticos deve-se
considerar que a solucdo de uma EDE ¢é dividida em duas partes, uma
deterministica e outra aleatéria. A parte deterministica representa a tendéncia
(drift) do processo e a parte aleatoria a sua incerteza ou volatilidade. No exemplo
que estamos tratando a solucdo obtida € a de um modelo multiplicativo e, nestes
casos, as componentes de tendéncia e volatilidade aparecem multiplicadas na
solugdo. Decompondo as solugdes da EDE simulada e a obtida por PGDA, tem-

se:
X(t) = Trends(t) x Vs(t)
onde,
Trends(t) = 20 exp{0,075 t}, tendéncia da solucdo da EDE simulada, X(t); e
Vs(t) = exp{0,5 W(t)}, volatilidade da solu¢édo da EDE simulada, X(t).
X(t) = Trend(t) x V(1)
onde,

Trend(t) = 20 exp{0,0724 t}, tendéncia da solucio de PGDA, X(t); e

V(t) = exp{0,50198 W(t)}, volatilidade da solucio de PGDA, X(t).
A Figura 35 apresenta dois graficos que comparam e mostram a evolucdo das
tendéncias e volatilidades ao longo do tempo. Diferente da Figura 33, onde 0s
efeitos destas componentes se misturam e se compensam, gerando erros quase
nulos e imperceptiveis, nestes graficos observa-se claras diferencas, mesmo que
pequenas, entre as componentes simuladas e as estimadas por PGDA. Portanto, a
forma mais adequada de comparar os resultados da solucdo simulada aos da
solucéo obtida por PGDA ¢ através da analise isolada de cada componente, a qual

¢ apresentada a seguir.
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EDE - MBG: Tendéncias Simulada e Estimada por PGDA
23 T T T T T T T

Trend Simulada
b= o Trend Estimada por PGDA .
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EDE-MBG: Volatilidades Simulada e Estimada por PGDA

16l “olatilidade Simulada a
| ------ Wolatilidade Estimada por PGDA

o 0.5 1 1.5 ped 25 3 3.5 4
Tempo (4 Anos - 1000 observagdes - dt = 1/250)

Figura 35: Comparac¢des das Tendéncias e Volatilidades

Comparando a tendéncia do modelo simulado, supostamente verdadeira,
com a tendéncia estimada por PGDA verifica-se uma pequena diferenca de
inclinacdo, resultante da diferenca de 0,0026 entre o coeficiente proposto (0,075)
e o coeficiente estimado (0,0724). Em virtude das tendéncias terem a forma
exponencial, a diferenca entre elas tende a aumentar ao longo do tempo. No
entanto, a diferenca entre os coeficientes ndo chega a afetar significativamente os
resultados. Conforme mostra o Quadro 6, a diferenca entre as tendéncias apresenta
medidas de erro dentro de padrdes aceitaveis, com MAPE de 0,52%, MAE de
0,13 e REQM de 0,15.

Quadro 6: Medidas das Estimativas da Tendéncia e da Volatilidade

Medidas de Qualidade da Comparacéo entre Comparacéo entre
Estimativa Tendéncias Volatilidades
MAPE (%) 0,518201 0,532822
MAE 0,126901 0,005215
REQM 0,150333 0,005969
R2 0,999998 0,999805

Comparando as volatilidades, verifica-se que as trajetdrias apresentam
comportamentos com dindmicas muito semelhantes, a estimativa de PGDA

consegue capturar com grande similaridade a volatilidade simulada, o que é
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confirmado pelo elevado R? de 0,9998. Além disso, as medidas de erro sdo muito
baixas e certificam a boa qualidade da estimativa, com MAPE de 0,53%, MAE de
0,005 e REQM de 0,006.

Outra questao importante na analise deste tipo de modelagem é poder testar
a significancia dos parametros estimados. No entanto, as propriedades estatisticas
do estimador de PGDA ndo sdo conhecidas e, por esta razdo, ndo ha como
determinar o erro padrdo das suas estimativas a partir da abordagem classica da
inferéncia estatistica, como geralmente e feito em metodologias de estimacao
paramétrica.

Porém, neste tipo de situacdo, ou em casos de dificil determinacdo da
distribuicdo de probabilidade do estimador ou do erro padrdo, a alternativa mais
indicada € o método de Bootstrap, desenvolvido por (EFRON, 1993). O objetivo
principal do metodo, embora seja utilizado para outros fins, & estimar a
variabilidade e o erro padrdo de um estimador reamostrando, com reposigéo,
observacBes da propria amostra utilizada na estimacdo. Este método esta
disponivel no programa Matlab, com funcdo de mesmo nome, e foi utilizado para
calcular os erros padrao e gerar as estatisticas de teste que possibilitaram testar os

coeficientes da tendéncia e da volatilidade da solugdo estimada por PGDA*,

Quadro 7: Erros Padrao e Testes para Tendéncia e Volatilidade

Componente da Coeficiente Erro Padréo Estatistica-t e
-Valor
Solucéo de PGDA Estimado por Bootstrap | por Bootstrap
Tendéncia 0,07240 0,00287 25,24158 0,00000
Volatilidade 0,50198 0,00645 77,79998 0,00000

O Quadro 7 apresenta os resultados dos erros padrdo, calculados pela
técnica de Bootstrap, onde se utilizou 10.000 reamostragens dos erros de
estimacdo de cada uma das componentes. Com estes resultados, foram calculadas
as estatisticas-t e o P-valor normal para cada um dos testes. Analisando 0s
resultados, verifica-se que os coeficientes estimados sdo fortemente significativos,
com baixos erros padrdo, onde a hipotese de nulidade de cada um é rejeitada pelo
respectivo teste-t, com baixissima probabilidade de erro, quase nula, conforme

12 Um exemplo do code Matlab para Bootstrap é apresentado na se¢do 7.1 do apéndice.
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mostra o p-valor. Aproveitando os erros padrdo, foram calculados intervalos de
confianca de (95%) para os coeficientes de cada componente, os resultados sdo 0s
seguintes: I.C. de 95% para o coeficiente da tendéncia [0,06678 0,07802]; e I.C.
de 95% para o coeficiente da volatilidade [0,48933 0,51463]. Com estes
intervalos, temos um teste formal, com nivel de significancia de 5%, que nao
rejeita a hipotese de igualdade entre os coeficientes usados na simulagdo e 0s
coeficientes estimados pela solugédo de PGDA. Basta observar que os intervalos
contém os respectivos coeficientes usados na simulacdo, que sdo 0,075 e 0,5.
Portanto, as diferencas entre os coeficientes ndo sdo estatisticamente significativas
e sdo, provavelmente, provenientes da aleatoriedade dos dados.

Com base nos resultados obtidos e nas analises realizadas, concluimos este
exemplo com a convic¢do de que a metodologia desenvolvida pode ser uma
possivel alternativa para a solucdo de EDEs desta natureza. Contudo, para tentar
chegar a uma conclusdo mais definitiva e robusta sobre a sua qualidade, foram

desenvolvidos mais alguns exercicios, cujos resultados sdo apresentados a seguir.

4.2.3
Solucéo da EDE de MBG por PGDA - Exemplo 2

Neste segundo exemplo apresenta-se um exercicio similar ao realizado no
Exemplo 1, mas com algumas modificacdes que, teoricamente, devem produzir
resultados menos expressivos que 0s obtidos anteriormente. O objetivo do
exercicio é testar o desempenho da metodologia quando, com 0 mesmo problema
de EDE, se aumenta intervalo de tempo (dt) e se diminui 0 nimero de pontos ou
periodos observados.

Para a realizagdo do exercicio, utilizou-se a mesma EDE solucionada no
Exemplo 1: dX(t) = 0,2 X(t) dt + 0,5 X(t) dW(t); com a mesma condicdo inicial
X(0) = 20; definida no mesmo intervalo [0, T] = [0, 4]; mas com intervalo de
tempo maior, o dobro do anterior, dt = A = 1/125 = 0,008; e com menor numero
de observacgdes, n = 500, que é metade do utilizado anteriormente. Para que 0s
resultados pudessem ser comparaveis, 0s dados utilizados sdo uma subamostra de
500 observacdes, selecionadas sequencialmente, uma a cada duas observagdes, da
amostra de 1000 observacdes simuladas para o Exemplo 1.
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A solucéo teorica da EDE € a mesma, X(t) = 20 exp{0,075 t + 0,5 W(t)}, e os

resultados obtidos por PGDA sdo os seguintes:
i) EDE especificada: dX(t) = 0,21102 X(t) dt + 0,52894 X(t) dW(t);
i) Solucdo obtida: X(t)= 20 exp{0,07113t + 0,52894 W(t)}.

As Figuras 36 e 37 mostram, graficamente, a boa qualidade das estimativas,
mesmo quando realizadas com maior intervalo (dt) e menor numero de
observacbes. O Quadro 8 apresenta as medidas de erro, as quais sdo levemente
superiores as medidas apresentadas no exemplo anterior. Contudo, a perda de
qualidade da solucédo geral e das componentes de tendéncia e volatilidade é muito
pequena. Verifica-se, como no Exemplo 1, um melhor desempenho da solucdo de
PGDA em relacdo a solucdo por aproximacao de Euler, com erros bem menores.
Os erros padrao dos coeficientes infinitesimais da tendéncia e da volatilidade séo
maiores que os obtidos no exemplo anterior, mas sdo suficientemente pequenos
para garantir a significancia destes coeficientes, com elevado nivel de confianca.
Portanto, o exemplo mostra que o aumento do intervalo (dt) e a reducdo do
numero de observacgdes afetam a qualidade da solucdo de PGDA, mas de maneira
bem mais suave do que era esperado. Isto talvez ocorra pelo fato da metodologia
trabalhar com derivadas que independem do tamanho do intervalo.

EDE-MBG: Trajetdria Simulada e Solugdes por PGDA e SimByEuler
40
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¥t - Solucdo SimByEuler
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Erros da Solucio simByEuler |
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Tempo (4 Anos - 500 observacdes - dt = 0.008)

Figura 36: Trajetdrias das Solucbes por PGDA e SimByEuler
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EDE - MBG: Tendéncias Simulada e Estimada por PGDA
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EDE-MBG: Volatilidades Simulada e Estimada por PGDA
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Figura 37: Comparacdes entre Tendéncias e Volatilidades
Quadro 8: Estatisticas da Qualidade das Estimativas e Testes
Componente da Coeficiente Erro Padrdo por Estatistica-t por p-Valor
Solugdo de PGDA Estimado Bootstrap Bootstrap
Tendéncia 0,07113 0,00402 17,70653 0,00000
Volatilidade 0,52894 0,00948 55,81136 0,00000

Medida de Qualidade @ Trajetoria estimada = Trajetdria estimada | Comparagdo das Comparagdo das

da Estimativa por PGDA por simByEuler Tendéncias Volatilidades
MAPE (%) 3,181E-05 0,483684 0,770018 0,778021
MAE 7,056E-06 0,120543 0,188580 0,007863
REQM 8,185E-06 0,179917 0,223408 0,009209
R2 1,000E+00 0,998912 0,999996 0,999566

4.2.4
Modelagem dos Precos da Agcao PETR4 - Exemplo 3

Neste exemplo, diferente dos anteriores, apresenta-se uma aplicacdo da
metodologia de PGDA a um problema real, onde o modelo de EDE é totalmente
desconhecido. A aplicacdo é desenvolvida na tentativa de se obter uma
especificacdo e a solucdo analitica para a EDE que representa a dindmica dos
precos de uma particular acdo do mercado financeiro. A série temporal escolhida

para o exercicio foi a de precos nominais da PETR4, acéo preferencial nominativa
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(PN), pertencente a Petréleo Brasileiro S.A. — Petrobras, e uma das principais

acoes negociadas na Bolsa de Valores de Sdo Paulo — BM&FBovespa.

4 N\
Prec¢os da Agao da Petrobras - Petr4

(em RS - Fechamento - adj)

- J

Os dados utilizados na modelagem sdo precos nominais de fechamento (adj-
ajustado), com periodicidade diaria, coletados junto ao banco de dados da
BM&FBOVESPA, e disponiveis para o periodo de 03-jun-2000 a 30-dez-2014,
conforme mostra o gréafico acima*®. Contudo, em virtude dos diferentes momentos
de conjuntura econémica e politica, nacional e internacional, ocorridas ao longo
deste periodo de 15 anos, passando pela crise internacional de 2008, a série
disponivel, completa, apresenta evidéncias claras de mudancas estruturais do
processo estocastico, que alteraram a sua tendéncia e a sua volatilidade. Por estes
motivos, que complicam demasiadamente o processo de modelagem, decidiu-se
trabalhar com dados mais atuais, referentes ao periodo dos ultimos cinco anos, de
04-jan-2010 a 30-dez-2014, com um total de 1195 observacdes diarias, conforme

mostra a Figura 38.

3 Precos de fechamento ajustados sdo pregos que sofrem ajustes em fungdo do volume de
operagdes realizadas, onde sdo ponderados os efeitos de possiveis sobrevalorizagdes ou
desvalorizacbes especulativas para casos de pagamentos de dividendos ou de operacfes de
desdobramento e agrupamento.
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Precos Nominais Diarios da A¢dao da Petrobras - Petr4
(em RS - Fechamento - adj)

- J
200
Series: PETR4
Observations 1195
160 - —
Mean 20.37126
Median 19.56000
120 4 Maximum 33.77000
Minimum 9.180000
Std. Dev. 4.687168
80 Skewness 0.655183
Kurtosis 3.308702
40 | Jarque-Bera  90.24010
Probability 0.000000
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Figura 38: Precos Nominais Diarios de Fechamento da PETR4

Tratando-se de um fendbmeno com comportamento desconhecido, faz-se
necessario obter algum conhecimento empirico que dé suporte analitico aos
resultados obtidos no processo de modelagem. Por isso, uma breve analise
estatistica dos dados é necessaria.

Analisando o grafico da série e as estatisticas descritivas, para o periodo
considerado, verifica-se uma clara tendéncia de queda dos pregos, decaindo do
valor maximo de R$33,77, registrado em 6-jan-10, para o valor minimo de
R$9,18, registrado em 15-dez-14. O que representa em termos relativos, uma
queda de 72,8% no valor da acdo. O preco médio é de R$20,37, com desvio
padrdo de R$4,69, o que implica em um elevado coeficiente de variagdo de 23%.
Os coeficientes de assimetria e curtose, de 0,655 e 3,309, respectivamente,
retratam a ndo normalidade dos dados, a qual € confirmada pelo teste Jarque-Bera,
com estatistica de 90,24, rejeitando a hipotese com elevado nivel de confianca.

Embora o processo estocastico de interesse seja 0 preco da acao, na maioria
dos casos, principalmente para aqueles que atuam no mercado de a¢fes, 0 maior
interesse é pela modelagem do retorno ou, como usualmente se trabalha, do

log(retorno). Pois, com isso, € possivel a avaliar o risco e a rentabilidade esperada
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quando se aplica na especifica agdo. Contudo, ao se obter a solucdo da EDE do
precgo, naturalmente se terd a equacgéo do retorno.

Para a realizacdo do exercicio foram definidos e utilizados os seguintes
parametros para a solu¢do da EDE na forma tradicional:

i) Modelo de EDE: dX(t) = a(t, X(t)) dt + b(t, X(t)) dW(t)

onde, X(t): € o preco da agdo PETR4 no tempo t;

i) Condicéo inicial: X(0) = 33,6; pre¢o da agédo em 04-jan-2010;

iii) Nimero de periodos ou observacdes: n = 1195;

Iv) Variagéo infinitesimal do tempo: t; — ti.; = A = 0,004; (constante)

v) Intervalo de tempo: [0, T] = [0, 5] (aproximadamente, cinco anos de dias

ateis).

Os procedimentos utilizados na modelagem seguiram 0s mesmos passos da
metodologia apresentada nos exemplos anteriores, ou seja, primeiramente se
realiza a especificacdo da EDE e, em seguida, determina-se a solucéo final.

Aplicando-se os algoritmos de PGDA aos dados observados, obteve-se na
primeira etapa, apos a estimacao das trajetdrias do ruido branco e do processo de
Wiener, a seguinte estimativa para a especificacdo discretizada da EDE

transformada, que € conhecida como a equacéo dos log-retornos:

onde,

Y, =log(Xy); &, =—0,01043t;***"*%; A=0,004;

by, = \/ 0,0000144 + [0,07331 (W,,_, — W,,_,)" +0,90405|bZ | ;

com 130 = 0,000186; e \Tvti : € a estimativa do processo de Wiener.

Interpretando o0s coeficientes estimados, observa-se que o coeficiente da
parte deterministica, &, = —0,01043 t;>**'®* indica que a média condicional
dos log-retornos ndo é nula, como esperado, é negativa, mas converge para zero

ao longo do tempo, conforme mostra o grafico abaixo.
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Média Condicional dos Log-retornos da PETR4
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Figura 39: Média Condicional dos Log-Retornos da PETR4

O coeficiente estimado da parte aleatoria, ﬁti, ¢ determinado, em seu quadrado,

por uma forma auto-regressiva com o seu passado imediato. Onde, a sua
atualizacdo no tempo depende da variagdo passada ocorrida no processo de
Wiener. Desenvolvendo-se a equacgéo, desde o seu valor inicial, pode-se mostrar
que, de forma ponderada, o coeficiente acumula toda informacéo das variagdes
ocorridas no processo de Wiener até o tempo imediatamente anterior. Além disso,
quando aplicado & equacdo, adiciona a variacdo do processo ocorrida no mesmo
momento do tempo.

A especificacdo e estimacao deste coeficiente, na sua forma recursiva, como
foi obtida, é de fundamental importancia na explicacdo das varia¢fes ocorridas na
série de dados, tanto no logaritmo dos retornos, quanto nos pregos da PETR4. A
determinacdo deste coeficiente na modelagem de PGDA ndo foi de simples
obtencdo e foi perseguido com muita expectativa, ndo por fatores técnicos da
método de solucdo, pois o algoritmo, com poucas geracdes e populagédo
razoavelmente pequena, rapidamente obtém solucéo de baixo erro. O problema foi
obter uma solucgéo justificavel e que atendesse aos aspectos tedricos minimos da
modelagem de precos e retornos em financgas. A expressao obtida é consistente e
compativel com as usadas nos diversos modelos do género, ver (Bollerslev, 1986,
1994; Hamilton, 1994; Campbell at al., 1997).

Ao calcular a variancia condicional da equacéo de log-retornos, verifica-se

que este coeficiente ganha grande importancia. Pois,

O-%i = Var[(log(Xti) - log(Xti—1)) |Xti—1] = (Bti)z Var(Wti - Wti—1) = B%iA
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ou,
gy — =2
G2 = 0,0000144 A + [0,07331 (W,_, — W) +0,90405]b,,_,A; &

6% = 0,0000144 A + [0,07331 (W,_, — W,_,)" +0,90405|6%_,.

Ou seja, a menos do intervalo infinitesimal de tempo, os coeficientes 'ﬁtzi e ﬁti sdo,
respectivamente, a variancia e o desvio padrdo condicional dos log-retornos,
denotados em financas de volatilidade. A Figura 40 apresenta o comportamento
da volatilidade estimada por PGDA ao longo do periodo em analise. Uma das suas
funcOes e apontar os “fatos estilizados” ou pontos que registram valores bem mais
elevados e destoantes dos demais. O conhecimento destes pontos é de
fundamental importancia para a analise financeira, pois permite identificar e
avaliar os efeitos de choques, positivos e negativos, sobre o log-retorno dos pregos
da agdo-objeto. Consequentemente, toda medida de analise de risco de retorno

desta agcdo devera esté associada a sua volatilidade.
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Figura 40: Volatilidade Estimada para os Log-Retornos da PETR4

Este parametro ainda serd analisado, mais adiante, e comparado com as
volatilidades estimadas por outros modelos.

Com relacdo a estimativa do processo de Wiener (\Tvti), esta pode ser vista
na secéo 7.3 do apéndice.

Uma vez concluida a etapa de especificacédo, a proxima etapa foi a aplicacéo
do algoritmo de PGDA para obter a solugdo continua da EDE. Ou seja, obter a

solugéo do seguinte problema:
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dY(t) = 3 (t) dt + b(t) dW(t)
Aplicando-se integracdo estocastica, a solucdo tedrica do problema é dada

por:

f 4Y(s) = log(X(1)) — log(33,6) = f S(o)ds + j "B AW ().

A primeira integral ndo necessita ser solucionada por PGDA, pois é uma integral
de Riemann de simples solugéo. Logo,

t t
f i(s)ds = f —0,01043 s7048195ds = —(,02014 £0-51805,
0 0

A segunda integral € um caso particular da integral de It6 que ndo possui solucéo
fechada conhecida. Portanto, o resultado apresentado a seguir € a melhor

aproximagcao continua que se conseguiu por PGDA para a integral. Ou seja,

1—0,904045%\ __
W(t).

t ~
j b(s) dW(s) = \/ 0,00015 + 0,00037
0

Somando os resultados das duas integrais e aplicando a funcao exponencial & Y(t),

chega-se a seguinte expressdo para a solugdo continua, aproximada, da EDE:

1—o3t

X(t) = X(0) exp Bltﬁz + \/ oy + oy < > W(t) (13)
onde,
Xo = 33,6 (Cl); B1 =-0,02014; B, = 0,51805; a1 = 0,00015; o, = 0,00037; e
az = 0,904045.

Além desta solucdo, pode-se obter uma solucdo discretizada para a EDE através

da férmula aproximada da integral de 1t6. Segue que,

(1) = X(0) exp {Bltﬁz + f "Bis) aw(s) }

onde,

t S _ _
f b(s) dW(s) = Y by, (W, — W)
0 i=1

Da EDE especificada na forma discretizada, tem-se que:
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by, = \/ 0,0000144 +[0,07331 (W,_, — W;_,)" +0,90405| b7,

Logo, a solucdo da EDE na forma discretizada é dada por:

i
X, = 33.6 exp{—0,02014 £°180% 4 Z be_, (W, — \Tvtk_l)} (14)
k=1

onde, i=1,2,..,n.
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Figura 41: Solucao de PGDA para a PETR4

A vantagem de se ter e utilizar a solugéo discretizada € que ela captura com
maior precisao as fortes variacdes registradas pela serie de dados, pois estes séo
observados de forma discreta. Contudo, fora dos pontos da discretizagdo, esta
solucdo ndo pode ser usada e a solucdo continua é a melhor alternativa para
predicdo e previsdo dos dados, embora apresente comportamento bem mais suave
que o da solucdo discretizada.

A Figura 41 compara o resultado da solucdo discretizada obtida com os
dados originais dos precos da acdo PETR4. O resultado apresenta uma boa
qualidade de ajuste, com baixas medidas de erros, conforme serd mostrado mais
adiante. Contudo, é necessario decompor a solucdo em suas componentes de
tendéncia e volatilidade para se avaliar melhor a qualidade do resultado obtido.
Usando as notagdes de T, para a tendéncia, e de V, para a volatilidade total, a
solugdo discretizada foi decomposta e as expressfes e o0s resultados sao

apresentados a seguir.
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Xti:: T¥i><\ki

onde,
Ty, = 33,6 exp{-0,02014 {51805y ¢
i
Vti = exp Z Btk—l (Wtk — Wtk—l)
k=1
onde,

by, = \/ 0,0000144 + [0,07331 (W,,_, = W,,_,)" +0,90405| b _,

com by = 0,000186: € i = 1,2, ..., n.

Conforme mostra a Figura 42, a tendéncia estimada tem a forma
exponencial e decai fortemente ao longo da série. Apresenta uma boa qualidade de
ajuste, posicionando-se bem ao centro dos dados e indica ser uma boa
representacdo para a media incondicional dos precos da PETRA4.
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Figura 42: Tendéncia e Volatilidade Total para a PETR4
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Retirando-se a tendéncia dos dados, que ¢ a parte deterministica da solucéo,
sobra a parte aleatdria e de maior complexidade de modelagem. Observe que, pelo
fato do modelo ser multiplicativo, a amplitude de variagcdo da volatilidade total
estimada é bem inferior ao da série como um todo. No entanto, ela mostra-se
claramente ndo estaciondria na variancia e, por ser expressa em exponencial,
oscilando crescentemente em torno da média 1. Isto corrobora com a
especificacdo do modelo obtido, pois ao aplicarmos o logaritmo aos dados ainda
teremos um comportamento crescente e oscilante, mas agora em torno da média
zero. Isto é, muito semelhante ao comportamento de um processo de Wiener.

A proxima etapa da modelagem foi testar a significancia dos coeficientes
estimados para as componentes da solugédo, o Quadro 9 apresenta estes resultados.

Quadro 9: Estatisticas de Erro Padrdo e Testes — PETR4

Componentedo Estimativado  Erro Padrao Estatistica-z

Modelo Coeficiente por Bootstrap = por Bootstrap PRV
Tendéncia
B -0,02014 0,00136 -14,77918 0,00000
B2 0,51805 0,01045 49,56432 0,00000
Volatilidade Total
bo 0,000186 0,0000541 3,43634 0,00060
01 0,000014 0,0000031 4,66733 0,00000
o)) 0,073311 0,0113750 6,44488 0,00000
03 0,904045 0,0131200 68,90649 0,00000

De acordo com as estatisticas acima, todos os coeficientes das equacbes da
tendéncia e da volatilidade total séo significativamente diferentes de zero, com
elevado nivel de confianga, conforme atestam as estatisticas-z e os p-valores. Com
isso, as equacdes estimadas e os resultados obtidos possuem significancia
estatistica™.

Apds a validacdo do modelo estimado, o proximo passo foi comparar a
solucdo obtida por PGDA com outras metodologias. Trés modelos usualmente

utilizados na modelagem de precgos de ativos financeiros foram estimados para a

% Os erros padréo calculados por Bootstrap foram obtidos nas especificas equacdes de tendéncia e
volatilidade em logaritmos.
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comparagdo. Os modelos sdo os conhecidos ARCH, GARCH e EGARCH™, ver
(Bollerslev, 1986, 1994; Campbell at al., 1997; Morettin, 2004).

Os resultados das estimativas dos trés modelos e mais a solu¢do de PGDA
sdo apresentados na Figura 43. Observa-se que as trajetorias das estimativas se
confundem com a serie observada, mostrando que os quatro ajustes sd@o de boa
qualidade e conseguem reproduzir com baixo erro o comportamento dos pregos da
PETRA4.
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Figura 43: Estimativas dos Modelos para os Pre¢cos da PETR4

O Quadro 10 confirma a similaridade entre as estimativas dos modelos,
onde se verifica medidas de erro muito baixas e com magnitudes muito préximas.
O coeficiente de determinacdo (R?), entre cada uma das estimativas e a série da
PETR4, mostram a forte correlacdo das estimativas com os dados originais e
confirmam a boa qualidade dos ajustes. Os resultados das estimativas e testes
realizados na estimacdo dos modelos ARCH, GARCH e EGARCH séo

apresentados na se¢do 7.3 do apéndice.

1 As siglas ARCH, GARCH e EGARCH significam, respectivamente, (Autoregressive
Conditional Heteroskedasticity), (Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity) e
(Exponential Generalized Autoregressive Conditional Heteroskedasticity)
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Quadro 10: Estatisticas das Estimativas dos Modelos — PETR4

Modelo
Estatistica
PGDA ARCH GARCH EGARCH
MAPE (%) 1,73465 1,74883 1,74836 1,74813
MAE 0,33737 0,33543 0,33530 0,33521
REQM 0,45607 0,45497 0,45480 0,45483
R? com PETR4 0,99053 0,98865 0,98862 0,98863
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Figura 44: Estimativas das Volatilidades dos Modelos para a PETR4

Para finalizar o exemplo, estimou-se a variancia condicional dos log-
retornos ou volatilidade pelos trés modelos e comparou-se com a volatilidade
estimada por PGDA. Os resultados sdo apresentados na Figura 44 e mostram forte
correlagdo entre as volatilidades estimadas pelos modelos e a volatilidade
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estimada por PGDA. Nos casos dos modelos GARCH e EGARCH os
coeficientes R? sdo de 0,9960 e 0,9784, respectivamente. Apenas a volatilidade
do modelo ARCH ¢é que difere um pouco, mesmo assim apresenta R* de 0,8296.

Portanto, com base nos resultados apresentados, concluimos o exemplo com
a certeza de que a solucdo de PGDA é uma alternativa bastante satisfatoria para
ser usada na modelagem dos pregos da acdo PETR4. Pois, além de apresentar
baixas medidas de erro, coeficientes significativos e boa qualidade de ajuste, seus
resultados sdo equiparaveis aos dos reconhecidos modelos ARCH, GARCH e
EGARCH.

Além dos trés exemplos apresentados, um quarto exemplo foi desenvolvido,
onde se obtém a solucdo por PGDA para os precos da acdo da VALES5,
pertencente & empresa VALE S.A.. Embora os resultados obtidos sejam
significativos, a modelagem é repetitiva e segue 0s mesmos passos da realizada
para a PETR4, por isso, decidiu-se ndo apresentar o exemplo nesta subsecédo e
reportar os seus resultados na secdo 7.4 do apéndice.

Considerando a qualidade dos resultados obtidos nos exemplos, concluimos
esta subsecdo acreditando que a metodologia desenvolvida por PGDA ¢é
consistente, promissora € uma boa alternativa para a solucdo de problemas de
EDEs do tipo abordado.

4.2.5
Modelo de Precificacdo de Opc¢des Europeias por PGDA

Nesta secdo é apresentada uma breve aplicacdo da metodologia de PGDA na
tentativa da precificacdo ou apregcamento de opgdes europeias. O objetivo do
exercicio ndo é o de se aprofundar e discutir questdes tedricas de finangas sobre o
tema, mas sim de tentar mostrar que a metodologia de PGDA pode ser uma
alternativa viavel para este fim. O modelo que sera proposto difere dos demais
modelos existentes, basicamente, na forma de definicdo e especificacdo da
equacéo diferencial que rege a dindmica dos precos do ativo-objeto. Para testar a
metodologia proposta, foram realizados alguns exercicios com as acdes PETR4 e
VALES.
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4251

Conceitos Béasicos sobre Opcdes

Nesta secdo € apresentada uma breve introducdo dos conceitos béasicos e
defini¢bes sobre contratos de opcdes, necessarios ao entendimento do modelo de
precificagdo proposto. Os conceitos apresentados e os demais utilizados na secéo
foram retirados de (Hull, 1997; Marins, 2004; AIUBE, 2013).

Um importante segmento dos mercados financeiros é conhecido como

mercado de derivativos. Contudo, 0 que sao derivativos?

Definigdo 1: Derivativos

Derivativos sdo contratos ou ativos negociados no mercado a vista, em
bolsas de valores, cujos valores derivam do comportamento ou posi¢do de outro
ativo subjacente, denominado de ativo-objeto. Sdo classificados em contratos
futuros, a termo, opcdes, operacdes de swaps etc.

Definicéo 2: Opcao

Um importante segmento do mercado de derivativos é o mercado de opcoes.
Conceitualmente, uma opgdo é um contrato que da ao seu detentor um direito
sobre o objeto da negociacdo, mas ndo uma obrigacdo. Um contrato de seguro é
um bom exemplo de opc¢do. O segurado tem o direito de ser ressarcido de um
sinistro, mas ndo tem qualquer obrigacdo, a ndo ser o pagamento do prémio do
seguro, o qual é efetuado no ato da contratacdo. As negociacdes de opcbes sobre
acOes e outros tipos de ativos sdo realizadas, no Brasil, na BM&FBovespa. As
opcdes sdo classificadas em opcbes de compra (call) e de venda (put).
Dependendo da forma de negociacdo, sdo classificadas nos tipos europeias,
americanas e exoticas. No Brasil temos, além das citadas, um tipo especial, misto
de opcao europeia com americana, chamada de opcao do tipo brasileiro. Na tese

nos limitamos a trabalhar com as op¢des do tipo europeia.

Definicéo 3: Opc¢des de Compra (Calls)
Tipo Europeia: Neste tipo, o comprador do contrato de opg¢do, denominado

de Titular, tem o direito de comprar o ativo-objeto pelo preco de exercicio
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contratado, mas somente na data de vencimento do contrato. No entanto, néo e
obrigado a exercer o seu direito.

Preco de Exercicio (PE): preco contratado do ativo-objeto, no ato da
negociacdo, pelo qual o Titular pode exercer o seu direito.

Preco a Vista (PVt): preco do ativo-objeto no tempo t, varia de valor no
periodo do contrato [0, T]. Em t = 0 é chamado de preco inicial eemt =T é
chamado de preco a vista no vencimento do contrato. E de fundamental
importancia, pois define a rentabilidade da opc¢éo e influencia nas decisdes dos
Titulares.

Tipo Americana: Neste tipo o Titular tem o direito, mas ndo a obrigacéo, de
comprar 0 ativo-objeto, pelo prego de exercicio contratado, e em qualquer data

entre o inicio e o0 vencimento do contrato.

Definicéo 4: Opc¢oes de Venda (Puts)

Tipo Europeia: O Titular do contrato de opcao, tem o direito de vender o
ativo-objeto pelo preco de exercicio contratado, mas somente na data de
vencimento do contrato. No entanto, ndo € obrigado a exercer o seu direito.

Tipo Americana: O Titular tem o direito, mas ndo a obrigagéo, de vender o
ativo-objeto, pelo preco de exercicio contratado, e em qualquer data entre o inicio

e 0 vencimento do contrato.

Definicéo 5: Preco da Opcéo

O preco da opcdo é o valor ou prémio que o Titular paga ao vendedor
(Lancador) da opcéo, Call ou Put, pelo direito de exercer a compra ou a venda do
ativo-objeto. Observe que, ao se comprar uma opg¢do, ndo se estd comprando o
ativo-objeto e sim um direito de compra.

Lancador: é o vendedor do contrato de opg¢do. Recebe o prémio, pago pelo
Titular, e passa a ter somente a obrigacdo de vender o ativo-objeto (no caso de

Call), pelo preco de exercicio, e de comprar (no caso de Put).
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Definicédo 6: Ganhos e Perdas na Negociacédo de Calls e Puts —

Opcoes Dentro, No e Fora do Dinheiro

Dentro do Dinheiro (In-the-Money): sdo opg¢des que possibilitam ao Titular
exercer com ganho o seu direito de compra ou de venda da opc¢éo. Ou seja, Calls
com PV acima do PE e Puts com PV abaixo do PE.

No Dinheiro (At-the-Money): sdo opc¢des que tornam o Titular indiferente
em exercer ou nao o seu direito de compra ou de venda da opc¢do. Ou seja, Calls e
Puts quando PV =PE.

Fora do Dinheiro (Out-of-the-Money): sdo opg¢des em que o Titular tera
prejuizo se exercer o seu direito de compra ou de venda da opc¢do. Ou seja, Calls
com PV < PE e Puts com PV > PE.

O Problema da Precificagdo de Opcdes

4 N\

PV

PF

/

n e P\/ —— PE T

Conforme mostra o grafico acima, o problema da precificacdo de uma opc¢éo pode
ser visto como um problema de previsdo do prego a vista, feita na data inicial do
contrato, com horizonte para a data de vencimento. Isto é, qual serd o PV do
ativo-objeto na data de vencimento da op¢do? Qual sera a diferenca entre PV e PE
na data do vencimento? Portanto, quanto se deve pagar, hoje, por um direito que
sera realizado no futuro e ao preco PE? Qual é o valor justo e como determina-lo?

Estas sdo questbes que o modelo de precificacdo tentara respondé-las.
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4.2.5.2

Modelo de Precificacdo de Opc¢des Europeias

A formulacdo do modelo que serd apresentado segue as mesmas premissas
teodricas de finangas, adotadas na maioria dos modelos precificagdo de opcdes,
mas com diferente hipotese para a EDE que determina a dindmica dos precos do
ativo-objeto. Esta diferenca torna o modelo mais geral, mas pode ocasionar maior
dificuldade no processo de estimacdo. No entanto, podera produzir resultados

mais realistas e precisos. O modelo é definido sob as seguintes hipoteses:

Hipdteses do Modelo

H;i. A dinamica dos precgos do ativo-objeto é determinada pela seguinte EDE
na forma tradicional:
dP(t) = a(P(t), t) dt + b(P(t), t) dW(t)

onde,
P(t) : preco nominal da acdo-objeto, evidentemente, positivo para todo t;
dP(t) : variacdo instantanea do prego da acdo-objeto;
a(P(t), t): tendéncia ou Drift do modelo;
b(P(t), t): coeficiente do processo de difusdo dW(t), positivo para todo t;

W(t): € o processo de Wiener.

H,. O retorno esperado do ativo-objeto é igual a taxa de juros livre de risco.
Considerada conhecida e constante durante todo o periodo de maturagdo. Ou seja,

neutralidade ao risco.

Hs. N&o hé custos de transacdo ou impostos. Também ndo ha pagamento de

dividendos durante o periodo de maturacdo da opcéo.

H,. Os ativos sdo infinitamente divisiveis e as transagdes ocorrem de forma

continua ao longo da vida da opgéo.

Hs. O mercado é eficiente no sentido de ndo admitir oportunidade de

arbitragem sem risco, conforme sugere a hipotese 2.
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He. A opcéo precificada € do tipo europeia.

Com base nas hipoteses acima, a féormula de calculo do prémio justo de uma

opcao de compra do tipo europeia é dada pela seguinte expressao:

Co(P(T), T, PE) = €~ T E(Max{[P(T) - PE], 0})
Pode-se entender a formula acima como sendo: o valor da opg¢do de compra,
com taxa de juros livre de risco (r), contratada na data inicial (0), com vencimento
na data (T) e preco de exercicio (PE). Usando a paridade existente entre calls e

puts, pode-se expressar a valor da op¢éo de venda da seguinte forma:

Vo(P(T), T, PE) = Co(P(T), T, PE) — [Po - PE €7 ']

Que tem leitura semelhante a da call, ou seja, valor da op¢do de venda
europeia, com taxa de juros livre de risco (r), contratada na data inicial (0), com
vencimento na data (T) e preco de exercicio (PE).

Analisando as férmulas definidas para a call e a put, verifica-se que ambas
dependem da equacdo do preco do ativo-objeto (P(T)) para que sejam factiveis de
calculo. Isto é, cada equacdo determina uma especifica formula de calculo para
calls e puts. Portanto, ndo existe um modelo geral que possa ser usado,
corretamente, para todos os tipos de comportamentos de precos de ativos.

Utilizando as solugcbes continuas obtidas por PGDA para 0s precos das
acOes PETR4 e VALES, equac6es (13) e (15), impondo as hipoteses do modelo as
equacOes de preco e modificando a notacdo de (X para P), chega-se as seguintes
expressdes para as formulas das calls e puts®®:

i) Férmulas dos valores da call e da put para PETR4, utilizando a equacéo

continua, eq (13), estimada por PGDA:

o2(T) T

Co(P(T), T,PE) = P,€ 2 &(z,) —PE€ T d(z,).
1-— 0,904045T>

onde, 0?(T) = 0,00015 + 0,00037 <

T
Py 2 Po
B In (ﬁ) + (rT+0%(T) T) B In (ﬁ) + 1T
TN = oo

1% 0 desenvolvimento matematico da determinacéo das formulas de calls e puts é apresentado na
secdo 7.5 do apéndice.
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®: é a funcdo de distribuicdo acumulada da N(O, 1). Abaixo, usando a
paridade, tem-se a formula da put.

o2

(M'T
V,(P(T),T,PE) =PE@~ T d(—z,) — P, [1—€ 2  @(z)|.

i) Formulas dos valores da call e da put para VALEDS, utilizando a equagéo
continua, eq. (15), estimada por PGDA: (as formulas sdo semelhantes as obtidas

para a PETR4, com diferenca somente na formula da variancia).

62(T) T

Co(P(T),T,PE) = P,€ 2z ®(z,) —PE€ T d(z,).
1 —0,86878T
onde, 6%(T) = 0,000152 + 0,00025 —
In (&) + (rT+0%(T) T) In (&) +rT
. — " \PE _ "\PE
! o(T)VT 27 G(TIVT

®: é a funcdo de distribuicdo acumulada da N(0, 1). Abaixo, usando a

paridade, tem-se a férmula da put.

Vo(P(T),T,PE) = PE€~ T ®(-z,) — P, [1 — e@ CD(zl)l.
#
A seguir, utilizando as formulas de calls e puts, acima definidas, apresenta-
se um exercicio de precificacdo de opcdes, para opgdes europeias cujo ativo-
objeto s@o as acdes PETR4 e VALES. Foram selecionadas do banco de dados da
BM&FBovespa vinte opgdes, das quais, dez sdo opcdes da Petrobras e dez da
Vale, sendo cinco opgdes de compra e cinco opgOes de venda de cada empresa.
Para comparar os resultados obtidos pelo modelo de precificacdo, que utiliza as
equacOes de preco estimadas por PGDA, utilizou-se modelo de Black & Scholes
na sua forma tradicional, com volatilidade constante, e uma variante que utiliza
volatilidade variavel e estimada pelo modelo GARCH. Como Proxy para a taxa de
juros livre de risco (r), utilizou-se a taxa de juros Selic de 12,25% a.a que, junto
com o CDI, sdo as taxas frequentemente utilizadas neste tipo de exercicio.
Os resultados sdo apresentados nos Quadros 11 e 12, um para a precificacdo
de opgdes de compra e o outro para opcOes de venda. A parte superior de cada
quadro apresenta as informac6es bésicas do contrato de op¢éo, necessérias para o
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seu entendimento e para a aplicagdo dos modelos de precificacdo. Cada opcao é
denotada pela sua propria sigla, cuja decodificacdo é encontrada na se¢do 7.5 do
apéndice. Conforme mostram os quadros, as opgdes possuem diferentes valores,
datas de contratacdo, precos de exercicio, tempo de maturidade e data de
vencimento.

Antes de comentar os resultados, deve-se lembrar de que a finalidade do
modelo de precificagdo ndo € a de predizer o valor que a opcéo serd negociada no
mercado, mas sim de determinar um valor justo que sirva de parametro para a
negociacdo do ativo. Por exemplo: se um langador emite uma opcdo de compra,
com prec¢o de exercicio muito acima do preco que o0 ativo-objeto esta registrando
no mercado, e com tendéncia de manutencdo ou de queda, provavelmente, grande
parte dos titulares ndo estard disposta a pagar um elevado valor pelo direito de
comprar este ativo. Com isso, 0 preco justo deste direito, que é o prémio justo da
opcao, tende a ser baixo, pois a probabilidade do titular ndo exercer o seu direito
de compra é muito elevada. A mesma interpretacdo pode ser dada ao prémio justo
da opcdo de venda, neste caso, basta considerar o preco de exercicio muito abaixo
do preco do ativo-objeto. Contudo, muitos apostam na reversao das tendéncias,
principalmente, no longo prazo, e acabam realizando ganhos expressivos.

Esta racionalidade econdmica verifica-se nos Quadros 11 e 12, onde 0s trés
modelos, com metodologias diferentes, estimam baixos valores para as op¢oes de
compra e venda. Isso ocorre, pois, na maioria dos casos de op¢des de compra, 0
preco de exercicio (PE) esta acima do prego inicial (P0O) e, na maioria dos casos de
opcOes de venda, esta abaixo. Mesmo trazendo o (PE) a preco presente, com a
taxa de desconto (r), o valor justo da opcdo ainda € muito baixo. Em termos
gerais, 0 que os modelos indicam é que os valores de mercado das opgdes estao
muito elevados e ndo condizem com o comportamento claro de tendéncia de
gueda que apresentam os ativos subjacentes, PETR4 e VALES. E nesse aspecto,
as estimativas do modelo de PGDA, cujas volatilidades sdo estimadas
conjuntamente com as tendéncias dos pregos, sdo ainda mais conservadoras e

realistas que as dos modelos de Black & Scholes e GARCH.
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Resultados dos Exercicios de Precificacdo de Opcdes Europeias

1) Opcdes de Compra da Petrobras e da Vale, com Ativo-Objeto: PETR4 e VALES

Siglada
Opcéo

PETRK15E
PETRL17E
PETRCI1E
PETRF70E
PETRL12E
VALEC71E
VALED75E
VALEF78E
VALEH91E
VALEHS5E
Sigla da
Opcéo
PETRK15E
PETRL17E
PETRC1E
PETRF70E
PETRL12E
VALEC71E
VALED75E
VALEF78E
VALEH91E
VALEH5E

Valor da

Preco do

= Preco de . . Maturidade  Data do Data de
Opcéao na . Ativo-Objeto . .
Exercicio em dias Contrato  Vencimento
PR PE na Data da ateis - T de Opcdo do Contrato
Contrato Inicial - PO pe
2,86 14,91 16,61 18 22/10/14 17/11/14
2,39 16,91 16,61 38 22/10/14 15/12/14
0,14 12,41 10,00 29 03/02/15 16/03/15
1,61 10,75 10,20 93 04/02/15 15/06/15
0,72 12,25 8,18 232 30/01/15 21/12/15
1,07 17,60 17,82 28 04/02/15 16/03/15
0,07 24,10 18,05 54 03/02/15 20/04/15
1,24 18,75 16,96 128 17/12/14 15/06/15
0,89 21,86 18,05 139 03/02/15 17/08/15
0,98 26,36 16,60 433 17/12/14 15/08/16

Estimativa do Valor Justo da Opgdo (em R$)

Modelo de Black-Scholes

Modelo GARCH

Modelo de PGDA

1,93 2,23 1,85
0,83 1,82 0,54
0,0371 0,0776 0,0004
0,91 0,98 0,48
0,419 0,472 0,054
0,93 0,95 0,75
0,0268 0,0295 0,0013
1,12 1,14 0,72
0,730 0,75 0,34
1,09 1,12 0,50
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Quadro 12: Estimativas de Prémios Justos de Opcdes de Venda

Resultados dos Exercicios de Precificacdo de Opcdes Europeias

2) Opcdes de Venda da Petrobras e da Vale, com Ativo-Objeto: PETR4 e VALES

Valor da Preco do

Sigla da Opeao na Prego'd.e Ativo-Objeto MaturiQade Data do Dat.a de
ocia  owade ST Cvwana T S Veomens
Contrato Inicial - PO

PETRO14E 0,28 8,21 10,20 28 04/02/15 16/03/15
PETRP40E 1,31 10,66 10,20 53 04/02/15 20/04/15
PETRS64E 1,29 14,16 18,35 207 03/10/14 20/07/15
PETRUG2E 1,30 13,25 12,60 219 17/11/14 21/09/15
PETRX40E 1,50 10,50 12,88 473 26/02/14 21/12/15
VALEO15E 0,22 15,35 18,05 29 03/02/15 16/03/15
VALETI18E 1,57 18,11 18,05 139 03/02/15 17/08/15
VALEMS86E 0,95 16,00 17,82 248 04/02/15 18/01/16
VALEQ71E 1,10 17,60 17,82 73 04/02/15 18/05/15
VALEX3E 1,79 25,11 25,12 387 27/06/14 21/12/15

Sigla da Estimativa do Valor justo da Opg¢ao (em R$)

SREee Modelo de Black-Scholes Modelo GARCH Modelo de PGDA
PETRO14E 0,016 0,041 0,023
PETRP40E 0,82 0,91 0,50
PETRS64E 0,41 0,49 0,31
PETRUG2E 1,41 1,50 0,76
PETRX40E 0,61 0,69 0,52
VALEO15E 0,024 0,028 0,044
VALETI18E 1,01 1,03 0,71
VALEMS86E 0,56 0,58 0,50
VALEQ71E 0,72 0,74 0,48
VALEX3E 1,56 1,60 1,37

Diante dos resultados obtidos no exercicio e por oferecer uma forma mais
geral de especificacdo da EDE dos pregos, acredita-se que o0 modelo de PGDA,
embora necessite ser mais testado, é uma alternativa promissora para ser utilizada

na precificacdo de opc¢des europeias.
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Conclusodes e Trabalhos Futuros

O projeto de tese, de acordo com 0s seus objetivos, procurou investigar o
potencial de algoritmos computacionais evolutivos, construidos a partir das
técnicas de programacdo genética, combinadas com programas de diferenciacéo
automatica, na tentativa de obtencdo de solugGes analiticas, exatas ou
aproximadas, para problemas de equacdes diferenciais ordinarias, parciais e
estocasticas. Com essa finalidade, utilizando-se o ambiente de programacéo
Matlab, diversos algoritmos foram elaborados e a metodologia proposta foi
testada em diferentes aplicacbes que envolvem os trés tipos de equacOes
diferenciais.

Os primeiros exercicios realizados, apresentados nas se¢des (4.1.1) e (4.1.2),
tiveram o objetivo de testar a metodologia proposta na resolucdo de EDOs e
EDPs. Muitos exercicios, de diferentes graus de dificuldade, foram realizados com
este fim, mas reportou-se apenas onze resultados que se considerou ser o
suficiente para representar o conjunto de equacdes abordadas. Os resultados
obtidos foram muito animadores, pois se obteve solucdo analitica exata em todos
0s casos. Inclusive, para cinco dos exemplos desenvolvidos ndo se encontrou
solucdo analitica pelos modulos de solucéo simbdlica dos programas Mathematica
e Matlab.

Um caso especial de EDP foi tratado na secéo (4.1.3), problema de elevada
complexidade e de dificil solucéo, a equagdo de Schrodinger para o &tomo de He.
Infelizmente, ndo foi possivel obter a solucdo exata da funcdo de onda do
problema, mas trés solucGes analiticas aproximadas, com baixissimos erros, foram
encontradas. Além disso, estimativas da energia no seu estado fundamental (Eo),
autovalor do problema, foram obtidas em termos médios, com baixo nivel de erro,
mas com desvio padréo elevado para o resultado que o problema requer. Acredita-
se que as solucBes aproximadas obtidas para o problema, dada a sua
complexidade, sdo razoaveis e podem ser Uteis para pesquisadores que trabalham
com o tema. Tem-se a certeza de que o problema da equacdo de Schrodinger

requer uma melhor formulacdo matemaética, que defina de forma mais clara e
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especifica as propriedades e as condicdes de contorno da funcdo de onda na sua
forma estacionéria. Com isso, acredita-se que a tentativa de solucdo do problema
se torne mais facil de ser abordada e, provavelmente, melhores resultados serdo
produzidos.

Na secdo (4.1.4) é desenvolvido um exercicio que se acredita ser de grande
interesse, principalmente, para a estimacao estatistica e econométrica de modelos
de regressdo. O exercicio mostra como a metodologia de PGDA pode ser
extremamente Util na etapa de especificacdo do melhor modelo a ser estimado. Os
resultados obtidos sdo muito promissores, pois 0 verdadeiro modelo simulado é
totalmente recuperado e a metodologia identifica corretamente a forma funcional
que deve ser utilizada na modelagem. Este resultado é importante, pois oferece
uma forma alternativa de especificacdo de modelos de regressdo, que, quase
sempre, sdo especificados de forma arbitraria e com forma funcional linear.

Na secdo (4.2) é proposto um algoritmo de PGDA para obter solugdes
analiticas de EDEs definidas na forma tradicional. O algoritmo foi desenvolvido
com base no célculo estocastico de 1t0 e determina a solucdo do problema em
duas etapas. Quatro exercicios foram desenvolvidos para avaliar a eficiéncia do
algoritmo. Os dois primeiros, apresentados nas sec¢Oes (4.2.2) e (4.2.3), foram
desenvolvidos com dados simulados para a EDE do movimento browniano
geométrico. Os resultados sdo muito promissores, pois, nos dois exemplos, o
algoritmo especificou corretamente a forma da EDE simulada e obteve a solucao
analitica exata da EDE especificada.

Nos dois ultimos exemplos, apresentados nas sec¢les (4.2.4) e (7.4), foram
modelados os precos das acfes PETR4 e VALES. O algoritmo produziu solugdes
analiticas discretizadas e continuas para as EDEs especificadas para os log-
retornos destas acdes. Contudo, as solugbes obtidas sdo aproximadas, pois a
solugdo exata de cada equacdo depende de uma integral de I1t6 com solucéo
desconhecida. No entanto, as estimativas obtidas apresentam boa qualidade de
ajuste, com baixas medidas de erros, e com dinamicas de comportamento, para
precos e volatilidades, semelhantes as estimadas pelos modelos ARCH, GARCH e
EGARCH, usados para efeito de comparacao.

A Ultima aplicagdo realizada, apresentada na sec¢do (4.2.5), prop6e uma nova
metodologia de precificacdo de opg¢des europeias que difere dos demais modelos

existentes, basicamente, na forma de definicdo e especificacdo da equacéo
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diferencial que rege a dindmica dos precos do ativo-objeto. Utilizando as
equacdes de pregos obtidas nas se¢des (4.2.4) e (7.4), foram realizados exercicios
de precificacdo de vinte opcOes europeias da Petrobras e da Vale, cujos ativos
subjacentes sdo, respectivamente, as acbes PETR4 e VALES. Os resultados
obtidos sdo consistentes com a tendéncia atual de queda dos precos dos ativos
subjacentes, onde o modelo precifica valores justos para as opgdes, abaixo do
preco oferecido pelo mercado. O mesmo ocorre com as precificagOes realizadas
pelos modelos de Black & Scholes e GARCH, embora as precificacdes do modelo
de PGDA sejam ainda mais conservadoras e mais proximas da realidade atual
destas empresas e das expectativas de crescimento destes mercados.

Portanto, um nimero expressivo e variado de aplicacdes da metodologia de
PGDA foi desenvolvido com a finalidade de solucionar problemas que envolvem
equac0es diferenciais. Com base nos resultados obtidos e nas analises realizadas,
concluimos esta tese com a conviccdo de que a metodologia proposta pode ser

uma alternativa eficiente na abordagem de problemas cientificos complexos.

Como sugestdes de trabalhos futuros, temos as seguintes:

1) Embora o algoritmo de PGDA apresente bom desempenho em ambiente de
programacdo Matlab, para eliminar algumas limitacbes e melhorar ainda
mais a sua performance, sugere-se que o algoritmo seja desenvolvido em

linguagem computacional mais adequada, do tipo C++ ou Fortran.

2) Tentar generalizar o algoritmo de DA, de formas que o mesmo possa

calcular derivadas de qualquer ordem ou de ordens mais elevadas;

3) Desenvolver uma formulagdo matematica mais completa para a funcao de
onda da equacdo de Schodinger para o He, que facilite a abordagem da
EDP, e que seja consistente com as exigéncias tedricas da Fisica do
problema. Com isso, como dito anteriormente, acredita-se que a tentativa de
solugdo do problema se torne mais factivel e, provavelmente, melhores

resultados serdo alcangados.

4) Através de simulagdes, tentar demonstrar que o algoritmo de PGDA, quando

aplicado na resolucdo de modelos paramétricos, com fitness que minimiza a
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soma de quadrados de residuos ponderados, equivale a uma generalizacdo
do método de minimos quadrados, mas com a vantagem de ndo necessitar
arbitrar a priori a forma funcional do modelo. Esta é uma extensdo
importante, pois formaliza o algoritmo de PGDA como um método
estatistico de estimacdo e com as mesmas propriedades dos metodos
tradicionais. Com isso, seus resultados poderdo ser avaliados e testados por
critérios estatisticos.

5) Aplicacdo do algoritmo de PGDA na resolucdo de sistemas de equacOes
diferenciais estocasticas. Por exemplo: em financas, para a solucdo de
modelos de volatilidade estocastica, os quais envolvem duas EDEs; outra

aplicacdo importante é em problemas que envolvem cépulas.
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Apé

7.1

ndice

Codes Matlab Utilizados nas Simula¢cfes Realizadas

7.1.1

Code para Simulacdo da EDE de MBG

O code abaixo foi utilizado na simulagéo dos dados da EDE de movimento

browniano para o exemplo 1 da se¢do 4.2.1. O code utiliza a funcdo

“simBysolution” para obter os dados da solugdo X(t). Para os demais exemplos de

MBG foram desenvolvidos codes semelhantes, com mudancas apenas nos

parametros.

%

=

0
%
%

%

Code Matlab dos Modelos Desenvolvidos no Exemplo 1:
Simulacéo da Solucédo da EDE de Movimento Browniano Geométrico
MBG - EDE: dX(t)= 0,2X(t)dt + 0,5X(t)dW(t):

com T=4; dt=0,004 e n=1000.

Simulacdo da Solucdo do MBG pela Funcé&o simBySolution:
nPeriods = 1000; % numero de observacdes ou pontos;

dt = 0.004; % intervalo de tempo fixo ==> T = 4

obj = gbm(0.2, 0.5, "StartState®, 20);

strm = RandStream("mt19937ar”,"Seed”,001);
RandStream.setDefaul tStream(strm);
[X,T]=0bj.simBySolution(nPeriods, "DeltaTime" ,dt, "nSteps”,1);
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7.1.2
Code de Solucao da EDE de MBG por Aproximacéao de Euler

O code abaixo descrito foi utilizado para determinar a solu¢cdo da EDE de
MGB apresentada no exemplo 1 da secdo 4.2.1. O code utiliza a funcao
“simByEuler” para obter a solu¢do de X(t) pelo método de aproximacéo de Euler.
Para os demais exemplos de MBG foram desenvolvidos codes semelhantes para a

solucéo pelo método de Euler, com mudangas apenas nos parametros.

% Code Matlab dos Modelos Desenvolvidos no Exemplo 1:
% Solucdo da EDE de MBG por Aproximacdo de Euler

% MBG - EDE: dX(t)= 0,2X(t)dt + 0,5X(t)dW(t):

% com T=4; dt=0,004 e n=1000.

=

¢ Solucdo da EDE de MBG pela Funcdo simByEuler:

nPeriods = 1000; % numero de observacdes ou pontos;

dt = 0.004; % intervalo de tempo fixo ==> T = 4

obj = gbm(0.2, 0.5, "StartState”, 20);

strm = RandStream("mtl19937ar”, "Seed”,001);
RandStream.setDefaultStream(strm);
[Y,T]=obj.simByEuler(nPeriods, "DeltaTime" ,dt, "nSteps~,1);
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7.2

Code Matlab de Bootstrap para Calculo de Erro Padréo

O code abaixo foi utilizado para calcular os erros padréo das estimativas dos
coeficientes infinitesimais, da tendéncia e da volatilidade, da solucdo de PGDA
para a EDE do exemplo 1. O code utiliza a funcdo “bootstrp”, com dez mil
reamostragens, para obter estimativas dos erros padrdo. Para os coeficientes
infinitesimais dos demais exemplos foram desenvolvidos codes semelhantes, mas

com algumas modificacdes de equacdes e parametros.

% Code Matlab para o Calculo dos Erros Padrao dos

% Coeficientes Infinitesimais da Tendéncia e da

% Volatilidade das Solucbes de PGDA das EDEs de MBG:
% Solucdo da EDE de MBG por Aproximacdo de Euler

% Exemplo 1 - EDE: dX(t)= 0,2X(t)dt + 0,5X(t)dw(t):

% com T=4; dt=0,004 e n=1000.
% T: Variavel tempo (0, 0,004 0,008 ... 4)
% P1=0.0724

% P2=0.50198
% WT: Trajetdria estimada do processo de Wiener;
x = [T,WT];:% Matriz de variaveis explicativas;
yobs = log(X/20);% variavel dependente, Y(t)-Y(0);
b = regress(yobs,x);%[P1, P2]";% estimativa dos coeficientes
yFfit = (x*b);% Estimativas dos valores observados;
resid = yobs - yfit; % Residuos das Estimativa;
se=std(bootstrp(10000,@(bootr)regress(yfit+bootr,x),resid));
% se: erros padrdo das estimativas, realizadas com 10000

% reamostragens dos residuos.
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7.3

Resultados Adicionais dos Modelos Estimados para a PETR4

7.3.1
Andlise dos Residuos da Solucéo de PGDA para a PETR4

Processo de Wiener Estimado por PGDA para PETR4

16

12

2010 2011 2012 2013 2014 2015

oL RATACAL A e o RGN o o L il M A !i“,\[\
R YT A A

-4 |

2010 2011 2012 2013 2014

—— Residuos da Solugédo de PGDA
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.01

Heteroskedasticity Test: ARCH

Correlograma dos Residuos

Included observations: 1194

Autocorrelation

Partial Correlation
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PAC

Q-Stat  Prob

R —

e m === == =
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12 0.015
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15 0.024
16 -0.017
17 -0.022
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20 0.000
21 -0.039
22 0.013
23 -0.0716
24 -0.011
25 0.002
26 0.027
27 0.032
28 -0.005
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30 0.014
31 0.028
32 -0.017
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1.2824 0733
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14.380 0570
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19.020 0.458
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20856 0.468
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21.373 0.558
21520 0.608
21.525 0.663
22448 0664
23706 0.647
23736 0695
23770 0740
23999 0772
24935 0771
25284 0794

F-statistic
Obs*R-squared

0.583589 Prob. F(30,1133)
17.71298 Prob. Chi-Square(30)
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—— Desvio Padrdo Condicional da PETR4 - Volatilidade PGDA
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7.3.2

Resultados do Modelo ARCH para a PETR4

Dependent Variable: D(LOG(PETR4))
Method: ML - ARCH (Marquardt) - Normal distribution
Included observations: 1153 after adjustments

Convergence achieved after 12 iterations

Presample variance: backcast (parameter = 0.7)
GARCH = C(3) + C(4)*RESID(-1)"2 + C(5)*RESID(-2)"2 + C(6)*RESID(-3)"2
+ C(7)*RESID(-4)"2 + C(8)*RESID(-5)"2

Variable Coefficient Std. Error z-Statistic Prob.
AR(13) -0.103983 0.023190 -4.484041 0.0000
AR(41) 0.096657 0.025223 3.832107 0.0001

Variance Equation

C 0.000246 2.07E-05 11.90873 0.0000
RESID(-1)"2 0.045996 0.020105 2.287728 0.0222
RESID(-2)"2 0.154912 0.039912 3.881386 0.0001
RESID(-3)"2 0.084803 0.026672 3.179499 0.0015
RESID(-4)"2 0.182764 0.026095 7.003880 0.0000
RESID(-5)"2 0.122746 0.026042 4713442 0.0000

R-squared 0.006654 Mean dependent var -0.001014
Adjusted R-squared 0.005791 S.D. dependent var 0.024144
S.E. of regression 0.024074 Akaike info criterion -4.753138
Sum squared resid 0.667066 Schwarz criterion -4.718098
Log likelihood 2748.184 Hannan-Quinn criter. -4.739913
Durbin-Watson stat 1.955727

.005

T T T T -
LN | | AV | N || N \ VA | |1 AV R | I 2 e (1}

.004 -

.003

.002

.001

.000

2010 2011 2012 2013 2014
—— PETR4_ARCH ———-- +*2S.E
T T T T
LN | 1 AV | N | VA | || VA | || N \ VA B N (I}

2010 2011 2012

2013

Forecast of Variance

2014

Forecast: PETR4_ARCH
Actual: PETR4

Forecast sample: 1/04/2010 3/30/2015
Adjusted sample: 3/03/2010 8/20/2014

Included observations: 1153

Root Mean Squared Error

Mean Absolute Error

Mean Abs. Percent Error

Theil Inequality Coefficient
Bias Proportion
Variance Proportion
Covariance Proportion

0.454968
0.335431
1.748827
0.011135
0.001842
0.000103
0.998055
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7.3.3
Resultados do Modelo GARCH para a PETR4

Dependent Variable: D(LOG(PETR4))

Method: ML - GARCH (Marquardt) - Normal distribution
Included observations: 1153 after adjustments
Convergence achieved after 13 iterations

Presample variance: backcast (parameter = 0.7)
GARCH = C(3) + C(4)*RESID(-1)"2 + C(5)*GARCH(-1)

153

Variable Coefficient Std. Error z-Statistic Prob.
AR(13) -0.102605 0.028409 -3.611678 0.0003
AR(41) 0.088160 0.026774 3.292681 0.0010

Variance Equation

C 1.48E-05 3.27E-06 4.526941 0.0000
RESID(-1)"2 0.076552 0.012398 6.174260 0.0000
GARCH(-1) 0.900451 0.013780 65.34584 0.0000

R-squared 0.006861 Mean dependent var -0.001014
Adjusted R-squared 0.005998 S.D. dependent var 0.024144
S.E. of regression 0.024071 Akaike info criterion -4.767152
Sum squared resid 0.666927 Schwarz criterion -4.745252
Log likelihood 2753.263 Hannan-Quinn criter. -4.758886
Durbin-Watson stat 1.956433

.004

— ——— ———— — T —
LI || |V | R V2 | 1 AV I | | V2 A I

Forecast: PETR4_GARCH

Actual: PETR4

Forecast sample: 1/04/2010 3/30/2015

Adjusted sample: 3/03/2010 8/20/2014

Included obsenations: 1153

Root Mean Squared Error  0.454860

Mean Absolute Error 0.335301

Mean Abs. Percent Error 1.748364

Theil Inequality Coefficient 0.011132
Bias Proportion 0.001856
Variance Proportion 0.000100
Covariance Proportion 0.998045

.003 -

.002 -

.001 -

.000

2010 2011 2012 2013 2014
—— PETR4_GARCH ———- +2S.E
— ——— ———— — T —
LI || |V | R V2 | 1 AV I | | V2 SO I
2010 2011 2012 2013 2014

Forecast of Variance
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7.3.4
Resultados do Modelo EGARCH para a PETR4

Dependent Variable: D(LOG(PETR4))
Method: ML - EGARCH
Included observations: 1153 after adjustments
Convergence achieved after 19 iterations
Presample variance: backcast (parameter = 0.7)
LOG(GARCH) = C(3) + C(4)*ABS(RESID(-1)/@SQRT(GARCH(-1))) + C(5)
*RESID(-1)/@SQRT(GARCH(-1)) + C(6)*LOG(GARCH(-1))

154

Variable Coefficient Std. Error z-Statistic Prob.
AR(13) -0.104104 0.027762 -3.749869 0.0002
AR(41) 0.075617 0.028295 2.672402 0.0075

Variance Equation

C(3) -0.355693 0.058929 -6.035930 0.0000
C(4) 0.162501 0.026345 6.168294 0.0000
C(5) -0.023318 0.015057 -1.548676 0.1215
C(6) 0.969274 0.006240 155.3379 0.0000
R-squared 0.006636 Mean dependent var -0.001014
Adjusted R-squared 0.005773 S.D. dependent var 0.024144
S.E. of regression 0.024074 Akaike info criterion -4.768222
Sum squared resid 0.667077 Schwarz criterion -4.741942
Log likelihood 2754.880 Hannan-Quinn criter. -4.758303

Durbin-Watson stat

1.957217

.004

T
Lnomov

T T
nmom v 1 nmm v i

T
nmom N 1 nom

.003 |

.002

.001

.000

2010 2011 2012 2013 2014
—— PETR4_EGARCH -————- +*2 S.E
T T T T
Lnomovod nmom v 1 LA | \VA | wom N I m
2010 2011 2012 2013 2014

Forecast of Variance

Forecast: PETR4_EGARCH

Actual: PETR4

Forecast sample: 1/04/2010 3/30/2015
Adjusted sample: 3/03/2010 8/20/2014
Included observations: 1153
Root Mean Squared Error 0.454834
Mean Absolute Error 0.335212
Mean Abs. Percent Error 1.748128
Theil Inequality Coefficient 0.011131
Bias Proportion 0.001884
Variance Proportion 0.000093
Covariance Proportion 0.998023
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7.4

Resultados dos Modelos Estimados para a VALES - Exemplo 4

7.4.1
Resultados da Solucdo de PGDA para a VALES

Neste exemplo apresenta-se uma aplicacdo da metodologia de PGDA na
modelagem dos precos nominais da VALEDS, acao preferencial nominativa (PN),
pertencente a empresa VALE S.A, que, assim como a PETR4, é uma das acgoes
mais negociadas na Bolsa de Valores de S&o Paulo — BM&FBovespa.

Os dados utilizados na modelagem sdo precos nominais de fechamento (adj-
ajustado), com periodicidade diaria, coletados junto ao banco de dados da
BM&FBovespa e, pelos mesmos motivos apresentados na modelagem da PETRA4,
referentes ao periodo dos Ultimos cinco anos, de 04-jan-2010 a 30-dez-2014, com
um total de 1236 observacdes diarias, conforme mostra a Figura abaixo.

4 N
Precgos da Agao da Vale - Vale5

(em RS - Fechamento - adj)

- J
100 —
Series: VALES
] Sample 1/04/2010 12/30/2014
80| I ] Observations 1236
Mean 32.01127
60 | ! - Median 32.12500
Maximum 44.27000
Minimum 16.00000
Std. Dev. 5.429266
40 Skewness  -0.188351
Kurtosis 2.722558
204 Jarque-Bera  11.27222

Probability 0.003567

(]

U U U T T [t
16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44
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Para a realizacdo do exercicio foram definidos e utilizados os seguintes
parametros para a solu¢do da EDE na forma tradicional:
i) Modelo de EDE: dX(t) = a(t, X(t)) dt + b(t, X(t)) dW(t)

onde, X(t): € o preco da acdo VALES no tempo t;
i) Condicéo inicial: X(0) = 35,47; preco da a¢do em 04-jan-2010;
iii) NUmero de periodos ou observagdes: n = 1236;

iv) Variacdo infinitesimal do tempo: dt =t; — t;.; = A = 0,004; (constante)

V) Intervalo de tempo: [0, T] = [0, 5] (aproximadamente, cinco anos de dias
ateis).
Aplicando-se os algoritmos de PGDA aos dados observados, obteve-se na

primeira etapa, a seguinte estimativa para a especificacdo discretizada da EDE
log-retornos:

onde,

Y, = log(Xy,); &, = —0,00000068t;; A= 0,004;

by, = \/ 0,00002 + [0,07371 (W,,_, — W, )" +0,86878| b7,

com EO 0,000185; e Wti : @ a estimativa do processo de Wiener.

Volatilidade Estimada por PGDA para VALES
.0012

.0010

.0008

.0006

.0004 -

.0002

.0000

LS L L L B B B L B B L B B NS L BN B B
| nm v 1 Inm v 1 nm v i Inm v i Inm wv
2010 2011 2012 2013 2014

Volatilidade Estimada para os Log-Retornos da VALES

Solucéo analitica da EDE:
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X(t) = X(0) exp4 B, + B, t? + \/ o + 0y ( t“3t> wW(t) (15)

onde,
Xo = 35,47 (Cl); B1 =-0,06039; B, = -0,00000034; oy = 0,000152;
oz = 0,00025; e a3 =0,86878.

Solucéo discretizada da EDE:

i
Xy, = 35.47 exp{0,06039 —0,00000034 t? + Z Btk_l(v”vtk — v”vtk_l)} ; (16)
k=1

onde,

by, = \/ 0,00002 + [0,07371 (W,,_, — W,,_,)" +0,86878] b2, |

Parai=1, 2,..., n.

45

40

35

30

25

20

15

L A o o o e o e e LA o s e O
[ | N || B A VAR | I m v L 1L ¥ O | O L AV I L
2010 2011 2012 2013 2014

v

| — VALE5 —— VALE5_PGDA |

Gréfico da Solucédo de PGDA para a VALES

Equacdes e Gréficos da Tendéncia e da Volatilidade Total

T,, = 35,47 exp{0,06039 — 0,000000344 2}
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Vi, = exp{ ) by (W, — Wy )t;i=12,..,n
k=1
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Estatisticas de Erros Padréo e Testes da Estimacédo de PGDA para VALES

Componente do

Estimativa do

Erro Padrao

Estatistica-z

P-Valor

Modelo Coeficiente  por Bootstrap por Bootstrap
Tendéncia
B 0,06039 0,00319 18,94565 0,00000
B2 -3,44E-07 5,76E-09 -59,68582 0,00000
Volatilidade Total
Olo 0,000185 0,0000482 3,83817 0,00012
a 0,000020 0,0000050 3,97063 0,00010
o 0,073711 0,0116910 6,30493 0,00000
o3 0,868786 0,0232500 37,36671 0,00000

Comparacédo dos Resultados da Estimacdo de PGDA com os dos Modelos
ARCH, GARCH e EGARCH

45

40

35

30

25

20

15

2010

2012

2013

2014

—— VALES

VALES5_PGDA

—— VALES5_ARCH

—— VALES5_GARCH

VALE5_EGARCH

Os modelos apresentam resultados muito semelhantes e com boa qualidade

de ajuste.
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Estatisticas da Qualidade do Ajuste dos Modelos Estimados

Modelos Estimados — VALES
Estatistica
PGDA ARCH GARCH EGARCH
MAPE (%) 1,34949 1,34817 1,35210 1,34817
MAE 0,41980 0,41942 0,42042 0,41942
REQM 0,56679 0,56759 0,56750 0,56759
R? com VALE5 0,989100 | 0,989088 0,989096 0,989088

160

Estimativas dos Modelos para a Volatilidade do Log-Retorno da VALES

—— VAR_PGDA —— VAR_ARCH —— VAR_GARCH —— VAR_EGARCH

R®=0,6213

R =0,4736

R =0,9976
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7.4.2

Resultados do Modelo ARCH para a VALES

Dependent Variable: DLOG(VALES)

Method: ML - ARCH (Marquardt) - Normal distribution
Included observations: 1235 after adjustments

Convergence achieved after 11 iterations

Presample variance: backcast (parameter = 0.7)
GARCH = C(1) + C(2)*RESID(-1)"2 + C(3)*RESID(-2)"2 + C(4)*RESID(-3)"2
+ C(5)*RESID(-4)"2 + C(6)*RESID(-5)"2

Variable Coefficient Std. Error z-Statistic Prob.
Variance Equation
C 0.000213 1.35E-05 15.78498 0.0000
RESID(-1)"2 0.012042 0.027164 0.443316 0.6575
RESID(-2)"2 0.131498 0.026923 4.884294 0.0000
RESID(-3)"2 0.118284 0.032494 3.640205 0.0003
RESID(-4)"2 0.065306 0.025563 2.554700 0.0106
RESID(-5)"2 0.045796 0.014803 3.093773 0.0020
R-squared -0.000732 Mean dependent var -0.000496
Adjusted R-squared 0.000079 S.D. dependent var 0.018335
S.E. of regression 0.018334 Akaike info criterion -5.203407
Sum squared resid 0.415139 Schwarz criterion -5.178538
Log likelihood 3219.104 Hannan-Quinn criter. -5.194052
Durbin-Watson stat 1.936786

50

15

— T T T T
L ¥ | V2 | || Y | VA I [

2010 2011 2012 2013 2014
— VALE5F_ARCH - +2SE
.0020
.0016 -|
.0012 |
.0008 -|
.0004 |
.0000 : : : :
LI T T VT T T V2 O T TV 2 B O VO VA B
2010 2011 2012 2013 2014

—— Forecast of Variance
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Forecast: VALESF_ARCH

Actual: VALES

Forecast sample: 1/04/2010 12/30/2014
Adjusted sample: 1/05/2010 9/30/2014

Included observations: 1235

Root Mean Squared Error  0.567591
Mean Absolute Error 0.419417
Mean Abs. Percent Error 1.348172
Theil Inequality Coefficient 0.008740

Bias Proportion

0.000537

Variance Proportion 0.000397
Covariance Proportion 0.999066
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Resultados do Modelo GARCH para a VALES

Dependent Variable: DLOG(VALES)

Method: ML - ARCH (Marquardt) - Normal distribution
Included observations: 1234 after adjustments
Convergence achieved after 10 iterations

Presample variance: backcast (parameter = 0.7)
GARCH = C(2) + C(3)*RESID(-1)"2 + C(4)*GARCH(-1)

Variable Coefficient Std. Error z-Statistic Prob.
AR(1) 0.060184 0.031818 1.891468 0.0586
Variance Equation

C 2.04E-05 5.10E-06 3.993666 0.0001

RESID(-1)"2 0.077175 0.012323 6.262729 0.0000

GARCH(-1) 0.863962 0.023928 36.10617 0.0000

R-squared -0.000613 Mean dependent var -0.000507

Adjusted R-squared -0.000613 S.D. dependent var 0.018338

S.E. of regression 0.018344 Akaike info criterion -5.214553

Sum squared resid 0.414888 Schwarz criterion -5.197963

Log likelihood 3221.379 Hannan-Quinn criter. -5.208313
Durbin-Watson stat 2.056923

Inverted AR Roots .06

50

Forecast: VALESF_GARCH

Actual: VALE5

Forecast sample: 1/04/2010 12/30/2014
Adjusted sample: 1/06/2010 9/30/2014
Included observations: 1234

Root Mean Squared Error  0.567495
Mean Absolute Error 0.420427
Mean Abs. Percent Error 1.352097
Theil Inequality Coefficient 0.008739

15

.0014

.0012

.0010

.0008

.0006 —

.0004 -

.0002 -

.0000

Bias Proportion 0.000533
Variance Proportion 0.000225
e —— : )
T T Y2 T O Y2 A T V2 B O VI VAR B Covariance Proportion  0.999243
2010 2011 2012 2013 2014
— VALE5F_GARCH ———- +2SE
e —
T T I Y2 T N Y2 Y V2 B O VA VA B
2010 2011 2012 2013 2014

—— Forecast of Variance
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Resultados do Modelo EGARCH para a VALES

Dependent Variable: DLOG(VALES)
Method: ML - ARCH (Marquardt) - Normal

| distribution

Included observations: 1235 after adjustments

Convergence achieved after 12 iterations

Presample variance: backcast (parameter = 0.7)
LOG(GARCH) = C(1) + C(2)*ABS(RESID(-1)/ @SQRT(GARCH(-1))) + C(3)
*RESID(-1)/ @SQRT(GARCH(-1)) + C(4)*LOG(GARCH(-1))

Variable Coefficient Std. Error z-Statistic Prob.
Variance Equation

C(1) -0.462624 0.072882 -6.347557 0.0000

C(2) 0.056003 0.019105 2.931357 0.0034

C(3) -0.134002 0.012792 -10.47568 0.0000

C(4) 0.948685 0.008174 116.0579 0.0000
R-squared -0.000732 Mean dependent var -0.000496
Adjusted R-squared 0.000079 S.D. dependent var 0.018335
S.E. of regression 0.018334 Akaike info criterion -5.269427
Sum squared resid 0.415139 Schwarz criterion -5.252848
Log likelihood 3257.871 Hannan-Quinn criter. -5.263191
Durbin-Watson stat 1.936786

50

10

— T T T T T T
Lrm v nmNrnmNormNornm

2010 2011 2012 2013 2014
— VALESF_EGARCH ——— +2SE

0014

0012 |

,0010 |

,0008 |

,0006 |

.0004 |

.0002 |

o000l
T T V2 T T VA T T V2 T IO ' VA B T
2010 2011 2012 2013 2014

—— Forecast of Variance

Forecast: VALESF_EGARCH

Actual: VALES

Forecast sample: 1/04/2010 12/30/2014

Adjusted sample: 1/05/2010 9/30/2014

Included observations: 1235

Root Mean Squared Error  0.567591

Mean Absolute Error 0.419417

Mean Abs. Percent Error ~ 1.348172

Theil Inequality Coefficient 0.008740
Bias Proportion 0.000537
Variance Proportion 0.000397
Covariance Proportion  0.999066
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7.5

Formulas de Calculo do Prémio de Calls e Puts

Nesta secdo do apéndice apresenta-se 0 desenvolvimento matematico
utilizado para determinar as formulas de calculo dos prémios das opc¢bes de
compra e de venda, do tipo europeia, para as acOes-objeto PETR4 e VALES5,
utilizadas pelo modelo de precificagdo de opgdes da segéo (4.2.5.2).

Utilizando a solucdo continua obtida por PGDA para os precos da acéo
PETR4, equacao (13) da secdo 4.2.4., determina-se, a seguir, as formulas da call e
da put para esta acao.

Impondo a restricdo da hipotese H, do modelo, onde se assume que o valor
esperado dos log-retornos € igual a taxa livre de risco (r), substituindo-se esta
restricdo na equacdo e modificando a notacdo de (X para P), tem-se a seguinte

expressao para a equagédo dos precos:

— . T

P(T) = P, exp rT+Ja1+a2< % ) W(T)

T

onde,

P, = condigdo inicial; oy = 0,00015; o, = 0,00037;e a; = 0,904045.

v
Para simplificar a notagdo, faremos o(T) = \/ o + oy (1 °TL3

) , entdo teremos:

P(T) = P, exp{rT + o(T) W(T)}.

Defina, Max {[P(T) — PE], 0} = [P(T) — PE]*. Segue que,

Co(P(T), T,PE) = €~ 'T E(Max {[P(T) — PE],0}) = E{€~ "T[P(T) — PE]*}

Das propriedades do processo de Wiener, tem-se que W(T) ~ N(0O, T). Isso
implica que,
S =rT + o(T) W(T) ~ N(rT, 6%(T) T).
Dai,
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+ o0

E{e T [P(T) - PE]*}=e~ T j [P, €5 — PE]*f(s) ds.

—00

Onde,

1 _(s-r1?
f(s) = —————=€ 20*(T (s

J2mo?(T) T
Logo, se [P, €3 — PE]* = 0, a integral acima é nula e o valor da call é zero.

Caso contréario, [P, €5 — PE]* > 0, que ocorre se e somente se P, €5 > PE . Ou

seja, se s > ln( ) Entao,
0
+o0 +o
f [P, €5 — PE]*f(s) ds = f [P, €5 — PE] x f(s) ds =
—00 PE
ln(P—O)
+00 +oo
f P, €5 f(s) d ] PE f(s) d <f d S_FT>
= s)ds — s) ds = | fazendo z = =
° o(T)VT
PE PE
+00 +00 _z?
fPeSf()d PEezd I, -1
= S S — Z = — 1y.
PE ’ PE 2m ' ’
1 (P_O) ln(P—O)—rT
o(TIVT
Onde,
+00 z2 PE
I PE €z dz=PE [1- & ln(P")_rT
_ 7 = _
2 V21 G(T)\/T
PE
ln(P—O)—rT
o(TVT

In (ll))f) —rT In (l};E) +rT
o(TVT - PEe o(T)VT

®: é a funcdo de distribuicdo acumulada da N(0, 1).

+oo +oo (s — rT)>?

e_ 202(T) T
I, = f P, €5 f(s) ds = P, f

- V2T 02 (DT
ln(PO) In (Po)
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400 _ (s —rT)?
e 20%(DT
=P, f es — ds
- J2mo2(T) T
()
, yoo (s —(rT+26(2()T) T))?
6%(T) T e 204(T) T
=p etz : ds.
A (T
ln(P—o)

_ (s -(rT+0?(T) T))?

+00
(f q s — (rT+o?(T) T) ) f e 202(D) T |
azendo u = = S =
o(T)VT ben V2mo*(T) T
%)
o 2 PE
y ey In (P_o) — (rT+02(T) T)
du=1—-9 =
V2m o(TIVT
ln(%)—(rTHrz (M)
o(T)VT
Po 2
In (5%) + (XT+02(T) T)
— ® PE
o(TIVT
Logo,
Py
omt (In (PE) + (rT+62(T) T)
Il = PO er 2 CD
o(TIVT
Entdo,
rT+——m—- 2( )T
Il - Iz = PO e (D(Zl) - PE CD(Zz)
_ ln(g—g)+(rT+cz(T) T) ln( )+rT
onde, z; = SOTT €Z = — 7

Portanto, a formula da call para op¢Ges europeias da PETR4 ¢é dada por:

(T)

Co(P(T),T,PE) = €T lp et ®(z,) — PE CD(ZZ)l

o?

(DT
Co(P(T),T,PE) = P& 2 &(z,) —PE€ T d(z,).
Onde,

1—0,904045T
6%(T) = 0,00015 + 0,00037

T

166
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Aplicando a paridade, determina-se também a formula da put:

Vo(P(T), T, PE) = Co(P(T), T,PE) — [P, —PE€~'T] =

o2

(MT
V,(P(T),T,PE) =PE€@~ T d(—z,) — P, [1—€ 2  @(z)|.

O mesmo tipo de desenvolvimento foi aplicado & equacdo discretizada da PETRA4,
equacdo (14), e as equagdes continua e discretizada da VALES, equagdes (15) e
(16), apresentadas na secdo 7.4 deste apéndice. Os resultados obtidos possuem a

mesma forma, com diferencas somente na expressao da variancia.

i) Formulas da call e put para PETR4, utilizando a equacdo discretizada

estimada por PGDA:
62(T) T
Co(P(T), T,PE) = P,€ 2 &(z,) —PE€ T d(z,).
T-1
onde, o%(T) = Z f)zk
k=0

e bf =0,0000144 + [0,07331 (Wi_y — Wy_)" +0,90405] b_; .

o%(T) T
VO(P(T), T,PE) = PEE€~ rT dD(—zz) —-Pll1—€e 2 CD(zl) .

ii) Férmulas da call e put para VALES, utilizando a equacédo continua, eq. (15),
estimada por PGDA:

o2(T

(MT
Co(P(T),T,PE) = P,€ z  &(z,) — PE€ T d(z,).

1-0,86878T
onde, 52(T) = 0,000152 + 0,00025 | ———M—

T

o%(T) T
VO(P(T), T,PE) = PEE€~ rT dD(—zz) —-Pll1—€e 2 CD(zl) .

iii) Férmulas da call e put para VALES5, utilizando a equacdo discretizada
estimada por PGDA:
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62(T) T

Co(P(T), T,PE) = P, € 2 d(z,) — PE €T d(z,).
T-1
onde, o%(T) = Z b2,
k=0

e b =0,00002 +[0,0737 (Wi—; — Wi2)" +0,86878| bf_, .

o2(

V,(P(T),T,PE) = PE€ T &(—z,) — P, [1 _eT CD(zl)l.

7.6
Identificac&o das Opg¢des Negociadas na BM&FBovespa

O codigo das opgdes negociadas no Mercado Bovespa é composto por 5
(cinco) letras e 2 (dois) numeros. Esta estrutura composta por 7 (sete) caracteres
indica qual o ativo-objeto, 0 més de vencimento e o preco de exercicio da opcéo
negociada.

As quatro primeiras letras do cddigo das opgdes Bovespa referem-se ao
ativo-objeto do contrato de opcao. Sdo as mesmas letras utilizadas na estrutura do
cédigo de negociacdo destes ativos no mercado a vista. O quinto caractere
identifica se este € uma opc¢do de compra ou de venda e qual é 0o més de
vencimento deste contrato. Veja 0s quadros abaixo para saber quais letras
identificam as op¢Oes de compra (call) e as opc¢des de venda (put) de acordo com
seu més de vencimento. Os dois nimeros do codigo das opcbes Bovespa
determinam o prec¢o pelo qual a a¢do-objeto sera negociada, em caso de exercicio

desta opcao.

Regra da formagéo do cédigo

Descricao Caodigo
Exemplo: PETRI34
Regra AAAAMNN
Ativo-objeto AAAA
Més de vencimento M
Preco de Exercicio NN
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Exemplos: i) PETRI34: op¢do de compra de acdo da Petrobras, com vencimento
em setembro (1) e preco de exercicio de R$34,00 (NN); ii) VALEO48: opcdo de
venda de acdo da Vale com vencimento em Marco (O) e preco de exercicio de
R$48,00 (NN); iii) BBDCF26: opcdo de compra de acdo do Bradesco com
vencimento em Junho (F) e preco de exercicio de R$ 26,00 (NN); iv) BVMFW14:
opcao de venda de agédo da BM&FBovespa com vencimento em Novembro (w) e
preco de exercicio de R$ 14,00 (NN).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1121535/CA


PUC-RiIo - Certificagéo Digital N° 1121535/CA

170

Quadro de Identificacdo do Més de Vencimento da Opc¢éo

Més de vencimento: més de expiracdo da validade do contrato de opc¢ao.

Série da Opcéo Série da Opcao

Més de vencimento de Compra de Venda

(CALL) (PUT)

<

Janeiro A
Fevereiro
Margo
Abril
Maio
Junho

Julho

I O m m O O @

Agosto
Setembro |
Outubro

Novembro

X =S </Cc 4w xWvmO TV O Z

r X o

Dezembro

Informacdes:

« Ativo-objeto: valor mobiliario de referéncia da opcéo.

« O codigo do mercado de opcOes Bovespa utiliza as mesmas letras
utilizadas pelo mercado a vista para definicao do ativo-objeto.

« O co6digo do mercado de opgdes Bovespa ndo indica se o ativo-objeto €
uma acdo preferencial (PN) ou uma acéo ordinaria (ON).

« No mercado de opcdes Bovespa, o dia de vencimento das opgdes ocorre
toda terceira segunda-feira de cada més.

« O codigo do mercado de opcdes Bovespa ndo indica 0 ano de vencimento
da opcéo.

+ Preco de exercicio (strike): preco pelo qual a acdo-objeto serd negociada
no exercicio da opcao.

+ O cddigo Bovespa ndo indica eventuais ajustes do preco de exercicio em
caso de juros, dividendos, subscri¢fes, grupamentos, bonificagdes,

fracionamentos, reorganizacfes e demais proventos em dinheiro sobre a
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acdo-objeto ou o0 seu emissor. Assim, 0 numero descrito no codigo
Bovespa da opcdo pode, eventualmente, representar o valor aproximado do
real valor do preco de exercicio (strike) da opcéo.

Exemplo de Exercicio
Série Vencimento Dias uteis
K 17/11/2014 26
Proximo Exercicio
Série Vencimento Dias Uteis

L 15/12/2014 54
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