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Formulacao geral

Na caracterizacdo da resposta dindmica de um sistema, a frequéncia de
vibragdo desempenha um papel principal. A frequéncia fundamental do sistema é
frequentemente a quantidade de interesse primario. Uma grande aten¢do tem entao

sido devotada a esta determinacdo (Humar, 2001).

4.1.
Sistemas com parametros discretos e multiplos graus de liberdade

E possivel representar um sistema com pardmetros discretos tendo mais que
um grau de liberdade por um sistema equivalente de um grau de liberdade. Como
no caso de um sistema com parametros distribuidos, a forma dos deslocamentos
de sistemas discretos € representada como o produto de fungdes de forma
apropriadamente selecionadas e uma coordenada generalizada. Nesse caso,
contudo, a funcdo de forma € um vetor de preferéncia com func¢des continuas das
coordenadas espaciais. A equagdo do trabalho virtual € entdo escrita
contemplando o trabalho feito pelas forcas de inércia, pelas forcas elasticas, pelas
forcas de amortecimento, e pelas forcas aplicadas através de um pequeno
deslocamento virtual. Essa equagao do trabalho virtual d4 diretamente as equagdes
de movimento do sistema.

No pértico com trés niveis como mostrado na Figura 8, a massa do pdrtico é
assumida concentrada no chdo dos niveis. As vigas do chao sdo assumidas rigidas
e a rigidez avaliada € fornecida pelas colunas. As propriedades da massa e rigidez

sdao representadas na Figura 8. A resisténcia do amortecimento no sistema ¢é

representada por amortecedores entre os niveis.
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O pértico mostrado na Figura 8(a) € colocado a vibrar no plano do papel e

as colunas sdo consideradas axialmente rigidas. O poértico tem trés graus de

liberdade, como indicado. Cada grau de liberdade representa uma possivel

translacdo lateral, do nivel do chdo. Para modelar o pértico como um sistema de

um grau de liberdade, assume-se que o modo de vibracdo € dado por u=z(t)y,

onde y ¢é um vetor com trés elementos, representando as translagdes dos niveis, e

Z(f) € uma coordenada generalizada desconhecida. As forgas de inércia, a forca

das molas e as forcas de amortecimento agindo nos niveis sao mostradas na Figura

8(c). Também sdo mostradas as forcas externas aplicadas a estes niveis.

Assumindo que no sistema é dado um deslocamento virtual, e que é compativel

com as restricoes do sistema. Como um deslocamento virtual pode ser

representado por 07y, a equagio do trabalho virtual se torna:

(my2y,) 02y, +(m 2w, ) oz, + (m 2y, Sz,

+hyz (W —y,) 0z, +{k3Z(W2 —Y,)+kz(y, _I/II)} ozy,

+Hk, 2w, —w,) +kzw } 82w, ez (v -, )} dzy,

+{C3Z(Wz _W3)+622(W2 _%)}5ZV/2 +{622(V/1 _W2)+612(W1)}5Z%

—ps02Y; — p,0zy, — p,Ozy, =0
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Figura 8 - (a) Pértico de trés niveis; (b) forma do deslocamento; (c) forgas atuando ao longo dos

graus de liberdade

A equagdo (4-1) pode ser escrita de maneira mais compacta usando notacao

matricial:
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V' Myi+y ' Cyz+y ' Kyz=y'p (4-2)
Onde:
m 0 O
M=| 0 m, O |éamatrizde massa.
0 0 m
c+c, —c, 0
C=| —¢, c¢,+c¢ —c; | éamatriz de amortecimento.
0 —C, C;

k+k, -k, 0

K=| -k, k,+k; —k,|éamatriz de rigidez.
0 —k, k,
D
p=| p, | é o vetor de forcas aplicadas.
P

A equagdo (4-2) pode ser escrita como:
mit)+c zt)+k z(t)=p (4-3)

Onde m =y "My é a massa generalizada, ¢ =y Cy é o amortecimento
generalizado, kK =y'Ky ¢é a rigidez generalizada, e p =y'p é a forca
generalizada.

Como no caso de um sistema com parametros distribuidos, aprecisdo do
método descrito depende de quio préxima a funcdo de forma selecionada é da
verdadeira forma da vibracdo. Exceto em simples casos, uma simples funcdo de
forma pode ndo ser suficiente para representar adequadamente a resposta de um
sistema com multiplos graus de liberdade.

Forcas axiais atuando em um sistema podem reduzir a rigidez efetiva e
podem causar instabilidade. Considerando, por exemplo, as vibracdes em uma
viga, uma secdo infinitesimal é apresentada na Figura 9, mas somente com as
forcas axiais mostradas. O deslocamento virtual imposto na viga ird causar a

rotacdo da se¢do de tal modo que as forgas S(x) mostradas na Figura 9 se

moverdo juntas e préximas por uma distincia 0y que é obtida de:

oy= % (1—cos 8)06dx (4-4)
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lim, ,, 0y = sen660dx

0y = 600dx

{1 — costldx

Figura 9 - Secéo infinitesimal de uma viga sob efeito de forgas S(x)

Desde que o deslocamento da viga seja dado por u = zy(x), o dngulo @ é
dado por:
0=zy'(x) (4-5)
O trabalho virtual infinitesimal feito pela for¢a axial S(x) é agora obtido

por:
d(SW,) = 5Z[S(x){y/'(x)}z dx} z (4-6)

Integrando a equacdo (4-6) no comprimento da viga, obtém-se a seguinte

expressao do trabalho virtual feito pela forca axial:
L
oW, =67 DS (x){g//’(x)}2 dx} Z (4-7)
0
A rigidez geométrica é agora dada por:
f 2
k= j S(x){y¥' (%)} dx (4-8)
0

E a equagdo (4-3) é modificada para:
m' i) +c 2+ (k —ky)z(t)=p° (4-9)
A matriz de rigidez geométrica nao € funcado das propriedades mecénicas da
barra, € somente fun¢do do comprimento do elemento e da forca no elemento. O
termo matriz geométrica € introduzido de modo a se diferir da matriz de rigidez
“mecanica” que € baseada nas propriedades fisicas do elemento. A matriz

geométrica existe em todas as estruturas carregadas, contudo, somente é
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importante se esta € grande se comparada com a rigidez mecanica de um sistema

estrutural.

4.2.
Sistemas com multiplos graus de liberdade

Na secdo anterior, foi apresentado um método em que a vibragdo de um
sistema de multiplos graus de liberdade poderia ser adequadamente representada
por uma simples funcio de forma. Tal representacdo €, em fato, uma idealizag¢do
que é somente valida ocasionalmente. Num caso geral, a acurdcia na descri¢ao da
configuragdo dos deslocamentos de um sistema vibrante € possivel somente
através da superposicao de um nimero de diferentes funcdes de forma. A selecao
das funcdes de forma ndo € geralmente ficil, e se uma escolha inapropriada é
feita, o resultado obtido pode ser completamente desconfidvel. A dificuldade é
composta pelo fato de que em procedimentos que se usa uma idealizacdo em
funcdes de forma, ndo hd um simples caminho para verificar a confiabilidade do
resultado obtido (Humar, 2001). Nesta secdo sdo apresentadas técnicas para a

formulacao da equagdo de movimento para tais sistemas.

4.2.1.
Forcas principais

Como no caso de sistemas de um grau de liberdade, as principais forcas
atuando em sistemas de multiplos graus de liberdade sdo: forcas de inércia, forcas

elésticas e forcas de resisténcia ou amortecimento.

4.2.1.1.
Forcas de inércia

Considerando a idealizacdo de massas concentradas em uma viga
simplesmente apoiada apresentada na Figura 10. O modelo consiste na
discretizacdo em pontos de massas que sdo livres para vibrar na dire¢do vertical.
Para definir a configuracao de deslocamentos do sistema, € necessario especificar

os deslocamentos ao longo das N coordenadas.
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Figura 10 - Forgas de inércia em um modelo de massas concentradas de uma viga simplesmente
apoiada
Aplicando-se no sistema uma tnica aceleragao unitdria ao longo de uma das

direcdes coordenadas j, enquanto a aceleracao em todas as outras dire¢cdes € zero.

Tal estado € possivel, desde que as coordenadas sejam independentes umas das
outras. Para a escolha de coordenadas representada na Figura 10, esse estado

implica que somente a massa M ; experimenta uma aceleragéo, e entéo a forga de

z

magnitude —M ;.1 mostra que € a unica for¢a de inércia do sistema. O sinal

negativo implica que a forca de inercia € direcionada contra a direcdo da

aceleracd@o positiva unitdria. Denotando por m; a forga que deve ser aplicada ao

longo da coordenada i para equilibrar as forcas de inercia produzidas por uma

aceleracao unitdria na coordenada j, nota-se que:

m; =0 i#]
(4-10)
m.=M.

J J
Por superposi¢do de forcas, pode ser facilmente demonstrado que o vetor de
forcas externas, necessdrio para equilibrar as forcas de inércia proveniente de

aceleragdo simultanea de todas as massas, sendo a aceleragdo da massa ii;, com

j=1la N, é dado por:
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_fll_ _m“ m, . . . mlN__I:il_
I my My, . . . My U
f, = Jis =
4-11)
S ] L My oo myy ||y |
ou
f, =Mu (4-12)

A matriz M é chamada de matriz de massa. Os elementos individuais m

da matriz de massa sdo conhecidos como coeficiente de influéncia de massa.

4.2.1.2.
Forcas de deformacao elastica

Quando o sistema € linear, isto é, quando a relagdo tensdo deformacgdo do
material usado na estrutura € linear eldstico e os deslocamentos sdo pequenos, as
forcas elasticas podem ser obtidas pelo método da superposi¢do. Considerando
novamente a Figura 10, aplicando um deslocamento unitdrio ao longo da
coordenada de direcdo j, mantendo todos os outros deslocamentos nulos como
mostra a Figura 11(a). Forcas eldsticas internas irdo se opor a esses
deslocamentos, e para manter os deslocamentos, é necessdrio aplicar forcas
externas ao longo de todas as dire¢des coordenadas como indicado na Figura

11(b). Denota-se a for¢a externa requerida na coordenada i como &, .

=

Figura 11 - Modelo de massa concentradas de uma viga (a) modelo de deslocamentos impostos;
(b) forgas elasticas requeridas para manter os deslocamentos em (a)
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Se os deslocamentos atuais nos sistema sao u;, j=1 até N, é facil mostrar

usando o principio da superposi¢cdo que as forcas externas ao longo das direcdes

coordenadas necessdrias para balancear as forcas eldsticas internas sao dadas por:

(ol Tk ky o o o Ky | w ]
ool lky ky o o . Ky |l u,
fS:fs3:. N w13
fov ] Lk kv ook Ly ]
Ou:
fy =Ku (4-14)

A matriz K € chamada de matriz de rigidez. Os elementos individuais &,

da matriz de rigidez sdo chamados de coeficientes de influencia de rigidez. Como

no caso da matriz de massa, a matriz de rigidez também € simétrica.

4.2.1.3.
Forcas de amortecimento

A movimentagdo de um corpo € contraposta por varios tipos de forgas
resistentes. Essas forcas podem, por exemplo, aparecer da resisténcia do ar ou de
atritos internos e externos. As caracteristicas das forcas externas sdo dificeis de
definir. De um ponto de vista matematico, forcas de amortecimento viscoso sao
proporcionais a velocidade em um sistema, mas sdo opostas a dire¢cdo do
movimento.

Considerando novamente um modelo de massa concentradas de uma viga
simplesmente apoiada. Aplicando-se uma velocidade unitdria na direcdo j, e
mantendo-se as velocidades em outras coordenadas nulas conforme a Figura
12(a). O movimento especificado serd contraposto por forcas de amortecimento
no sistema, e se 0 movimento ¢ mantido, forcas externas como as mostradas na
Figura 12(b) devem ser aplicadas nas dire¢des coordenadas para balancear as
forcas de resisténcia. Como no caso da inércia e das for¢as das molas, nos

denotamos a forca externa na coordenada i por c,. Se a velocidade real ao longo


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1221646/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1221646/CA

46

das coordenadas € i i j=1 até N, as forcas de amortecimento sdo obtidas por

superposicao. Entdo:

_fm_ _Cn Cp - - clN__l"tl_
Joa R S O LD
f, = Jos =
(4-15)
_fDN_ 1Sy Cv1 - - - Can | _uN_
Ou:
f, =Cu (4-16)

e

Figura 12 - Modelo de massas concentrada de uma viga (a) modelo de velocidade; (b) forgas
externas requeridas para balancear forgas resistentes causadas pelo amortecimento; (c) modelo
de amortecimento

Onde a matriz C € chamada de matriz de amortecimento. Os elementos ¢,

sdo referidos como coeficientes de influéncia de amortecimento.

Os coeficientes de influéncia de amortecimento ¢, sdo similares em
conceito aos coeficientes de influéncia de massa m,; e os coeficiente de influéncia
de rigidez k; . E possivel determinar os coeficientes de influéncia de massa m,; do

conhecimento da distribui¢do de massa internas do sistema. E de maneira similar,

os k, podem ser derivados das caracteristicas de rigidez interna os das relagdes

tensdo-deformag¢do do material. Contudo, as caracteristicas de amortecimento
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interno sdo dificeis ou impossiveis de se determinar, e entdo os coeficientes c;

podem raramente ser obtidos de consideracdes de caracteristicas de
amortecimento interno.

c; =0 1#]
(4-17)

A matriz de amortecimento € diagonal.

4.2.1.4.
Efeitos da forca axial

A presenca de forcas axiais normalmente causa uma redugdo da resisténcia

que o sistema oferece para deformagdes eldsticas. O efeito da forca axial pode ser

representado por um vetor de forca f; que é oposto a direcdo do vetor de forga de

mola f;.

Considere por exemplo o modelo de massas concentradas de uma viga.
Impondo um deslocamento unitdrio na coordenada j enquanto mantém-se nulos
os deslocamentos ao longo de outras dire¢des coordenadas. Como estabelecido
anteriormente, as deformagdes resultantes serdo resistidas por forcas eldstica
internas. Ao mesmo tempo, a presenca de forcas axiais amplificardo as
deformacdes. A forca externa liquida requerida ao longo da coordenada i para

manter os deslocamentos sera ki —kg;o onde k; ¢é o coeficiente de influéncia de
rigidez eléstica, discutido anteriormente, e kg € o coeficiente de influéncia de
rigidez geométrica. Se os deslocamentos ao longo das coordenadas sdo u,, j=1

até N, as forcas de instabilidade que tendem a amplificar as deformagdes sdo

dadas por:
i Jar I ko ke - - - ke T u, ]
Jer koo ko - o o kgay || Uy
f, =" |= (4-18)
_fGN_ _kGNl keyi - - - kGNN_ | Uy |

Ou:
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fo =Kgu (4-19)

Em que K é referida como matriz de rigidez geométrica.

4.2.2.
Formulacao das equacoes de movimento

Uma vez as forgas externas requeridas para equilibrar as forcas de inércia,
forcas de amortecimento, forcas elasticas, e forcas de instabilidade que foram
obtidas como descrito anteriormente, a formulacdo das equacdes de movimento é
direta. Para o equilibrio a soma das for¢as mencionadas acima deve ser igual as
forcas externa atuantes ao longo das coordenadas do sistema. Se as for¢as externas

sdo denotadas por p(?), as equagdes de movimento se tornam:

f, +1, +1 +f;, =p(t) (4-20)
Ou:

Mii +Cu+Ku-K u=p(t) (4-21)

4.2.2.1.

Vibracoes transversais em uma estaca

A vibragdo transversal em uma estaca pode ser avaliada como uma viga em
base eldstica. Sistemas que possuem massa distribuida e rigidez distribuida sdo
conhecidos como sistemas continuos ou sistemas com parametro distribuido.
Possuem infinitos graus de liberdade e seu movimento € representado por
equagdes diferenciais parciais. Eles podem, contudo, ser idealizados como sistema
com multiplos graus de liberdade, também por massas concentradas ou
expressando suas formas de deslocamento como uma superposi¢do de uma série
de fun¢des de forma de coordenadas espaciais, cada uma multiplicada pela sua
prépria coordenada generalizada. Nesta se¢do € descrito o procedimento usado
para obter as equacdes de movimento para um sistema de parametros distribuidos,
representado pela superposicdo de fungdes de forma.

As funcdes de forma escolhidas para representar a forma do deslocamento
devem ser independentes umas das outras, isto €, ndo deve ser possivel derivar
uma delas pela combinacdo linear de uma ou mais das restantes. As fungdes
devem ao minimo satisfazer as condi¢cdes geométricas ou condi¢des de contorno

iniciais do sistema. Cada funcao € multiplicada por uma coordenada generalizada.
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As coordenadas generalizadas entdo servem como incdgnitas no sistema, valores
que devem ser determinados pela solucao das equagdes de movimento. O nimero
de tais coordenadas € igual ao niimero de graus de liberdade do sistema.

Em uma viga apoiada em suas extremidades. A forma da vibracdo da viga é

mostrada na Figura 13(a) € representada pela superposicdo de N funcdes de

forma ¥, ¥,, ..., ¥, , de modo que

u(x,t) =z ¥, (x) + 2,0, (x) +...+ Z,¥ (%) (4-22)

As forgas atuando em um elemento dx sdo mostradas na Figura 13(b). Estas
forcas incluem momento de flexdo M . A forca de inércia miidx, e a forca
externa aplicada pdx. Para serem obtidas, as equagdes do trabalho virtual para

todos os deslocamentos virtuais admissiveis do sistema, os deslocamentos virtuais

admissiveis devem satisfazer as restri¢des do sistema e devem ser independentes.

Desde que as fungdes de forma ¥,(x) sejam selecionadas para satisfazer as

condig¢des de contorno geométricas ou essenciais e sejam independentes umas das
outras, fungdes SzY,(x), i=12,.,N formam um grupo de N formas de

deslocamentos virtuais admissiveis.

AL RARAA ALY
S —— %ggk 7“’“”*
s (e
B

Figura 13 - (a) Vibragbes de flexao; (b) forgas atuando em um elemento; (c) resisténcia de
amortecimento interno; (d) efeito da forca axial

Um deslocamento virtual aplicado em uma viga causa nas duas

extremidades de um elemento infinitesimal a rotagdo relativa por um angulo

Oz ¥/ (x)dx. De acordo com a teoria elementar de vigas, o momento é dado por
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M =EI (az%xz). O trabalho virtual feito pelos momentos elasticos atuando no

elemento € entdo dado por:

2

d(6W,,) =Sz y/(x)EI 3—b2tdx
X
y (4-23)
d(6W,) =62z, Ely, (x)y, (x)dx
j=1

O trabalho virtual total feito pelos momentos eldsticos € obtido pela

integracdo da equacao (4-23) no comprimento:

N L
oW, = ZiZZjIEIl//i”(x)l//;’(x)dx
J=l 0

(4-24)
N
Wy =222k
j=l1
Onde:
L
ky = [ Ely!(xy/] (x)dx (4-25)
0

No caso da viga estar em base eldstica do tipo Winkler a equagdo (4-25)

deve ser reescrita como:
L L

ky = [ B (e (x) de+ [k, (x)y, (x) d (4-26)
0 o

O trabalho virtual interno d(6W,)é o trabalho feito pelos momentos
elédsticos restauradores no elemento. Desde que os momentos restauradores sdo

opostos aos sinais mostrados na Figura 13(b), o trabalho d(6W,) é o negativo do

trabalho d(6W,) dado pela equagdo (4-23). O trabalho virtual feito pelas forgas é:

L
oW, =8z,[ by, (x)dx = p5z, (4-27)
0
Onde
L
p, = [ pw, (x)dx (4-28)
0

De maneira similar, o trabalho virtual das for¢as de inércia é:

L _ az
OW, =85, [y, (x) M d (4-29)
0
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L
5WI = _5Zi_[2jn_wji (x) v, (x)dx
0

N
oW, =-0z, Z zZ;m;
=1
Onde

mij=

my, (x)l//j (x)dx (4-30)

Sk

Somando os trabalhos virtuais oW,, W, e oW, e igualando a zero, obtém-

se a seguinte equacao do trabalho virtual:
N N

=07, % my + ) z,k;)+07,p, =0 (4-31)
j=1 j=1

Desde que Oz, é arbitrdrio, pode ser cancelado da equag@o (4-31).

Correspondendo a N deslocamentos virtuais independentes Oz, (x),
i=12,..,N, ha N equacdes de trabalho virtual da forma da equagdo (4-31).
Juntas, elas podem ser expressas em nota¢do matricial como:

Mz+Kz=p (4-32)

Onde z € um vetor de N coordenadas generalizadas, M ¢é a matriz de
massa em que os elementos sdo dados pela equacdo (4-30), e p € um vetor de
forcas generalizadas, dado pela equacdo (4-28). A matriz de massa M e a matriz
de rigidez K sdo simétricas. Na formulagdo do trabalho virtual feito pelas forcas
internas de mola, foram negligenciadas as forcas feitas pelas forcas internas de
cisalhamento nas deformagdes de cisalhamento virtuais. Para propor¢des normais
de vigas, em que as dimensdes da secdo transversal sdo pequenas em relagdao ao
comprimento, o trabalho feito pelas forcas de cisalhamento é negligenciado em
comparacao ao que é feito pelos momentos fletores.

A equacdo (4-32) ndo inclui as forcas de amortecimento presentes no
sistema. Tais forcas podem, ambas, ser externas ou internas. O amortecimento
externo pode ser proveniente de forcas de amortecimento viscosas como na Figura
13 (¢). Denotando o coeficiente de amortecimento viscoso como ¢ , o trabalho

virtual feito por for¢as de amortecimento externas € obtido como:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1221646/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1221646/CA

52

. (4-33)
N
Wy, ==62, )" [ 20w, (x), (x) dx

J=l o

Forcas internas de amortecimento resistem a deformacdes dentro do

elemento e suas magnitudes dependem da taxa de deformacgdo. Assim, essa taxa

de deformagao ¢ 8% 2 resisténcia do amortecimento pode ser representada por

uma tensdo Oy que € proporcional a taxa de deformacgdo, a constante de

proporcionalidade sendo a constante de amortecimento c¢,. Assim:

o€
O, =¢C, E (4-34)
Em referéncia a Figura 13(c) e usando a teoria elementar de vigas, que
assume que secOes planas permanecem planas sobre flexdo, nos obtém-se as

seguinte relagdo cinemética:

E=Ky
o’u (4-35)
E=—
ox* y
Onde x € a curvatura da viga. Das equagdes (4-34) e (4-35) obtém-se:
o’u
o, =c,—— 4-36
SR TEr T (4-36)
O momento devido ao amortecimento interno é dado por:
M= L o, ydA
M= ey 2 aa
s=[er s (4-37)
o’u
M,=clI
s =6 ox°0t

Finalmente, reconhecendo que sobre um deslocamento virtual as

extremidades do elemento experimentam uma rotagdo Oz, (x)dx, o trabalho

virtual feito pelo amortecimento interno é dado por:

L . a3
oW, = —5ZiJ.CXIV/i (x) aszét dx

0

(4-38)
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N L
_é‘ziz_[cslzjy/i”(x) W;(x)dx

j=lo
Combinando as equagdes (4-33) e (4-38), o trabalho total feito pelas forgas

de amortecimento pode ser expresso como:

oW, =—oz, ZZ {I 1// (x)dx+jc Il// y/ (x)dx}

(4-39)
N
oW, ==02,) 3¢
=1
Onde:
¢; = [ev (x)y, (x)dx+jc 1y (X)) (x)dx (4-40)
0

Quando o amortecimento € incluido, a equacdo do movimento (4-32) é
escrita como:

Mz+Cz+Kz=p (4-41)
Na priética € dificil definir as constantes de amortecimento ¢ e ¢, na base

das caracteristicas fisicas do sistema. Métodos alternativos sdo usados para incluir
a resisténcia do amortecimento no modelo. Os métodos sugeridos conduzem para
uma resposta caracteristica que se correlaciona bem com comportamentos
experimentais ou observados.

Se forgas axiais estdo presentes, a equacdo do movimento (4-41) necessitara
de uma modifica¢do. Como discutido anteriormente, o efeito de forcas axiais pode
ser permitido pela derivagdo da matriz de rigidez geométrica que deve ser
deduzida da matriz de rigidez da viga.

A derivacdo da matriz de rigidez geométrica segue um procedimento muito

similar ao usado na representacdo de um grau de liberdade da viga. Assim,

tomando como referéncia a Figura 13(d), o deslocamento virtual dzy,(x) ird

fazer com que as duas forgas axiais S(x) movam-se proximas uma das outras por
uma distancia Jz; (8 / ) x)dx, em que du O ¢ obtido da equacao (4-22). O

trabalho virtual feito pelas for¢as axiais € entdo dado por:

d(6W,) = é'ziszS(x)z//i’(x) W/ (x)dx (4-42)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1221646/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1221646/CA

54

O trabalho total virtual € obtido pela integracdo da equagdo (4-42) no

comprimento:

oW = 5ZiZJAZjS(x)l//i’(X) l//; (x)dx

J=lo
(4-43)
N L
W = 5%2] Zkg;
J=lo
Onde
L
kg = [ SCOW, (X)) (x) dx (4-44)

0
Nota-se que oW, ¢é positivo enquanto OW, estava negativo. A equagdo do

movimento, incluindo o efeito da forca axial, se torna:
Mz+Cz+(K-K;)z=p (4-45)
Onde K, ¢ a matriz de rigidez geométrica onde seus elementos sdo dados
pela equagao (4-44).
Nesta formulagdo € satisfeita a aproximagao cldssica de Euler-Bernoulli. A
estaca também poderia ser modelada com as teorias de viga de Timoshenko ou

Reddy-Bickford. Yesilce e Catal (2008) apresentam um estudo comparativo de

vigas em base eldstica nas teorias de Timoshenko e Reddy-Bickford.

4.2.2.2.
Vibracgoes longitudinais em uma estaca

A barra uniforme mostrada na Figura 14 tem uma drea A e massa por
unidade de comprimento 7 . A barra estd vibrando na direcio axial sob a acdo de

uma forga distribuida p(x).

¢ [
% EA @ " Py v e 8 44
! e 2 £fx 9 - Pis 8+ P
| b o l -
: e
¥
s ]

Figura 14 - Vibragdes axiais em uma barra: (a) elevagao da barra mostrando deslocamentos
coordenados; (b) forcas atuando no elemento de barra
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Aplicando um deslocamento virtual na barra obtém-se uma equacdo do

trabalho virtual para cada deslocamento virtual aplicado. Um grupo de
deslocamentos virtuais admissiveis no sistema consiste em o, (x).

As forcas atuando no elemento de comprimento dx sdo mostradas na Figura
14(b). Elas consistem da forca elastica, forca P e forcas de inércia miidx. Um
deslocamento virtual aplicado nessa barra causa nas duas extremidades de um

elemento infinitesimal uma movimentacdo relativa entre estas na dire¢do axial por

uma distancia ouWdx. Se a forca axial P é dado por P = EA(a%x), o trabalho

virtual feito pelas forgas eldsticas atuando no elemento € dado por:

A(OW, ) =y (1) EAS
X

., (4-46)
d(ow,)= 5uizquAl//i,(x) '//; (x)dx

=l

O trabalho virtual total feito pelas forgas eldsticas € obtido pela integracdo

da equacao (4-46) no comprimento da barra:

N L
W, = 6u,y u, [ EAy, (x)y; (x)dx

=L o
(4-47)
N
W, =6u, Y uk,
j=1
Onde os coeficientes de influencia de rigidez sao dados por:
L
k= [ EAw, (x)p] (x) dx (4-48)

No caso de barra embutida em meio eldstico a equacdo (4-48) deve ser

reescrita como:

’

k; :J.EAl/fl.’(x) v, (x)dx+jkf W, (), (x)dx (4-49)

O trabalho virtual das for¢as de inércia € obtido de:
L 2
_ o’u
6‘/VI = 5ul_([ml//l(x)¥dx

(4-50)
N L
oW, = 5ui2jﬁ1ujy/[(x)y/j (x)dx
J=lo
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N
W, = 6u, > um,
j=1
Onde os coeficientes de influencia de massa sd@o dados por:

my, (x)y; (x)dx (4-51)

ml.j=

QS =yt~

O trabalho virtual feito pelas forcas aplicadas externamente €:

L
W, = Su, | plx, Oy (x)dx
0

(4-52)
oW, = du, p,
Onde:
L
p, = [ D, 0w, (x) dx (4-53)
4.3.

Método de Ritz

O procedimento descrito nas secdes anteriores em que a forma do
deslocamento € representada por uma superposicdo de uma série de fungdes de
forma apropriadamente selecionadas € chamado de método de Ritz. As fungdes de
forma selecionadas que representam a configuracdo de deslocamentos sdo
chamadas de formas de Ritz. Enquanto conceitualmente elegante, o método de
Ritz possui vérias dificuldades em aplicagdes praticas.

E aparente que o sucesso do método de Ritz depende da selecdo das funcdes
de forma. Isso é em geral uma tarefa dificil. No minimo as funcdes de forma
devem satisfazer as condi¢des de contorno essenciais do problema. Se diferenciais
de alta ordem m aparecem na equacdo do trabalho virtual, as fun¢des de forma
devem ser m vezes diferencidveis. Em outras palavras, fun¢des de forma devem
satisfazer continuidade C™, ou seja, (m—1) diferenciais devem ser continuas. A
escolha da fun¢do de forma deve entdo ser guiada pela natureza do problema e
pelas condicdes de contorno, e nem sempre € aparente que fungdes de forma
podem ser apropriadas em um caso particular.

As fungdes de forma devem cobrir o dominio inteiro de um sistema, mesmo

assim o deslocamento representado pode variar amplamente de diferentes
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maneiras em diferentes regides do dominio. Como um exemplo, mesmo um
simples caso de vibracdes de flexdo de uma viga, se os momentos de inércia em
diferentes se¢des do comprimento sdo significativamente diferentes, fungdes de
forma que sao apropriadas para uma regiao podem nao ser em outras.

As expressdes de trabalho virtual usadas na obtencdo das equacdes de
movimento envolvem integracao de fungdes de forma derivadas e outros produtos.
A menos que as fungdes de forma sejam simples funcdes matemadticas, tal
integracdo pode nao ser direta.

As matrizes obtidas na formulacdo de Ritz sdo completamente cheias. Como
resultado, quando o nimero de vetores de Ritz € grande, a solucdo se torna
computacionalmente ineficiente.

As coordenadas generalizadas usadas como pesos desconhecidos nas
funcdes de forma nem sempre tem um significado fisico. Torna-se entdo dificil
interpretar o comportamento do sistema sendo analisado por coordenadas
generalizadas valores obtidos na anélise.

Porém, o método de Ritz pode ser refinado, funcdes de forma adicionais
podem ser incluidas para melhorar a acurdcia da solugdo utilizando fungdes

enriquecidas.

4.4.
Método de Rayleigh

A principal aplicacdo do método de Rayleigh € na determinacao de um valor
aproximado da frequéncia fundamental de vibracdo de um sistema com multiplos
graus de liberdade. O método conta com uma estimativa do modo de vibracdo do
sistema para o sistema, de modo que esse € convertido a um sistema equivalente
de um grau de liberdade. A frequéncia do sistema equivalente € obtida aplicando o
principio da conservagao de energia.

Considerando uma viga ndo uniforme simplesmente apoiada. A viga

mostrada na Figura 15 possui uma massa 7(x) por unidade de comprimento e
rigidez a flexdo EI(x), ambas as fun¢des da coordenada x. O sistema

representado por uma viga possui um ndmero infinito de graus de liberdade.
Contudo se for feita uma estimativa do modo de vibracdo, o sistema pode ser

reduzido a um sistema equivalente de um grau de liberdade.
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Figura 15 - Vibracdes de flexdo de uma viga

Assumindo que a deflexdo u(x,t)é dada por:
u(x,1) = z(Oy(x) (4-54)
Onde z(f) é uma coordenada desconhecida e Y(x) € a forma de deflexdo

selecionada. A mecanica dos corpos deformdveis mostra que a energia de uma

viga devido as deformacodes de flexao é dada por:

2

L
U :%zz [EI){y” (x)} ax (4-55)
0
A energia cinética € obtida de:
1,6 ’
T=> & [mofy (x)} dx (4-56)
0

Assumindo vibragdes nao amortecidas de vigas como harmonicas, entdao
z = Asenwt . Substituindo este valor de z nas equagdes (4-55) e (4-56), obtém-se

as seguintes expressdes para as maximas energias potenciais e cinéticas:

2

U, :%A2 j EI0{y (x)} dx (4-57)
L 2 (4-58)
T =5 ACP [mo{y (x)} dx

Aplicando o principio da conservacdo de energia, nos obtém-se:
Ou:
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JL.EI(x){y/'(x)} dx
@ =

- . (4-60)
In?(x){l//(x)} dx

O método de Rayleigh fornece o mesmo resultado para a frequéncia como a
formulacdo baseada no conceito de coordenadas generalizadas. Isto € para ser

esperado porque a formulagdo é similar em ambos os casos, z(f) no método de

Rayleigh, sendo, em efeito, uma coordenada generalizada. A unica diferenca nas
duas aproximacdes € que no método de Rayleigh, aplica-se o principio da
conservacgao da energia, enquanto na aproximagao por coordenadas generalizadas,

o principio dos trabalhos virtuais € usado.

4.5.
Método Rayleigh-Ritz

Na secdo 4.4, foi introduzido o método de Rayleigh. A expressdao do lado

direito da equacdo (4-60) ¢ chamada de quociente de Rayleigh. O principio de
Rayleigh determina que esse quociente assume um valor minimo quando ¥/(x) é
igual ao verdadeiro modo de vibracdo e que o valor minimo do quociente € igual
ao quadrado da frequéncia fundamental. Para qualquer outro valor de lﬂ(x), 0
quociente de Rayleigh 4 maior que o quadrado da frequéncia fundamental.

Consideracdes similares aplicam-se a sistemas com parametros discretos de
multiplos graus de liberdade. Como para um sistema continuo, o vetor de
deslocamentos pode ser dado por u=z(t)y, onde y é um vetor. A equagao de
movimento de um modelo para um grau de liberdade € dada por:
mitk'z=p (4-61)

Onde

m =y My

k' =y'Ky

P =v'p

Uma estimativa da frequéncia fundamental do sistema original é obtida pela

solucdo da equacdo (4-61) com p =0. Isso da:
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=
m*
. (4-62)
o =Y Ky
v My

A equagdo (4-62) pode também ser derivada de consideracdes de energia.
O quociente de Rayleigh fornece uma estimativa do limite superior do
menor autovalor ou quadrado da frequéncia fundamental. A qualidade da

estimativa da frequéncia fundamental depende da escolha da funcdo de forma v,

quanto mais préxima ela for do verdadeiro modo de vibragdo, melhor serd a
estimativa da frequéncia.

Uma extensao do método de Rayleigh sugerida por Ritz e conhecida como
método de Rayleigh-Ritz fornece um método alternativo para obter uma melhor
estimativa da frequéncia fundamental. Ao mesmo tempo, ele pode ser usado para
obter estimativas de vdrias frequéncias superiores. Na extensdo de Ritz do método
de Rayleigh para um sistema de parametros discretos, os deslocamentos do
sistema sdo representados como uma superposi¢do de varios vetores de forma
diferentes e independentes, conhecidos como vetores de Ritz, cada um com o peso

de sua prépria coordenada generalizada:

u=z(OW, +5,OY, +...+ 2, (OWy
(4-63)
u="Yz
Onde ¥ ¢ a matriz dos vetores de Ritz e z¢é o vetor de M coordenadas
generalizadas. Tratando ucomo um possivel modo de deslocamento, o quociente
de Rayleigh correspondente a forma € dado por:
_u'Ku
u'Mu

Ty T
p= % (4-64)
ZTMZ
Onde K=Y"K¥ ¢ M =¥"MY¥.
O valor do quociente de Rayleigh mudard se a forma dos deslocamentos é

variada, que € equivalente a variar uma ou mais coordenadas generalizadas z; a

Z, - E de conhecimento que nos arredores de um sistema de autovalores, o
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assume um valor estacionario. Para sistemas discretos, o valor estacionario € um
minimo proximo a todos os autovalores exceto o mais auto, onde € um maximo.

As condi¢des de estacionariedade podem ser declaradas como:

»_,
dz; (4-65)
=12, M

Denotando o numerador da (4-65) por v e o denominador por w. Note que

v e w sdo escalares. A equacao (4-65) pode ser escrita como:

1o _vow
wdz, w o (4-66)
j=12,.M
Ou como:
o
gj(sz(z) —~ leif/[Z %(ZTMZ) =0 e
j=12,.M

Desde que K ¢ M sejam simétricas, o completo grupo de M equacdes

pode ser representado pela equacao (4-67) pode ser representada como:

-
Kz- 2% N1a =0 (4-68)
z Mz

Agora reconhecendo que quando a condi¢do dada pela equacdo (4-66) é

. . 2 , N .
satisfeita, p assume o valor de @”, onde @ € uma das frequéncias do sistema,

nos tem-se:
2"'Kz 5
P =, (4-69)

Substituindo a equagdo (4-69) na equagdo (4-68) obtém-se:
Kz=w'Mz (4-70)

A equacdo (4-70) é reconhecida como um problema de autovalores
linearizado. As frequéncias @ obtidas desta solu¢do serdo aproximadamente
iguais as frequéncias do sistema original.

As frequéncias obtidas pelo método de Rayleigh-Ritz sdo somente

aproximacdes das verdadeiras frequéncias. A qualidade da aproximagdo depende

da selecio das formas assumidas W, quanto mais préximas estas formas
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estiverem dos verdadeiros modos de vibracao, melhores serdo as estimativas das
frequéncias do sistema e dos modos de vibragcdo. As estimativas de frequéncia
sempre serdo maiores que a frequéncia fundamental e menores que a maior
frequéncia do sistema.

O método de Rayleigh-Ritz é também aplicado a sistemas continuos.

Similar a equacdo (4-63), o modo de deflexdo de um sistema continuo pode
ser representado por uma superposi¢do de M funcgdes de forma cada uma com o
peso de uma coordenada generalizada diferente. Como um exemplo, para
vibragdes laterais de uma viga, o modo de deflexdo € representado por:
u(x,t)=z,(OY,(x)+ 2, OW, (x) +...+ 2, OW,, (x)

(4-71)

u(x,t)=wyz

Onde ¥, i=1 at¢ M, sdo os modos de Ritz que sdo fungdes de

coordenadas espaciais x, z,, i=1 até M , sdo coordenadas generalizadas; y ¢

um vetor coluna de formas ¥;; e z € o vetor de coordenadas generalizadas. O

quociente de Rayleigh correspondente ao modo de deslocamento u é dado por:

T

jEI(x)zT [w(x)] w(x)zdx

p=" ; (4-72)
l m(x)z" [y (x)] w(x)zdx
De modo que se introduz a notagio:
K =IEI(x)[w”(x)]Tw”(x)dx (4-73)
M= [0 w(x) () e
De modo que:
= E EI(x) [l//i”(x)]Tl//i”(x) dx (4-75)
r (4-76)

j.n?(x) [l// v, (x)dx

No caso do estudo de vigas em base eldstica as equacdes (4-73) e (4-75)

devem ser reescritas como:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1221646/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1221646/CA

63

T

KszI(x)[w”(x)] w”(x)dx+jks(x)[w(x)] v (x)dx 4-77)

T L T 4-78)
EI0)[w/(x) ] w/(x)dx+ [k, () v, (x) ] (x) dx

O'—nh

No caso do estudo de barras embutidas em um meio eldstico as equacdes

(4-73) e (4-75) devem ser reescritas como:

T

K =jEA(x)[q/(x)] \p'(x)dx+j‘K_f(x)[\|l(x)] v (x)dx (4-79)

. , L r (4-80)
J‘EA(x)[ J l//i,(x)dx+J‘K_f(x)[l//i(x):| v, (x)dx

Com as notacdes dadas pelas equacdes (4-73) e (4-74), a equagdo (4-72) se
reduz a forma da equagao (4-64). A aplicacdo da condicdo de estacionariedade no
quociente de Rayleigh entdo leva a equagdo de autovalores (4-70).

De maneira resumida o método de Raleigh-Ritz é um método aproximado
de resolugdo de problemas, baseado no principio do trabalho virtual. O método de
Raleigh-Ritz reduz um meio continuo com infinitos graus de liberdade a um
sistema com um nuimero finito de graus de liberdade.

O método dos elementos finitos pode ser pensado como uma extensdo do
método de Raleigh-Ritz, salvo duas grandes diferencgas: (1) As estruturas no
método de Raleigh-Ritz sao tratadas como um tnico elemento. No método dos
elementos finitos utilizam-se multiplos elementos e nds; (2) No método dos
elementos finitos os valores de deslocamentos e rotagdes sdao as varidveis
(coeficientes indeterminados), é um método mais intuitivo. J4 no método de
Raleigh-Ritz as deformacgdes sdo as amplitudes de uma funcdo senoidal e os

coeficientes indeterminados sdo as constantes das equacoes.

4.6.
Formulacao hierarquica

Como mencionado no item 4.3 o método de Ritz, e consequentemente o
método de Rayleigh-Ritz pode ser refinado, funcdes adicionais de forma de Ritz

podem ser incluidas para melhorar a acuricia da solugdo.
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Na formulagdo hierdrquica adota-se uma metodologia em que as funcdes de
forma sdo simplesmente acrescidas, enriquecendo a solucdo aproximada, sem
interferéncia nas funcdes existentes. Isto é possivel uma vez que os graus de
liberdade generalizados sdo mantidos como incdgnitas (Zienkiewicz, 1983). As
funcdes trigonométricas, por sua simplicidade e alto grau de convergéncia,
constituem-se num recurso interessante para o enriquecimento dos elementos.
Tais funcgdes sd@o amplamente utilizadas em métodos aproximados de andlise
estrutural, como o de Rayleigh-Ritz (Burgos, 2005)

Lages (1992) apresentou uma metodologia na qual combinavam-se funcdes
polinomiais e trigonométricas.

Cada funcao de forma adicional acrescenta um grau de liberdade “ficticio”
ao elemento, que serd mantido como incégnita ja que nao estd associado a um no.
A grande vantagem da formulacdo hierdrquica € a possibilidade do aumento na
precisdo do elemento sem a necessidade de uma discretizagao.

Neste trabalho, a formulacdo hierdrquica é utilizada na formulacdo de
elementos para a andlise de vibracdes longitudinais e transversais em estacas.

Tomando por base o trabalho de Lages, formularam-se fun¢des hierdrquicas
para enriquecer elementos de vigas e barras, satisfazendo-se as condicdes de
contorno, com o intuito de nao alterar os valores nodais.

Para a andlise de vibracdes transversais combinaram-se funcdes polinomiais
cubicas e funcdes seno, foi gerada uma familia de fun¢des da seguinte forma:

W, (x), =a+bx+cx2+dx3+sen(%xJ (8D
Onde n vai de 1 até o nimero de fungdes adicionais e L € o comprimento

do elemento. Os coeficientes a, b, ¢ € d sdo obtidos pela seguinte condicdo de

contorno:

v, (0) =0 (4-82)
v, (L), =0

v, (0),=0

vy, (L), =0

As condicdes de contorno impostas garantem que os valores dos

deslocamentos e rotacdes nodais ndo serdo alterados pelas fungdes adicionais. A
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familia de funcdes resultante tem a seguinte forma geral, mostrada na equacdo
(4-90).

R L L e (o

Estas funcdes sdao a soma de fungdes cubicas com a funcdo seno, com a
propriedade de valores nulos das funcdes e suas primeiras derivadas nas
extremidades x=0 e x=L. Dessa forma, as funcdes adicionais permitem um
refinamento hierdrquico, ndo sendo afetadas pelas condicdes de contorno
essenciais do elemento (deslocamentos e rotagdes nodais). Para melhorar a
aproximacao, basta especificar um nimero maior de fungdes adicionais (as
funcdes basicas permanecem sempre as mesmas).

Para a andlise de vibracdes longitudinais, as funcdes adicionais
longitudinais também sdo obtidas de forma hierarquica. No caso, basta utilizar
termos em seno, que atendem a condi¢do de zero deslocamento nos nds. Nesta

andlise a equacgdo (4-83) se torna:
nw
v, (x) =sen 7

As matrizes de rigidez, de massa e geométrica sdo acrescidas de uma linha e

(4-84)

uma coluna para cada func¢do adicional, mas a parcela relativa ao elemento
original ndo é modificada.

A matriz de rigidez do elemento enriquecido, por exemplo, € dada por:
_ KPP KPH (4-85)
K{Km’ KHH}

z

No estudo de vibracdes transversais de vigas em base eldstica, K* & a
matriz de rigidez original do elemento pela formulagio polinomial e K**, K™ e

K™ s3o dadas por:

(4-86)
_ k HP

EI0)[y/(x)] v (x)dx+ka<x)[w,r(x)] Wy, (x)dx

O"—oh

r . r (4-87)
EI0[y, (x) ] Wi, (x)dx+ [k 0] w, (%) ] v, (x)dx

~HH

<
o'—.h

No estudo de vibracdes longitudinais de barras embutidas em base eldstica

K™, K™ e K™ sio dadas por:
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~ ~ L T L T (4-88)
k" =k, =IEA(x)[y4’(x)] Vi, (x)dx+ij(x)[y4 (x)] Wy (x)dx

) r L r (4-89)
k"™ = | EA(x) [;//;, (x)] Vi, (x) dx+JKf (X)[‘//H, (x)] Vi, (x)dx

Sk 1

No caso de uma barra sujeita apenas a alongamento e encurtamento o campo
de deslocamentos convencional é uma funcdo linear dos deslocamentos nodais,
conforme a equagao (4-90).

(4-90)

No caso de uma viga o campo de deslocamentos convencional é descritos

por fun¢des polinomiais cubicas, conforme a equagado (4-91).

3 2% ] (4-91)
St
2% X
x——+—2
\I’(x): L L
3xr 2%
T
—X2 )C3
. L L |

Estas fungdes correspondem a deslocamentos unitdrios em cada um dos 4

graus de liberdade do elemento de viga indicados na Figura 16.

1{\ 2‘\ 2% %4

2 1

Figura 16 - Graus de liberdade de um elemento de viga
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