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Resumo

Rodriguez Torres, Andrés José; Mota de Menezes, lvan Fabio. Estudo
comparativo de métodos numéricos para solucdo das equacbes da
elasticidade em problemas de otimizacdo topoldgica. Rio de Janeiro,
2016. 54-p. Dissertacdo de Mestrado - Departamento de Engenharia
Mecénica, Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

Este trabalho apresenta um estudo comparativo de métodos numéricos para
solucéo das equacdes da elasticidade em problemas de otimizacdo topologica. Um
sistema computacional é desenvolvido em MATLAB para solucdo de problemas
de otimizacdo topologica usando malhas poligonais ndo estruturadas em dominios
bidimensionais arbitrarios. Dois métodos numéricos sdo implementados e
comparados com o método dos elementos finitos (FEM) em relacdo a preciséo e a
eficiéncia computacional: o recém proposto Método dos Elementos Virtuais
(VEM) e o Método dos Elementos Finitos Suavizados (SFEM). A principal
caracteristica que distingue estes métodos do FEM ¢é que as funcdes de base
candnicas ndo sdo obtidas de forma explicita. A utilizacdo de projetores locais
apropriados permite a extracdo do componente linear das deformacGes dos
elementos e, por conseguinte, o calculo da matriz de rigidez se reduz a avalia¢cfes
de quantidades puramente geométricas. Exemplos numéricos representativos,
usando malhas convexas e ndo convexas, para minimizacdo da flexibilidade séo

apresentados para ilustrar as potencialidades dos métodos estudados.

Palavras-chave
Otimizacdo Topologica; Método dos Elementos Virtuais; Método dos

Elementos Finitos Suavizados; Malhas Poligonais; Minimizacao da Flexibilidade.
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Abstract

Rodriguez Torres, Andrés José; Mota de Menezes, Ivan Fabio (Advisor).
Comparative study of numerical methods for solving the elasticity
equations in topology optimization problems. Rio de Janeiro, 2016. 54-p.
MSc. Dissertation — Departamento de Engenharia Mecénica, Pontificia
Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

This work presents a comparative study of numerical methods for solving
the elasticity equations in topology optimization problems. A computational
framework is developed in MATLAB for solving topology optimization problems
using unstructured polygonal meshes in arbitrary two-dimensional domains. Two
numerical methods are implemented and compared with the finite element method
(FEM) with respect to accuracy and computational efficiency: the recently-
proposed Virtual Element Method (VEM) and the Smoothed Finite Element
Method (SFEM). The key characteristic that distinguish these methods from the
FEM is that the canonical basis functions are not computed explicitly. The use of
appropriate local projection maps allows the extraction of the linear component of
the element deformations and, therefore, the computation of the stiffness matrix is
reduced to the evaluation of purely geometric quantities. Representative numerical
examples, using convex and non-convex meshes, for compliance minimization are

presented to illustrate the capabilities of the methods studied.

Keywords
Topology Optimization; Virtual Element Method; Smoothed Finite Element

Method; Polygonal Meshes; Compliance Minimization.
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quando compro algo, ou vocé compra, ndo pagamos com
dinheiro, pagamos com o tempo de vida que tivemos de gastar para
ter aquele dinheiro. Mas tem um detalhe: tudo se compra menos a
vida, a vida se gasta. E é lamentével desperdicar a vida para perder a
liberdade. ”

Discurso do José Mujica
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1
Introducéao

11
Motivacao

As técnicas de otimizagdo topoldgica aplicadas a estruturas continuas e
discretas estdo bem estabelecidas na industria e modelos obtidos com a
utilizacdo de meétodos de otimizagao constituem uma ferramenta diaria da
producdo. Representam, assim, um uso eficiente de materiais com consequente
reducdo de custos e peso das estruturas. A industria aeroespacial e automotiva,
por exemplo, se interessam pelo dimensionamento e otimizagdo de formas para
o projeto de estruturas e elementos mecanicos, onde o peso das pegas € um
fator critico deste tipo de industrias (Zhu et al. 2015). A otimizagao é utilizada
também na fabricacdo de dispositivos eletromagnéticos, sistemas
microeletromecanicos (MEMS), eletroquimicos e acusticos (Bendsge & Sigmund
2003). Portanto, este trabalho € uma apresentacdo do método para o projeto
6timo da topologia de estruturas continuas e uma comparacao da eficiéncia de

métodos baseados em Galerkin para solugao do problema elastico.

O desenvolvimento de técnicas numéricas para encontrar solugdes
aproximadas de problemas de valor de contorno em malhas poligonais e
poliédricas tem recebido atengéo consideravel na literatura recentemente (Beirdo
da Veiga et al. 2014), (G. R. Liu & Nguyen 2010). Isto se deve a diversos fatores,
entre eles a dificuldade associada com a geracdo de malha para dominios
complexos para os quais a utilizacdo de elementos de forma arbitraria pode
fornecer uma maior flexibilidade (Talischi et al. 2012b). Além disso, novos
meétodos aproximados, tais como o Método dos Elementos Virtuais (VEM) e o
Método dos Elementos Finitos Suavizados (SFEM) permitem a utilizagao de
elementos ndo convexos ou distorcidos com os novos métodos aproximados
associados aos elementos finitos como generalizagao no caso do VEM ou
modificagdo para o caso do SFEM. A utilizagdo de elementos poligonais
apresenta uma vantagem na geracio e adaptacdo de malha além de oferecer
um melhor desempenho em algumas aplicagbes tal como a otimizagéo

topolodgica (Talischi et al., 2010). O método VEM ¢é baseado no método das
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diferencgas finitas miméticas (MFD) com aproxima¢des de ordem superior (Beirdo
da Veiga et al. 2014) e o método SFEM é uma modificagéo dos elementos finitos
convencionais (Liu et al. 2007). Nestes métodos, as fungbes de forma néo

precisam ser calculadas explicitamente.

Na proxima secdo, serdo apresentados o problema de otimizacao
topoldgica para dominios continuos e os principais métodos numeéricos,
mencionados anteriormente, para a solugdo das equacdes diferenciais que

governam o problema de elasticidade linear.

1.2
Reviséao bibliografica

Diversos trabalhos de otimizagcdo topolégica foram desenvolvidos
recentemente na literatura: o Polytop (Talischi et al. 2012b) apresenta um
cédigo educacional e compacto, feito em MATLAB, para solugdo do problema de
otimizacao topologica estrutural com o método de elementos finitos poligonais
para problemas de elasticidade. Bendsge e Sigmund (Bendsge & Sigmund
2003) estenderam as aplicagdes da otimizacdo topoldgica para problemas de
elasticidade discretos e continuos, vibracdes, flambagem, entre outros. Paulino &
Gain 2015 pesquisaram a otimizagcdo topologica de padrbées geométrico
(tesselagbes) como um meio para unir arte e engenharia, com a resolugéo das
equacgles de elasticidade com malhas geradas em base aos conceitos de

desenhos artisticos desenvolvidos por Maurits Cornelis Escher.

Tal como acontece com elementos finitos, o VEM & um método de Galerkin
com um espago de aproximagado subjacente definido de acordo com uma
particdo (malha) do dominio que teve origem no método de diferengas finitas
miméticas (MFD). Beirdo da Veiga et al.,, 2013a explicitaram os principios
basicos do método aplicado ao problema mais simples em duas dimensdes, e
mostraram que este pode ser aplicado a um numero de situagdes e problemas
diferentes tal como geometrias complexas ou condi¢gdes de contorno de ordem
maior. Beirdo da Veiga et al. 2014 apresentam uma visdo geral e uma guia de
implementagdo computacional do método com o problema modelo da equagéo
de Poisson em duas dimensbes, onde o método pode ser visto como uma
extensao do FEM para elementos poligonais e poliedrais gerais. Os estudos de
(Beirao da Veiga et al. 2013b), apresentam o método para resolver problemas de

elasticidade linear compressivel e materiais quase incompressiveis sob a
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premissa de pequenas deformacdes. Os autores mostraram um exemplo em
duas dimensdes. Gain et al. 2013 aplicaram o método para problemas de
elasticidade em trés dimensdes, com a utilizacdo de malhas poliédricas
regulares e arbitrarias e uma analise de convergéncia para diferentes tipos de

elementos.

O método dos elementos finitos com fungdo suavizada para problemas
mecanicos e subdivisdo do elemento em células foi desenvolvido por (Liu et al.
2007). Nesse método, o somatdrio das contribuicdes de cada uma destas células
forma a matriz de rigidez local. Uma generalizagdo para n-células, sendo n o
numero de arestas do poligono foi realizada por (Dai et al. 2007). Natarajan et al.
2015 realizaram uma comparagado com o método VEM, mostrando semelhangas
no uso das projecdes elementares para o calculo da matriz de rigidez local. Na
Figura 1, observamos as possiveis subdivisbes de cada elemento para o célculo
da matriz de rigidez. Liu & Nguyen 2010a fizeram uma analise numérica para
uma correta divisdo em células de cada tipo de elemento. Além disso, outros
métodos baseados nos elementos finitos suavizados e suas aplicagbes foram

estudados por esses autores.

(b)

Figura 1. Subdivisdo de um elemento em subcélulas: (a) quadrilatero

e suas possiveis divisbes (b) hexagono com 6 e 4 -tridngulos.
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1.3
Objetivos do trabalho

O objetivo principal deste trabalho é realizar um estudo comparativo entre
diferentes métodos numéricos para solugcdo das equagdes de equilibrio
associadas ao problema de elasticidade linear no contexto da otimizacao
topoldgica. Para tanto, o framework Polytop (Talischi et al., 2012b)
desenvolvido em MATLAB para a otimizagdo topoldgica foi estendido para
incorporar o n-SFEM e o VEM. Os resultados numéricos dos métodos avalidos
sao validados usando a solucdo analitica de um problema de elasticidade

apresentada em (Barber, 2009).

Os conceitos basicos de otimizagdo topoldgica aplicada a estruturas
continuas discretizadas por meio de elementos quadrilaterais, poligonais e
tesselagdes genéricas (i.e. com elementos ndo convexos) sdo apresentados. Foi
utilizado um framework para solugdo de problemas de otimizagdo topoldgica,
com implementacdes simples e eficientes, capaz de resolver diversas aplicagdes
de engenharia, com malhas n&o estruturadas, geometrias complexas, e uma
especificacdo simples e intuitiva das condi¢cdes de carregamento e de apoio
(Talischi et al., 2012a). Além disso, o framework foi estendido para incorporar as
implementacdes do método de elementos virtuais e do método dos elementos

finitos suavizados na otimizacao topoldgica.

1.4
Estrutura da dissertacao

Os demais capitulos desta dissertacdo estdo distribuidos da seguinte
forma: o capitulo 2 apresenta uma revisdo dos fundamentos tedricos e esta
dividido em duas partes: a primeira introduz uma breve abordagem sobre a
otimizacdo topoldgica e a segunda apresenta os métodos numéricos para a
solugdo dos problemas de elasticidade linear, incluindo alguns detalhes da
implementacao. O capitulo 3 descreve os testes realizados: inicialmente, é feita
uma verificacdo da convergéncia dos métodos numéricos usados para a
aproximacao da solugéo das equacgdes de equilibrio do problema, seguida de
exemplos de otimizagdo topoldgica usando malhas de elementos poligonais e
nao convexos em dominios arbitrarios. Finalmente, o capitulo 4 apresenta as
principais conclusdes e algumas sugestbes para desenvolvimento de trabalhos

futuros
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2
Fundamentos teoéricos

Este capitulo aborda os conceitos necessarios para a implementagao da
técnica de otimizagdo topoldgica com os diferentes tipos de aproximacoes

numeéricas para solugédo das equagdes governantes da elasticidade.

2.1
Otimizacéo topologica

Nesta secao, apresentamos a otimizacgao topoldgica aplicada a um sistema
linearizado submetido a tracbes de superficie t, sob a premissa de pequenas
deformacdes e material em regime linear elastico (Talischi et al. 2012b). Para um

dominio Q € R?, procura-se u tal que:

a(u,v) = f(v) Yu,vevy
onde,

a(u,v) =fCVu:Vvdx, fv) =f~ t-vds
Q

o (2)
V ={veH(Q):v|, =0}

onde PV é o espacgo de deslocamentos admissiveis, € é o tensor constitutivo do

material € u e v sdo campos de deslocamentos.
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=
=
P

I

Figura 2. Dominio de projeto estendido. Fonte: Talischi et al. 2012b.

O objetivo da otimizagdo topoldgica é encontrar a forma mais eficiente
w S Q de um sistema fisico cujo comportamento é representado pela solugéo
u,. A forma w corresponde a configuracdo mais rigida submetida a cargas
aplicadas e condi¢cdes de contorno; T', e T'y formam uma particdo de 9Q, e
I'y €Ty define a regido do contorno onde as tragdes diferentes de zero t sdo
especificadas. Para que o problema 6timo da equacéo (2) seja nao trivial, vamos
supor que para cada forma w admissivel, dw N T tenha uma area de superficie
diferente de zero e [y € dw. Isso reflete o desejo de que as formas admissiveis
w s&o suportadas em TI';, e submetidas as cargas de projeto definidas em Ty.
Note-se que o limite livre de w, ou seja, dw / 02, € livre de tragcdo. Desta forma, o

carregamento é nao dependente da forma 6tima (Talischi et al. 2012b).

Em geral, os problemas de otimizacdo topoldgica consistem na
minimizacdo da flexibilidade (equivalente a maximizacdo da rigidez). Este
problema equivale a encontrar a configuragdo mais rigida sob cargas aplicadas e
condi¢cbes de contorno. O problema de minimizagado da flexibilidade J pode ser

definido como:

infJ(p) =]C(p)Vu:Vvdx=f t-vds
p Q Ty

(3)
. fﬂp(x)dx <v:la|

a(u,v) = f(v)
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onde V; é a fragao de volume e || € volume do dominio Q. O tensor C(p), que
depende da densidade do material p(x), € definido de acordo com M. P.
Bendsge & Sigmund 1999 que utiliza o modelo SIMP (material isotrépico sélido
com penalizagdo, onde p representa o fator de penalizagdo e €° é o tensor do

material na fase sdlida, ou seja, para p = 1):
Clp)=[e+(1- g)pp]CO (4)

As regides solidas e vazias sdo preenchidas com os tensores C° e £C°,
respectivamente, onde ¢ é escolhido como 10~%. O parametro de penalizagao, p,
estd normalmente definido no intervalo de 1 até 4. A Eq. (3), na sua forma

discretizada, é expressa como:

inf/] = FTU
p

Z lelpe < VIQ (5)
s.t. e ’
K(p)U =F

onde K é a matriz de rigidez global, U vetor de deslocamentos nodais global e
F nodal vetor da forgas externas global.

2.2
Métodos numéricos

Nesta secdo serdo apresentados os meétodos numéricos utilizados para
solucdo das equagbes da elasticidade linear que aparecem nos problemas de
otimizagéao topoldgica.

221
VEM

Inicialmente, descreveremos o Método dos Elementos Virtuais (VEM)
seguindo o desenvolvimento apresentado por Gain et al. 2013 e Paulino & Gain
2015.
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Considere uma particdo do dominio Q em elementos que nao se
sobrepdem, e, de didmetro maximo h. A aproximacao de Galerkin u, de u
pertence ao espaco discreto conforme V, €V, que consiste em campos de
deslocamentos continuos e cuja restricdo para o elemento e pertence ao espacgo
de dimenséo finita de fungdes suaves W. O espago W contém todos os estados
de deformacao representados pelo elemento e, ou seja, as deformacgdes lineares
e os modos de ordem mais elevada. Devido a conformidade de V,, a forma
bilinear continua a e discreta a;, podem ser expressas como as somas das

contribuicbes de todos os elementos:

a(u,v) = Zeae (w,v), ap(uv)= z ap(u,v) (6)

e

Para construir o espago W, dois graus de liberdade sdo associados com
cada um dos vértices de um elemento e. Portanto, consideramos a base

canénica ¢4, ..., p,, da forma:
P2i-1 = [¢i! O]T' P2i = [0, (Pi]T i=1,..,n (7)

onde ¢4,..., ¢, sao um conjunto de coordenadas baricéntricas, que satisfazem
as propriedades de particdo de unidade, da completude linear, do delta de
Kronecker e linear em trechos (fungédo €°) ao longo das arestas de e. O VEM se
caracteriza por estudar o comportamento do espago W ao longo das fronteiras
do elemento e, tendo em vista que as funcdes de forma n&o sao explicitamente
computadas. Dessa forma, a matriz de rigidez é construida diretamente baseada
na decomposicio cinematica dos estados de deformagao do espago de fungdes
suaves W. Para simplificar as expressoes, v € a média dos valores da funcao v
avaliada nos vértices de e e (v) é a média da area de v. Definimos seis bases

que definem o espaco das deformacgdes lineares, P, sobre o elemento e como:

p:(x) =[1, 0], p.(x) =[(x —X)(z), 0],
p.(x) =[0, 1], ps(x) = [0, (x—X)p), (8)
pz(x) = [(x—=%)1), 0], pe(x) =[0, (x—X)],
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Em seguida, vamos definir um mapa de projegéo np : W — P para extrair

deformacdes lineares como:
TpV =V + (Vv)(x — X) (9)

onde a integral de area (Vv) pode ser convertida para uma integral de linha da

seguinte forma:

1 1
(Vv = — f Vvdx = — [ v@nds (10)
|e| e |e| de

Esta integral de linha pode ser calculada exatamente ja que a fungéo v é
assumidamente linear ao longo das arestas. Além disso, 0 mapa de proje¢ao mp

linear pode ser expresso em termos das bases de P como:

pv = (V) (hP1 + (D 2yP2 + (VW) 11)P3 + (VW) (12)Pa + (VW) (21)Ps (11)
+ (VW) (22)P6

Finalmente, qualquer estado de deformacédo v € W pode ser decomposto

cinematicamente como:

onde (v — mpV) representa o componente de ordem superior que pertence a um
subespacgo de dimensdes (2n — 6) do espaco W. Com base na decomposi¢cao
cinematica do estado de deformacdo e a propriedade de ortogonalidade da

energia, a forma bilinear continua pode ser reescrita como:
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a®(u,v) = a®(mpu, mpv) + a(u — mpu, v — mpv) (13)

O primeiro termo corresponde aos modos de deformacgao constante e pode
ser exatamente calculado por meio da area do elemento e. O segundo termo
corresponde a modos de deformacédo de ordem superior e € mais dificil de ser
obtido. Este termo é substituido por uma estimativa s, nao necessariamente
precisa, que pode ser convenientemente calculada sem afetar a energia
associada aos modos de deformagdo constantes. Assim, a Eq. (13) pode ser

redefinida como:

a®(u,v) = a®(mpu, mpv) + sé(u — mpu, v — mpVv) (14)

onde s¢ é uma forma bilinear simétrica positiva definida escolhida de modo que
se tenha a mesma energia do termo de consisténcia, i.e., s¢ (:,-) = a® (),

definida por Beirdo da Veiga et al. 2013 como:

n

s(uv) = ) au(x) vix)

i=1

(15)

onde af é um coeficiente positivo que garante o correto dimensionamento dos
termos de ordem superior. Para implementar esta abordagem, definimos Pj

como a representagéo discreta da proje¢ao my:

2n

Tp@; = Z(PT)(kj)§0k
k=1

(16)

Usamos a equagao (11) para expressar mp em termos das bases que geram o

espaco de deformacao linear como:
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6
17
Tp@Pj = Z(W?)(jl)pl (7

=1

onde Wy é uma matriz 2n X 6, cuja linha j;, € dada por:

(@), @)y 01 T9)az (V0@ (V9)e2)] (18)

Usando a propriedade de precisdo linear das fun¢des de base candbnicas
apresentadas na Eq. (7) e expressando p; da Eq. (17) em termos da sua

contrapartida discreta (amostradas nos vértices), obtemos:

2n

Tp@; = (N?W?T)(kj)ﬁ%
=1

(19)

Comparando a Eq. (19) com a Eq. (16), temos que P, = NpW%, onde
Np, WL € R?"*¢. Um bloco de trés linhas de Njp, correspondentes ao iesimo

vértice do elemento e, € explicitamente expresso como:

(N.‘P)(Zi—l:Zi,:) (20)
_ 1 0 (xi - f)(l) (xl- — f)(z) 0 0
0 1 0 0 =0 =%

e um bloco de trés linhas de Wy é expresso como:

1/n 0 @w @z 0 0 (21)

W PO T IN—
(Wo)ai-120) 0 1/n 0 0 @day @)

onde o vetor da integral de linha q; pode ser exatamente calculado de acordo

com (Ahmad et al. 2013), como segue :
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1

1
a1 ja pinds = —(li-imi-s + m) (22)
e

Na figura 3, explica-se cada um dos componentes necessarios para o

calculo da integral anterior.

Figura 3. Integracéo ao longo das arestas (linhas).

Usando as matrizes Wy e Pp, a matriz de rigidez elementar pode entéo

ser calculada a partir da Eq.(14), ou seja:
(K iy = af (@), o) = a®(mp@j, mppy) + s(@) — Tp@), @ — Tp@y) (23)
Utilizando a Eq. (17), o primeiro termo de K, pode ser simplificado como:
a¢(mp@;, mpey) = |€|(W?DW;)(jk) (24)

onde a matriz D € uma func¢ao do tensor de elasticidade C e é dada por:

1 e
(D)(lm) = Ea (pl! pm) = CV(pl) V(pm)r l,m =1,..,6 (25)
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Com base na escolha de mais baixo custo computacional de s¢ Eq. (15), o

segundo termo da matriz de rigidez é escrito como:
s¢(@; — mp@j, i — mp@y) = [I — Pp)TS°(I — Pyp)] (26)

onde (5% = (@j,px) corresponde a S$°=a®l,,. Alem disso, € preciso
assegurar que s€ (+,) seja da mesma ordem de grandeza que a‘ (:,"). Entdo, um
valor apropriado desta energia segundo (Beirdo da Veiga et al. 2013b) pode ser

expresso como:

a® = a‘trace(|le|WpDW}). 27)

onde ¢ é o fator de estabilidade.

Finalmente, a matriz de rigidez elementar é dada por:

K, = |3|W?DW.2;’ +a®(I— P:P)T(I_ Pp) (28)

A matriz de rigidez global e o vetor de forga global sdo obtidos pelo
processo tradicional de montagem adotado no método dos elementos finitos
(Cook et al. 2002).

O algoritmo de otimizagao utilizado faz uso dos gradientes da funcao
objetivo e da restrigdo. Desta forma, precisamos do gradiente da flexibilidade (/)
com respeito as variaveis de projeto (p.). Derivando-se a funcdo objetivo do

problema definido em (5) temos:

d _
- = —p (1= Pl K, (29)
e

onde resulta uma multiplicagéo da variavel de projeto pela matriz de rigidez da
Eq. (28), porque existe uma dependéncia linear nos dois termos da funcdo D

relacionada a matriz constitutiva C, tensor que inclui as variaveis de projeto; no
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primeiro termo de forma explicita e no segundo de forma implicita pelo
coeficiente de escala da Eq. (27).

2.2.2
FEM

Para um problema de elasticidade linear (Cook et al. 2002) a matriz de

rigidez elastica de um elemento finito pode ser expressa como:

1 1
K, =f BTCBdQ ; K, = f jBTCB |J|dédn (30)
Q
-1 -1

e

onde (¢,n) indicam as coordenadas paramétricas com intervalo [-1,1]; |J| € a
determinante da matriz Jacobiana; € a matriz constitutiva do material; e B é
matriz de deformacao-deslocamento que contém as derivadas das funcdes de
forma. Por exemplo, para um elemento quadrado (Q4) com quatro nés e dois

graus de liberdade por cada nd, a matriz B € expressa como:

N, 0 9N, O aN; 0 oON, O
oe ONi 5 0N T ON3 e 0N,
0 on 0 on 0 on 0 an
laN1 N, 0N, 0N, ON; ON; 0N, 6N4J

an 9 oy 9 oy 0& oy  0¢

B = (31)

e as fungdes de forma para o tipo de elemento do exemplo anterior que formam

a matriz de interpolagdes (31) s&o expressadas como:

1
N, =70-80-n)

4
Ny =~ +61—1)

§ (32)
Ny=2(1+1+7)

1
Ny=Z(1—-O+m)
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A matriz constitutiva € depende da densidade do material e para o caso de

estado plano de tens&o pode ser expressa como:

1 v 0

Elppe)lv 1 0
C(pe)zl_vz 0 0 1_v

2

(33)

onde p, € a densidade elementar do material que varia entre [0,1] e as

constantes do material, E e v, sao, respectivamente, o moddulo de Young e

coeficiente de Poisson.

Para o caso de elementos finitos poligonais, a integracdo numérica é feita
por subdivisdo em tridngulos (Sukumar & Tabarraei 2004). A formulagdo que
adotamos é baseada nas funcbes de forma Laplace e transformacobes
isoparameétricas. A fungdo de forma avaliada no ponto (§) e correspondente ao

né de um dado poligono de n-arestas é definida como:

Ni(§) = 0@ -~
onde:
a;(§) = APi-1,Pi Pi+1)
BT AP, P DAPLPis1, ©) (35)

e A(pi—1., P Pi+1) € a area do triangulo definida pelos vértices p;_1,Pi, Pis1

conforme ilustrado na Figura 4.
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- q’.’{‘_ff_'_fi)

\ =0 P

A

(a) (b)

Figura 4. (a) areas triangulares utilizadas para calcular as fun¢des de
forma dos elementos poligonais e (b) triangulacdo utilizada para integracéo

numérica. Fonte: Talischi et al. 2012b.

Um mapeamento isoparamétrico regular de qualquer poligono convexo de
n-vertices pode ser construido usando estas fungcbées de forma, porque o campo
interpolado varia linearmente nos contornos e a aproximacado resultante
representa um elemento conforme. Fundamentado na abordagem de elementos
finitos descrita anteriormente, as fungdes de forma sao definidas no dominio
local, onde as integrais oriundas da formulagdo fraca sdo avaliadas
numericamente. Um poligono de referéncia de n-lados € subdividido em n
tridngulos (conectando-se o seu centréide com os vértices), e as regras de

quadratura sdo usadas em cada triangulo (Talischi et al. 2012b).

Figura 5. Esquema de "triangulacdo" para integragdo numérica
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A integragdo numérica usada para o caso poligonal foi o esquema de
“triangulagéo” descrito em (Talischi et al. 2014). Neste esquema, cada poligono é
dividido em tridngulos a partir de um ponto no centroide, conforme apresentado
na Figura 5, e cada tridngulo € integrado usando as regras de quadratura de

Gauss para tridngulos.

2.2.3
SFEM

Nesta secdo, apresentamos o método CSFEM, desenvolvido por
(Natarajan et al. 2014), para solugdo das equacgdes governantes do problema de

elasticidade linear, apresentado na Eq. (2).

A energia de deformacgao é calculada de forma similar ao método dos
elementos finitos. Entretanto, a matriz de rigidez é calculada utilizando-se o

procedimento de projecao das deformacdes. Nesta abordagem, o campo de

sh

deformagdes &, utilizado para calcular a matriz de rigidez, € definido a partir de

uma média ponderada do campo de deformagdes padrao EZ O campo
suavizado de deformacdes, avaliado no ponto x. de um dado elemento e, pode

Ser expresso por:

& = fsl’} ()P (x — x)dx
e

(36)
= qud)(x — xc)dx = Bu
e
onde u é o vetor de deslocamentos, ® é uma func¢ao suavizada dada por:
—, Xc €N
®=1la "¢ (37)
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A partir da Eq. (37), a matriz de deformacao-deslocamento suavizada sobre cada

sub-célula pode ser escrita como:

_aNL 0 —
0x
B, - f o Milig
c= 10, o, dy (38)
dN; ON;
| dy Ox |
usando o teorema da divergéncia, obtemos:
1 ani 0
TN " (39)

[ leNi TlxNi

onde N; é a funcao de forma associada ao igsimo NO. A matriz de rigidez suavizada
elementar € computada pela soma das contribuicbes de cada uma das sub-

células, tal como ilustrado na Figura 6, é dada por:

nce
K.= ) B{CBcl|
c=1

(40)
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Figura 6. Célculo do operador gradiente discretizado suavizado.

Fonte: Natarajan et al. 2015 .

onde n, € o numero das células de suavizagdo do elemento. Para a construgao
das fung¢des de forma sobre poligonos arbitrarios, empregamos uma técnica de
divisdo do elemento em tridngulos, a partir do centro geomeétrico e cada uma das
arestas do poligono (Dai et al. 2007). Como ilustrado na Figura 7, o ponto central
€ obtido a partir da média aritmética simples das coordenadas dos vértices do

poligono, ou seja:

1 n
Coor o) = 3 ) (50, 70) @1
i=1
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(1 nsc=6

Figura 7. Ponto central O de um poligono. Fonte: Dai et al. 2007.

onde n é o nimero de nés do elemento poligonal. A fungcdo de forma no ponto O
é dada por [1/n ---1/n] com tamanho 1xn. Neste trabalho foi usada esta

generalizagao para n-arestas proposta por (Natarajan et al. 2014).
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Experimentos e resultados

Neste capitulo sdao apresentados os resultados dos experimentos
realizados na simulacdo de cada um dos métodos numéricos descritos no
capitulo anterior. Apresentamos as seguintes simulagdes numéricas realizadas
em MATLAB: analise do fator de estabilidade do VEM, estudo de convergéncia
de cada método, comparagao numérica entre os métodos VEM, n-SFEM e FEM
e, finalmente, o ganho de desempenho proporcionado pelo uso dos métodos

aproximados no contexto da otimizagao topologica.

3.1
Codigos computacionais

Neste trabalho, diversas ferramentas para a analise do problema de
elasticidade foram utilizadas. Todos os resultados numéricos a serem
apresentados foram obtidos por meio de algoritmos desenvolvidos em MATLAB.
O caédigo correspondente ao VEM foi implementado por Arun L. Gain, integrante
da equipe do professor Glaucio H. Paulino da Universidade de lllinois, nos
Estados Unidos, que cedeu como resultado de uma parceria de pesquisa. O
codigo correspondente ao n-SFEM foi obtido em Natarajan et al. 2014. Para
tratar os problemas apresentados, estes cddigos foram adaptados pelo autor e

incorporados ao framework computacional PolyTop.

3.2
Fator de estabilidade do VEM

Nesta secdo, sera apresentado um estudo do coeficiente de estabilidade
a® da equagdo (27) do VEM. Para tanto, propde-se um problema com solu¢do
analitica conhecida: uma viga engastada com uma carga na extremidade livre.
Considere-se uma viga retangular em balanco, de dimensdes a = 10, b = %

(ver Figura 8) preenchida com material isotropico de modulo de Young E e
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coeficiente de Poisson v, submetida a carga na extremidade livre. Os seguintes

valores numéricos foram adotados: F = 0.1, E = 10*ev = 0.3.

a

/

Figura 8. Viga engastada com carregamento na extremidade. Fonte:
(Barber 2009)

A forca aplicada pode ser expressa como:

b
f Oxydy =F; x=0,
-b
42
3F(b? — y?) (42)
Txy =T 43

A solucdo exata para este problema foi desenvolvida no livro (Barber 2009

p. 123-126) e é expressa como:

_3Fx?y 3F(1+v)y FQ+v)y?

Y = gD 2ED aEps AT
3Fvxy? Fx3 (43)
Yy = agps agps TP
as condigdes de contorno para este problema sao dadas como:
du
ux=0;uy=0;—y=0; em x=a,y=0. (44)

0x
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substituindo a Eq. (43) em (44) temos que:

Fa3 3Fa?

- .c=_"_"_ 45
2Eb3'C 4Eb3 (0]

A=0;, B=-

Na Figura 9 sdo apresentados os erros relativos da Eq. (46) nos valores
dos deslocamentos em funcdo de @ coeficiente de escala da matriz de
estalibilidade para cada tipo de malha apresentada na Figura 10, i. e. poligonais

(Poly), Voronoi randdmicas (Random) e quadradas (Square).

10'4 T T T T T T T T T
FEM
— © — VEM Poly
— B — VEM Square
— % — VEM Random
g
= _E/D’
P
8
o p=|
a7 —
=k o g %%
O 4n5F - o2 4
= 10 p —O 3
[ \ P=g o O %~
¥ o o /O//*/*’
N v L7 ¥
* ) 2
7]
AN /O/ B3
x 7 ¥
R N« /@
\ & 1) ¥
QRN / \ .7
W o4&
\ 1%) \\ /
W ¥ X
10.6 1 1 1 1 L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Coefficient

Figura 9 Andlise do fator de estabilidade

De acordo com os resultados apresentados na Figura 9, a constante a¢ é
escolhida como 0.2 para os proximos experimentos por estar associada ao

menor erro obtido em todos os tipos de malha.
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3.3
Convergéncia

Nesta secdo, realizamos um estudo sobre a precisdo dos métodos
numéricos apresentados. O objetivo desse estudo é mostrar que a convergéncia
numérica apresenta um comportamento monoténico e que os resultados sao
estaveis para os diferentes tipos de malha utilizados. Além disso, queremos
comparar os diferentes métodos com relagdo ao desempenho computacional. Os
resultados estdo detalhados na Tabela 1. Os resultados da discretizacao
quadrilateral, poligonal e randémica s&o obtidos pelo gerador de malha
PolyMesher (Talischi et al. 2012a).

Figura 10. Tipos de malha. (a) malha quadrilateral, (b) malha

poligonal, (c) malha randémica.

Esses resultados sao verificados em termos do erro relativo nos
deslocamentos e o tempo de CPU para calculo da matriz de rigidez. O erro da
solucdo dos métodos numéricos que se baseiam na subdivisdo em elementos é
expresso por Fish & Belytschko 2007 usando a norma de uma funcao definida

como:

5 1/2 (46)
IEll,2 = [lue* () —uh(x)]| = ( fn (v () — u"(®)) dx)
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onde u®* ¢ a solugdo exata expressa em (43) e u” é a solugdo aproximada de
cada um dos métodos numéricos apresentados na secdo 2.2
Métodos numéricos. Esta descricdo do erro pode ser considerada como uma
medida do erro médio quadratico. As analises descritas na Tabela 1 foram feitas
em uma maquina com um processador Intel® Core i7-X980 @ 3,33 GHz e 24,0
GB de RAM rodando em MATLAB R2015a. Os experimentos foram realizados
com os metodos FEM, VEM e n-SFEM utilizando-se as mesmas malhas e

medindo-se o tempo da montagem da matriz de rigidez sob as mesmas

condicoes.
Tabela 1. Dimens@es das malhas nos experimentos
Malha de quadrados Malha poligonal
Elementos | #DoFs Diametro(h) | Elementos | #DoFs Diametro(h)
80x8 1458 0,1768 640 511,6 0,0326
160x16 5474 0,0884 2560 2029,6 0,0162
320x32 21186 0,0442 10240 8126,8 0,0081
640x64 83330 0,0221 40960 | 32516,8 0,0040
1280x128 | 330498 0,0110 163840 | 130053,6 0,0020
2560x256 | 1316354 0,0055 655360 | 520226 0,0010

A Figura 11 mostra o logaritmo da norma de erro como uma fungdo do
logaritmo do tamanho caracteristico do elemento (h) para malhas quadrilaterais.
Como pode ser visto a partir destes resultados, o erro varia linearmente com o
tamanho do elemento. A implicacdo mais importante € que, se o tamanho do
elemento é reduzido pela metade, o erro correspondente também diminui de um

fator 2 para elementos lineares.
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Figura 11. Analise de convergéncia em malhas quadrilaterais

Com o intuito de avaliar o desempenho dos diferentes métodos numeéricos,
foi medido o tempo da montagem da matriz de rigidez de cada um deles e

plotado contra o numero de graus de liberdade, conforme ilustrado na Figura 12.
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Figura 12. Tempo de convergéncia malhas quadrilaterais
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O método dos elementos virtuais apresenta um tempo menor para a
montagem da matriz e, consequentemente, um tempo total menor na solugdo do

problema elastico que aparece nos problemas de otimizagao topoldgica.
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Figura 13. Analise de convergéncia em malhas poligonais

Para malhas poligonais (Figura 13), os resultados sdo produzidos a partir
de uma media simples avaliada em 5 cinco malhas distintas. Estes resultados
demonstram que os esquemas de quadratura de triangulo de ordem 2 (3 pontos)
comumente usados para elementos finitos poligonais podem levar a erros de
consisténcia que persistem sob refinamento de malha e, posteriormente, podem
tornar as aproximagdes nao convergentes (ou seja, ndo conseguindo a
convergéncia monotdnica préopria dos elementos finitos na sua componente
linear). Uma correcdo deste problema para elementos finitos poligonais foi
apresentada por (Talischi et al. 2015), onde a melhoria foi feita nos gradientes

das fungdes de interpolacéo.
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Neste trabalho, o numero de pontos por tridngulo de integracao foi

aumentado de 3 pontos a 7 para se atingir o nivel de convergéncia ilustrado na

Figura 14. Consequentemente, foi observado um maior custo computacional do

método de elementos finitos poligonais para se obter o comportamento linear do

problema elastico.

Os métodos dos elementos virtuais e dos elementos finitos suavizados tém

uma convergéncia linear para o problema elastico da mesma forma que o

método dos elementos finitos, onde o logaritmo do erro varia linearmente com o

tamanho do elemento, como ilustrado na Figura 15.
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Figura 15. Andlise de convergencia de malhas poligonais com a

correcao de integracdo numérica do FEM
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Na Figura 16 nota-se que o desempenho do VEM para a montagem da

matriz de rigidez foi mais representativo nas malhas poligonais do que nas

quadrilaterais, tendo em conta o custo computacional da integragdo numeérica

(ver Figura 15).

104

time(seq)

Figura 16. Tempo de convergéncia para malhas poligonais

T T T
— & —FEM
— & —VEM
— ¥ — SFEM /ﬁ
L & !
-~
e -
£7 -
s
P -
// -~
f -~
¥ o
//[ //
L 7 P i
¥ =
4'/ -
-~ ~
o -~
L ////* /B' -
#/’ //
-
- 8
e
o
B‘ 1 1 1
2 10° 10* 10% 10
NDofs


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1413500/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1413500/CA

obtidos nas malhas randémicas correspondem a média de 10 analises.

45

Da mesma forma que no caso das malhas poligonais, os resultados
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Figura 17. Anélise de convergéncia em malhas randémicas
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Foram estudados os comportamentos do FEM, VEM, e n-SFEM sob

refinamento de malha para diferentes tipos de elementos mostrados na Figura

10. As Figuras 11, 13, 15 e 17 mostram o erro relativo em funcdo do tamanho

caracteristico dos elementos da malha. As Figuras 12 e 16 mostram o tempo de

montagem da matriz de rigidez para malhas quadrilaterais e poligonais,

respectivamente. As formas bilineares discretas no VEM e n-SFEM séo

construidas de modo a serem continuas, e os deslocamentos obtidos séo

compativeis com a solucdo do problema elastico. Os resultados obtidos

demonstram que o VEM apresenta um melhor desempenho computacional

quando comparado ao FEM e n-SFEM.

3.4

Convergéncia com elementos ndo convexos

Uma das vantagens dos métodos VEM e n-SFEM é que eles dependem

unicamente da geometria e ndo de fungbes de forma e suas condi¢cdes de

estabilidade, uma vez que tais fungdes ndo sao computadas explicitamente.

Para exemplificar esta caracteristica, apresenta-se uma malha de elementos nao
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convexos, utilizando o gerador de malha proposto por Carvalho & Valério 2012,

em um modelo estudado por Paulino & Gain 2015, conforme ilustrado na Figura

18.

Figura 18. Malha de elementos ndo convexos

Vale ressaltar que, para elementos ndo convexos, o método generalizado

a n-arestas do SFEM usado neste trabalho (denominado de n-SFEM pelo autor)

apresenta problemas de convergéncia em fungdo do processo de triangulagao

interna que cria tridngulos com area nula, o que implica diretamente na

singularidade da matriz de rigidez. Por esta razao, nao foi possivel a obtencéo

da solugado numeérica, utilizando o n-SFEM, para problemas com elementos nao

convexos. Por outro lado, os elementos finitos poligonais ndo convexos também

apresentam problemas na formacdo de suas fungdes de base, como por

exemplo a ndo negatividade no dominio do elemento. Consequentemente, para

elementos ndo convexos, sdo apresentados os resultados apenas para o VEM.
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Figura 19. Analise de convergéncia em malhas ndo convexas
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A partir do estudo apresentado com elementos ndo convexos, é possivel
conclur que o VEM ¢é capaz de solucionar problemas elasticos
independentemente da geometria de seus elementos. Esta caracteristica o torna
extremamente atraente para problemas com geometrias complexas e também
problemas que apresentam grandes deformacdes, cujos elementos podem,

eventualmente, se tornar ndo convexos ao longo da analise.

3.5
Otimizacéo topologica

Nesta secdo apresentamos um estudo comparativo da eficiéncia
computacional dos cddigos desenvolvidos para cada um dos métodos numéricos
utilizados neste trabalho. Para efeitos de comparacéo, foi utilizado o problema de
otimizagao topoldgica MBB (ver Figura 20), discretizado por meio de elementos
poligonais. Este problema, que também foi estudado por Talischi et al. 2012a,
apresenta as dimensdes L =3 e h = 1, esta submetida a uma carga aplicada
F =1, um fator de penalidade fixo e igual a 3 e um niumero maximo de iteragdes
de 100.

L —

Figura 20. Geometria e condi¢cdes de contorno do problema MBB

Tamanho da malha 2700 7500 30000 120000

(# elementos)

PolyTop FEM 37,27 104,74 471,86 288391
PolyTop VEM 32,51 93,25 41533 2688,36
PolyTop SFEM 38,99 107,54 501,06 3089,51

Tabela 2. Desempenho dos métodos numéricos no processo de

otimizacdo topoldgica
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Observa-se um melhor desempenho da versdo do PolyTop que utiliza o
método dos elementos virtuais na solugdo dos problemas da elasticidade. E
importante ressaltar que, para malhas nao estruturadas, ndo se pode tirar
proveito dos elementos regulares no pré-processamento das matrizes de rigidez
elementares usadas no PolyTop, para uma comparagdo com o coédigo 88-
linhas de otimizagcao topoldgica (Andreassen et al. 2011). O resultado da

otimizagdo com 30000 elementos € apresentado Figura 21.

Figura 21. Otima topologia para o problema MBB com R=0,12 e

fracdo de volume =0,5

Adicionalmente, este problema foi resolvido utilizando-se elementos nao
convexos e tendo o VEM como o mddulo de solugédo das equagdes governantes.
E importante ressaltar que, de acordo com Paulino & Gain 2015 as tesselacées
com elementos nao convexos podem representar o futuro da otimizacao

topoldgica.

SN Y

Figura 22. Otima topologia para o problema MBB com elementos ndo

convexos
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Conforme ilustrado nas Figura 21 e Figura 22, os resultados obtidos, i.e. as
topologias 6timas, foram muito semelhantes. Observa-se também que, dentre os
métodos numéricos estudados neste trabalho, o VEM se mostrou mais preciso e
eficiente além de ser capaz de resolver problemas com elementos nao

convexos.

Na Figura 23 apresentamos a geometria com dimensées L = 4 e h = 3,
condigbes de contorno, forca F=1 e os resultados da otimizagao topolégica
obtidos com o VEM e com a utilizagcdo de malhas poligonais. Este modelo
apresenta os seguintes dados numéricos: parametro € = 10* , médulo de Young
E® = 1, coeficiente de Poisson v = 0,3, reducao de volume de 45%, raio do filtro
igual a 3% da menor dimensao do dominio, modelo SIMP, fator de penalizagdo

variando de 1 até 4 e 50000 elementos poligonais.

P
P

Figura 23. (a) Problema do dominio clipe. (b) topologia final para o

(a) (b)

dominio clipe com R = 0,09 e fragao de volume = 0,45
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Conclusdes e sugestdes

Neste trabalho foi realizado um estudo comparativo entre diferentes
métodos numéricos, especificamente o VEM, n-SFEM e FEM, para solugao dos
problemas da elasticidade no contexto da otimizagéo topoldgica. Para tanto, foi
implementado um framework em MATLAB para analises em diferentes tipos de
malhas, considerando elementos convencionais e poligonais, convexos e nao

convexos.
As principais conclusdes desde trabalho s&o:

¢ Foi desenvolvida uma rotina eficiente para solugao do problema de
eslasticidade considerando diferentes tipos de métodos numéricos
baseados em discretizagdo do dominio. Para esta analise cada
método constréi uma matriz de rigidez representando as
caracteristicas do dominio e seu material. Medindo o tempo da
montagem desta matriz observou-se que o VEM tem o melhor
desempenho frente aos outros métodos. O desempenho desta
implementacdo foi avaliado usando diferentes tipos de malha,
obtendo-se assim, um tempo menor no VEM em todas as analises.
Consequentemente o VEM se mostrou bastante eficiente para ser
utilizado em problemas de otimizagao topoldégica;

e O método dos elementos virtuais se mostrou convergente para o
problema de elasticidade linear, inclusive para malhas nao
convexas, sendo assim uma solugdo viavel em problemas onde
malhas triangulares/quadrangulares sao dificeis de serem obtidas;

e Os elementos virtuais, se mostraram bastante eficientes na solucao
do problema de elasticidade utilizando malhas com elementos nao
convexos. Esta caracteristica oferece uma grande flexibilidade na
solugcdo de problemas em dominios complexos, de dificil geracao

de malha.
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Para trabalhos futuros, propomos as seguintes tarefas:

A extensdo da implementacdo realizada para problemas
tridimensionais, ou seja, estender para elementos poliédricos onde
as fungdes de forma para o FEM nao podem ser obtidas facilmente;
A implementagdo do VEM para os problemas de elasticidade nao
linear com o objetivo de obtencdo de um maior conjunto de
materiais a serem simulados;

A reformulagdo do método n-SFEM para elementos nao convexos,
de tal forma que a triangulagdo em sub-células ndo dependa do
centro geométrico do elemento e, com isso, sejamos capazes de

utilizar geometrias n&o convexas em problemas de elasticidade.
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