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Resumo 

Rodríguez Torres, Andrés José; Mota de Menezes, Ivan Fábio. Estudo 
comparativo de métodos numéricos para solução das equações da 
elasticidade em problemas de otimização topológica. Rio de Janeiro, 
2016. 54-p. Dissertação de Mestrado - Departamento de Engenharia 
Mecânica, Pontifícia Universidade Católica do Rio de Janeiro. 

 

Este trabalho apresenta um estudo comparativo de métodos numéricos para 

solução das equações da elasticidade em problemas de otimização topológica. Um 

sistema computacional é desenvolvido em MATLAB para solução de problemas 

de otimização topológica usando malhas poligonais não estruturadas em domínios 

bidimensionais arbitrários. Dois métodos numéricos são implementados e 

comparados com o método dos elementos finitos (FEM) em relação à precisão e à 

eficiência computacional: o recém proposto Método dos Elementos Virtuais 

(VEM) e o Método dos Elementos Finitos Suavizados (SFEM). A principal 

característica que distingue estes métodos do FEM é que as funções de base 

canônicas não são obtidas de forma explícita. A utilização de projetores locais 

apropriados permite a extração do componente linear das deformações dos 

elementos e, por conseguinte, o cálculo da matriz de rigidez se reduz a avaliações 

de quantidades puramente geométricas. Exemplos numéricos representativos, 

usando malhas convexas e não convexas, para minimização da flexibilidade são 

apresentados para ilustrar as potencialidades dos métodos estudados. 

 

Palavras-chave 

Otimização Topológica; Método dos Elementos Virtuais; Método dos 

Elementos Finitos Suavizados; Malhas Poligonais; Minimização da Flexibilidade.  
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Abstract 

Rodríguez Torres, Andrés José; Mota de Menezes, Ivan Fábio (Advisor). 
Comparative study of numerical methods for solving the elasticity 
equations in topology optimization problems. Rio de Janeiro, 2016. 54-p. 
MSc. Dissertation – Departamento de Engenharia Mecânica, Pontifícia 
Universidade Católica do Rio de Janeiro. 

 

This work presents a comparative study of numerical methods for solving 

the elasticity equations in topology optimization problems. A computational 

framework is developed in MATLAB for solving topology optimization problems 

using unstructured polygonal meshes in arbitrary two-dimensional domains. Two 

numerical methods are implemented and compared with the finite element method 

(FEM) with respect to accuracy and computational efficiency: the recently-

proposed Virtual Element Method (VEM) and the Smoothed Finite Element 

Method (SFEM). The key characteristic that distinguish these methods from the 

FEM is that the canonical basis functions are not computed explicitly. The use of 

appropriate local projection maps allows the extraction of the linear component of 

the element deformations and, therefore, the computation of the stiffness matrix is 

reduced to the evaluation of purely geometric quantities. Representative numerical 

examples, using convex and non-convex meshes, for compliance minimization are 

presented to illustrate the capabilities of the methods studied. 

 

Keywords 

Topology Optimization; Virtual Element Method; Smoothed Finite Element 

Method; Polygonal Meshes; Compliance Minimization. 

  

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1413500/CA



 

 

Sumário 

 

1 Introdução 16 

1.1 Motivação 16 

1.2 Revisão bibliográfica 17 

1.3 Objetivos do trabalho 19 

1.4 Estrutura da dissertação 19 

2 Fundamentos teóricos 20 

2.1 Otimização topológica 20 

2.2 Métodos numéricos 22 

2.2.1 VEM 22 

2.2.2 FEM 29 

2.2.3 SFEM 32 

3 Experimentos e resultados 36 

3.1 Códigos computacionais 36 

3.2 Fator de estabilidade do VEM 36 

3.3 Convergência 39 

3.4 Convergência com elementos não convexos 45 

3.5 Otimização topológica 47 

4 Conclusões e sugestões 50 

5 Referências bibliográficas 52 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1413500/CA



 

 

Lista de figuras 

Figura 1. Subdivisão de um elemento em subcélulas: (a) quadrilátero 

e suas possíveis divisões (b) hexagono com 6 e 4 -triângulos................. 18 

Figura 2. Domínio de projeto estendido. Fonte: Talischi et al. 2012b. ...... 21 

Figura 3. Integração ao longo das arestas (linhas). ................................. 27 

Figura 4. (a) áreas triangulares utilizadas para calcular as funções de 

forma dos elementos poligonais e (b) triangulação utilizada para 

integração ‘numérica. Fonte:  Talischi et al. 2012b. ................................. 31 

Figura 5. Esquema de "triangulação" para integração numérica .............. 31 

Figura 6. Cálculo do operador gradiente discretizado suavizado. 

Fonte:  Natarajan et al. 2015 . .................................................................. 34 

Figura 7. Ponto central O de um polígono. Fonte:  Dai et al. 2007. .......... 35 

Figura 8. Viga engastada com carregamento na extremidade. Fonte: 

(Barber 2009) ........................................................................................... 37 

Figura 9 Análise do fator de estabilidade ................................................. 38 

Figura 10. Tipos de malha. (a) malha quadrilateral, (b) malha 

poligonal, (c) malha randômica. ............................................................... 39 

Figura 11. Análise de convergência em malhas quadrilaterais ................ 41 

Figura 12. Tempo de convergência malhas quadrilaterais ....................... 41 

Figura 13. Análise de convergência em malhas poligonais ...................... 42 

Figura 14 . (a) Convergencia do FEM com 3 (vermelho) e 7 (verde) 

pontos de integração. (b) Tempo em função do número de graus de 

liberdade .................................................................................................. 43 

Figura 15. Análise de convergencia de malhas poligonais com a 

correção de integração numérica do FEM ............................................... 44 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1413500/CA



 

 

Figura 16. Tempo de convergência para malhas poligonais .................... 44 

Figura 17. Análise de convergência em malhas randômicas ................... 45 

Figura 18. Malha de elementos não convexos ......................................... 46 

Figura 19. Análise de convergência em malhas não convexas ................ 46 

Figura 20. Geometria e condições de contorno do problema MBB .......... 47 

Figura 21. Ótima topologia para o problema MBB com R = 0,12 e 

fração de volume = 0,5 ............................................................................. 48 

Figura 22. Ótima topologia para o problema MBB com elementos não 

convexos .................................................................................................. 48 

Figura 23. (a) Problema do domínio clipe. (b) topologia final para o 

domínio clipe com R = 0,09 e fração de volume = 0,45 ........................... 49 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1413500/CA



 

 

Lista de tabelas 

Tabela 1. Dimensões das malhas nos experimentos 40 

Tabela 2. Desempenho dos métodos numéricos no processo de 

otimização topológica 47 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1413500/CA



 

 

Lista de abreviações 

VEM: Virtual Element Method (método dos elementos virtuais). 

FEM: Finite Element Method (método dos elementos finitos). 

SFEM: Smoothed Finite Element Method (método dos elementos finitos 

suavizados). 

CSFEM: Cell-Based Smoothed Finite Element Method (método dos 

elementos finitos suavizados baseados em células). 

n-SFEM: n-sided Polygonal Smoothed Finite Elements Method (método 

dos elementos finitos suavizados baseados em polígonos de n-arestas ). 

MFD: Mimetic Finite Differences (diferenças finitas miméticas). 

PDE: Partial Differential Equations (equações diferenciais parciais). 

SIMP: Solid Isotropic Material with Penalization (material sólido isotrópico 

com penalização). 

OC: Optimality Criteria (Critério de otimização) 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1413500/CA



 

 

Lista de símbolos 

ܽ, ܽ௛ Forma bilinear continua e discreta 

݂ Forma linear da carga contínua 

 Trações de superfície ࢚

Ω: Dominio de trabalho 

 ௞ሺΩሻ: Espaço de Solobev de ordem kܪ

ठ Espaço de solução 

 Função objetivo ܬ

݁ Elemento genérico. 

 .௘ Função de densidade contínua e densidade elemento discretoߩ/ߩ

௙ܸ Fração de volume prescrito. 

ड Espaço de funções suaves de dimensão finita sobre elemento e. 

ܽ௘, ܽ௛
௘  Restrição de ܽ, ܽ௛ como ड (elemento contribuição). 

 ௘ Aproximação de forma bilinear correspondente a modos deݏ

deformação de ordem superior. 

 .௜ Função de base canônica࣐

 .amostrados ao longo dos vértices do elemento e ܞ ത Média de valores deܞ

 .Area média de v 〈ܞ〉

च Espaço do modo de deformação linear. 

 ௜ Bases que abrange o espaço च࢖

,च Mapa de projeção para extrair चߨ चߨ ∶ 	ड → 	च. 

 .௜ Vetor da integração de linha de coordenadas baricêntricasࢗ

|∙| Medida do conjunto (área) ou norma euclidiana de um vetor. 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1413500/CA



 

 

Γ Aresta 

 ௘ Matriz de rigidez elementarࡷ

 .௘ Coeficiente de escala positivo para o termo de estabilidade do VEMߙ

    Redefinição das variaveris do FEM	ሚܣ

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1413500/CA



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

“… quando compro algo, ou você compra, não pagamos com 
dinheiro, pagamos com o tempo de vida que tivemos de gastar para 
ter aquele dinheiro. Mas tem um detalhe: tudo se compra menos a 
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1  
Introdução 

1.1 
Motivação 

As técnicas de otimização topológica aplicadas a estruturas contínuas e 

discretas estão bem estabelecidas na indústria e modelos obtidos com a 

utilização de métodos de otimização constituem uma ferramenta diária da 

produção. Representam, assim, um uso eficiente de materiais com consequente 

redução de custos e peso das estruturas. A indústria aeroespacial e automotiva, 

por exemplo, se interessam pelo dimensionamento e otimização de formas para 

o projeto de estruturas e elementos mecânicos, onde o peso das peças é um 

fator crítico deste tipo de indústrias (Zhu et al. 2015). A otimização é utilizada 

também na fabricação de dispositivos eletromagnéticos, sistemas 

microeletromecânicos (MEMS), eletroquímicos e acústicos (Bendsøe & Sigmund 

2003). Portanto, este trabalho é uma apresentação do método para o projeto 

ótimo da topologia de estruturas contínuas e uma comparação da eficiência de 

métodos baseados em Galerkin para solução do problema elástico. 

O desenvolvimento de técnicas numéricas para encontrar soluções 

aproximadas de problemas de valor de contorno em malhas poligonais e 

poliédricas tem recebido atenção considerável na literatura recentemente (Beirão 

da Veiga et al. 2014), (G. R. Liu & Nguyen 2010). Isto se deve a diversos fatores, 

entre eles a dificuldade associada com a geração de malha para domínios 

complexos para os quais a utilização de elementos de forma arbitrária pode 

fornecer uma maior flexibilidade (Talischi et al. 2012b). Além disso, novos 

métodos aproximados, tais como o Método dos Elementos Virtuais (VEM) e o 

Método dos Elementos Finitos Suavizados (SFEM) permitem a utilização de 

elementos não convexos ou distorcidos com os novos métodos aproximados 

associados aos elementos finitos como generalização no caso do VEM ou 

modificação para o caso do SFEM. A utilização de elementos poligonais 

apresenta uma vantagem na geração e adaptação de malha além de oferecer 

um melhor desempenho em algumas aplicações tal como a otimização 

topológica (Talischi et al., 2010). O método VEM é baseado no método das 
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diferenças finitas miméticas (MFD) com aproximações de ordem superior (Beirão 

da Veiga et al. 2014) e o método SFEM é uma modificação dos elementos finitos 

convencionais (Liu et al. 2007). Nestes métodos, as funções de forma não 

precisam ser calculadas explicitamente. 

Na próxima seção, serão apresentados o problema de otimização 

topológica para domínios contínuos e os principais métodos numéricos, 

mencionados anteriormente, para a solução das equações diferenciais que 

governam o problema de elasticidade linear. 

 

1.2 
Revisão bibliográfica 

Diversos trabalhos de otimização topológica foram desenvolvidos 

recentemente na literatura: o Polytop (Talischi et al. 2012b) apresenta um 

código educacional e compacto, feito em MATLAB, para solução do problema de 

otimização topológica estrutural com o método de elementos finitos poligonais 

para problemas de elasticidade. Bendsøe e Sigmund (Bendsøe & Sigmund 

2003) estenderam as aplicações da otimização topológica para problemas de 

elasticidade discretos e contínuos, vibrações, flambagem, entre outros. Paulino & 

Gain 2015 pesquisaram a otimização topológica de padrões geométrico 

(tesselações) como um meio para unir arte e engenharia, com a resolução das 

equações de elasticidade com malhas geradas em base aos conceitos de 

desenhos artísticos desenvolvidos por Maurits Cornelis Escher. 

Tal como acontece com elementos finitos, o VEM é um método de Galerkin 

com um espaço de aproximação subjacente definido de acordo com uma 

partição (malha) do domínio que teve origem no método de diferenças finitas 

miméticas (MFD). Beirão da Veiga et al., 2013a explicitaram os princípios 

básicos do método aplicado ao problema mais simples em duas dimensões, e 

mostraram que este pode ser aplicado a um número de situações e problemas 

diferentes tal como geometrias complexas ou condições de contorno de ordem 

maior. Beirão da Veiga et al. 2014 apresentam uma visão geral e uma guia de 

implementação computacional do método com o problema modelo da equação 

de Poisson em duas dimensões, onde o método pode ser visto como uma 

extensão do FEM para elementos poligonais e poliedrais gerais. Os estudos de 

(Beirão da Veiga et al. 2013b), apresentam o método para resolver problemas de 

elasticidade linear compressível e materiais quase incompressíveis sob a 
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premissa de pequenas deformações. Os autores mostraram um exemplo em 

duas dimensões. Gain et al. 2013 aplicaram o método para problemas de 

elasticidade em três dimensões, com a utilização de malhas poliédricas 

regulares e arbitrárias e uma análise de convergência para diferentes tipos de 

elementos.  

O método dos elementos finitos com função suavizada para problemas 

mecânicos e subdivisão do elemento em células foi desenvolvido por (Liu et al. 

2007). Nesse método, o somatório das contribuições de cada uma destas células 

forma a matriz de rigidez local. Uma generalização para ݊-células, sendo ݊ o 

número de arestas do polígono foi realizada por (Dai et al. 2007). Natarajan et al. 

2015 realizaram uma comparação com o método VEM, mostrando semelhanças 

no uso das projeções elementares para o calculo da matriz de rigidez local. Na 

Figura 1, observamos as possíveis subdivisões de cada elemento para o cálculo 

da matriz de rigidez. Liu & Nguyen 2010a fizeram uma análise numérica para 

uma correta divisão em células de cada tipo de elemento. Além disso, outros 

métodos baseados nos elementos finitos suavizados e suas aplicações foram 

estudados por esses autores. 

 

 

Figura 1. Subdivisão de um elemento em subcélulas: (a) quadrilátero 

e suas possíveis divisões (b) hexagono com 6 e 4 -triângulos. 
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1.3 
Objetivos do trabalho  

O objetivo principal deste trabalho é realizar um estudo comparativo entre 

diferentes métodos numéricos para solução das equações de equilíbrio 

associadas ao problema de elasticidade linear no contexto da otimização 

topológica. Para tanto, o framework Polytop (Talischi et al., 2012b) 

desenvolvido em MATLAB para a otimização topológica foi estendido para 

incorporar o n-SFEM e o VEM. Os resultados numéricos dos métodos avalidos 

são validados usando a solução analítica de um problema de elasticidade 

apresentada em (Barber, 2009). 

Os conceitos básicos de otimização topológica aplicada a estruturas 

contínuas discretizadas por meio de elementos quadrilaterais, poligonais e 

tesselações genéricas (i.e. com elementos não convexos) são apresentados. Foi 

utilizado um framework para solução de problemas de otimização topológica, 

com implementações simples e eficientes, capaz de resolver diversas aplicações 

de engenharia, com malhas não estruturadas, geometrias complexas, e uma 

especificação simples e intuitiva das condições de carregamento e de apoio 

(Talischi et al., 2012a). Além disso, o framework foi estendido para incorporar as 

implementações do método de elementos virtuais e do método dos elementos 

finitos suavizados na otimização topológica. 

 

1.4 
Estrutura da dissertação 

Os demais capítulos desta dissertação estão distribuídos da seguinte 

forma: o capítulo 2 apresenta uma revisão dos fundamentos teóricos e está 

dividido em duas partes: a primeira introduz uma breve abordagem sobre a 

otimização topológica e a segunda apresenta os métodos numéricos para a 

solução dos problemas de elasticidade linear, incluindo alguns detalhes da 

implementação. O capítulo 3 descreve os testes realizados: inicialmente, é feita 

uma verificação da convergência dos métodos numéricos usados para a 

aproximação da solução das equações de equilíbrio do problema, seguida de 

exemplos de otimização topológica usando malhas de elementos poligonais e 

não convexos em domínios arbitrários. Finalmente, o capítulo 4 apresenta as 

principais conclusões e algumas sugestões para desenvolvimento de trabalhos 

futuros
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2  
Fundamentos teóricos 

Este capítulo aborda os conceitos necessários para a implementação da 

técnica de otimização topológica com os diferentes tipos de aproximações 

numéricas para solução das equações governantes da elasticidade. 

 

2.1 
Otimização topológica 

Nesta seção, apresentamos a otimização topológica aplicada a um sistema 

linearizado submetido a trações de superfície ࢚, sob a premissa de pequenas 

deformações e material em regime linear elástico (Talischi et al. 2012b). Para um 

domínio Ω ⊆ Թଶ, procura-se ܝ tal que: 

 

 

onde, 

 

 

onde ठ é o espaço de deslocamentos admissíveis, ࡯ é o tensor constitutivo do 

material e ܝ e ܞ são campos de deslocamentos. 

 

 ܽሺܝ, ሻܞ ൌ ݂ሺܞሻ ,ܝ∀ ܞ ∈ ठ (1) 

 ܽሺܝ, ሻܞ ൌ න࡯	ܝ׏: ࢞݀ܞ׏
	

ஐ
, ݂ሺܞሻ ൌ න ࢚ ∙ ܞ ࢙݀

୻෩ొ

 

ठ ൌ ൛ܞ ∈ :ଵሺΩሻܪ |ܞ ୻ీ ൌ 0ൟ 
(2) 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1413500/CA



21 

 

 

 

Figura 2. Domínio de projeto estendido. Fonte: Talischi et al. 2012b. 

 

O objetivo da otimização topológica é encontrar a forma mais eficiente 

߱ ⊆ Ω de um sistema físico cujo comportamento é representado pela solução 

 ఠ. A forma ߱ corresponde à configuração mais rígida submetida a cargasܝ

aplicadas e condições de contorno; Г஽ e Гே formam uma partição de ߲Ω, e 

Γ෨ܰ ⊆ Γܰ define a região do contorno onde as trações diferentes de zero ࢚ são 

especificadas. Para que o problema ótimo da equação (2) seja não trivial, vamos 

supor que para cada forma ω admissível, ߲ω ∩ Г஽ tenha uma área de superfície 

diferente de zero e ߁෨ே ⊆ ߲߱. Isso reflete o desejo de que as formas admissíveis 

߱ são suportadas em Г஽ e submetidas às cargas de projeto definidas em Γ෨୒. 

Note-se que o limite livre de ω, ou seja, ߲ω	/	߲Ω, é livre de tração. Desta forma, o 

carregamento é não dependente da forma ótima (Talischi et al. 2012b). 

Em geral, os problemas de otimização topológica consistem na 

minimização da flexibilidade (equivalente à maximização da rigidez). Este 

problema equivale a encontrar a configuração mais rígida sob cargas aplicadas e 

condições de contorno. O problema de minimização da flexibilidade ܬ pode ser 

definido como: 

 

 

 inf
ఘ
ሻߩሺܬ ൌ න࡯ሺߩሻܝ׏: ࢞݀ܞ׏

ஐ
ൌ න ࢚ ∙ ܞ ࢙݀

୻෩ొ

 

.ݏ 		.ݐ ቐ
න ࢞ሻ݀࢞ሺߩ
ஐ

൑ ௙ܸ|Ω|

ܽሺܝ, ሻܞ ൌ ݂ሺܞሻ
												 

(3) 
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onde ௙ܸ é a fração de volume e |Ω| é volume do domínio Ω. O tensor ࡯ሺߩሻ, que 

depende da densidade do material ߩሺ࢞ሻ, é definido de acordo com M. P. 

Bendsøe & Sigmund 1999 que utiliza o modelo SIMP (material isotrópico sólido 

com penalização, onde ݌ representa o fator de penalização e ࡯଴ é o tensor do 

material na fase sólida, ou seja, para ߩ ൌ 1):  

 

 

As regiões sólidas e vazias são preenchidas com os tensores ࡯଴ e ࡯ߝ଴, 

respectivamente, onde ߝ é escolhido como 10ିସ. O parâmetro de penalização, ݌, 

está normalmente definido no intervalo de 1 até 4. A Eq. (3), na sua forma 

discretizada, é expressa como: 

 

 

onde ࡷ é a matriz de rigidez global, ࢁ vetor de deslocamentos nodais global e 

 .nodal vetor da forças externas global	ࡲ

2.2 
Métodos numéricos  

Nesta seção serão apresentados os métodos numéricos utilizados para 

solução das equações da elasticidade linear que aparecem nos problemas de 

otimização topológica. 

2.2.1 
VEM  

Inicialmente, descreveremos o Método dos Elementos Virtuais (VEM) 

seguindo o desenvolvimento apresentado por Gain et al. 2013 e Paulino & Gain 

2015.  

 

ሻߩሺ࡯  ൌ ሾߝ ൅ ሺ1 െ  ଴ (4)࡯௣ሿߩሻߝ

 inf
ఘ
ܬ ൌ  ࢁ்ࡲ

.ݏ 		.ݐ ቐ
	෍ 	௘ߩ|݁|

	

௘
൑ ௙ܸ|Ω|

	
ࢁሻߩሺࡷ ൌ ࡲ

		,		 
(5) 
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Considere uma partição do domínio Ω em elementos que não se 

sobrepõem, ݁, de diâmetro máximo ݄. A aproximação de Galerkin ܝ௛ de ܝ 

pertence ao espaço discreto conforme ठ௛ ⊆ ठ, que consiste em campos de 

deslocamentos contínuos e cuja restrição para o elemento ݁ pertence ao espaço 

de dimensão finita de funções suaves ड. O espaço ड contém todos os estados 

de deformação representados pelo elemento ݁, ou seja, as deformações lineares 

e os modos de ordem mais elevada. Devido à conformidade de ठ௛, a forma 

bilinear contínua ܽ e discreta ܽ௛ podem ser expressas como as somas das 

contribuições de todos os elementos: 

 

 

Para construir o espaço ड, dois graus de liberdade são associados com 

cada um dos vértices de um elemento ݁. Portanto, consideramos a base 

canônica ߮ଵ, . . . , ߮ଶ௡ da forma: 

 

 

onde ߮ଵ, . . . , ߮௡ são um conjunto de coordenadas baricêntricas, que satisfazem 

as propriedades de partição de unidade, da completude linear, do delta de 

Kronecker e linear em trechos (função ࡯଴) ao longo das arestas de ݁. O VEM se 

caracteriza por estudar o comportamento do espaço ड ao longo das fronteiras 

do elemento ݁, tendo em vista que as funções de forma não são explicitamente 

computadas. Dessa forma, a matriz de rigidez é construída diretamente baseada 

na decomposição cinemática dos estados de deformação do espaço de funções 

suaves ड. Para simplificar as expressões, ܞത é a média dos valores da função v 

avaliada nos vértices de ݁ e 〈ܞ〉	é a média da área de v. Definimos seis bases 

que definem o espaço das deformações lineares, च, sobre o elemento ݁ como: 

 

 ܽሺܝ, ሻܞ ൌ෍ ܽ௘ሺܝ, ሻܞ
௘

, ܽ௛ሺܝ, ሻܞ ൌ෍ܽ௛
௘ሺܝ, ሻܞ

௘

 (6) 

 ߮ଶ௜ିଵ ൌ ሾ߮௜, 0ሿ், ߮ଶ௜ ൌ ሾ0, ߮௜ሿ் ݅ ൌ 1,… , ݊ (7) 

ሻ࢞ଵሺ࢖  ൌ ሾ1, 0ሿ, ሻ࢞ସሺ࢖ ൌ ሾሺ࢞ െ ,ഥሻሺଶሻ࢞ 0ሿ,
ሻ࢞ଶሺ࢖ ൌ ሾ0, 1ሿ, ሻ࢞ହሺ࢖ ൌ ሾ0, ሺ࢞ െ ,ഥሻሺଵሻሿ࢞

ሻ࢞ଷሺ࢖ ൌ ሾሺ࢞ െ ,ഥሻሺଵሻ࢞ 0ሿ, ሻ࢞଺ሺ࢖ ൌ ሾ0, ሺ࢞ െ ,ഥሻሺଶሻሿ࢞
 (8) 
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Em seguida, vamos definir um mapa de projeção ߨच ∶ 	ड → 	च para extrair 

deformações lineares como: 

 

 

onde a integral de área 〈ܞ׏〉	pode ser convertida para uma integral de linha da 

seguinte forma: 

 

 

Esta integral de linha pode ser calculada exatamente já que a função ܞ é 

assumidamente linear ao longo das arestas. Além disso, o mapa de projeção ߨच 

linear pode ser expresso em termos das bases de च como: 

 

 

Finalmente, qualquer estado de deformação ܞ ∈ ड pode ser decomposto 

cinematicamente como: 

 

 

onde ሺ	ܞ െ  ሻ representa o componente de ordem superior que pertence a umܞचߨ

subespaço de dimensões ሺ2݊ െ 6ሻ do espaço ड. Com base na decomposição 

cinemática do estado de deformação e a propriedade de ortogonalidade da 

energia, a forma bilinear contínua pode ser reescrita como: 

 

ܞचߨ  ൌ ܞ ൅ ࢞ሺ〈ܞ׏〉 െ  ഥሻ (9)࢞

 
〈ܞ׏〉 ൌ

1
|݁|

න࢞݀ܞ׏
௘

ൌ
1
|݁|

න ࢙݀࢔⨂ܞ
డ௘

 (10) 

ܞचߨ  ൌ ሺܞതሻሺଵሻ࢖ଵ ൅ ሺܞതሻሺଶሻ࢖ଶ ൅ ଷ࢖ሺଵଵሻ〈ܞ׏〉 ൅ ସ࢖ሺଵଶሻ〈ܞ׏〉 ൅ ହ࢖ሺଶଵሻ〈ܞ׏〉

൅  ଺࢖ሺଶଶሻ〈ܞ׏〉
(11) 

ܞ  ൌ ܞचߨ ൅ ሺܞ െ  ሻ (12)ܞचߨ
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O primeiro termo corresponde aos modos de deformação constante e pode 

ser exatamente calculado por meio da área do elemento ݁. O segundo termo 

corresponde a modos de deformação de ordem superior e é mais difícil de ser 

obtido. Este termo é substituído por uma estimativa ݏ௘, não necessariamente 

precisa, que pode ser convenientemente calculada sem afetar a energia 

associada aos modos de deformação constantes. Assim, a Eq. (13) pode ser 

redefinida como: 

 

 

onde ݏ௘ é uma forma bilinear simétrica positiva definida escolhida de modo que 

se tenha a mesma energia do termo de consistência, i.e., ݏ௘	ሺ∙,∙ሻ 	ൌ 	 ܽ௘	ሺ∙,∙ሻ, 

definida por Beirão da Veiga et al. 2013 como:  

 

 

onde ߙ௘ é um coeficiente positivo que garante o correto dimensionamento dos 

termos de ordem superior. Para implementar esta abordagem, definimos ࡼच 

como a representação discreta da projeção ߨच: 

 

 

Usamos a equação (11) para expressar ߨच em termos das bases que geram o 

espaço de deformação linear como: 

 

 ܽ௘ሺܝ, ሻܞ ൌ ܽ௘ሺߨचܝ, ሻܞचߨ ൅ ܽ௘ሺܝ െ ,ܝचߨ ܞ െ  ሻ (13)ܞचߨ

 ܽ௘ሺܝ, ሻܞ ൌ ܽ௘ሺߨचܝ, ሻܞचߨ ൅ ܝ௘ሺݏ െ ,ܝचߨ ܞ െ  ሻ (14)ܞचߨ

 
,ܝ௘ሺݏ ሻܞ ൌ෍ߙ௘ܝሺ࢞௜ሻ ∙ ௜ሻ࢞ሺܞ

௡

௜ୀଵ

 (15) 

 
௝࣐चߨ ൌ ෍ሺࡼचሻሺ௞௝ሻ߮௞

ଶ௡

௞ୀଵ

 
(16) 
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onde डच é uma matriz 2݊	 ൈ 	6 , cuja linha jth é dada por:  

 

 

Usando a propriedade de precisão linear das funções de base canônicas 

apresentadas na Eq. (7) e expressando ࢖௟ da Eq. (17) em termos da sua 

contrapartida discreta (amostradas nos vértices), obtemos: 

 

 

Comparando a Eq. (19) com a Eq. (16), temos que 	ࡼच ൌ चࢃचࡺ
் , onde 

चࢃ,चࡺ	
் ∈ Թ૛࢞࢔૟. Um bloco de três linhas de 	ࡺच, correspondentes ao iésimo 

vértice do elemento ݁, é explicitamente expresso como: 

 

 

e um bloco de três linhas de 	डच é expresso como: 

 

 

onde o vetor da integral de linha ࢗ௜ pode ser exatamente calculado de acordo 

com (Ahmad et al. 2013), como segue : 

 

 
௝࣐चߨ ൌ෍ሺडचሻሺ௝௟ሻ࢖௟

଺

௟ୀଵ

 
(17) 

 ቂ൫ ത߮௝൯ሺଵሻ	൫ ത߮௝൯ሺଶሻ		〈߮׏௝〉ሺଵଵሻ ሺଵଶሻ〈௝߮׏〉 ሺଶଵሻ〈௝߮׏〉  ሺଶଶሻቃ (18)〈௝߮׏〉

 
௝࣐चߨ ൌ ෍൫ࡺचडच

்൯
ሺ௞௝ሻ

߮௞

ଶ௡

௞ୀଵ

 
(19) 

 ሺࡺचሻሺଶ௜ିଵ:ଶ௜,:ሻ

ൌ ቈ
1 0 ሺݔ௜ െ ሻሺଵሻݔ̅ ሺݔ௜ െ ሻሺଶሻݔ̅ 0 0

0 1 							 0									 0 ሺݔ௜ െ ሻሺଵሻݔ̅ ሺݔ௜ െ ሻሺଶሻݔ̅
቉ 

(20) 

 
ሺ	डचሻሺଶ௜ିଵ:ଶ௜,:ሻ ൌ ቈ

1/݊ 0 ሺࢗ௜ሻሺଵሻ ሺࢗ௜ሻሺଶሻ 0 0
0 1/݊ 0 0 ሺࢗ௜ሻሺଵሻ ሺࢗ௜ሻሺ૛ሻ

቉ (21) 
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Na figura 3, explica-se cada um dos componentes necessários para o 

cálculo da integral anterior. 

 

Figura 3. Integração ao longo das arestas (linhas). 

 

Usando as matrizes 	डच e 	ࡼच, a matriz de rigidez elementar pode então 

ser calculada a partir da Eq.(14), ou seja: 

 

 

Utilizando a Eq. (17), o primeiro termo de ࡷ௘ pode ser simplificado como: 

 

 

onde a matriz ࡰ é uma função do tensor de elasticidade ࡯ e é dada por: 

 

 
௜ࢗ ൌ

1
|݁|

න ߮௜࢙݀࢔
	

డ௘
ൌ

1
|݁|

ሺ݈௜ିଵ࢔௜ିଵ ൅ ݈௜࢔௜ሻ (22) 

ሺࡷ௘ሻሺ௝௞ሻ ൌ ܽ௛
௘൫߮௝, ߮௞൯ ൌ ܽ௘൫ߨच߮௝, च߮௞൯ߨ ൅ ௘൫߮௝ݏ െ ,च߮௝ߨ ߮௞ െ  च߮௞൯ (23)ߨ

 ܽ௘൫ߨच߮௝, च߮௞൯ߨ ൌ |݁|൫ࢃचࢃࡰच
் ൯

ሺ௝௞ሻ
 (24) 

 
ሺࡰሻሺ௟௠ሻ ൌ

1
|݁|

ܽ௘ሺ࢖௟, ௠ሻ࢖ ൌ :௟ሻ࢖ሺߘ࡯ ,௠ሻ࢖ሺߘ ݈, ݉ ൌ 1,… ,6 (25) 
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Com base na escolha de mais baixo custo computacional de ݏ௘ Eq. (15), o 

segundo termo da matriz de rigidez é escrito como: 

 

 

onde ሺࡿ௘ሻሺ௝௞ሻ ൌ ሺ߮௝, ߮௞ሻ corresponde a ࡿ௘ ൌ  ଶ௡. Alem disso, é precisoࡵ௘ߙ

assegurar que ݏ௘	ሺ∙,∙ሻ seja da mesma ordem de grandeza que ܽ௘	ሺ∙,∙ሻ. Então, um 

valor apropriado desta energia segundo (Beirão da Veiga et al. 2013b) pode ser 

expresso como: 

 

onde ߙത௘ é o fator de estabilidade. 

Finalmente, a matriz de rigidez elementar é dada por: 

 

 

A matriz de rigidez global e o vetor de força global são obtidos pelo 

processo tradicional de montagem adotado no método dos elementos finitos 

(Cook et al. 2002).  

O algoritmo de otimização utilizado faz uso dos gradientes da função 

objetivo e da restrição. Desta forma, precisamos do gradiente da flexibilidade (J) 

com respeito às variáveis de projeto (ߩ௘).  Derivando-se a função objetivo do 

problema definido em (5) temos:  

 

onde resulta uma multiplicação da variável de projeto pela matriz de rigidez da 

Eq. (28), porque existe uma dependência linear nos dois termos da função ࡰ 

relacionada à matriz constitutiva ࡯, tensor que inclui as variáveis de projeto; no 

௘൫߮௝ݏ  െ ,௝߮ࡼߨ ߮௞ െ ௞൯߮ࡼߨ ൌ ሾሺࡵ െ ࡵ௘ሺࡿचሻ்ࡼ െ  चሻሿ (26)ࡼ

௘ߙ  ൌ चࢃࡰचࢃ|݁|൫݁ܿܽݎݐത௘ߙ
் ൯. (27) 

௘ࡷ  ൌ चࢃࡰचࢃ|݁|
் ൅ ࡵ௘ሺߙ െ ࡵचሻ்ሺࡼ െ  चሻ (28)ࡼ

ܬ߲ 
௘ߩ߲

ൌ 	െ ݌ ሺ1 െ ߳ሻߩ௘
௣ିଵ࢛௘்ࡷ௘࢛௘ (29) 
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primeiro termo de forma explícita e no segundo de forma implícita pelo 

coeficiente de escala da Eq. (27). 

2.2.2 
FEM  

 

Para um problema de elasticidade linear (Cook et al. 2002) a matriz de 

rigidez elástica de um elemento finito pode ser expressa como: 

 

 

onde ሺߦ,  é a |ࡶ| ;ሻ indicam as coordenadas paramétricas com intervalo [-1,1]ߟ

determinante da matriz Jacobiana; ࡯ a matriz constitutiva do material; e ࡮ é 

matriz de deformação-deslocamento que contém as derivadas das funções de 

forma. Por exemplo, para um elemento quadrado (Q4) com quatro nós e dois 

graus de liberdade por cada nó, a matriz ࡮ é expressa como: 

 

 

e as funções de forma para o tipo de elemento do exemplo anterior que formam 

a matriz de interpolações (31) são expressadas como: 

 

 

௘ࡷ ൌ න dΩ࡮࡯ࢀ࡮
	

ஐ೐

; ࢋࡷ ൌ න න࡮࡯ࢀ࡮ ߟdߦd|ࡶ|

ଵ

ିଵ

ଵ

ିଵ

 (30) 

࡮ ൌ

ۏ
ێ
ێ
ێ
ۍ
ଵࡺ߲

ߦ߲
0
ଵࡺ߲

ߟ߲

						

0
ଵࡺ߲

ߟ߲
ଵࡺ߲

ߦ߲

						

ଶࡺ߲

ߦ߲
0

ଶࡺ߲

ߟ߲

						

0
ଶࡺ߲

ߟ߲
ଶࡺ߲

ߦ߲

							

ଷࡺ߲

ࣈ߲
0

ଷࡺ߲

ߟ߲

						

0
ଷࡺ߲

ߟ߲
ଷࡺ߲

ߦ߲

						

ସࡺ߲

ߦ߲
0

ସࡺ߲

ߟ߲

						

0
ସࡺ߲

ߟ߲
ସࡺ߲

ߦ߲ ے
ۑ
ۑ
ۑ
ې

 (31) 

 
ଵࡺ ൌ

1
4
ሺ1 െ ሻሺ1ߦ െ ሻߟ  

ଶࡺ ൌ
1
4
ሺ1 ൅ ሻሺ1ߦ െ  ሻߟ

ଷࡺ ൌ
1
4
ሺ1 ൅ ሻሺ1ߦ ൅  ሻߟ

ସࡺ ൌ
1
4
ሺ1 െ ሻሺ1ߦ ൅  ሻߟ

(32) 
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A matriz constitutiva ࡯ depende da densidade do material e para o caso de 

estado plano de tensão pode ser expressa como: 

 

 

onde ݁ߩ é a densidade elementar do material que varia entre [0,1] e as 

constantes do material, ܧ e ߥ, são, respectivamente,  o módulo de Young e 

coeficiente de Poisson.  

Para o caso de elementos finitos poligonais, a integração numérica é feita 

por subdivisão em triângulos (Sukumar & Tabarraei 2004). A formulação que 

adotamos é baseada nas funções de forma Laplace e transformações 

isoparamétricas. A função de forma avaliada no ponto ሺࣈሻ e correspondente ao 

nó de um dado polígono de n-arestas é definida como: 

 

 

onde: 

 

 

e ܣሺ࢖௜ିଵ, ,௜࢖ ,௜ିଵ࢖ ௜ାଵሻ é a área do triângulo definida pelos vértices࢖ ,௜࢖  ௜ାଵ࢖

conforme ilustrado na Figura 4.  

 

 

 

௘ሻߩሺ࡯ ൌ
௘ሻߩሺܧ
1 െ ଶߥ

൦

1 ߥ 0
ߥ 1 0

0 0
1 െ ߥ
2

൪ 
  (33) 

 
௜ܰሺࣈሻ ൌ

ሻࣈ௜ሺߙ
∑ ሻࣈ௝ሺߙ
௡
௝ୀଵ

 (34) 

 
ሻࣈ௜ሺߙ ൌ

,௜ିଵ࢖ሺܣ ,௜࢖ ௜ାଵሻ࢖
,௜ିଵ࢖ሺܣ ,௜࢖ ,௜࢖ሺܣሻࣈ ,௜ାଵ࢖ ሻࣈ

 (35) 
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Figura 4. (a) áreas triangulares utilizadas para calcular as funções de 

forma dos elementos poligonais e (b) triangulação utilizada para integração 

numérica. Fonte:  Talischi et al. 2012b. 

 

Um mapeamento isoparamétrico regular de qualquer polígono convexo de 

݊-vertices pode ser construído usando estas funções de forma, porque o campo 

interpolado varia linearmente nos contornos e a aproximação resultante 

representa um elemento conforme. Fundamentado na abordagem de elementos 

finitos descrita anteriormente, as funções de forma são definidas no domínio 

local, onde as integrais oriundas da formulação fraca são avaliadas 

numericamente. Um polígono de referência de ݊-lados é subdividido em ݊ 

triângulos (conectando-se o seu centróide com os vértices), e as regras de 

quadratura são usadas em cada triângulo (Talischi et al. 2012b).  

 

 

Figura 5. Esquema de "triangulação" para integração numérica 
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A integração numérica usada para o caso poligonal foi o esquema de 

“triangulação” descrito em (Talischi et al. 2014). Neste esquema, cada polígono é 

dividido em triângulos a partir de um ponto no centroide, conforme apresentado 

na Figura 5, e cada triângulo é integrado usando as regras de quadratura de 

Gauss para triângulos. 

 

2.2.3 
SFEM 

 

Nesta seção, apresentamos o método CSFEM, desenvolvido por 

(Natarajan et al. 2014), para solução das equações governantes do problema de 

elasticidade linear, apresentado na Eq. (2). 

 

A energia de deformação é calculada de forma similar ao método dos 

elementos finitos. Entretanto, a matriz de rigidez é calculada utilizando-se o 

procedimento de projeção das deformações. Nesta abordagem, o campo de 

deformações ߝ௜̃௝
௛ , utilizado para calcular a matriz de rigidez, é definido a partir de 

uma média ponderada do campo de deformações padrão ߝ௜௝
௛ . O campo 

suavizado de deformações, avaliado no ponto ࢞௖ de um dado elemento ݁, pode 

ser expresso por:  

 

 

onde u é o vetor de deslocamentos, ઴ é uma função suavizada dada por:  

 

 

௜̃௝ߝ 
௛ ൌ නߝ௜௝

௛

௘
ሺ࢞ሻ઴ሺ࢞ െ ࢞஼ሻ݀࢞

						ൌ නࢗ࡮઴ሺ࢞ െ ࢞஼ሻ݀࢞ ൌ ܝ෩࡮
	

௘
 

(36) 

 
઴ ൌ ቐ

1
|Ω௖|

, ஼࢞ ∈ Ω௖

0, ஼࢞ ∉ Ω௖

 (37) 
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A partir da Eq. (37), a matriz de deformação-deslocamento suavizada sobre cada 

sub-célula pode ser escrita como: 

 

 

usando o teorema da divergência, obtemos:  

 

 

onde ௜ܰ é a função de forma associada ao iésimo nó. A matriz de rigidez suavizada 

elementar é computada pela soma das contribuições de cada uma das sub-

células, tal como ilustrado na Figura 6, é dada por:  

 

 

 

෩஼࡮ ൌ
1
|Ω௖|

න

ۏ
ێ
ێ
ێ
ێ
ێ
ۍ
߲ ௜ܰ

ݔ߲
0

0
߲ ௜ܰ

ݕ߲
߲ ௜ܰ

ݕ߲
߲ ௜ܰ

ݔ߲ ے
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ۑ
ې

݀Ω
	

ஐ೎

 (38) 

 
෩஼࡮ ൌ

1
|Ω௖|

න ቎
݊௫ ௜ܰ 0
0 ݊௬ ௜ܰ

݊௬ ௜ܰ ݊௫ ௜ܰ

቏ ݀Γ
୻಴

 (39) 

 
෩௘ࡷ ൌ ෍࡮෩஼

|Ω஼|࡯෩࡮࡯்

௡಴

ୀ૚࡯

 
(40) 
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Figura 6. Cálculo do operador gradiente discretizado suavizado. 

Fonte:  Natarajan et al. 2015 . 

 

onde ݊஼ é o número das células de suavização do elemento. Para a construção 

das funções de forma sobre polígonos arbitrários, empregamos uma técnica de 

divisão do elemento em triângulos, a partir do centro geométrico e cada uma das 

arestas do polígono (Dai et al. 2007). Como ilustrado na Figura 7, o ponto central 

é obtido a partir da média aritmética simples das coordenadas dos vértices do 

polígono, ou seja:  

 

 

 
ሺݔ௢, ௢ሻݕ ൌ

1
݊
෍ሺݔ௜, ௜ሻݕ
௡

௜ୀଵ

 (41) 
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Figura 7. Ponto central O de um polígono. Fonte:  Dai et al. 2007. 

 

onde ݊ é o número de nós do elemento poligonal. A função de forma no ponto O 

é dada por ሾ1/݊	⋯1/݊ሿ com tamanho 1	ݔ	݊. Neste trabalho foi usada esta 

generalização para n-arestas proposta por (Natarajan et al. 2014). 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1413500/CA



 

 

 

3  
Experimentos e resultados 

Neste capítulo são apresentados os resultados dos experimentos 

realizados na simulação de cada um dos métodos numéricos descritos no 

capítulo anterior. Apresentamos as seguintes simulações numéricas realizadas 

em MATLAB: análise do fator de estabilidade do VEM, estudo de convergência 

de cada método, comparação numérica entre os métodos VEM, n-SFEM e FEM 

e, finalmente, o ganho de desempenho proporcionado pelo uso dos métodos 

aproximados no contexto da otimização topológica. 

 

3.1 
Códigos computacionais 

Neste trabalho, diversas ferramentas para a análise do problema de 

elasticidade foram utilizadas. Todos os resultados numéricos a serem 

apresentados foram obtidos por meio de algoritmos desenvolvidos em MATLAB. 

O código correspondente ao VEM foi implementado por Arun L. Gain, integrante 

da equipe do professor Glaucio H. Paulino da Universidade de Illinois, nos 

Estados Unidos, que cedeu como resultado de uma parceria de pesquisa. O 

código correspondente ao n-SFEM foi obtido em Natarajan et al. 2014. Para 

tratar os problemas apresentados, estes códigos foram adaptados pelo autor e 

incorporados ao framework computacional PolyTop. 

 

3.2 
Fator de estabilidade do VEM 

Nesta seção, será apresentado um estudo do coeficiente de estabilidade 

 ത௘ da equação (27) do VEM. Para tanto, propõe-se um problema com soluçãoߙ

analítica conhecida: uma viga engastada com uma carga na extremidade livre. 

Considere-se uma viga retangular em balanço, de dimensões ܽ	 ൌ 	10, ܾ	 ൌ 	½ 

(ver Figura 8) preenchida com material isotrópico de módulo de Young ܧ e 
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coeficiente de Poisson ߥ, submetida à carga na extremidade livre. Os seguintes 

valores numéricos foram adotados: ܨ	 ൌ ܧ ,0.1	 ൌ 10ସ e ߥ	 ൌ 	0.3. 

 

 

Figura 8. Viga engastada com carregamento na extremidade. Fonte: 

(Barber 2009) 

 

A força aplicada pode ser expressa como: 

 

 

A solução exata para este problema foi desenvolvida no livro (Barber 2009 

p. 123-126) e é expressa como: 

 

 

as condições de contorno para este problema são dadas como: 

 

 
න ݕ௫௬݀ߪ ൌ ;ܨ ݔ ൌ 0
௕

ି௕
,

௫௬ߪ ൌ
ሺܾଶܨ3 െ ଶሻݕ

4ܾଷ
 

(42) 

 
௫ݑ ൌ

ݕଶݔܨ3
ଷܾܧ4

൅
ሺ1ܨ3 ൅ ݕሻߥ

ܾܧ2
െ
ሺ2ܨ ൅ ଷݕሻߥ

ଷܾܧ4
൅ ܣ െ ,ݕܥ

௬ݑ ൌ
ଶݕݔߥܨ3

ଷܾܧ4
െ
ଷݔܨ

ଷܾܧ4
൅ ܤ ൅  ݔܥ

(43) 

 
௫ݑ ൌ ௬ݑ	;0 ൌ 0;

௬ݑ߲
ݔ߲

ൌ 0; ݁݉ ݔ ൌ ܽ, ݕ ൌ 0. (44) 
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substituindo a Eq. (43) em (44) temos que: 

 

 

Na Figura 9 são apresentados os erros relativos da Eq. (46) nos valores 

dos deslocamentos em função de ߙത௘ coeficiente de escala da matriz de 

estalibilidade para cada tipo de malha apresentada na Figura 10, i. e. poligonais 

(Poly), Voronoi randômicas (Random) e quadradas (Square). 

 

 

Figura 9 Análise do fator de estabilidade  

 

De acordo com os resultados apresentados na Figura 9, a constante ߙത௘ é 

escolhida como 0.2 para os próximos experimentos por estar associada ao 

menor erro obtido em todos os tipos de malha. 

 

Coefficient
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

E
rr

or
,u

10-6

10-5

10-4

FEM

VEM Poly
VEM Square

VEM Random

ܣ ൌ 0; ܤ	 ൌ െ
ଷܽܨ

ଷܾܧ2
; ܥ ൌ

ଶܽܨ3

ଷܾܧ4
 (45) 
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3.3 
Convergência  

Nesta seção, realizamos um estudo sobre a precisão dos métodos 

numéricos apresentados. O objetivo desse estudo é mostrar que a convergência 

numérica apresenta um comportamento monotônico e que os resultados são 

estáveis para os diferentes tipos de malha utilizados. Além disso, queremos 

comparar os diferentes métodos com relação ao desempenho computacional. Os 

resultados estão detalhados na Tabela 1. Os resultados da discretização 

quadrilateral, poligonal e randômica são obtidos pelo gerador de malha 

PolyMesher (Talischi et al. 2012a). 

 

 

Figura 10. Tipos de malha. (a) malha quadrilateral, (b) malha 

poligonal, (c) malha randômica. 

 

Esses resultados são verificados em termos do erro relativo nos 

deslocamentos e o tempo de CPU para cálculo da matriz de rigidez. O erro da 

solução dos métodos numéricos que se baseiam na subdivisão em elementos é 

expresso por Fish & Belytschko 2007 usando a norma de uma função definida 

como:  

 

 
௅ଶ‖ܧ‖ ൌ ฮܝ௘௫ሺ࢞ሻ െ ሻฮ࢞௛ሺܝ ൌ ቆන ቀܝ௘௫ሺ࢞ሻ െ ሻቁ࢞௛ሺܝ

ଶ
࢞݀

ષ
ቇ
ଵ/ଶ

 (46) 
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onde ܝ௘௫ é a solução exata expressa em (43) e ܝ௛ é a solução aproximada de 

cada um dos métodos numéricos apresentados na seção 2.2 

Métodos numéricos. Esta descrição do erro pode ser considerada como uma 

medida do erro médio quadrático. As análises descritas na Tabela 1 foram feitas 

em uma máquina com um processador Intel® Core i7-X980 @ 3,33 GHz e 24,0 

GB de RAM rodando em MATLAB R2015a. Os experimentos foram realizados 

com os métodos FEM, VEM e n-SFEM utilizando-se as mesmas malhas e 

medindo-se o tempo da montagem da matriz de rigidez sob as mesmas 

condições. 

 

Tabela 1. Dimensões das malhas nos experimentos 

Malha de quadrados Malha poligonal 
Elementos #DoFs Diâmetro(h) Elementos #DoFs Diâmetro(h) 

80x8 1458 0,1768 640 511,6 0,0326 
160x16 5474 0,0884 2560 2029,6 0,0162 
320x32 21186 0,0442 10240 8126,8 0,0081 
640x64 83330 0,0221 40960 32516,8 0,0040 

1280x128 330498 0,0110 163840 130053,6 0,0020 
2560x256 1316354 0,0055 655360 520226 0,0010 

 

A Figura 11 mostra o logaritmo da norma de erro como uma função do 

logaritmo do tamanho característico do elemento (ࢎ) para malhas quadrilaterais. 

Como pode ser visto a partir destes resultados, o erro varia linearmente com o 

tamanho do elemento. A implicação mais importante é que, se o tamanho do 

elemento é reduzido pela metade, o erro correspondente também diminui de um 

fator ૛ para elementos lineares. 
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Figura 11. Análise de convergência em malhas quadrilaterais 

 

Com o intuito de avaliar o desempenho dos diferentes métodos numéricos, 

foi medido o tempo da montagem da matriz de rigidez de cada um deles e 

plotado contra o número de graus de liberdade, conforme ilustrado na Figura 12.  

 

Figura 12. Tempo de convergência malhas quadrilaterais 

 

2 
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O método dos elementos virtuais apresenta um tempo menor para a 

montagem da matriz e, consequentemente, um tempo total menor na solução do 

problema elástico que aparece nos problemas de otimização topológica. 

 

 

Figura 13. Análise de convergência em malhas poligonais 

 

Para malhas poligonais (Figura 13), os resultados são produzidos a partir 

de uma média simples avaliada em 5 cinco malhas distintas. Estes resultados 

demonstram que os esquemas de quadratura de triângulo de ordem 2 (3 pontos) 

comumente usados para elementos finitos poligonais podem levar a erros de 

consistência que persistem sob refinamento de malha e, posteriormente, podem 

tornar as aproximações não convergentes (ou seja, não conseguindo a 

convergência monotônica própria dos elementos finitos na sua componente 

linear). Uma correção deste problema para elementos finitos poligonais foi 

apresentada por (Talischi et al. 2015), onde a melhoria foi feita nos gradientes 

das funções de interpolação.  

 

2 
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(a) (b) 

Figura 14 . (a) Convergencia do FEM com 3 (vermelho) e 7 (verde) 

pontos de integração. (b) Tempo em função do número de graus de 

liberdade 

 

Neste trabalho, o número de pontos por triângulo de integração foi 

aumentado de 3 pontos a 7 para se atingir o nível de convergência ilustrado na 

Figura 14. Consequentemente, foi observado um maior custo computacional do 

método de elementos finitos poligonais para se obter o comportamento linear do 

problema elástico. 

Os métodos dos elementos virtuais e dos elementos finitos suavizados têm 

uma convergência linear para o problema elástico da mesma forma que o 

método dos elementos finitos, onde o logaritmo do erro varia linearmente com o 

tamanho do elemento, como ilustrado na Figura 15. 

 

2 
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Figura 15. Análise de convergencia de malhas poligonais com a 

correção de integração numérica do FEM 

 

Na Figura 16 nota-se que o desempenho do VEM para a montagem da 

matriz de rigidez foi mais representativo nas malhas poligonais do que nas 

quadrilaterais, tendo em conta o custo computacional da integração numérica 

(ver Figura 15). 

 

  

Figura 16. Tempo de convergência para malhas poligonais 

 

2 
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Da mesma forma que no caso das malhas poligonais, os resultados 

obtidos nas malhas randômicas correspondem à média de 10 análises. 

 

 

Figura 17. Análise de convergência em malhas randômicas  

 

Foram estudados os comportamentos do FEM, VEM, e n-SFEM sob 

refinamento de malha para diferentes tipos de elementos mostrados na Figura 

10. As Figuras 11, 13, 15 e 17 mostram o erro relativo em função do tamanho 

característico dos elementos da malha. As Figuras 12 e 16 mostram o tempo de 

montagem da matriz de rigidez para malhas quadrilaterais e poligonais, 

respectivamente. As formas bilineares discretas no VEM e n-SFEM são 

construídas de modo a serem contínuas, e os deslocamentos obtidos são 

compatíveis com a solução do problema elástico. Os resultados obtidos 

demonstram que o VEM apresenta um melhor desempenho computacional 

quando comparado ao FEM e n-SFEM. 

 

3.4 
Convergência com elementos não convexos 

Uma das vantagens dos métodos VEM e n-SFEM é que eles dependem 

unicamente da geometria e não de funções de forma e suas condições de 

estabilidade, uma vez que tais funções não são computadas explicitamente. 

Para exemplificar esta característica, apresenta-se uma malha de elementos não 

2
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convexos, utilizando o gerador de malha proposto por Carvalho & Valério 2012, 

em um modelo estudado por Paulino & Gain 2015, conforme ilustrado na Figura 

18.  

 

 

Figura 18. Malha de elementos não convexos 

 

Vale ressaltar que, para elementos não convexos, o método generalizado 

a n-arestas do SFEM usado neste trabalho (denominado de n-SFEM pelo autor) 

apresenta problemas de convergência em função do processo de triangulação 

interna que cria triângulos com área nula, o que implica diretamente na 

singularidade da matriz de rigidez. Por esta razão, não foi possível a obtenção 

da solução numérica, utilizando o n-SFEM, para problemas com elementos não 

convexos. Por outro lado, os elementos finitos poligonais não convexos também 

apresentam problemas na formação de suas funções de base, como por 

exemplo a não negatividade no domínio do elemento. Consequentemente, para 

elementos não convexos, são apresentados os resultados apenas para o VEM. 

 

 

Figura 19. Análise de convergência em malhas não convexas 
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A partir do estudo apresentado com elementos não convexos, é possível 

concluir que o VEM é capaz de solucionar problemas elásticos 

independentemente da geometria de seus elementos. Esta característica o torna 

extremamente atraente para problemas com geometrias complexas e também 

problemas que apresentam grandes deformações, cujos elementos podem, 

eventualmente, se tornar não convexos ao longo da análise. 

 

3.5 
Otimização topológica 

Nesta seção apresentamos um estudo comparativo da eficiência 

computacional dos códigos desenvolvidos para cada um dos métodos numéricos 

utilizados neste trabalho. Para efeitos de comparação, foi utilizado o problema de 

otimização topológica MBB (ver Figura 20), discretizado por meio de elementos 

poligonais. Este problema, que também foi estudado por Talischi et al. 2012a, 

apresenta as dimensões ܮ ൌ 3 e ݄	 ൌ 	1, está submetida a uma carga aplicada 

ܨ ൌ 1, um fator de penalidade fixo e igual a 3 e um número máximo de iterações 

de 100. 

 

Figura 20. Geometria e condições de contorno do problema MBB 

 

Tamanho da malha 

(# elementos) 

2700 7500 30000 120000 

PolyTop FEM 37,27 104,74 471,86 2883,91 

PolyTop VEM 32,51 93,25 415,33 2688,36 

PolyTop SFEM 38,99 107,54 501,06 3089,51 

Tabela 2. Desempenho dos métodos numéricos no processo de 

otimização topológica 
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Observa-se um melhor desempenho da versão do PolyTop que utiliza o 

método dos elementos virtuais na solução dos problemas da elasticidade. É 

importante ressaltar que, para malhas não estruturadas, não se pode tirar 

proveito dos elementos regulares no pré-processamento das matrizes de rigidez 

elementares usadas no PolyTop, para uma comparação com o código 88-

linhas de otimização topológica (Andreassen et al. 2011). O resultado da 

otimização com 30000 elementos é apresentado Figura 21. 

 

Figura 21. Ótima topologia para o problema MBB com R = 0,12 e 

fração de volume = 0,5 

 

Adicionalmente, este problema foi resolvido utilizando-se elementos não 

convexos e tendo o VEM como o módulo de solução das equações governantes. 

É importante ressaltar que, de acordo com Paulino & Gain 2015 as tesselações 

com elementos não convexos podem representar o futuro da otimização 

topológica.  

 

 

Figura 22. Ótima topologia para o problema MBB com elementos não 

convexos 
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Conforme ilustrado nas Figura 21 e Figura 22, os resultados obtidos, i.e. as 

topologias ótimas, foram muito semelhantes. Observa-se também que, dentre os 

métodos numéricos estudados neste trabalho, o VEM se mostrou mais preciso e 

eficiente além de ser capaz de resolver problemas com elementos não 

convexos.  

Na Figura 23 apresentamos a geometria com dimensões L = 4 e h = 3, 

condições de contorno, força F=1 e os resultados da otimização topológica 

obtidos com o VEM e com a utilização de malhas poligonais. Este modelo 

apresenta os seguintes dados numéricos: parâmetro ε = 10-4 , módulo de Young 

E0 = 1, coeficiente de Poisson ν = 0,3, redução de volume de 45%, raio do filtro 

igual a 3% da menor dimensão do domínio, modelo SIMP, fator de penalização 

variando de 1 até 4 e 50000 elementos poligonais. 

 

 

Figura 23. (a) Problema do domínio clipe. (b) topologia final para o 

domínio clipe com R = 0,09 e fração de volume = 0,45 
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4  
Conclusões e sugestões 

Neste trabalho foi realizado um estudo comparativo entre diferentes 

métodos numéricos, especificamente o VEM, n-SFEM e FEM, para solução dos 

problemas da elasticidade no contexto da otimização topológica. Para tanto, foi 

implementado um framework em MATLAB para análises em diferentes tipos de 

malhas, considerando elementos convencionais e poligonais, convexos e não 

convexos. 

As principais conclusões desde trabalho são:  

 Foi desenvolvida uma rotina eficiente para solução do problema de 

eslasticidade considerando diferentes tipos de métodos numéricos 

baseados em discretização do domínio. Para esta análise cada 

método constrói uma matriz de rigidez representando as 

características do domínio e seu material. Medindo o tempo da 

montagem desta matriz observou-se que o VEM tem o melhor 

desempenho frente aos outros métodos. O desempenho desta 

implementação foi avaliado usando diferentes tipos de malha, 

obtendo-se assim, um tempo menor no VEM em todas as análises. 

Consequentemente o VEM se mostrou bastante eficiente para ser 

utilizado em problemas de otimização topológica; 

 O método dos elementos virtuais se mostrou convergente para o 

problema de elasticidade linear, inclusive para malhas não 

convexas, sendo assim uma solução viável em problemas onde 

malhas triangulares/quadrangulares são difíceis de serem obtidas;  

 Os elementos virtuais, se mostraram bastante eficientes na solução 

do problema de elasticidade utilizando malhas com elementos não 

convexos. Esta característica oferece uma grande flexibilidade na 

solução de problemas em domínios complexos, de difícil geração 

de malha. 
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Para trabalhos futuros, propomos as seguintes tarefas: 

 A extensão da implementação realizada para problemas 

tridimensionais, ou seja, estender para elementos poliédricos onde 

as funções de forma para o FEM não podem ser obtidas facilmente; 

 A implementação do VEM para os problemas de elasticidade não 

linear com o objetivo de obtenção de um maior conjunto de 

materiais a serem simulados; 

 A reformulação do método n-SFEM para elementos não convexos, 

de tal forma que a triangulação em sub-células não dependa do 

centro geométrico do elemento e, com isso, sejamos capazes de 

utilizar geometrias não convexas em problemas de elasticidade. 
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