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Resumo 

 

Saavedra Patiño, Lisseth; Bergmann, José Ricardo. Síntese de refletores 

omnidirecionais alimentados por lentes dielétricas associadas à corneta 

coaxial. Rio de Janeiro, 2016. 99p. Dissertação de Mestrado – Departamento 

de Engenharia Elétrica, Pontifícia Universidade Católica do Rio de Janeiro. 

 

Antenas refletoras para cobertura omnidirecional vêm sendo utilizadas em 

diversos estudos de micro-ondas e ondas milimétricas. A principal motivação para 

trabalhar nestas bandas, entre outras aplicações, é o desenvolvimento de sistemas 

de comunicação sem fio de banda larga. O presente trabalho utiliza uma lente 

dielétrica na abertura do alimentador da antena refletora para reduzir a largura do 

feixe e, simultaneamente, evitar a presença de lóbulos laterais na região de 

cobertura. Uma apropriada modelagem da lente reduz o tamanho da antena sem 

degradar as características de radiação. O trabalho é dividido em duas partes: a 

modelagem de lentes dielétricas; e a modelagem de reflertores. A modelagem de 

lentes dielétricas circularmente simétricas utilizando os princípios da Óptica 

Geométrica para controlar a largura de feixe do diagrama de radiação transmitido 

pela lente. O modelo é feito a partir do deslocamento do foco da geratriz da lente, 

o novo foco virtual é o ponto geométrico onde convergem os raios emergentes da 

lente. A rotação da geratriz da superfície refletora faz que este ponto se torne um 

anel cáustico virtual. As lentes modeladas têm como alimentador uma corneta 

coaxial que fornece um diagrama de radiação circularmente simétrico. O diagrama 

de radiação transmitido pela lente é calculado usando as aproximações da ótica 

geométrica e ótica física em campo distante e próximo. Os resultados são 

comparados com os resultados simulados em um software especializado de 

simulação eletromagnética. A modelagem de refletores baseada nas propriedades 

da Ótica Geométrica. O refletor é uma superfície de revolução obtida através da 

rotação de uma geratriz em torno ao eixo de simetria. Neste trabalho, a geratriz é 

descrita por uma sucessão de seções de cônicas concatenadas, esta metodologia 

utiliza o diagrama de radiação transmitido da lente para obter uma distribuição de 

campo no plano vertical previamente especificada, que nosso caso é uma 

distribuição constante. O diagrama de radiação em campo distante radiado pelo 

refletor é calculado usando as aproximações da física ótica, estes resultados são 
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comparados com os resultados simulados em um software especializado em 

simulação eletromagnética. 

Palavras-chave 

Lente dielétrica; Refletor; Ótica Geométrica; Ótica Física 
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Abstract 

 

Saavedra Patiño, Lisseth; Bergmann, José Ricardo (advisor). Synthesis of 

omnidirectinal reflector fed by dieletric lens associated with a coaxial 

feed horn. Rio de Janeiro, 2016. 99p. MSc. Dissertation– Departamento de 

Engenharia Elétrica, Pontifícia Universidade Católica do Rio de Janeiro. 
 

 Reflector antennas for omnidirectional coverage have been considered in 

several studies of microwave and millimeter wave. The main motivation to work in 

these bands, among other applications, is the development of wireless broadband 

communication systems. This work uses a dielectric lens in the aperture of the 

reflector antenna feeder to reduce the beamwidth and simultaneously avoid the 

presence of side lobes in the coverage area. An appropriate lens modeling reduces 

the antenna size without degrading the radiation characteristics. The work is divided 

into two parts: the modeling of lens and modeling of reflector.The modeling of lens 

using the principles of the Geometrical Optics to control the radiation pattern 

transmitted by the lens. The modeling depends on the lens focus displacement, 

which is the geometric point of convergence of the rays emerging from the lens. 

The rotation of the lens generatrix causes this point to become a virtual caustic ring. 

The lens has a coaxial feed horn that provides a circularly symmetrical radiation 

pattern. The radiation pattern transmitted by the lens is calculated using the 

approximation of Geometric Optics and Physical Optics in the near and far field; 

these results are compared with the simulated results in a specialized 

electromagnetic simulation software. The reflector modeling is based on the 

properties of Geometric Optics. The reflector is a revolution surface obtained by 

rotating a generatrix around the symmetry axis. In this work, the generatrix is 

described by a sequence of concatenated conical sections. This method uses the 

transmitted radiation pattern of the lens to obtain a previously specified field 

distribution in the vertical plane, which is a constant distribution in the present case. 

The far field radiation pattern of the reflector is calculated using the Physical Optics 

approximation. These results are compared with the simulated results in a 

specialized electromagnetic simulation software. 
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1 
Introdução 

Antenas refletoras para cobertura omnidirecional vêm sendo utilizadas em diversos 

estudos para micro-ondas e ondas milimétricas. A principal motivação para 

trabalhar nestas bandas é o desenvolvimento de sistemas de comunicação sem fio 

de banda larga, pois a alta atenuação faz com que o reuso de frequências seja muito 

eficiente. Tais antenas possuem superfícies refletoras circularmente simétricas 

(corpos de revolução) que podem ser geradas a partir de cônicas ou geratrizes 

modeladas. Junto com as características de radiação do alimentador, podemos 

controlar o diagrama de radiação no plano de elevação da antena [1]. 

As antenas omnidirecionais de único refletor possuem refletores com diâmetros 

muito grandes, quando comparados aos das geometrias de duplo refletores [2], [3], 

[4]. O presente trabalho utiliza uma lente dielétrica na abertura do alimentador [5] 

como ilustrado na Figura 1.1, para reduzir a largura do feixe e, simultaneamente, 

evitar a presença de lóbulos laterais na região de cobertura. Uma apropriada 

modelagem da lente reduz o tamanho da antena sem degradar as características de 

radiação. 

Diversas técnicas de síntese têm sido utilizadas para o modelamento de lentes 

baseadas nos princípios da Ótica Geométrica ou, alternativamente, baseadas nas 

aproximações da Ótica Física (PO) associadas a métodos de otimização [6], [7], [8]. 

As técnicas de síntese utilizando a GO envolvem duas principais condições: a lei 

da conservação da energia e a lei de refração de Snell. Para validação dos resultados, 

técnicas de análise baseadas nas aproximações da GO e da PO têm sido utilizadas 

para determinar os campos radiados pelos dispositivos.  
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Figura 1.1: Antena refletora com lente dielétrica. 

 

As lentes dielétricas apresentam a vantagem de uma boa tolerância na fabricação e 

os materiais dielétricos comerciais apresentarem perdas de dissipação desprezíveis. 

Entretanto o seu desempenho pode ser limitado pelas reflexões internas, 

especialmente quando o índice de refração do material é grande, ou pelas dimensões 

da lente pois a efetividade de seu desempenho e as técnicas de síntese são válidas 

para lentes maiores do que vários comprimentos de onda. 

Múltiplos trabalhos [6], [7], [9-15] têm sido desenvolvidos sobre lentes integradas 

as antenas, utilizando diferentes tipos de alimentadores, diversas estratégias de 

optimização da lente e correções dos problemas geométricos que aparecem nas 

lentes, especialmente para aplicações na faixa milimétrica e sub-milimétrica.  

Este trabalho tem como primeiro objetivo desenvolver técnicas de modelagem de 

lentes dielétricas circularmente simétricas, associadas a uma corneta coaxial 

excitada pelo modo TEM. A corneta apresenta um diagrama circularmente 

simétrico, com polarização vertical e com nulo sobre o eixo de simetria [5], [9]. A 

forma da lente será utilizada para controlar o diagrama de radiação no plano 

vertical, alterando, essencialmente, a largura de feixe do lobo principal. Para 

análise, são apresentadas técnicas baseadas nas aproximações da GO e da PO e os 

Refletor 

Lente 

Alimentador 
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resultados comparados com uma análise eletromagnética rigorosa dos campos 

radiados fornecido pela plataforma Computer Simulation Technology (CST). 

O segundo objetivo deste trabalho é a modelagem de um refletor utilizando os 

campos transmitidos pela lente para obter uma distribuição de campo no plano 

vertical previamente especificada. O procedimento é baseado na metodologia 

definida por [2], [3], [4], [10], [11], que utiliza concatenação de seções de elipses e 

hipérboles para calcular a geratriz do refletor utilizando a lei da conservação da 

energia e um algoritmo numérico para fazer um mapeamento angular. Os cálculos 

dos campos obtidos utilizam aproximações da GO e PO. 
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2 
Modelamento de lente circularmente simétrica 

2.1. 
Introdução 

As dimensões dos refletores das antenas omnidirecionais alimentadas por uma 

corneta coaxial podem ser drasticamente afetadas pelo diagrama da fonte primária, 

pois o diâmetro do refletor depende da largura do lobo principal. Entretanto, a 

diminuição da largura do lobo principal, com a consequente redução do diâmetro, 

traz a presença de lóbulos secundários mais intensos no diagrama do alimentador, 

aumentando o transbordamento. A utilização de um alimentador formado por uma 

corneta coaxial associada à lente, como ilustrado na Figura 2.1, permite reduzir a 

largura do lobo principal e, consequentemente, o diâmetro do refletor, e controlar a 

presença dos lóbulos laterais radiados pela fonte [1], [12].  

A lente é um dispositivo óptico que, através da refração dos raios ou das ondas 

eletromagnéticas na interface entre dois meios, é capaz de alterar a trajetória dos 

raios incidentes e, consequentemente, a trajetória do fluxo de energia. Logo, o 

diagrama de radiação é modificado após atravessar a lente. Quando as dimensões 

de uma lente são maiores que o comprimento de onda, de modo que os campos 

eletromagnéticos possam ser tratados aproximadamente como raios, é possível 

utilizar os princípios da ótica geométrica. Estes princípios podem explicar, 

aproximadamente, o comportamento da lente e assim modelá-la. 
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Figura 2.1: Alimentador mais lente. 

 

O restante deste capítulo está dividido em duas partes. A Seção 2.2 apresenta as 

técnicas modelamento da lente segundo as aproximações da Ótica Geométrica [13], 

[14] assim como diversas propriedades do dispositivo. A Seção 2.3 apresenta 

técnicas de análise eletromagnética das lentes baseadas nas aproximações da Ótica 

Física e da Ótica Geométrica [15].  

 

2.2. 
Modelagem da lente 

2.2.1. 
Princípio de Fermat 

A Ótica Geométrica se baseia no Princípio de Fermat aplicado ao caminho 

percorrido por raios associados à direção do fluxo de energia ao longo do espaço. 

O Princípio de Fermat estabelece que a trajetória percorrida por um raio ótico, a 

partir de uma fonte até um ponto de observação, será uma curva onde o 

comprimento ótico é mínimo. Ou seja, o comprimento ótico terá um valor mínimo 

em relação a todas as outras trajetórias adjacentes possíveis. 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1413513/CA



20 
 

Para uma curva C passando em um meio qualquer com indice de refração 𝑛(𝑟), o 

comprimento do caminho ótico 𝛥𝐿 é dado pela equação: 

 𝛥𝐿 = ∫𝑛(𝑟)
𝐶

𝑑𝑙. (2.1) 

 

Para um meio homogêneo, o indice de refração 𝑛 é constante e o caminho ótico 

entre dois pontos 𝑝1 e 𝑝2 é expresso pela equação (2.2): 

 

 𝛥𝐿 = 𝑛 ∫ 𝑑𝑙
 𝑝2

𝑝1

. (2.2) 

 

Resolvendo a integral da equação (2.2) concluímos que o caminho ótico descrito 

por um raio em um meio homogêneo será uma reta. Logo, esta função terá o valor 

mínimo para esta trajetória. Portanto  

 𝛥𝐿 = 𝑛( 𝑝2 −  𝑝1). (2.3) 

2.2.2. 
Modelagem da geratriz da lente 

A lente é iluminada por uma fonte pontual coincidente com a origem. A superfície 

da lente é circularmente simétrica, sendo obtida pela rotação de uma geratriz ao 

redor do eixo Z, eixo de simetria do dispositivo. Desta forma, o vetor normal à 

interface, e os raios incidente e refletido sobre a interface dos meios estarão contidos 

em um plano 𝜙

O modelamento da geratriz da lente sobre o plano 𝜙 será determinado impondo a 

condição que os raios refratados tenham um foco virtual situado no ponto 𝑃(𝜌0, 𝑍0). 

Conforme ilustrado na Figura 2.2, os raios emergem de O em uma direção 𝜃 em 

relação ao eixo Z. Os raios incidem sobre a interface dielétrico-ar no ponto (𝜌𝐿 , 𝑍𝐿) 

e se propagam ao longo de uma direção que faz um ângulo 𝛼 com eixo Z. 

Considerando o vetor unitário �̂� a normal à interface S da lente, a direção do raio 

incidente em S e no interior do dielétrico faz um ângulo 𝜃𝑖 com a normal e o raio 

refratado faz um ângulo 𝜃𝑡 com a normal.  
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Figura 2.2: Geometria da lente com foco virtual no ponto 𝑃(𝜌0, 𝑍0). 

Para que o feixe de raios transmitidos tenha um foco virtual em 𝑃(𝜌0, 𝑍0), o 

caminho ótico percorrido da fonte pontual em O até um ponto em campo distante 

deve diferir de uma constante do caminho ótico. Isto pode ser expressado pela 

seguinte relação entre estas distâncias:  

 𝑟1𝑛1 + 𝑟3 = 𝑟2 + 𝑟3 + 𝑐, (2.4) 

 

onde 𝑟1 é a distância entre a fonte (a origem) até a superfície da lente (𝜌𝐿 , 𝑍𝐿), 𝑟2 é 

a distância desde o foco virtual (𝜌0, 𝑍0) até a superfície da lente, 𝑟3 é a distância de 

um ponto sobre a lente até um ponto em campo distante, e 𝑐 é uma constante 

associada à espessura da lente. O índice 𝑛1 de refração do material da lente e dado 

pela equação (2.5) 
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 𝑛1 = √𝜀𝑟𝜇𝑟 , (2.5) 

 

onde 𝜀𝑟 é a permissividade relativa, isto é a permissividade de um material com 

relação à do vácuo e  𝜇𝑟 é a permeabilidade relativa.  

 

 𝜀𝑟 =
𝜀1

𝜀0
       𝑒   𝜇𝑟 =

𝜇1

𝜇0
, (2.6) 

 

em que 𝜀1 e 𝜇1 são respectivamente a permissividade e permeabilidade do material 

dielétrico que compõe a lente. Já 𝜀0 e 𝜇0 são respectivamente a permissividade do 

ar (aproximada pelas constantes do vácuo).  

 

A Equação (2.4) pode ser simplificada. Logo, a condição para as distâncias pode 

ser expressa por: 

 𝑟2 = 𝑟1𝑛1 − 𝑐. (2.7) 

 

A relação geométrica entre os lados 𝑟0, 𝑟1, 𝑟2 do triangulo ilustrado na Figura 2.2 

pode ser expressada por:  

 

 𝑟2
2 = 𝑟1

2 + 𝑟0
2 + 2𝑟0𝑟1 𝑐𝑜𝑠(𝜃 + 𝛾), (2.8) 

 

onde 𝑟0 é a distância entre o foco virtual e a origem, 𝑟0 = √𝜌0
2 + 𝑧0

2 , 𝛾 é o ângulo 

entre o lado 𝑟0 e o eixo Z negativo contado na direção horária, sendo expresso por 

𝑡𝑎𝑛(𝛾) = 𝜌0 𝑍0⁄ , conforme ilustrado na Figura 2.2. 

 

A substituição de (2.7) em (2.8) resulta na seguinte expressão: 

 

 (𝑟1𝑛 − 𝑐)2 = 𝑟1
2 + 𝑟0

2 + 2𝑟0𝑟1 𝑐𝑜𝑠(𝜃 + 𝛾). (2.9) 

 

A solução de (2.9) para 𝑟1 resulta na expressão que define a geratriz da lente em 

termos das especificações da lente 𝑟0, 𝑐, 𝜃 e 𝛾. 
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𝑟1(𝜃) =
𝑛𝑐 + 𝑟0 𝑐𝑜𝑠(𝜃 + 𝛾)

𝑛2 − 1
± 

√𝑐2 + 𝑟0
2(𝑛2 − 1) + 2𝑟0𝑛𝑐 𝑐𝑜𝑠(𝜃 + 𝛾) +𝑟0

2(𝑐𝑜𝑠(𝜃 + 𝛾))2

𝑛2 − 1
. 

            (2.10) 

 

A partir da expressão para 𝑟1(𝜃) podemos obter as coordenadas da geratriz da 

interface da lente na direção do raio incidente 𝜃:  

 

 𝜌𝐿(𝜃) = 𝑟1(𝜃) 𝑠𝑒𝑛 𝜃,  (2.11) 

 𝑍𝐿(𝜃) = 𝑟1(𝜃) 𝑐𝑜𝑠 𝜃. (2.12) 

Anel cáustico virtual  

 

A modelagem da geratriz da lente é realizada de modo que os raios transmitidos 

através da lente tenham um foco virtual no plano 𝜙. A rotação desta geratriz e do 

conjunto de raios contidos no plano 𝜙 em torno do eixo de simetria faz com que os 

raios transmitidos através da lente tenham um anel cáustico de raio 𝜌0 situado no 

plano 𝑍 = 𝑍0, como ilustrado na Figura 2.3. Para o caso 𝜌0 = 0, o anel virtual se 

torna um foco virtual situado sobre o eixo de simetria em 𝑍 = 𝑍0.  

 

Figura 2.3: Anel virtual. 

Anel cáustico 
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Como mencionado anteriormente e ilustrado na Figura 2.2, a fonte pontual na 

origem emite raios na direção (𝜃, 𝜙) que irão incidir sobre a interface da lente e 

serão refratados na direção (𝛼, 𝜙). Devido à simetria circular da lente, os raios 

incidente e transmitido estão contidos em um mesmo plano 𝜙

 

Mapeamento 𝜶(𝜽)

 

Com o auxílio da Figura 2.2, podemos estabelecer a relação entre a direção (𝜃) do  

raio incidente e a direção (𝛼) do raio transmitido através da interface: 

 

 𝜌𝐿(𝜃) − 𝜌0 = 𝑟2(𝛼(𝜃)) 𝑠𝑒𝑛 𝛼(𝜃), (2.13) 

 𝑍𝐿(𝜃) − 𝑍0 = 𝑟2(𝛼(𝜃)) 𝑐𝑜𝑠 𝛼 (𝜃). (2.14) 



A combinação destas expressões permite resulta em: 

 

 𝑡𝑎𝑛  [𝛼(𝜃)] =
𝑟1(𝜃) 𝑠𝑒𝑛(𝜃) − 𝜌0

𝑟1(𝜃) 𝑐𝑜𝑠(𝜃) − 𝑍0
, (2.15) 

ou,  

 𝛼(𝜃) = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 [
𝑟1(𝜃) 𝑠𝑒𝑛(𝜃) − 𝜌0

𝑟1(𝜃) 𝑐𝑜𝑠(𝜃) − 𝑍0
]. (2.16) 

 

Fora da lente dielétrica, os raios transmitidos têm um vértice virtual em (𝑟0, 𝑍0) e 

ficam confinados entre os ângulos 𝛼𝑚𝑖𝑛 e 𝛼𝑚𝑎𝑥. O limite inferior está associado a 

𝜃 = 0° e dado por: 

 

 𝛼𝑚𝑖𝑛 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 [
−𝜌0

𝑟1(0) − 𝑍0
],    (2.17) 

onde  

  𝑟1(0) =
𝑛𝑐 + 𝑟0 𝑐𝑜𝑠(𝛾)

𝑛2 − 1
± 

√𝑐2 + 𝑟0
2(𝑛2 − 1) + 2𝑟0𝑛𝑐 𝑐𝑜𝑠(𝛾) +𝑟0

2(𝑐𝑜𝑠(𝛾))2

𝑛2 − 1
. 

           (2.18) 
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Levando em conta que 𝑟0 𝑐𝑜𝑠(𝛾) = 𝑍0 a equação  (2.18) é reduzida a 

 

  𝑟1(0) =
𝑛𝑐 + 𝑍0

𝑛2 − 1
±

√𝑐2 + 𝑟0
2(𝑛2 − 1) + 2𝑛𝑐𝑍0+𝑍0

2

𝑛2 − 1
. 

 

           (2.19) 

Para 𝜌0 > 0,  observamos que𝛼𝑚𝑖𝑛 < 0 e parte dos raios que emergem da lente 

cruzam o eixo de simetria, eixo Z. Por outro lado, o ângulo máximo de cobertura 

será dado por: 

 

 𝛼𝑚𝑎𝑥 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑎𝑛 [
𝑟1(𝜋 2⁄ ) − 𝜌0

−𝑍0
],    (2.20) 

onde  

𝑟1(𝜋 2⁄ ) =
𝑛𝑐 − 𝑟0 𝑠𝑒𝑛(𝛾)

𝑛2 − 1
± 

±
√𝑐2 + 𝑟0

2(𝑛2 − 1) − 2𝑟0𝑛𝑐 𝑠𝑒𝑛(𝛾) +𝑟0
2(𝑠𝑒𝑛(𝛾))2

𝑛2 − 1
. 

 (2.21) 

 

Levando em conta que 𝑟0 𝑠𝑖𝑛(𝛾) = 𝜌0 a equação (2.21) fica: 

 

𝑟1(𝜋 2⁄ ) =
𝑛𝑐 − 𝜌0

𝑛2 − 1
±

√𝑐2 + 𝑟0
2(𝑛2 − 1) − 2𝑛𝑐𝜌0+𝜌0

2

𝑛2 − 1
.  (2.22) 

 

2.2.3. 
Vetor normal à interface da lente 

O vetor �⃗⃗⃗� normal à superfície da lente, pode ser obtido através do gradiente da 

função 𝑟1, Equação (2.10), que descreve a superfície da lente: 

 

 �⃗⃗⃗� = 𝛻𝑟1 =
1

𝑟1

𝜕𝑟1

𝜕𝜃
𝑖̂𝜃 +

𝜕𝑟1

𝜕𝑟1
𝑖̂𝑟 ,   (2.23) 

 

resulta em: 

 [
1

𝑟1

𝜕𝑟1

𝜕𝜃
𝑖̂𝜃 + 𝑖̂𝑟] ∙ 𝑖̂𝑟𝑟1 = 𝑟1.   (2.24) 
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Substituindo a equação (2.24) em (2.23) 

 

 �⃗⃗⃗� = (−𝑐𝑜𝑡(𝜃 + 𝛾) −
𝑟1

𝑟0 𝑠𝑒𝑛(𝜃 + 𝛾)
) 𝑖̂𝜃 + 𝑖̂𝑟 .  (2.25) 

 

O vetor normal �⃗⃗⃗� pode também ser expressado em termos de uma base de vetores 

em coordenadas cilíndricas. Para isto, utilizamos as expressões dos vetores 

unitários 𝑖̂𝜃 e 𝑖̂𝑟, descritos como 

 

 𝑖̂𝜃 = 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑖�̂� − 𝑠𝑒𝑛 𝜃 𝑖̂𝑧 , (2.26) 

 𝑖̂𝑟 = 𝑠𝑒𝑛 𝜃 𝑖�̂� + 𝑐𝑜𝑠 𝜃 𝑖̂𝑧, (2.27) 

 

que, quando substituídas em (2.25), permitem escrever o vetor normal como: 

 

�⃗⃗⃗� = (−𝑐𝑜𝑡(𝜃 + 𝛾) 𝑐𝑜𝑠 𝜃 +
𝑟1 𝑐𝑜𝑠 𝜃

𝑟0 𝑠𝑒𝑛(𝜃 + 𝛾)
+ 𝑠𝑒𝑛 𝜃) 𝑖�̂� 

 

+ (𝑐𝑜𝑡(𝜃 + 𝛾) 𝑠𝑒𝑛 𝜃 +
𝑟1 𝑠𝑒𝑛 𝜃

𝑟0 𝑠𝑒𝑛(𝜃 + 𝛾)
+ 𝑐𝑜𝑠 𝜃) 𝑖̂𝑧. 

 (2.28) 

 

2.2.4. 
Cálculo do ângulo critico de incidência sobre a lente 

A Equação (2.8) estabelece uma relação entre as distâncias percorridas pelos raios, 

sem considerar a trajetória após a interface da lente. A Figura 2.4 ilustra que alguns 

raios permanecem dentro do dielétrico. Isto ocorre devido à curvatura da lente, 

apesar de os raios satisfazerem a Lei de Snell para refração.  

Para o tipo de lente considerado neste trabalho, este tipo de comportamento ocorre 

para ângulos de incidência maiores do que 𝜃𝐶 , onde 𝜃𝐶  é chamado ângulo crítico, e 

depende da posição do foco virtual (𝜌0, 𝑍0) e da constante 𝑐. Note que, para este 

ângulo 𝜃𝐶  o vetor normal à interface da lente é perpendicular à direção do raio 

refratado, como ilustrado na Figura 2.4.  
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Figura 2.4: Ângulo inicial dos problemas de reflexão. 

 

A relação entre as variáveis 𝜌0, 𝑍0, 𝑐 e o ângulo 𝜃𝐶  pode ser obtida a partir da 

condição de ortogonalidade entre a normal e a direção do raio. Para isto, 

consideramos que a direção do raio 𝑟2 que emergente da lente pode ser expressa em 

função de 𝑟1 na forma 

 𝑟2 = (𝑟1 − 𝑟0).    (2.29) 

Levando em conta que o raio emergente da lente 𝑟2 e o vetor unitário normal �̂� são 

ortogonais: 

 �̂� ∙ 𝑟2 = [
1

𝑟1

𝜕𝑟1

𝜕𝜃
𝑖̂𝜃 + 𝑖̂𝑟] ∙ 𝑟2 = 0.      (2.30) 

A equação (2.29) substituída em (2.30) resulta em: 

 

 �̂� ∙ 𝑟2 = [
1

𝑟1

𝜕𝑟1

𝜕𝜃
𝑖̂𝜃 + 𝑖̂𝑟] ∙ (𝑟1 − 𝑟0) = 0.    (2.31) 

 

Substituindo a equação (2.24) na equação (2.31) obtemos: 

𝑍
(𝜆

) 

𝜌(𝜆) 
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 [
1

𝑟1

𝜕𝑟1

𝜕𝜃
𝑖̂𝜃 + 𝑖̂𝑟] ∙ 𝑟0 = 𝑟0 [

1

𝑟1

𝜕𝑟1

𝜕𝜃
𝑖̂0 ∙ 𝑖̂𝜃 + 𝑖̂0 ∙ 𝑖̂𝑟],    (2.32) 

 

onde  𝑖̂0 é o vetor unitário desde o foco virtual até a origem e pode ser expresso em 

termos das suas componentes como segue: 

 

 𝑖̂0 =
𝜌0

𝑟0
𝑖�̂� +

𝑍0

𝑟0
𝑖̂𝑍 = 𝑠𝑒𝑛(𝛾) 𝑖�̂� − 𝑐𝑜𝑠(𝛾) 𝑖̂𝑍.    (2.33) 

 

O cálculo do produto escalar 𝑖̂0 ∙ 𝑖̂𝑟 leva em conta que: 

 

𝑖�̂� ∙ 𝑖̂𝑟 = 𝑠𝑒𝑛(𝜃) e  𝑖̂𝑍 ∙ 𝑖̂𝑟 = 𝑐𝑜𝑠(𝜃), 

 𝑖̂0 ∙ 𝑖̂𝑟 = 𝑠𝑒𝑛(𝛾) 𝑠𝑒𝑛(𝜃) − 𝑐𝑜𝑠(𝛾) 𝑐𝑜𝑠(𝜃) = − 𝑐𝑜𝑠(𝜃 + 𝛾).    (2.34) 

 

O cálculo produto escalar 𝑖̂0 ∙ 𝑖̂𝜃 resulta em 

 𝑖̂0 ∙ 𝑖̂𝜃 = 𝑠𝑒𝑛(𝛾) 𝑐𝑜𝑠(𝜃) − 𝑐𝑜𝑠(𝛾) 𝑠𝑒𝑛(𝜃) = 𝑠𝑒𝑛(𝜃 + 𝛾).    (2.35) 

 

Substituindo as equações (2.34) e (2.35) na equação (2.32), escrevemos  

 

 [
1

𝑟1

𝜕𝑟1

𝜕𝜃
𝑖̂𝜃 + 𝑖̂𝑟] ∙ 𝑟0 = 𝑟0 [

1

𝑟1

𝜕𝑟1

𝜕𝜃
𝑠𝑒𝑛(𝜃 + 𝛾) − 𝑐𝑜𝑠(𝜃 + 𝛾)].    (2.36) 

 

A parte esquerda da anterior equação corresponde segundo a equação (2.24) a 𝑟1, 

por tanto podemos escrever: 

 

 𝑟1 = 𝑟0 [
1

𝑟1

𝜕𝑟1

𝜕𝜃
𝑠𝑒𝑛(𝜃 + 𝛾) − 𝑐𝑜𝑠(𝜃 + 𝛾)].    (2.37) 

Da derivação da equação (2.10) é obtida a seguinte expressão: 

𝜕𝑟1

𝜕𝜃
= −

1

𝑛2 − 1
[𝑟0 𝑠𝑒𝑛(𝜃 + 𝛾) ∓ 

    (2.38) 

 
𝑟0

2 𝑐𝑜𝑠(𝜃 + 𝛾) 𝑠𝑒𝑛(𝜃 + 𝛾) − 𝑛𝑟0𝑐 𝑠𝑒𝑛(𝜃 + 𝛾)

√𝑟0
2(𝑐𝑜𝑠(𝜃 + 𝛾))2 + 2𝑟0𝑛𝑐 𝑐𝑜𝑠(𝜃 + 𝛾) + 𝑟0

2(𝑛2 − 1) + 𝑐2
]. 
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Para simplificação, utilizamos 𝐴 como segue: 

 

𝐴 = √𝑟0
2(𝑐𝑜𝑠(𝜃 + 𝛾))2 + 2𝑟0𝑛𝑐 𝑐𝑜𝑠(𝜃 + 𝛾) + 𝑟0

2(𝑛2 − 1) + 𝑐2,         (2.39) 

 

substituindo (2.39) em (2.38) e manipulando algebricamente: 

 

 

𝜕𝑟1

𝜕𝜃
= [

𝑟0 𝑠𝑒𝑛(𝜃 + 𝛾)

𝑛2 − 1
] [1 ±

𝑛𝑐 + 𝑟0 𝑐𝑜𝑠(𝜃 + 𝛾)

𝐴
] = 

   (2.40) 

 ± [
𝑟0 𝑠𝑒𝑛(𝜃 + 𝛾)

𝐴
] [

𝑛𝑐 + 𝑟0 𝑐𝑜𝑠(𝜃 + 𝛾) ± 𝐴

𝑛2 − 1
]. 

 

Usando a equação (2.10), a equação (2.40) é reescrita como 

 

 𝜕𝑟1

𝜕𝜃
= ± [

𝑟0 𝑠𝑒𝑛(𝜃 + 𝛾)

𝐴
] 𝑟1.  (2.41) 

 

Conforme o Anexo A, a solução de (2.41) é dada por: 

 

 𝑐𝑜𝑠(𝜃𝐶 + 𝛾) = −
𝑐

𝑛𝑟0
,  (2.42) 

ou 

 𝜃𝐶 = −𝛾 + 𝑎𝑟𝑐𝑜𝑠 (−
𝑐

𝑛𝑟0
).    (2.43) 

 

Os raios que incidirem sobre a interface da lente com um ângulo 𝜃 > 𝜃𝐶  satisfazem 

a condição matemática imposta para as distâncias 𝑟1 e 𝑟2 para uma constante 𝑛. Mas 

para 𝜃 > 𝜃𝐶 , os raios transmitidos permanecem dentro do dielétrico e a lente não é 

fisicamente realizável.  

Como ilustrado na Figura 2.4, a partir do ângulo de incidência 𝜃𝐶 , o ângulo 𝛼 

começa a diminuir, estabelecendo um limite de cobertura para a lente em campo 

distante e um limite para a validade das aproximações da síntese baseada na ótica 

geométrica, que exige a existência de um único raio em cada direção 𝛼 do espaço.  
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 𝑠𝑒𝑛(𝛼𝐶) =
𝑟1(𝜃𝑐) 𝑠𝑒𝑛(𝜃𝑐) − 𝜌0

𝑟2(𝜃𝑐)
.    (2.44) 

 

A condição (2.44) para 𝜃𝐶  pode ser, também, utilizada para previamente 

dimensionar a espessura mínima da lente. Isto permite controlar o ângulo de 

cobertura da lente em campo distante, como será apresentado a seguir. 

2.2.5. 
Dimensionamento da espessura da lente 

Neste trabalho denominamos de espessura da lente (𝑍𝐴) a distância 𝑟1(0) ao longo 

do eixo de simetria, como definido na Figura 2.5. A espessura da lente é diretamente 

proporcional à constante c. Assim, podemos controlar a presença de raios com 

incidência crítica sobre a superfície da lente, fazendo que 𝜃𝑐 > 90∘através do 

controle de 𝑐. Por outro lado, c pode ser vista como a forma de determinar a 

espessura mínima para que não exista incidência crítica sobre a superfície da lente. 

Da geometria ilustrada na Figura 2.2 obtemos que 𝜋 = 𝜃 + 𝜉 +  𝛾 e, portanto, para 

os ângulos críticos 𝜃𝑐 >
𝜋

2
⟶ 𝜉𝑐 +  𝛾 <

𝜋

2
. 

 

No limite:  

 𝜉𝑐 +  𝛾 =
𝜋

2
,   (2.45) 

 𝑠𝑒𝑛 𝛾 = 𝑐𝑜𝑠 𝜉𝑐,  (2.46) 

𝑐𝑜𝑠 𝜉𝑐 =
𝑐

𝑛𝑟0
⟶ 𝑠𝑒𝑛 𝛾 =

𝜌0

𝑟0
⟶ 𝑛𝜌0 = 𝑐. 
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Figura 2.5: ZA, ponto inicial da lente. 

Substituindo a expressão (2.46) em (2.7) 

 𝑛𝑟1 − 𝑟2 = 𝑐 = 𝑛𝜌0,   (2.47) 

 𝑟1 = 𝑍𝐴,   (2.48) 

 𝑟2 = √(𝑍𝐴 − 𝑍0)2 + 𝜌0. (2.49) 

 

A combinação das equações (2.47) e (2.49) permite estabelecer a seguinte relação 

para 𝑍𝐴: 

 𝑛𝑍𝐴 − √(𝑍𝐴 − 𝑍0)2 + 𝜌0
2 = 𝑛𝜌0.  (2.50) 

 

A solução de (2.50) para 𝑍𝐴 é dada pela seguinte expressão: 

 

𝑍𝐴 =
(𝑍0 − 𝑛2𝜌0) ± √(𝑍0 − 𝑛2𝜌0)2 − [𝑍0

2 + 𝜌0
2(1 − 𝑛2)](1 − 𝑛2)

(1 − 𝑛2)
. 

   (2.51) 

 

Para o caso em que o foco virtual está sobre o eixo de simetria, 𝜌0 = 0, a expressão   

(2.51) é simplificada em: 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1413513/CA



32 
 

 

 
𝑍𝐴 =

𝑍0 ± √𝑍0
2𝑛2

(1 − 𝑛2)
=

𝑍0(1 ± 𝑛)

(1 − 𝑛2)
=

𝑍0

1 ∓ 𝑛
, 

  (2.52) 

 

onde a opção positiva do sinal é desconsiderada tendo em vista que 𝑍𝐴 deve ser 

maior que zero. 

 

2.2.6. 
Caracterização da forma da lente 

 

2.2.6.1. 
Forma da lente segundo a posição do foco virtual 

A posição do foco virtual P altera a forma da lente. A Figura 2.6 ilustra este 

comportamento com quatro exemplos de lentes com foco virtual ao longo do eixo 

de simetria 𝜌0 = 0, o índice de refração do material da lente é de 1.6. A espessura 

de 𝑍𝐴 = 4 λ para garantir que em nenhum dos exemplos existisse raios críticos 

sobre a interface da lente. A nomenclatura dos exemplos de lentes para cada posição 

𝑍0 é descrita na Tabela 2.1, assim como os limites de cobertura, 𝛼𝑚𝑖𝑛 e 𝛼𝑚𝑎𝑥, 

associados a cada um dos exemplos. 

Tabela 2.1: Exemplos de lentes para cada posição Z0. 

Nome Z0 (λ) αmin (graus) αmax (graus) 

Lente 1.1 -1.5 0 56.3 

Lente 1.2 -3 0 31.2 

Lente 1.3 -4.5 0 20.6 

Lente 1.4 -15 0 5.9 
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Figura 2.6: Exemplos de geratrizes das lentes para foco virtual ao longo 

do eixo de simetria, conforme os dados da Tabela 2.1. 

Ao longo do eixo de simetria, a normal à superfície é paralela ao eixo Z e a 

superfície é suave nesta região. Observe-se que, à medida que o foco virtual se 

afasta da origem, a geometria da lente muda, torna-se mais alongada na direção Z, 

diminuindo a espessura na direção 𝜌assim como largura do feixe de cobertura da 

lente diminui (𝛼𝑚𝑎𝑥).  

A Figura 2.7 ilustra a distribuição dos raios refratados por uma lente com índice de 

refração 𝑛 = 1.6, modelada para evitar os ângulos críticos. O foco virtual foi 

colocado no ponto (𝑍0 = −2.5 λ, 𝜌0 = 0 λ) e conforme a expressão (2.52) a 

espessura mínima da lente é 𝑍𝐴 = 4.17 λ. 

 

𝑍
(𝜆

) 

𝜌(𝜆) 
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Figura 2.7: Lente com índice de refração 1.6, foco virtual no ponto (Z0 =

−2.5 λ, ρ0 = 0 λ).  

Para os casos em que 𝜌0 ≠ 0, como comentado anteriormente, os raios transmitidos 

pela lente definem um anel cáustico virtual de raio 𝜌0 ao longo do plano 𝑍0. A 

Figura 2.8 apresenta exemplos de geratrizes para lentes geradas para produzir anéis 

cáusticos com diferentes raios 𝜌0 ao longo do mesmo plano 𝑍0 = −2.5 λ. Para cada 

exemplo foi utilizado a espessura ZA mínima para evitar a existência de raios que 

incidam sobre a interface em ângulos críticos, conforme a equação (2.51). A 

nomenclatura dos casos é listada na Tabela 2.2 para as diferentes posições do foco 

virtual. 

Tabela 2.2: Exemplos para lentes modeladas para ρ0 ≠ 0. 

Nome  (λ) Z0 (λ) αmin(graus) αmax(graus) ZA (λ) 

Lente 2.1 -1 -2.5 13.40 38.68 1.70 

Lente 2.2 -0.5 -2.5 5.32 38.68 2.87 

Lente 2.3 0.5 -2.5 -3.56 38.68 5.53 

Lente 2.4 1 -2.5 -6.06 38.68 6.92 
 

 

𝑍
(𝜆

) 

𝜌(𝜆) 
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Figura 2.8: Exemplos de geometria de lentes. 

Como observado na Figura 2.8, quando 𝜌0 é diferente de zero, a normal à geratriz 

sobre o eixo 𝑍 é obliqua em relação ao eixo de rotação. Isto faz que a superfície da 

lente tenha derivadas descontínuas neste ponto. Para este conjunto de lentes o 

ângulo máximo de cobertura max é idêntico dependendo do plano Z0 e da espessura 

mínima utilizada para dimensionar as lentes. 

Para 𝜌0 > 0, a superfície será pontiaguda sobre o eixo de simetria fazendo com que 

parte dos raios refratados cruze o eixo 𝑍 e produzam uma superfície cáustica real, 

fora da lente. A Figura 2.9 ilustra a distribuição raios refratada pela lente 2.4 com 

parâmetros definidos na Tabela 2.2. Observamos, também, que é necessário 

aumentar a espessura da lente à medida que 𝜌0 cresce. 

Para 𝜌0 < 0, a superfície apresentará uma reentrância na região próxima ao eixo de 

simetria, e não haverá raio refratado na região próxima ao eixo de simetria, como 

indicado na Figura 2.10, que ilustra a distribuição raios refratados pela lente 2.1 

com parâmetros definidos na Tabela 2.2.  

 

𝑍
(𝜆

) 

𝜌(𝜆) 
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Figura 2.9: Distribuição raios refratados por lente com foco virtual no ponto 

(𝑍0 = −2.5 λ, 𝜌0 = 1 λ). 

 

Figura 2.10: Distribuição raios refratados por lente com foco virtual no 

ponto (𝑍0 = −2.5 λ, 𝜌0 = −1 λ). 

𝑍
(𝜆

) 

𝑍
(𝜆

) 

𝜌(𝜆) 

𝜌(𝜆) 
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2.2.6.2.  
Forma da lente segundo o índice de refração do material dielétrico  

O material do qual é feita a lente altera a espessura da mesma. Para determinar 𝑍𝐴 

foi utilizada a expressão (2.51) para evitar os ângulos críticos. Para demonstrar este 

comportamento, a Figura 2.11 ilustra quatro lentes com o mesmo foco virtual ao 

longo do eixo de simetria 𝜌0 = 0, 𝑍0 = −2.5 λ e são variados os índices de refração 

os quais são apresentados na Tabela 2.3. 

 

Tabela 2.3: Lentes para diferentes índices de refração. 

Nome n αmin(graus) αmax 

(graus) 

ZA (λ) 

Lente 3.1 1.3 0 50.3 8.33 

Lente 3.2 1.6 0 38.7 4.17 

Lente 3.3 1.9 0 31.8 2.78 

Lente 3.4 2.2 0 27.0 2.08 
 

 

 

Figura 2.11: Exemplos de geometria de lentes para diferentes índices de 

refração da lente. 

𝑍
(𝜆

) 

𝜌(𝜆) 
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Se o índice de refração aumenta, é necessário utilizar uma lente menor para evitar 

os ângulos críticos, isto pode trazer alguns problemas no modelamento da lente, 

pois para lentes pequenas a óptica geométrica não descreve adequadamente os 

campos radiados, já que esta técnica desconsidera os efeitos de reflexão que são 

produzidos quando o índice de refração é maior. 

Por outro lado, se o índice de refração é menor, a liberdade para modelar a lente 

diminui, pois, a distância de deslocamento do foco virtual diminui. Por exemplo, 

para uma espessura de 4 λ e um índice de refração de 1.3 apenas é possível deslocar 

o foco virtual a través do eixo de simetria 1.2 λ, e para a mesma espessura com um 

índice de refração de 2.1 é possível deslocar a fonte 4.8 λ. 

2.3.  
Determinação do campo radiado pela lente 

2.3.1. 
Modelo de alimentador 

O alimentador utilizado neste trabalho é uma corneta coaxial TEM ilustrada na 

Figura 2.12. A corneta fornece um diagrama de radiação circularmente simétrico, 

polarizado verticalmente (polarização na direção 𝜃), e com um nulo sobre o eixo de 

simetria. Os campos radiados foram obtidos considerando a distribuição de campo 

do modo TEM de um guia coaxial com fase constante sobre a abertura, com 

dimensões idênticas à da abertura da corneta. No semiespaço 0° < 𝜃 < 90°, os 

campos radiados são descritos por [16]:  

 

 �⃗⃗�𝑖 = 𝐸0 [
𝐽0(𝑘𝑎 𝑠𝑒𝑛 𝜃) − 𝐽0(𝑘𝑏 𝑠𝑒𝑛 𝜃)

𝑠𝑒𝑛 𝜃
] [

𝑒−𝑖𝑘𝑟

𝑟
] 𝑖̂𝜃, (2.53) 

   

 �⃗⃗⃗�𝑖 =
𝐸0

𝜂
[
𝐽0(𝑘𝑎 𝑠𝑒𝑛 𝜃) − 𝐽0(𝑘𝑏 𝑠𝑒𝑛 𝜃)

𝑠𝑒𝑛 𝜃
] [

𝑒−𝑖𝑘𝑟

𝑟
] 𝑖̂𝜙, (2.54) 

 

onde 𝐽0(𝑣) é a função de Bessel de ordem zero, 𝐸0 é uma constante que determina 

a potência radiada, 𝑎 e 𝑏 são, respectivamente, o raio interno e externo da abertura 

corneta, 𝑟 é a distância da fonte até o ponto de observação e 𝜂e 𝑘 são, 
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respectivamente a impedância e a constante de fase no meio dielétrico. As 

dimensões do alimentador utilizado são 𝑎 = 0.4 𝜆𝑑𝑖𝑒𝑙 e b= 0.9 𝜆𝑑𝑖𝑒𝑙 como ilustrado 

na Figura 2.12.   

 

Figura 2.12: Corneta coaxial TEM. 

 

O diagrama de radiação do alimentador é descrito por: 

 

 𝐺(𝜃) = 𝐺0 [
𝐽0(𝑘𝑎 𝑠𝑒𝑛 𝜃) − 𝐽0(𝑘𝑏 𝑠𝑒𝑛 𝜃)

𝑠𝑒𝑛 𝜃
]

2

,    (2.55) 

 

onde 𝐺0 é um parâmetro de normalização para que a potência total radiada pelo 

alimentador seja unitária. 

A Figura 2.13 ilustra o diagrama de radiação da corneta coaxial TEM utilizada neste 

trabalhoNeste dimensionamento foi utilizado o comprimento de onda no meio 

dielétrico. 

b a 

z 
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Figura 2.13: Diagrama de radiação do modo TEM de uma antena coaxial com 𝑎 =

0.4 𝜆𝑑𝑖𝑒𝑙  e 𝑏 = 0.9 𝜆𝑑𝑖𝑒𝑙, 𝜀 = 2.56.    

 

2.3.2. 
Polarização dos campos incidente e refletido na interface dos meios 

Como mencionado, para validade das lentes supõe-se que as dimensões e o raio de 

curvatura da interface da lente sejam muito maiores que um comprimento de onda. 

A partir destas suposições, podemos utilizar as aproximações da Ótica Física, 

considerar que localmente os campos na interface da lente se comportam como os 

campos de uma onda plana incidindo sobre uma interface plana infinita. 

A lente e os campos radiados pela fonte apresentam simetria circular. Estes últimos 

apresentam a polarização do campo magnético incidente 𝐻𝑖 ortogonal ao plano de 

incidência e tangente à superfície da lente, enquanto que o campo elétrico é paralelo 

ao plano de incidência. Como observado nas aproximações da Ótica Geométrica, 

as direções das ondas incidente, transmitida e refletida, e a normal ao plano são 

coplanares.  

A relação entre as direções das ondas incidente e transmitida pode ser obtida a partir 

da imposição da continuidade dos campos sobre a interface plana e é expressada 

por: 
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 𝑛1𝑠𝑒𝑛𝜃𝑖 = 𝑛2𝑠𝑒𝑛𝜃𝑡 ,    (2.56) 

onde 𝜃𝑖 é o ângulo da onda incidente em relação ao vetor normal e 𝜃𝑡 o ângulo da 

onda transmitida em relação à normal. O ângulo 𝜃𝑟 que a onda refletida faz com a 

normal é idêntico ao ângulo 𝜃𝑖 da onda incidente. A relação entre as direções dos 

raios incidente e transmitido pode ser obtida a partir da Lei de Snell para a refração 

na interface dos meios, que depende dos índices de refração dos meios 1 e 2 como 

ilustrado na Figura 2.14.  

 

 

Figura 2.14: Lei de Snell. 

 

Por outro lado, a continuidade dos campos tangenciais sobre a interface permite 

estabelecer uma relação entre a amplitude do campo elétrico da onda plana 

incidente com o campo elétrico da onda transmitida através do coeficiente de 

transmissão 𝑇∥ e com o campo elétrico da onda refletida através do coeficiente de 

reflexão 𝛤∥. Estes coeficientes são descritos por [16]: 

 

 𝑇∥ =
2𝜂2𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖

𝜂1𝑐𝑜𝑠𝜃1 + 𝜂𝑡𝑐𝑜𝑠𝜃𝑡
,    (2.57) 
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 𝛤∥ =
−𝜂1𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖 + 𝜂2𝑐𝑜𝑠𝜃𝑡

𝜂1𝑐𝑜𝑠𝜃𝑖 + 𝜂2𝑐𝑜𝑠𝜃𝑡
,    (2.58) 

 

onde 𝜂2 é a impedância intrínseca do meio 2, neste caso a impedância do espaço 

livre e 𝜂1é a impedância intrínseca do meio 1, ou seja, da lente, dados por: 

 

 𝜂1 = √
𝜇1

𝜀1
,            𝜂2 = 𝜂0 = √

𝜇0

𝜀0
.   (2.59) 

 

A partir dos campos radiados pela corneta coaxial, o campo elétrico no lado interno 

da interface da lente na direção 𝜃 pode ser expresso por:  

 

 �⃗⃗�𝑖(𝜃) = 𝐸0 [
𝐽0(𝑘1𝑎 𝑠𝑒𝑛 𝜃) − 𝐽0(𝑘1𝑏 𝑠𝑒𝑛 𝜃)

𝑠𝑒𝑛 𝜃
] [

𝑒𝑖𝑘1𝑟1(𝜃)

𝑟1(𝜃)
] 𝑖̂𝜃,       (2.60) 

 

e o campo magnético por 

 

 �⃗⃗⃗�𝑖(𝜃) =
𝐸0

𝜂1
[
𝐽0(𝑘1𝑎 𝑠𝑒𝑛 𝜃) − 𝐽0(𝑘1𝑏 𝑠𝑒𝑛 𝜃)

𝑠𝑒𝑛 𝜃
] [

𝑒−𝑖𝑘1𝑟1(𝜃)

𝑟1(𝜃)
] 𝑖̂𝜙,  (2.61) 

 

onde 𝑟1(𝜃) e a distância da origem até um ponto sobre a interface da lente na direção 

e dado pela Equação (2.10). A onda incidente sobre a superfície interna da lente 

pode ser aproximada por uma onda plana incidindo sobre uma interface plana. Logo 

o coeficiente de transmissão descrito pela equação (2.57) pode ser utilizado para 

expressar o campo elétrico transmitido através da interface, sendo este dado por: 

 

 �⃗⃗�𝑡 = 𝑇∥𝐸0 [
𝐽0(𝑘1𝑎 𝑠𝑒𝑛 𝜃) − 𝐽0(𝑘1𝑏 𝑠𝑒𝑛 𝜃)

𝑠𝑒𝑛 𝜃
] [

𝑒−𝑖𝑘1𝑟1

𝑟1
] 𝑖̂𝛼,   (2.62) 

 

onde o vetor unitário 𝑖̂𝛼 é descrito pela equação (2.65), e o campo magnético dado 

por: 
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 �⃗⃗⃗�𝑡 =
𝑇∥𝐸0

𝜂0
[
𝐽0(𝑘1𝑎 𝑠𝑒𝑛 𝜃) − 𝐽0(𝑘1𝑏 𝑠𝑒𝑛 𝜃)

𝑠𝑒𝑛 𝜃
] [

𝑒−𝑖𝑘1𝑟1

𝑟1
] 𝑖̂𝜙. (2.63) 

 

A polarização 𝑖̂𝛼 campo elétrico pode ser obtida pelo produto 𝑖̂𝛼 = 𝑖̂𝜑 ×  𝑖�̂�, onde 𝑖�̂� 

é o vetor unitário na direção de propagação do raio transmitido pela lente.  

O vetor 𝑖�̂� é dado por: 

 

 𝑖�̂� = 𝑠𝑒𝑛(𝛼) 𝑐𝑜𝑠(𝜑) 𝑖̂𝑥 + 𝑠𝑒𝑛(𝛼) 𝑠𝑒𝑛(𝜑) 𝑖̂𝑦 + 𝑐𝑜𝑠(𝛼) 𝑖̂𝑧.    (2.64) 

O vetor polarização do campo elétrico é dado: 

 𝑖̂𝛼 = 𝑐𝑜𝑠(𝛼) 𝑐𝑜𝑠(𝜑) 𝑖̂𝑥 + 𝑐𝑜𝑠(𝛼) 𝑠𝑒𝑛(𝜑) 𝑖̂𝑦 − 𝑠𝑒𝑛(𝛼) 𝑖̂𝑧 .     (2.65) 

 

2.3.3. 
Campo radiado pela lente segundo as aproximações da Ótica 
Geométrica 

A lente foi sintetizada segundo as aproximações da Ótica Geométrica (GO), 

impondo a condição de caminho ótico para os raios que emergem do dielétrico. A 

validade destas aproximações requer que a superfície da lente seja suave, ou seja, 

com curvatura e dimensões muito maiores que um comprimento de onda. Seguindo 

as etapas apresentadas em [17], estas aproximações podem ser também utilizadas 

para estimar o campo radiado pela lente no espaço livre. 

Como mencionado anteriormente e ilustrado na Figura 2.2, a fonte pontual na 

origem emite raios na direção (𝜃, 𝜙) que irão incidir sobre a interface da lente e 

serão refratados na direção (𝛼, 𝜙). Devido à simetria circular da lente, os raios 

incidente e transmitido estão contidos em um mesmo plano 𝜙

Fora da lente os raios transmitidos definem superfícies de caminho ótico constante 

S, circularmente simétricas, e que são descritas pelos pontos 𝜌, 𝜙, 𝑧 que satisfazem 

a seguinte condição: 

 𝑆(𝜌, 𝜙, 𝑧) = 𝑟2 + 𝑐,    (2.65) 
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𝑆(𝜌, 𝜙, 𝑧) = √[𝜌 𝑐𝑜𝑠(𝜙) − 𝜌0𝑐𝑜𝑠(𝜙)]2 − [𝜌 𝑠𝑒𝑛(𝜙) − 𝜌0𝑠𝑒𝑛(𝜙)]2,    (2.66) 

 𝑆(𝜌, 𝜙, 𝑧) = √[𝜌 − 𝜌0]2 − [𝑍 − 𝑍0]2 + 𝑐 = 𝑐𝑡𝑒.    (2.67) 

 

Ao longo de sua trajetória, os raios são ortogonais às superfícies de caminho ótico 

constante 𝑆(𝑟). Como ilustrado na Figura 2.15, nas vizinhanças da trajetória 

descrita pelo eixo 𝑣 o comportamento da função 𝑆(𝑟) pode ser aproximado por uma 

equação do segundo grau:  

 𝑣 = −
1

2
𝑢 ∙ 𝑄𝑢,    (2.68) 

 

onde 𝑆(𝑟0) é o valor de S em um ponto 𝑝0 ao longo da trajetória do raio, û representa 

as coordenadas de uma base de vetores ortogonais e Q é a matriz de curvatura da 

superfície de caminho ótico constante que passa por 𝑝0.  

 

 

Figura 2.15: Raios ortogonais às superfícies de caminho ótico constante. 

 

A matriz de curvatura da superfície de caminho ótico constante é dada por: 

 

 𝑄(𝑟) = [
1

𝜎1
⁄ 0

0 1
𝜎2

⁄
],    (2.69) 

𝑜 𝑜′ 𝑆0 

�̂�1 

�̂�2 
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onde 𝜎1e  𝜎2são os raios principais de curvatura da superfície S em cada ponto do 

espaço. Para determinar a matriz de curvatura de uma superfície de caminho ótico 

constante 𝑆0, pode-se utilizar a Equação (2.67) e reorganizá-la como  

 

 √[𝜌 − 𝜌0]2 − [𝑍 − 𝑍0]2 = 𝑆0,    (2.70) 

onde  

 
𝑍 = 𝑍0 + √𝑆0

2 − [𝜌 − 𝜌0]2. 

 

   (2.71) 

Derivando 𝑍 e seguindo o procedimento [18] obtém-se: 

 

 𝑍x = −
𝑥

𝑆

Δ𝜌

𝜌
,   (2. 72) 

 

 

𝑍y = −
𝑦

𝑆

Δ𝜌

𝜌
, 

   

  (2. 73) 

 

 𝑍xx = − [
𝑦2

𝑆

Δ𝜌

𝜌3
+

𝑥2𝑠0
2

𝑆3𝜌2
],   (2. 74) 

 

 𝑍yy = −
1

𝑆𝜌2
[
𝑥2Δ𝜌

𝜌
+

𝑦2𝑠0
2

𝑆2
],   (2. 75) 

 

 𝑍xy = −
𝑥𝑦

𝑆𝜌2
[1 +

Δ𝜌

𝜌
+

Δ𝜌
2

𝑆2
].   (2. 76) 

 

Seguindo os passos apresentados em [17], a matriz pode ser expressa por 

 

 𝑄(𝑟) = ∆2 [
(𝐸2𝐺1 − 𝐹2𝐹1) (𝐹2𝐸1 − 𝐸2𝐹1)

(𝐹2𝐺1 − 𝐺2𝐹1) (𝐺2𝐸1 − 𝐹2𝐹1)
],    (2.77) 

 

Onde 

𝐸1 = 1 + 𝑍𝑥
2, 𝐺1 = 1 + 𝑍𝑥

2, 𝐹1 = 𝑍𝑦𝑍𝑥,  𝐺2 = ∆𝑍𝑦𝑦,  𝐸2 = ∆𝑍𝑥𝑥, 
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𝐹2 = ∆𝑍𝑥𝑦, ∆= [1 + 𝑍𝑥
2 + 𝑍𝑦

2]
−1/2

. 

Utilizando os campos sobre a superfície da lente como referência, a intensidade de 

campo 𝑢(𝑟)  em um ponto de observação  𝑟 é dado por: 

 

 
𝑢(𝑟) = 𝑢(𝑟1) [

𝑑𝑒𝑡 𝑄(𝑟)

𝑑𝑒𝑡 𝑄(𝑟1)
]

1
2

𝑒𝑖𝑘𝑆(𝑟), 

 

   (2.78) 

onde 𝑢(𝑟1) é a intensidade de campo sobre a superfície externa da lente, 𝑑𝑒𝑡 𝑄(𝑟1) é 

o determinante da matriz de curvatura de 𝑆(𝑟) sobre a superfície da lente e 𝑑𝑒𝑡 𝑄(𝑟) 

é o determinante da matriz de curvatura de 𝑆(𝑟) no ponto de observação.  

Supondo que a onda seja TEM, a função 𝑢(𝑟) descreve o comportamento dos 

campos elétrico e magnético cujas amplitudes se relacionam pela impedância 

intríncica do espaço livre.  

 �⃗⃗�(𝑟) = 𝑢(𝑟1) [
𝑑𝑒𝑡 𝑄(𝑟)

𝑑𝑒𝑡 𝑄(𝑟1)
]

1
2

𝑒𝑖𝑘𝑆(𝑟)𝑖̂𝛼,    (2.79) 

 

e 

 �⃗⃗⃗�(𝑟) =
1

𝜂
𝑢(𝑟1) [

𝑑𝑒𝑡 𝑄(𝑟)

𝑑𝑒𝑡 𝑄(𝑟1)
]

1
2

𝑒𝑖𝑘𝑆(𝑟)𝑖̂𝜑,   (2.80) 

 

onde  

 𝑢(𝑟1) =
𝑇∥𝐸0

𝑟1
[
𝐽0(𝑘1𝑎 𝑠𝑒𝑛 𝜃) − 𝐽0(𝑘1𝑏 𝑠𝑒𝑛 𝜃)

𝑠𝑒𝑛 𝜃
].    (2.81) 

 

A expressão (2.76) assegura a continuidade dos campos sobre a interface. Estas 

aproximações descrevem os campos no interior do cone  𝛼 < 𝛼𝑀𝑎𝑥 .  Na região fora 

deste cone, 𝛼 > 𝛼𝑀𝑎𝑥 , os campos são nulos.  
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2.3.4. 
Exemplos de análise via aproximações da Ótica Geométrica  

Para ilustrar a aplicação das aproximações da Ótica Geométrica serão apresentados 

três grupos de lentes. O primeiro grupo corresponde as lentes apresentadas na Seção 

2.2.6.1. As lentes desse grupo foram modeladas para gerar feixes com foco virtual, 

anéis cáusticos virtuais, sobre o plano 𝑍0 = −2.5𝜆, e sua espessura ZA ajustada 

paraser mínima. O segundo grupo corresponde a lentes modeladas para produzir 

um foco virtual sobre o eixo de simetria 𝑍0 = −2.5𝜆, mas com diferentes 

espessuras ZA. O terceiro grupo de lentes corresponde a lentes onde os parâmetros 

𝜌0 e ZA foram justados para produzir diagramas semelhantes. 

Para os casos primeiro grupo, a Figura 2.16 ilustra o diagrama de radiação obtido 

para a lente ilustrada na Figura 2.7, com espessura 𝑍𝐴 = 4.1666 𝜆 e que foi 

projetada para gerar um feixe de raios com um foco virtual no ponto 

(𝜌0 = 0 𝜆,  𝑍0 = −2.5𝜆). O foco virtual colocado sobre o eixo de simetria faz com 

que a cobertura da lente se estenda entre 0 < 𝛼 < 𝛼𝑚𝑎𝑥 , para 𝛼𝑚𝑎𝑥 = 38.68°. Fora 

desta região, 𝛼 > 𝛼𝑚𝑎𝑥 , os campos para as aproximações da Ótica Geométrica são 

considerados nulos. 

 

Figura 2.16: Diagrama GO de lente com foco virtual (𝜌0 = 0 λ,  𝑍0 = −2.5𝜆), 

espessura 𝑍𝐴 = 4.17 𝜆 e coeficiente de refração da lente de 1.6. 
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A Figura 2.17 ilustra o diagrama de radiação obtido para a lente ilustrada na Figura 

2.10. Esta lente foi projetada para gerar um feixe de raios com um foco virtual no 

ponto (𝜌0 = −1 λ, 𝑍0 = −2.5 λ) e apresenta uma espessura, 𝑍𝐴 = 1.70 λ, 

dimensionada para que não exista a incidência de raios críticos sobre a interface da 

lente. O foco virtual colocado em 𝜌0 = −1 λ faz que não existam raios transmitidos 

nas regiões próximas ao eixo de simetria, e o campo seja nulo nos cones 𝛼 < 𝛼𝑚𝑖𝑛, 

assim como no cone 𝛼 > 𝛼𝑚𝑎𝑥. Para este caso temos 𝛼𝑚𝑖𝑛 = 13.4° e 𝛼𝑚𝑎𝑥 =

38.68°. 

 

Figura 2.17: Diagrama GO de lente com foco virtual (𝜌0 = −1𝜆,  𝑍0 = −2.5𝜆), 

espessura ZA=1,7  e coeficiente de refração do material da lente de 1.6. 

Quando o foco virtual é colocado em um ponto 𝜌0 positivo, a lente produz uma 

superfície cáustica real fora dela. O limite inferior da cobertura da lente é 

negativo, 𝛼𝑚𝑖𝑛 < 0, fazendo com que no cone 𝛼 < |𝛼𝑚𝑖𝑛| exista a presença de dois 

raios, cada um emitido de um lado lente como ilustrado na Figura 2.9. Para 

determinar o campo total radiado, os campos associados a cada par de raios devem 

ser somados, considerando as diferenças de amplitude e fase devido à diferença de 

percurso. Para 𝛼 = 0° o campo radiado é nulo, pois a amplitude dos dois raios é 
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idêntica, não apresentam desfasamento, pois percorrem o mesmo caminho ótico, 

mas a polarização do campo é oposta, fazendo com que as contribuições se anulem. 

A Figura 2.18 ilustra o diagrama de radiação para a lente da Figura 2.9, para 𝑍0 =

−2.5 λ, 𝜌0 = 1 λ e 𝑍𝐴 = 6.92 λ. Para esta lente 𝛼𝑚𝑖𝑛 = −5.97° e 𝛼𝑚𝑎𝑥 = 38.68°. 

Assim, segundo as aproximações da Ótica Geométrica diferentemente das lentes 

com foco virtual sobre o eixo, o diagrama previsto pela Ótica Geométrica na região 

junto ao eixo de simetria, 𝛼 = 0°, apresenta forte variação. 

 

Figura 2.18: Diagrama GO de lente com foco virtual (𝜌0 = 1 𝜆,  𝑍0 = −2.5 𝜆), 

espessura ZA=6.92  e coeficiente de refração do material da lente 1.6. 

Influência da espessura da lente no diagrama de radiação  

Outro aspecto interessante a ser observado no comportamento das lentes é a 

influência da espessura no diagrama de radiação da lente. A Figura 2.19 ilustra o 

diagrama para três lentes modeladas para gera um feixe com foco virtual colocado 

sobre o eixo de simetria no ponto  𝑍0 = −2.5 𝜆. Observamos que o aumento da 

espessura ZA da lente alarga o diagrama de radiação. Logo o diagrama de radiação 

tende para o diagrama de radiação da corneta coaxial. 
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Figura 2.19: Diagrama para três lentes com foco virtual colocado sobre o 

eixo de simetria no mesmo ponto Z0 = −2.5 λ. 

 

A Figura 2.20 ilustra três exemplos de diagramas de lentes onde a espessura ZA e a 

posição do foco virtual Z0 são ajustadas para manter, aproximadamente, o mesmo 

diagrama de radiação da lente. As características destas lentes são apresentadas na 

Tabela 2.4. Observamos que existe, aproximadamente, uma relação linear entre 

estes dois parâmetros.  

Tabela 2.4: Características de lentes onde ZA e Z0 são ajustadas para 

manter, o mesmo diagrama de radiação da lente. 

Nome Z0 (λ) ZA (λ) αmax (graus) 

Lente 4.1 -2 3.33 38.8 

Lente 4.2 -3 5 38.8 

Lente 4.3 -4 6.66 38.8 
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Figura 2.20: Diagrama de radiação GO de lentes onde 𝑍𝐴 e 𝑍0 são ajustadas 

para manter o mesmo diagrama de radiação da lente. 

2.3.5.  
Campo Radiado segundo as Aproximações da Ótica Física 

As aproximações da Ótica Geométrica não permitem avaliar os efeitos difrativos, 

em especial os lóbulos laterais do diagrama de radiação. Para estimar o 

comportamento dos campos radiados pela lente nesta região, utilizamos um método 

baseado na combinação das aproximações da Ótica Geométrica e da Ótica Física. 

 Para sua aplicação, supõe-se que as dimensões da lente e da curvatura da interface 

sejam muito maiores que um comprimento de onda no espaço livre e obtêm-se as 

correntes elétrica 𝐽𝑆 e magnética 𝑀𝑆
⃗⃗⃗⃗⃗⃗  equivalentes ilustradas na Figura 2.21 a partir 

dos campos magnético e elétricos sobre a parte externa da interface da lente, e 

descritos pelas Equações (2.62) e (2.63). Estas aproximações não consideram os 

efeitos de múltiplas reflexões no interior da lente que introduzem oscilações no lobo 

principal e aumentam os lóbulos laterais do diagrama de radiação da lente. Os 

campos radiados pela lente serão obtidos pela integração destas correntes Elétrica 

e Magnéticas equivalentes sobre a interface da lente.  
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Figura 2.21: Distribuição de correntes sobre a lente. 

 

2.3.5.1.  
Correntes Equivalentes sobre Interface e Campo radiado em campo 
distante 

Considerando o princípio de equivalência, podemos calcular as correntes magnética 

e elétrica equivalentes na superfície externa da lente. A corrente elétrica é 

expressada por 

 

 𝐽𝑆 = �̂� × �⃗⃗⃗�𝑡 = [

𝑙𝜌 𝑙𝜑 𝑙𝑧

𝑛𝜌 0 𝑛𝑧

0 𝐻𝜑 0

],  (2.82) 

 

onde �⃗⃗⃗�𝑡  é o campo magnético na parte externa da interface da lente e determinado 

utilizando a Equação (2.63) 

 

 𝐽𝑆 = 𝐻𝜑[𝑛𝜌𝑙𝑧 − 𝑛𝑧𝑙𝜌].  (2.83) 

 

A corrente magnética é calculada com a seguinte expressão: 

J⃗S 

M⃗⃗⃗⃗S 

∆θ 
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 𝑀𝑆
⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = −�̂� × �⃗⃗�𝑡 = [

𝑙𝜌 𝑙𝜑 𝑙𝑧

𝑛𝜌 0 𝑛𝑧

𝐸𝜌 0 𝐸𝑧

], (2.84) 

 

onde �⃗⃗�𝑡 é o campo elétrico na parte externa da interface da lente e determinado 

utilizando a Equação (2.62)  

 

 
𝑀𝑆
⃗⃗⃗⃗⃗⃗ = −𝜂𝐻𝜑[𝑛𝑧𝑡𝑧 + 𝑛𝜌𝑡𝜌]𝑙𝜑. 

 
(2.85) 

Em coordenadas retangulares 

 

 𝐽 = 𝐻𝜑[−𝑛𝑧 𝑐𝑜𝑠(𝜑)𝑙𝑥 − 𝑛𝑧 𝑠𝑒𝑛(𝜑)𝑙𝑦 + 𝑛𝜌𝑙𝑧]. (2.86) 

 

Como 𝜑 = 0 então 𝑙𝜑 = 𝑙𝑦 

 

 �⃗⃗⃗� = −𝜂𝐻𝜑[𝑛𝑧𝑡𝑧 + 𝑛𝜌𝑡𝜌][𝑙𝑦]. (2.87) 

O campo elétrico em campo distante é dado por [6]: 

 

 �⃗⃗�𝐶𝐷 =
𝑗𝑒−𝑗𝑘0𝑟′

𝜋𝜆0𝑟′
∫[𝜂0𝐽𝑠 × �̂�0 − �⃗⃗⃗�𝑠] × �̂�0

𝑆

𝑒𝑖𝛿𝑘0𝑑𝑠, (2.88) 

 

onde �̂�0 representa o vetor unitário, na direção do ponto de observação como se 

observa na Figura 2.22. 

 �̂�0 = 𝑠𝑖𝑛(𝜃′) 𝑙𝑥 + 𝑐𝑜𝑠(𝜃′)𝑙𝑧 . (2.89) 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1413513/CA



54 
 

 

Figura 2.22:Vetor �̂�0. 

 

A diferença de percurso 𝛿 é descrita por: 

 

 𝛿 = 𝑥 𝑠𝑖𝑛(𝜃′) 𝑐𝑜𝑠(𝜑′) + 𝑦 𝑠𝑖𝑛(𝜃′) 𝑠𝑖𝑛(𝜑′) + 𝑧 𝑐𝑜𝑠(𝜃′). (2.90) 

 

As integrais da corrente elétrica por componente são: 

 

 𝐼𝐽𝑥 = − ∫𝐻𝜑𝑛𝑧 𝑐𝑜𝑠(𝜑)
𝑆

𝑒𝑖𝛿𝑘0𝑑𝑠, (2.91) 

 𝐼𝐽𝑦 = − ∫𝐻𝜑𝑛𝑧 𝑠𝑖𝑛(𝜑)
𝑆

𝑒𝑖𝛿𝑘0𝑑𝑠, (2.92) 

 𝐼𝐽𝑧 = ∫𝐻𝜑𝑛𝜌
𝑆

𝑒𝑖𝛿𝑘0𝑑𝑠. (2.93) 

 

Como o diagrama de radiação é circularmente simétrico, por simplicidade calcula-

se o ponto de observação no plano 𝑥𝑦, ou seja, 𝜑′ = 0. 

 

𝜃′ 

𝜃 

Ponto de observação 

𝜌 

𝑧 

(ρL, ZL) �̂�0  
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 𝛿 = 𝑥 𝑠𝑒𝑛(𝜃′) + 𝑧 𝑐𝑜𝑠(𝜃′), (2.94) 

 𝛿 = 𝜌 𝑠𝑒𝑛(𝜃′) + 𝑧 𝑐𝑜𝑠(𝜃′), (2.95) 

                                          𝑑𝑡 = √𝛥𝜌2 + 𝛥𝑧2. (2.96) 

 

O diferencial de superfície 𝑑𝑠 e de linha 𝑑𝑡 são indicados na Figura 2.21. Calculo 

dos diferenciais: 

 𝑛𝑧𝑑𝑠 = 𝜌 𝑑𝜑 𝑛𝑧𝑑𝑡 = 𝜌 𝑑𝜑 𝑑𝜌, (2.97) 

 𝑛𝜌𝑑𝑠 = 𝜌 𝑑𝜑𝑛𝜌𝑑𝑡 = 𝜌 𝑑𝜑 𝑑𝑧. (2.98) 

 

Então as correntes elétricas ficam assim expressas: 

        

 𝐼𝐽𝑥 = − ∫ ∫𝐻𝜑 𝑐𝑜𝑠(𝜑)
𝜌

𝑒𝑖𝑘0[𝜌 𝑐𝑜𝑠(𝜑) 𝑠𝑒𝑛(𝜃′)+𝑧 𝑐𝑜𝑠(𝜃′)]𝜌𝑑𝜑 𝑑𝜌,
𝜑

  (2.99) 

 

 𝐼𝐽𝑥 = − ∫ 𝐻𝜑𝑒𝑖𝑘0𝑧 𝑐𝑜𝑠(𝜃′)𝜌𝑑𝜌 ∫ 𝑐𝑜𝑠(𝜑)𝑒𝑖𝑘0𝜌 𝑐𝑜𝑠(𝜑) 𝑠𝑒𝑛(𝜃′)
2𝜋

0𝜌

 𝑑𝜑,               (2. 100)  

              

 𝐼𝐽𝑥 = 2𝜋𝑖 ∫ 𝐻𝜑𝑒𝑖𝑘0𝑧 𝑐𝑜𝑠(𝜃′)

𝜋
2⁄

0

𝐽1(𝑘0𝜌 𝑠𝑒𝑛(𝜃 ′)) 𝜌𝑑𝜌, (2.101) 

 𝐼𝐽𝑦 = 0, (2.102) 

 𝐼𝐽𝑧 = ∫𝐻𝜑
𝑆

𝑒𝑖𝛿𝑘0𝜌𝑑𝜑 𝑑𝑧, (2.103) 

 

 𝐼𝐽𝑧 = ∫ 𝐻𝜑𝑒𝑖𝑘0𝑧 𝑐𝑜𝑠(𝜃)𝜌𝑑𝑧 ∫ 𝑒𝑖𝑘0𝜌 𝑐𝑜𝑠(𝜑) 𝑠𝑒𝑛(𝜃′)
2𝜋

0𝜌

 𝑑𝜑, (2.104) 

 

 𝐼𝐽𝑧 = 2𝜋 ∫ 𝐻𝜑𝑒𝑖𝑘0𝑧 𝑐𝑜𝑠(𝜃′)

𝜋
2⁄

0

𝐽0(𝑘0𝜌 𝑠𝑒𝑛(𝜃 ′))𝜌𝑑𝑧. (2.105) 
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As integrais da corrente magnética são expressadas como: 

 

𝐼𝑀 = ∫�⃗⃗⃗�
𝑆

𝑒𝑖𝛿𝑘0𝑑𝑠, (2.106) 

 

𝐼𝑀𝑦 = ∫ 𝑀𝜑𝑒𝑖𝑘0𝑧 𝑐𝑜𝑠(𝜃′)𝜌𝑑𝑧 ∫ 𝑐𝑜𝑠(𝜑) 𝑒𝑖𝑘0𝜌 𝑐𝑜𝑠(𝜑) 𝑠𝑒𝑛(𝜃′)
2𝜋

0𝑡

 𝑑𝜑, (2.107) 

 

 𝐼𝑀𝑦 = −2𝜋𝑖 ∫ 𝑀𝜑𝑒𝑖𝑘0𝑧 𝑐𝑜𝑠(𝜃′)

𝜋
2⁄

0

𝐽1(𝑘0𝜌 𝑠𝑒𝑛(𝜃 ′))𝜌𝑑𝑡. (2.108) 

 

Em campo distante, a onda radiada corresponde a uma onda TEM e o campo 

magnético radiado pela lente pode ser descrito por: 

 

 �⃗⃗⃗�𝐶𝐷 =
1

𝜂
�⃗⃗�𝐶𝐷 × �̂�0, (2.109) 

 

onde 𝜂 é a impedância do espaço livre, 𝜂 = 120𝜋. 

 

2.3.5.2. 
Cálculo do campo magnético radiado pela lente em campo próximo 

O campo magnético radiado é dado pela equação [17]: 

 

 �⃗⃗⃗�(𝜌) =
1

4𝜋
∫ (𝐽 × �⃗⃗�𝜓 − 𝑖𝜔𝜀�⃗⃗⃗�𝜓 +

1

𝑖𝜔𝜇
(�⃗⃗⃗� ∙ �⃗⃗�)�⃗⃗�𝜓) 𝑑𝑆.

𝑆

  (2.110) 

 

Resolvendo a operação (�⃗⃗⃗� ∙ �⃗⃗�)�⃗⃗�𝜓 

 

(�⃗⃗⃗� ∙ �⃗⃗�)�⃗⃗�𝜓 = [−𝑘2(�⃗⃗⃗� ∙ 𝑖̂𝑅) +
3

𝑅
(𝑖𝑘 +

1

𝑅
) (�⃗⃗⃗� ∙ 𝑖̂𝑅)𝑖̂𝑅 −

�⃗⃗⃗�

𝑅
(𝑖𝑘 +

1

𝑅
)] 𝜓, (2. 111) 

onde: 

 𝜓 =
𝑒−𝑖𝑘𝑅

𝑅
.  (2.112) 

𝑅 é definido do seguinte modo: 
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 𝑅 = √(𝑍𝑅 − 𝑍𝐿)2 + (𝑋𝑅 − 𝑋𝐿)2 + (𝑌𝑅 − 𝑌𝐿)2.  (2.113) 

E o vetor unitário 𝑖̂𝑅: 

 

 𝑖̂𝑅 =
1

𝑅
[(𝜌 −𝜌′𝑐𝑜𝑠(𝜙′))𝑖̂𝑥 −𝜌′𝑠𝑖𝑛(𝜙′) 𝑖̂𝑦 + 𝛥𝑧𝑖̂𝑍].  (2.114) 

 

Resolvendo a operação 𝐽 × 𝛻𝜓 

 

 𝐽 × 𝛻𝜓 ≈ 𝑖𝑘𝜓(𝐽 × 𝑖̂𝑅).  (2.115) 

A equação (2.115) fica: 

 

 �⃗⃗⃗�(𝜌) =
𝑖𝑘

4𝜋
∫ 𝜓 {(𝐽 × 𝑖̂𝑅) −

1

𝜂
[�⃗⃗⃗� − (�⃗⃗⃗� ∙ 𝑖̂𝑅)𝑖̂𝑅]} 𝑑𝑆

𝑆

.  (2.116) 

Onde 

 

 𝐽 = �̂� × �⃗⃗⃗� = −�⃗⃗⃗�𝜙[𝑛𝑍 𝑐𝑜𝑠(𝜙′)𝑖̂𝑥 + 𝑛𝑍𝑠𝑖𝑛(𝜙′)𝑖̂𝑦 − 𝑛𝜌𝑖̂𝑍],  (2.117) 

 

 

𝐽 × 𝑖̂𝑅 = −
�⃗⃗⃗�𝜙

𝑅
{−𝑖̂𝑦[𝑛𝑍𝛥𝑧 𝑐𝑜𝑠(𝜙′) + 𝑛𝜌(𝜌 −𝜌′𝑐𝑜𝑠(𝜙′))]}

−
�⃗⃗⃗�𝜙

𝑅
𝑠𝑖𝑛(𝜙′) [𝑖̂𝑥(𝑛𝑍𝛥𝑧 − 𝑛𝜌𝜌′) − 𝑖̂𝑍𝜌𝑛𝑍], 

 

 (2.118) 

 �⃗⃗⃗� = �̂� × �⃗⃗� = �⃗⃗⃗�𝜙′(− 𝑠𝑖𝑛(𝜙′)𝑖̂𝑥 + 𝑐𝑜𝑠(𝜙′)𝑖̂𝑦) = �⃗⃗⃗�𝜙′𝑖�̂�′ .  (2.119) 

Assim: 

�⃗⃗⃗�(𝜌) =
𝑖𝑘

4𝜋
∫ 𝜓 {−𝑖̂𝑦[𝑛𝑍𝛥𝑧 𝑐𝑜𝑠(𝜙′) + 𝑛𝜌(𝜌 −𝜌′𝑐𝑜𝑠(𝜙′))]

�⃗⃗⃗�𝜙

𝑅
} 𝑑𝑆

𝑆

−
𝑖𝑘

4𝜋
∫ 𝜓 {

�⃗⃗⃗�𝜙′

𝜂
[𝑐𝑜𝑠(𝜙′) − (

𝜌′

𝑅
)

2

(𝑠𝑖𝑛(𝜙′))2] 𝑖̂𝑦} 𝑑𝑆

𝑆

. 

 (2.120) 
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2.3.6. 
Comparação da GO com a PO 

Para comparar os resultados das técnicas de baseadas nas aproximações da Ótica 

Geométrica e da Ótica Física, serão utilizados exemplos do primeiro grupo de lentes 

apresentados na Seção 2.3. 

A Figura 2.23 ilustra os resultados para a lente com parâmetros (𝜌0 = 0 𝜆,  𝑍0 =

−2.5 𝜆,  𝑍𝐴 = 4.17 𝜆). Os diagramas apresentam concordância para o centro do 

lobo principal, com o diagrama da PO oscilando no entorno do diagrama da GO, 

com diferenças menores que 2 db entre 7.4° < 𝛼 < 32° e menores que 3.5 db para 

𝛼 < 7.4°, junto ao eixo de simetria. Para os ângulos 𝛼 > 32°, fora do centro do 

lobo principal, as discrepâncias são acentuadas devido aos efeitos difrativos não 

contabilizados nas aproximações da Ótica Geométrica.  

 

Figura 2.23: PO e GO para a lente (𝜌0 = 0 𝜆,  𝑍0 = −2.5 𝜆,  𝑍𝐴 =
4.17 𝜆). 

Para o caso em que o foco virtual, anel cáustico, está fora do eixo de simetria 

(𝜌0 = 1 𝜆,  𝑍0 = −2.5 𝜆,  𝑍𝐴 = 6.92 𝜆), a Figura 2.24 ilustra os resultados para as 

técnicas GO e PO.  Os diagramas apresentam concordância para o lobo principal, 

com o diagrama da PO oscilando no entorno do diagrama da GO, com diferenças 
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menores que 2 db entre 4° < 𝛼 < 31° e tornando-se acentuadas junto ao eixo de 

simetria, onde o diagrama apresenta grande variação. Para os ângulos 𝛼 > 31°, fora 

do centro do lobo principal, as discrepâncias são acentuadas devido aos efeitos 

difrativos não contabilizados nas aproximações da Ótica Geométrica. 

 

Figura 2.24: PO e GO para a lente (𝜌0 = 1 𝜆,  𝑍0 = −2.5 𝜆,  𝑍𝐴 =
6.92 𝜆). 

 

Para o caso em que o foco virtual está em (𝜌0 = −1 𝜆,  𝑍0 = −2.5 𝜆,  𝑍𝐴 = 1.7 𝜆),  

existe uma região junto ao eixo de simetria sem cobertura ótica. A Figura 2.25 

compara os resultados para as técnicas GO e PO. Os diagramas apresentam grande 

discordância para o lobo principal, onde o lobo principal do diagrama da PO é muito 

mais largo que o lobo principal do diagrama previsto pela GO. Estas discrepâncias 

são devidas às dimensões reduzidas da lente quando comparada às lentes dos dois 

casos anteriores. A superfície de fase constante da onda esférica incidente sobre a 

interface tem curvatura menor que 1.7 e raio de curvatura menor que 2.5, 

limitando aplicação das aproximações da Ótica Física para determinar as correntes 

equivalentes sobre a interface da lente. 
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Figura 2.25: PO e GO para lente (𝜌0 = −1 𝜆,  𝑍0 = −2.5 𝜆,  𝑍𝐴 = 1.7 𝜆). 

 

Para avaliar o efeito das dimensões da lente comparação entre as técnicas, a Figura 

2.26 ilustra os resultados obtidos par a lente com foco em (𝜌0 = −1 𝜆,  𝑍0 =

−2.5 𝜆), como a anterior, mas com espessura ZA=6.92  para esta lente os 

diagramas, agora, apresentam concordância para o lobo principal, com o diagrama 

da PO oscilando no entorno do diagrama da GO, com diferenças menores que 2 db 

entre 11° < 𝛼 < 48°. Junto ao eixo de simetria, entre 0° < 𝛼 < 80°, as 

aproximações da GO não preveem a incidência de raios e as diferenças entre as 

técnicas se tornam acentuadas. Para os ângulos 𝛼 > 48°, fora do centro do lobo 

principal, as discrepâncias voltam a crescer devido aos efeitos difrativos não 

contabilizados nas aproximações da Ótica Geométrica.  
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Figura 2.26: PO e GO para Lente  (𝜌0 = −1 𝜆,  𝑍0 = −2.5 𝜆,  𝑍𝐴 = 6.92 𝜆). 

 

2.3.7.  
Comparação da PO com técnicas rigorosas 

Para uma avaliação das técnicas de análise baseada nas aproximações da Ótica 

Física, os resultados produzidos na análise de exemplos de cornetas coaxiais e 

lentes serão comparados aos obtidos através de método de análise eletromagnética 

rigorosa disponível na plataforma CST (CST STUDIO SUITE). A plataforma CST 

utiliza o método de FDTD (Finite-Difference Time-Domain Method) e incorpora 

os efeitos difrativos, os campos refletidos na interface e na cadeia de alimentação 

representada pela corneta coaxial TEM e cabo coaxial. Além disto, incorpora os 

efeitos eletromagnéticos devido à presença de um suporte metálico para a lente e 

corneta coaxial TEM, como ilustrado na Figura 2.12. 

A Figura 2.27 ilustra os diagramas fornecidos pelas duas técnicas (PO-FDTD) na 

análise da lente (𝜌0 = 0 𝜆,  𝑍0 = −2.5 𝜆,  𝑍𝐴 = 4.17 𝜆) . Essas técnicas foram 

ilustradas na Figura 2.7. Os diagramas mostram concordância para a região do lobo 

principal com diferenças menores que 1 dB. Para ângulos maiores que 𝛼 > 35° as 

diferenças entre as técnicas crescem, devido aos efeitos não contabilizados nas 
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aproximações da Ótica Física, principalmente na região acima de 𝛼 > 90°, devido 

comprimento finito do suporte metálico e a indução de correntes na sua parte 

traseira. 

 

Figura 2.27: Diagramas fornecidos pelas duas técnicas (PO- FDTD) na 

análise da lente (𝜌0 = 0 𝜆,  𝑍0 = −2.5 𝜆,  𝑍𝐴 = 4.17 𝜆 ). 

Como segundo exemplo, a Figura 2.28 ilustra os diagramas fornecidos pelas duas 

técnicas (PO-FDTD) na análise da lente (𝜌0 = 1 𝜆,  𝑍0 = −2.5 𝜆,  𝑍𝐴 = 6.92  𝜆). 

Os diagramas demonstram concordância para a região do lobo principal com 

diferenças menores que 0,2 dB na região entre 0° < 𝛼 < 25°. A Figura 2.29 ilustra 

os diagramas fornecidos pelas duas técnicas (PO-FDTD) na análise da lente 

(𝜌0 = −1 𝜆,  𝑍0 = −2.5 𝜆,  𝑍𝐴 = 1.7 𝜆). Os diagramas demonstram a concordância 

para a região do lobo principal com diferenças menores que 1,5 dB na região entre 

15° < 𝛼 < 40°. Quando comparado ao caso anterior, as diferenças menores são 

devidas principalmente as dimensões da lente maiores. 
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Figura 2.28: Diagramas fornecidos pelas duas técnicas (PO- FDTD) na 

análise da lente (𝜌0 = 1 𝜆,  𝑍0 = −2.5 𝜆,  𝑍𝐴 = 6.92  𝜆 ). 

 

Figura 2.29: Diagramas fornecidos pelas duas técnicas (PO- FDTD) na 

análise da lente (𝜌0 = −1 𝜆,  𝑍0 = −2.5 𝜆,  𝑍𝐴 = 1.7 𝜆 ). 
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3  
Modelagem do refletor 

3.1. 
Introdução 

As antenas propostas neste trabalho estão compostas por: um alimentador; uma 

lente dielétrica, estudada no capítulo anterior;  e um refletor, o qual é o tema do 

presente capítulo. O conjunto destes três elementos é ilustrado na Figura 3.1.  

 

 

Figura 3.1: Configuração da antena: alimentador, lente e refletor. 

Como visto no Capítulo 2, a lente é iluminada por uma corneta coaxial excitada 

pelo modo TEM radiando campos com centro de fase coincidente com o centro da 

abertura situado sobre a origem. Este campo apresenta um diagrama circularmente 

simétrico com um nulo sobre o eixo de simetria. Seguindo as aproximações da Ótica 

Geométrica e supondo que os raios emitidos de uma fonte pontual coincidente com 

a origem, a lente é modelada para que estes raios apresentem um anel cáustico 

virtual após serem refratados na sua interface com o espaço livre. Como visto na 

Refletor 

Lente 

Corneta Coaxial 
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Seção 2.3.2, o diagrama da lente é circularmente simétrico e possui um nulo sobre 

o eixo de simetria.  

Para redistribuir a energia ao longo plano vertical, é colocado um refletor 

circularmente simétrico acima da lente. Este refletor é modelado segundo as 

aproximações da GO, considerando que os raios sejam emitidos de foco, 

coincidente com o foco virtual dos raios emitidos pela lente. Neste Capítulo será 

apresentada uma técnica de modelamento da geratriz do refletor, na qual são 

utilizados o princípio de conservação de energia no interior de um tudo de raios e a 

lei de Snell de reflexão sobre o refletor, associados a técnica de concatenação de 

seções de elipse e hipérboles, conforme apresentado em [2]. 

Para avaliar as aproximações utilizadas no processo de modelamento do refletor, 

serão empregadas aproximações da Ótica Física, onde as correntes induzidas sobre 

o refletor serão integradas para determinar o diagrama de radiação da antena. 

3.2.  
Concatenação de seções cônicas 

O refletor é uma superfície de revolução obtida através da rotação de uma geratriz 

em torno ao eixo de simetria Z. Neste trabalho, a geratriz será descrita por uma 

sucessão de seções de cônicas concatenadas [2]. Cada uma destas seções cônicas é 

parte de uma curva que tem dois focos localizados nos pontos P e Q, onde o ponto 

P é o foco coincidente com o foco virtual dos raios emitidos pela lente no plano da 

geratriz. A posição do ponto Q da seção dependerá do tubo de raios emergentes da 

região do refletor: se for convergente, Q será um foco real em frente ao refletor, se 

for divergente, Q será um foco virtual situado atrás do refletor.  

Conforme ilustrados nas Figuras 3.2 e 3.3, estes dois tipos de estruturas de raios 

estão associados às seções de elipse ou hipérboles e os pontos P e Q correspondem 

aos focos, colocados sobre o eixo maior das curvas. O eixo da cônica passa pelos 

dois focos, o ângulo de elevação que faz este eixo com o eixo de simetria Z é 

chamado 𝛾, como ilustrado nas Figuras 3.2 e 3.3. A parábola também se inclui neste 

conjunto de curvas, correspondendo ao caso em que um dos focos está situado no 

infinito e os raios refletidos são paralelos. 
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Figura 3.2: Refletor com foco posicionado na frente da cônica.  

 

 

 

Figura 3.3: Refletor com foco posicionado atrás da cônica. 

P 

 

Z 

 

Q 

 

Eixo da cônica 

 
𝛾 

 

Elipse 

 

Q 

Eixo da cônica 

P 
𝛾 

Z 

Hipérbole 
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A técnica apresentada em [2], requer que seja estabelecida a priori a relação entre 

a direção do raio incidente sobre o refletor, descrita pelo ângulo , e a direção dos 

raios refletidos, descrita pelo ângulo 𝛽 Esta relação é obtida aplicando o Princípio 

Conservação de Energia no interior de um tubo de raios que relaciona a densidade 

de potência radiada pela lente dielétrica e a densidade de potência especificada em 

campo distante. A técnica de solução para este mapeamento 𝛼 ⇒ 𝛽 será apresentada 

na Seção 3.3. 

A geratriz do refletor é representada por uma combinação de seções cônicas locais 

𝑀𝑚(𝑚 = 1,2, … 𝑚) sequencialmente concatenadas, a seção cônica 𝑀𝑚 é limitada 

pelos raios emitidos com trajetória definida pelos ângulos 𝛼𝑚−1 e 𝛼𝑚, como 

ilustrado na Figura 3.4 

 

Figura 3.4: Geratriz do refletor representada por uma combinação de seções 

cônicas. 

Todas estas seções cônicas têm um foco em comum situado sobre o ponto P 

coincidente com o ponto do anel cáustico da lente no plano de incidência. Cada uma 

destas seções cônicas Mm é descrita pela equação polar: 

𝑀1 

 

𝛼0 

 

 

𝑀𝑚 

 

𝛼𝑚 

 𝛼𝑚−1 

 

P 

 

Z 
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 𝑟𝐹 =
𝑎

𝑒 cos Υ − 1
,  (3.1) 

 

onde 𝑟𝐹 é a distância entre o ponto P e um ponto qualquer da cônica como ilustrado 

na figura 3.5, 𝑎 é o semi-latus rectum, definido pela relação: 

 

 
𝑎 = 𝑓(𝑒 − 1 𝑒⁄ ), (3.2) 

 

2𝑓 é a distância interfocal, 𝑒 é a excentricidade e Υ  é o ângulo entre o eixo da 

cônica e um ponto qualquer da cônica, conforme a Figura 3.5. Percebe-se que Υ é a 

diferença entre o ângulo de elevação do eixo de simetria 𝛾 e o angulo 𝛽, logo a 

equação (3.1) pode ser reescrita como: 

 

 𝑟𝐹 =
𝑎

𝑒 cos(𝛼 − 𝛾) − 1
. (3.3) 

 

 

 

Figura 3.5: Parâmetros de uma cônica. 

 

 

 

Z 

Eixo da cônica 
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Expandindo (3.3) obtém-se: 

 

 𝑟𝐹 =
𝑎

𝑒 sen 𝛾 sen 𝛼 + 𝑒 cos 𝛾 cos 𝛼 − 1
. (3.4) 

 

A seção cônica Mm é limitada pelos ângulos 𝛼𝑚−1 e 𝛼𝑚 e seu eixo de simetria faz 

um ângulo 𝛾𝑚 com o eixo Z da equação anterior tem-se que para a direção 𝛼𝑚: 

 

 𝑟𝑆𝑚 =
𝑎𝑚

𝑏𝑚 𝑠𝑒𝑛(𝛼𝑚) + 𝑑𝑚 𝑐𝑜𝑠(𝛼𝑚) − 1
, 

 

(3.5) 

Onde 𝑟𝑆𝑚 representa a distância entre o foco P e a extremidade na direção 𝛼𝑚  da 

seção cônica como ilustrado na Figura 3.6, 𝑎𝑚 é o semi-latus rectum da cônica e os 

coeficientes 𝑎𝑚, 𝑏𝑚 e 𝑑𝑚 estão dados por: 

 

 
𝑎𝑚 = 𝑐𝑚(𝑒𝑚 − 1 𝑒𝑚⁄ ),    (3.6) 

 
𝑏𝑚 = 𝑒𝑚 𝑠𝑒𝑛(𝛾𝑚), (3.7) 

 
𝑑𝑚 = 𝑒𝑚 𝑐𝑜𝑠(𝛾𝑚), (3.8) 

 

onde 𝑒𝑚 representa a excentricidade da cônica.  

Para a direção 𝛼𝑚−1 associada à outra extremidade da seção cônica reescreve-se a 

equação (3.5) como: 

 

 𝑎𝑚 = 𝑟𝑆𝑚−1[𝑏𝑚 𝑠𝑒𝑛(𝛼𝑚−1) + 𝑑𝑚 𝑐𝑜𝑠(𝛼𝑚−1) − 1].               (3.9) 
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Figura 3.6: Seção cônica. 

 

Assim a equação      (3.9) indica que definindo a primeira distância 𝑟𝑆0 pode-se 

calcular a distância 𝑟𝑆1 e do mesmo modo conhecendo 𝑟𝑆𝑚−1 poderá ser calculado 

𝑟𝑆𝑚. O processo iterativo de síntese tem início com 𝑚 = 0, correspondendo a 𝛼0.  

Os parâmetros 𝑎𝑚, 𝑏𝑚 e 𝑑𝑚 não são conhecidos. Desenvolvendo o método 

apresentado em [2] são calculados 𝑏𝑚 e 𝑑𝑚 através de um sistema de equações 

lineares em coordenas esféricas apresentadas em (3.10) e (3.11) e 𝑎𝑚 pode ser 

obtido através da equação 3.5: 

 

[𝑐𝑜𝑡 (
𝛼𝑚

2
) + 𝑐𝑜𝑡 (

𝛽𝑚

2
)] 𝑏𝑚 + [𝑐𝑜𝑡 (

𝛼𝑚

2
) 𝑐𝑜𝑡 (

𝛽𝑚

2
) − 1] 𝑑𝑚

= 𝑐𝑜𝑡 (
𝛼𝑚

2
) 𝑐𝑜𝑡 (

𝛽𝑚

2
) + 1, 

(3.10) 

 

𝛼𝑚−1 

 

𝛼𝑚 

 

𝛽𝑚 

 

𝛽𝑚−1 

 

𝛾𝑚 

𝑃 

𝑍 

𝑟𝑠𝑚−1 

 

𝑟𝑠𝑚 
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[𝑐𝑜𝑡 (
𝛼𝑚−1

2
) + 𝑐𝑜𝑡 (

𝛽𝑚−1

2
)] 𝑏𝑚 + [𝑐𝑜𝑡 (

𝛼𝑚−1

2
) 𝑐𝑜𝑡 (

𝛽𝑚−1

2
) − 1] 𝑑𝑚

= 𝑐𝑜𝑡 (
𝛼𝑚−1

2
) 𝑐𝑜𝑡 (

𝛽𝑚−1

2
) + 1. 

    (3.11) 

3.2.1.  

Conservação de energia e mapeamento 𝜷(𝜶) 

Como discutido na anterior seção, a técnica de modelamento do refletor requer o 

prévio conhecimento do mapeamento 𝛽(𝛼)para utilizar o método de concatenação 

de seções cônicas para determinar a geratriz que descreve a superfície da lente. Para 

determinar este mapeamento será utilizada o Princípio de Conservação de Energia 

no interior de um tubo de raios através de um algoritmo numérico que será 

apresentado a seguir. 

O objetivo do modelamento do refletor é transformar a densidade de potência por 

ângulo sólido radiada pela lente 𝐺𝐿(𝛼) na cobertura em campo distante definida 

pela densidade de potência por ângulo sólido 𝐺𝛽(𝛽), entre os ângulos 𝛽0 e 𝛽𝑓  ao 

longo do plano vertical, como ilustrado na Figura 3.6. A densidade 𝐺𝛽(𝛽) é descrita 

pela seguinte expressão: 

 𝐺𝛽(𝛽) = 𝐺0𝐹(𝛽),    (3.12) 

 

onde 𝐹(𝛽) descreve a forma da cobertura especificada e 𝐺0 é uma constante de 

normalização para que toda a potência que incide na superfície refletora esteja 

contida na região de cobertura entre os ângulos 𝛽0 e 𝛽𝑓 . 

Considerando que o diagrama de radiação do alimentador e o diagrama de campo 

distante especificado são circularmente simétricos, conservação de energia implica 

que as funções 𝐺𝐿(𝛼) e 𝐺𝛽(𝛽) deverão satisfazer a seguinte condição: 

 

 
∫ 𝐺𝛽(𝛽)𝑠𝑒𝑛𝛽

𝛽𝑓

𝛽0

𝑑𝛽 = ∫ 𝐺𝐿(𝛼)𝑠𝑒𝑛𝛼𝑑𝛼
𝛼𝑓

 𝛼0

,    (3.13) 
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onde 𝛼0 e 𝛼𝑓 indicam as direções dos raios emitidos pela lente e que incidem nos 

extremos do refletor, como ilustrado na Figura 3.7. Como 𝐺𝐿(𝛼), 𝐹(𝛽) e seus 

respectivos limites (𝛼0, 𝛼𝑓) e (𝛽0, 𝛽𝑓) são conhecidos, a substituição de  (3.13) em  

(3.12) permite determinar a constante de normalização 𝐺0: 

 

𝐺0 =
∫ 𝐺𝐿(𝛼)𝑠𝑒𝑛𝛼𝑑𝛼

𝛼𝑓

 𝛼0

∫ 𝐹(𝛽)𝑠𝑒𝑛𝛽𝑑𝛽
𝛽𝑓

𝛽0

.     (3.14) 

 

 

 

Figura 3.7: Princípio da conservação de energia no refletor. 

 

3.2.2. 

Algoritmo numérico para o cálculo de 𝛃 

A condição expressa por  (3.13) pode ser utilizada para determinar o mapeamento 

𝛽𝑚(𝛼𝑚)impondo que a potência contida no tubo de raios definido pelos limites 

(𝛼0, 𝛼𝑚) seja idêntica à contida no tubo de raios definido pelos limites (𝛽0, 𝛽𝑚):  

 

𝑍 

𝜌 

𝑃 

𝐺𝛽(𝛽) 

𝐺𝐿(𝛼) 

𝛽0 

𝛽𝑓 

𝛼𝑓 𝛼0 
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2𝜋 ∫ 𝐺0𝐹(𝛽)𝑠𝑒𝑛𝛽

𝛽𝑚

𝛽0

𝑑𝛽 = 2𝜋 ∫ 𝐺𝐿(𝛼)𝑠𝑒𝑛𝛼𝑑𝛼.
𝛼𝑚

 𝛼0

 (3.15) 

 

Entretanto o limite 𝛽𝑚 é desconhecido e deve ser obtido pela solução numérica da 

equação acima. Para isto será utilizado o algoritmo iterativo descrito a seguir. 

A potência radiada pela lente para qualquer intervalo pode ser determinada, pois o 

integrando e os limites são conhecidos. 

 

 
𝑃𝐿(𝛼𝑚) = 2𝜋 ∫ 𝐺𝐿(𝛼)𝑠𝑒𝑛𝛼𝑑𝛼.

𝛼𝑚

 𝛼0

 (3.16) 

 

Para o cálculo do primeiro 𝛽1, utiliza-se uma primeira aproximação (𝛽1
(0)

) onde o 

sobrescrito 𝑛 = 0 indica que é a primeira aproximação para a sequência iterativa 

para obter 𝛽1. Assim, assume-se que: 

 

 
𝛽1 ≈ 𝛽1

(0)
. (3.17) 

 

E a potência na região de cobertura é calculada para a primeira a aproximação  

 

𝑃𝛽(𝛽1
(0)

) = 2𝜋 ∫ 𝐺𝛽(𝛽)𝑠𝑒𝑛𝛽
𝛽1

(0)

𝛽0

𝑑𝛽

≈ 2𝜋 𝐺𝛽(𝛽1
(0)

) 𝑠𝑒𝑛𝛽1
(0)

 ∆𝛽1
(0)

, 

        (3.18) 

 

onde  

 
∆𝛽1

(0)
= 𝛽1

(0)
− 𝛽0. (3.19) 

 

Para calcular o próximo valor de 𝛽1, o qual está mais perto do valor real, é feita a 

expansão em série de Taylor em torno ao ponto 𝛽1
(0)

 

 

 
𝑃𝐿(𝛼1) = 𝑃𝛽(𝛽1) ≅ 𝑃𝛽(𝛽1

(0)
) + 𝑃𝛽

′(𝛽1
(0)

)𝛿𝛽1
(0)

, (3.20) 
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onde 𝑃𝛽
′é a derivada de 𝑃𝛽, que é, numericamente aproximada por  

 

 

𝑃𝛽
′(𝛽1

(0)
) =

𝑃𝛽(𝛽1
(0)

+ 𝛿) − 𝑃𝛽(𝛽1
(0)

)

𝛿
, (3.21) 

 

 𝛿𝛽1
(0)

 é a diferença do primeiro valor e o seguinte que está mais perto do valor real 

de 𝛽. 

 

 

𝛿𝛽1
0 =

𝑃𝐿(𝛼1) − 𝑃𝛽(𝛽1
(0)

)

𝑃𝛽
′(𝛽1

(0)
)

= 𝛽1
(1)

− 𝛽1
(0)

. 
(3.22) 

 

 

A solução desta equação para 𝛽1
(1)

 resulta em  

 

 

𝛽1
(1)

≅ 𝛽1
(0)

+
𝑃𝐿(𝛼1) − 𝑃𝛽(𝛽1

(0)
)

 2𝜋𝐺𝛽(𝛽1
(0)

) 𝑠𝑒𝑛 𝛽1
(0)

.  (3.23) 

 

Está aproximação pode ser repetida iterativamente até a diferença 𝑃𝐿(𝛼1) −

𝑃𝐶𝐷(𝛽1
(𝑛)

) <∈ ser menor que um valor   especificado para a convergência.  

 

 

𝛽1
(𝑛)

≅ 𝛽1
(𝑛−1)

+
𝑃𝐿(𝛼1) − 𝑃𝛽(𝛽1

(𝑛−1)
)

 2𝜋𝐺𝛽(𝛽1
(𝑛−1)

) 𝑠𝑒𝑛 𝛽1
(𝑛−1)

. (3.24) 

 

Este procedimento pode ser utilizado para determinar o mapeamento 𝛽𝑚(𝛼𝑚) da 

m-ézima seção cônica e expressão para a n-ézima iteração é expressa por: 

 

 
𝑃𝐿(𝛼𝑚) = 𝑃𝛽(𝛽𝑚) ≅ 𝑃𝛽(𝛽𝑚

(𝑛)
) + 𝑃𝛽

′(𝛽𝑚
(𝑛)

)𝛿𝛽𝑚
(𝑛)

 (3.25) 

 

Onde  𝛿𝛽𝑚
(𝑛)

 é a diferença do valor 𝑛 + 1 e 𝑛 de 𝛽 na seção cónica 𝑚 
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 𝛿𝛽𝑚
(𝑛)

=
𝑃𝐿(𝛼𝑚) − 𝑃𝐶𝐷(𝛽𝑚

(𝑛)
)

𝑃𝐶𝐷
′(𝛽𝑚

(𝑛)
)

= 𝛽𝑚
(𝑛+1)

− 𝛽𝑚
(𝑛)

. (3.26) 

 

A potência na região de cobertura radiada desde a cônica 𝑚 = 1 até m é dada por: 

 

 𝑃𝛽(𝛽𝑚
(𝑛)

) ≈ 2𝜋 ∑ 𝐺𝛽(𝛽𝑚
(𝑛)

)𝑠𝑒𝑛𝛽𝑚
(𝑛)

∆𝛽𝑚
(𝑛)

,

𝑚

𝑚=1

 (3.27) 

 

onde  

 ∆𝛽𝑚
(𝑛)

= 𝛽𝑚
(𝑛)

− 𝛽𝑚−1, (3.28) 

 

𝑃𝛽
′(𝛽𝑚

(𝑛)
) é a derivada de 𝑃𝛽(𝛽𝑚

(𝑛)
), que é, numericamente aproximada por  

 

 𝑃𝛽
′(𝛽𝑚

(𝑛)
) ≈

𝑃𝛽(𝛽𝑚
(𝑛)

+ 𝛿) − 𝑃𝛽(𝛽𝑚
(𝑛)

)

𝛿
. (3.29) 

 

E finalmente temos a solução genérica para 𝛽𝑚
(𝑛+1)

 

 

 𝛽𝑚
(𝑛+1)

≅ 𝛽1
(𝑛)

+
𝑃𝐿(𝛼𝑚) − 𝑃𝛽(𝛽𝑚

(𝑛)
)

2𝜋 𝐺𝛽(𝛽𝑚
(𝑛)

) 𝑠𝑒𝑛 𝛽𝑚
(𝑛)

. (3.30) 

 

O esquema iterativo para quando 𝑃𝐿(𝛼1) − 𝑃𝐶𝐷(𝛽𝑚
(𝑛)

) <∈, onde é  um valor 

especificado para a convergência.  

  

3.3.  
Estudo de Casos 

Para avaliar os procedimentos descritos nas seções anteriores, diversos casos foram 

analisados, considerando diferentes dimensões de refletores, assim como também 

diferentes formas de mapeamento dos raios na frente do refletor.  

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1413513/CA



76 
 

Para estes casos, os refletores deverão ser sintetizados para obter uma iluminação 

constante entre 1200 até 1300, conforme ilustrado na Figura 3.8. Para este objetivo, 

a densidade de potência por ângulo sólido 𝐺(𝛽) é analiticamente descrita por: 

 

 
𝐺(𝛽) =

𝑃𝑅

2𝜋[cos(1300) − cos(1200)]
, (3.31) 

 

onde 𝑃𝑅 é a potência total incidente no refletor.  

 

Figura 3.8: Cobertura especificada: constante entre 120 e 130 graus. 

A corneta coaxial utilizada como alimentador está descrita na Seção 2.3.1, e o seu 

diagrama de radiação é ilustrado na Figura 2.13. Para a síntese do refletor, será 

considerada somente a região do diagrama da corneta entre 0° < 𝜃 < 55°, que 

concentra a maior parte da energia radiada e evita a presença de lóbulos laterais na 

iluminação de refletor e consequentemente evita perda eficiência no projeto. Por 

outro lado, a presença da lente faz com que o diagrama da fonte primária (corneta 

mais lente) seja estreitado. 

Para os exemplos de síntese de refletor a serem apresentados neste trabalho, a lente 

será modelada para produzir um diagrama com centro de fase no ponto  

𝑃 (𝜌0 = 0, 𝑍0 = −2.5 λ), ou, segundo a Ótica Geométrica, uma distribuição de 

raios com foco virtual neste mesmo ponto. Para evitar que alguns raios fiquem 
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presos no dielétrico, a espessura da lente foi ajustada para (𝑍𝐴 = 4.166 λ), e o 

diagrama de radiação deste conjunto está ilustrado na Figura 2.16. Para a síntese 

ótica do refletor, será considerada região do diagrama para 0° < 𝛼 < 30.8°, e que 

está associada aos raios emitidos pela fonte pontual entre 0° < 𝜃 < 55°.   

Caso 1 

Como descrito na Seção 3.2, na síntese ótica do refletor será utilizado o diagrama 

da lente dielétrica baseado nas aproximações da ótica Geométrica, descritas na 

Seção 2.3.3. Além destas aproximações, é importante ressaltar que nesta síntese não 

são considerados os efeitos difrativos no refletor. Esses efeitos se tornam mais 

intensos quando configurações compactas são desenhadas. 

O ajuste das dimensões do refletor é feito pela escolha do ponto inicial da síntese 

𝑍0𝑅, vértice do refletor sobre o eixo de simetria, eixo Z. Para minimizar os efeitos 

difrativos e avaliar o algoritmo de síntese, para o primeiro exemplo será utilizado 

um refletor onde a distância desde a origem até o primeiro ponto do refletor é de 

𝑍0𝑅 = 50 λ. A região a ser iluminada é definida por  𝛽0 = 120° e o ângulo final de 

cobertura 𝛽𝑓 = 130°, definindo uma distribuição de raios com foco real na frente 

do refletor, como ilustrado na Figura 3.9. O refletor foi inicialmente sintetizado com 

100 seções de cônicas concatenadas, e apresenta um diâmetro de aproximadamente 

79,2 λ, como pode ser observado na Figura 3.9 que mostra a geratriz resultante. 

A Figura 3.10 ilustra o diagrama de radiação da antena determinado a partir das 

aproximações da Ótica Física, o qual é comparado com o diagrama especificado. 

Além disso, Figura 3.11 que ilustra o diagrama no entorno da região de cobertura, 

o diagrama da PO oscila no entorno das especificações da região central da área de 

cobertura e decai rapidamente nas bordas da mesma, variando entre 3.4 e 12.3 dBi 

na região de cobertura. Na região de lóbulos laterais, o pico na região observado na 

região próxima de 330 corresponde ao transbordamento do diagrama da lente no 

refletor e está associado ao ângulo do raio incidente na borda do refletor.  

Como pode ser observado na Figura 3.9, os raios que emergem do refletor formam 

um feixe de raios quase paralelos, apontando no centro da cobertura 

(aproximadamente 1250). Isto permite aproximar o comportamento da antena por 

uma abertura cônica, com largura de aproximadamente 30 λ e iluminação 
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equifásica. Esta dimensão define a capacidade de resolução do refletor e está 

associada à taxa de decaimento nas bordas da cobertura. 

 

Figura 3.9: Mapeamento para refletor 𝑍0𝑅 = 50 λ,  𝛽0 = 120° 𝛽𝑓 = 130°. 

 

Figura 3.10: Diagrama de radiação do refletor 𝑍0𝑅 = 50 λ,  𝛽0 = 120°, 

𝛽𝑓 = 130°. 

𝑍
(𝜆

) 

𝜌(𝜆) 
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Figura 3.11: Diagrama de radiação do refletor 𝑍0𝑅 = 50 λ,  𝛽0 = 120°, 

𝛽𝑓 = 130°, faixa reduzida. 

Caso 2 

Para o Caso 2 foi utilizado o mesmo ponto inicial da síntese 𝑍0𝑅  utilizado no Caso 

1, 𝑍0𝑅 = 50 λ. A região a ser iluminada é definida por 𝛽0 = 130° e o ângulo final 

de cobertura 𝛽𝑓 = 120°, definindo uma distribuição de raios com foco virtual atrás 

do refletor, como ilustrado na Figura 3.12. O refletor foi inicialmente sintetizado 

com 100 seções cônicas concatenadas, e apresenta um diâmetro de 

aproximadamente 78,5 λ, como pode ser observado na Figura 3.12 que ilustra a 

geratriz resultante.  

A Figura 3.13 ilustra o diagrama de radiação da antena determinado a partir das 

aproximações da Ótica Física, o qual é comparado com o diagrama especificado. 

Como observado na Figura 3.14 que ilustra o diagrama no entorno da região de 

cobertura, o diagrama da PO oscila no entorno das especificações da região central 

da área de cobertura e decai rapidamente nas bordas da mesma, mas, quando 

comparado ao produzido no Caso 1, apresenta uma cobertura mais uniforme da 

região de cobertura, variando entre 7 e 11.3 dBi. Na região lóbulos laterais o 

comportamento é semelhante ao observado no Caso 1. 
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Figura 3.12: Mapeamento para refletor 𝑍0𝑅 = 50 λ,  𝛽0 = 130°, 𝛽𝑓 = 120°. 

 

Figura 3.13: Diagrama de radiação do refletor 𝑍0𝑅 = 50 λ,  𝛽0 = 130°, 

𝛽𝑓 = 120°. 
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Figura 3.14: Diagrama de radiação do refletor 𝑍0𝑅 = 50 λ,  𝛽0 = 120°, 

𝛽𝑓 = 130°, faixa reduzida. 

Como pode ser observado na Figura 3.13, novamente, na frente do refletor o os 

raios formam um feixe quase paralelo, apontando no centro da cobertura 

(aproximadamente 1250). Isto permite aproximar o comportamento da antena por 

uma abertura cônica, com largura de aproximadamente 34 λ e iluminação 

equifásica.  Quando comparada ao Caso 1, esta abertura é ligeiramente maior. 

 

 Caso 3 

No Caso 3 as dimensões do refletor serão reduzidas, através do ajuste da posição 

do ponto inicial da síntese, considerando 𝑍0𝑅 = 10 λ. Como mencionado 

anteriormente, o mesmo conjunto corneta coaxial e lente utilizado nos exemplos 

anteriores será empregado neste caso.  Para o Caso 3 a região a ser iluminada é 

definida por  𝛽0 = 120° e o ângulo final de cobertura 𝛽𝑓 = 130°, definindo uma 

distribuição de raios com foco real na frente do refletor, como ilustrado na Figura 

3.15. O refletor foi inicialmente sintetizado com 100 seções de cônicas 

concatenadas, e apresenta um diâmetro de aproximadamente 18,8 λ, como pode ser 

observado na Figura 3.16 que ilustra a geratriz resultante. A Figura 3.16 ilustra o 

diagrama de radiação da antena determinado a partir das aproximações da Ótica 

Física, o qual é comparado com o diagrama especificado.  
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Como pode ser observado na Figura 3.15, novamente, na frente do refletor o os 

raios formam um feixe quase paralelo, e definem uma abertura cônica, com largura 

de aproximadamente 7 λ e iluminação equifásica. Quando comparada aos Casos 1 

e 2, esta redução no tamanho da abertura afeta a capacidade de atingir a cobertura 

especificada, como observado na Figura 3.16 que ilustra o diagrama da PO. Ele 

apresenta um único lobo na região de cobertura, com um máximo de 11.4 dBi. Esse 

lobo decai continuamente em direção as bordas em 1200 e 1300, com um mínimo 

de 7 dBi. Quando comparado aos Casos 1 e 2, fora da região de cobertura o 

diagrama apresenta uma taxa de decaimento menor. Isso resulta em níveis de 

iluminação no interior da região da especificação. Na região lóbulos laterais o 

comportamento é semelhante ao observado nos casos anteriores. 

 

Figura 3.15: Mapeamento para refletor 𝑍0𝑅 = 10 λ,  𝛽0 = 120°, 𝛽𝑓 = 130°. 
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Figura 3.16: Diagrama de radiação do refletor 𝑍0𝑅 = 10 λ,  𝛽0 = 120°, 

𝛽𝑓 = 130°. 

Caso 4 

No Caso 4 as dimensões do refletor são semelhantes ao caso 3, considerando 𝑍0𝑅 =

10 λ. Como mencionado anteriormente, o mesmo conjunto corneta coaxial e lente 

utilizado nos exemplos anteriores será empregado neste caso. Para o Caso 3 a região 

a ser iluminada é definida por 𝛽0 = 130° e o ângulo final de cobertura 𝛽𝑓 = 120°, 

definindo uma distribuição de raios com foco virtual atrás do refletor, como 

ilustrado na Figura 3.17. O refletor foi inicialmente sintetizado com 100 seções de 

cônicas concatenadas, e apresenta um diâmetro de aproximadamente 18,7 λ, como 

pode ser observado na Figura 3.17 que ilustra a geratriz resultante. A Figura 3.18 

ilustra o diagrama de radiação da antena determinado a partir das aproximações da 

Ótica Física, o qual é comparado com o diagrama especificado.  

Como pode ser observado na Figura 3.17, novamente, na frente do refletor o os 

raios formam um feixe quase paralelo, e definem uma abertura cônica, com largura 

de aproximadamente 7 λ e iluminação equifásica. Como observado na Figura 3.19, 

o diagrama de radiação apresenta um único lobo na região de cobertura, com um 

máximo de 10.6 dBi, decaindo continuamente em direção as bordas em 1200 e 1300, 

com um mínimo de 7 dBi. Quando comparado aos Casos 1 e 2, fora da região de 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1413513/CA



84 
 

cobertura o diagrama apresenta uma taxa de decaimento menor, resultando em 

níveis de iluminação no interior da região da especificação. Na região lóbulos 

laterais o comportamento é semelhante ao observado nos casos anteriores. 

 

Figura 3.17: Mapeamento para refletor 𝑍0𝑅 = 10 λ,  𝛽0 = 130°, 𝛽𝑓 = 120°. 

 

Figura 3.18: Diagrama de radiação do refletor 𝑍0𝑅 = 10 λ,  𝛽0 = 130°, 

𝛽𝑓 = 140°. 
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3.3.1. 
Avaliação de convergências para seções cónicas 

Para avaliar a convergência da solução do método de concatenação de seções 

cónicas, utilizado para modelar o refletor, verifica-se o comportamento do erro, o 

qual é definido como a diferença entre a geratriz do refletor modelada com um 

número cônicas grande e a gerada por um número de cônicas menor. Para 

quantificar o erro em cada síntese, definiu-se um erro rsm (root mean square) da 

seguinte forma: 

 

 

𝐸𝑟𝑚𝑠 = √
1

𝑁
∑(𝑟𝑆𝑛

𝑟𝑒𝑓
− 𝑟𝑆𝑛)

2
𝑁

𝑛=1

, (3. 32) 

 

onde 𝑟𝑆𝑛
𝑟𝑒𝑓

 é a distância do ponto P à geratriz de referência e N o número de pontos 

utilizados, a Tabela 3.1 apresenta o erro obtido considerando como referência uma 

geratriz com M=1000 cônicas e N=1000 pontos para os dois tipos de mapeamento 

dos casos de estudo da seção anterior onde 𝑍0𝑅 = 10 λ. O número de pontos ficou 

constante e apenas foi variado o número de cônicas utilizadas. 

Tabela 3.1: Erro obtido considerando como referência uma geratriz com 

1000 pontos. 

M 𝐸𝑟𝑚𝑠(λ), 𝑟𝑒𝑓 130

− 120 

𝐸𝑟𝑚𝑠(λ), 𝑟𝑒𝑓 120

− 130 

100 5.94 × 10−5 6.18 × 10−5 

50 1.25 × 10−4 1.24 × 10−4 

25 2.53 × 10−4 2.26 × 10−4 

10 6.20 × 10−4 6.43 × 10−4 

5 3.14 × 10−3 3.15 × 10−3 
 

 

Comparando os dois casos de mapeamento a configuração com cáustica real 

apresentou um erro rms menor que a configuração com cáustica virtual.  
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3.4. 
Comparação dos resultados 

Para fazer uma avaliação quantitativa do efeito do uso da lente no tamanho do 

refletor sintetizado, vamos comparar os diâmetros dos refletores dos estudos de 

caso propostos na Seção 3.3 com refletores sintetizados sem lente. 

Os parâmetros constantes nos dois casos de síntese (com e sem lente) serão: a 

largura de feixe da corneta utilizada na síntese que vai de 0 até 55 graus; a distância 

do vértice do refletor ao centro de abertura da corneta (𝑍0𝑅); e o mapeamento em 

campo distante que pode ser através de feixe de raios convergentes ou divergentes. 

A Tabela 3.2 apresenta os diâmetros dos refletores sintetizados com e sem a lente e 

a razão destes diâmetros. 

Tabela 3.2: Parâmetros comparativos dos refletores sintetizados com e sem 

lente.  

Estudos de caso 

Seção 3.3.1 

Diâmetro 

Refletor com 

lente (𝜆) 

Diâmetro 

refletor sem 

lente (𝜆) 

Razão 

(
𝐷𝑠𝑒𝑚 𝑙𝑒𝑛𝑡𝑒 

𝐷𝑐𝑜𝑚 𝑙𝑒𝑛𝑡𝑒 
⁄ ) 

Caso 1 79.2 166 2.1 

Caso 2 78.5 157 2 

Caso 3 18.8 36 1.9 

Caso 4 18.7 34 1.8 

 

Observamos que o uso da lente na frente do alimentador reduz a largura do feixe 

emitido pela fonte primária e, consequentemente, diminui o diâmetro do refletor 

aproximadamente à metade na medida que a distância da origem ao vértice do 

refletor é mantido. Entretanto, os resultados variam dependendo da distância do 

vértice do refletor ao centro de abertura da corneta e do modo de mapeamento de 

raios. Obtendo uma maior diminuição do diâmetro com distancias 𝑍0𝑅 maiores e 

com um mapeamento de raios convergente. 

Os refletores sintetizados e os seus diagramas de radiação com e sem lente são 

ilustrados nas Figuras (3.19-3.26). 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1413513/CA



87 
 

 

Figura 3.19: Refletores caso 1 (𝑍0𝑅 = 50 λ,  𝛽0 = 120°, 𝛽𝑓 = 130°). 

 

Figura 3.20: Diagrama de radiação caso 1 (𝑍0𝑅 = 50 λ,  𝛽0 = 120°, 𝛽𝑓 =

130°). 
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Figura 3.21: Refletores caso 2 (𝑍0𝑅 = 50 λ,  𝛽0 = 130°, 𝛽𝑓 = 120°). 

 

Figura 3.22: Diagrama de radiação caso 2 ( 𝑍0𝑅 = 50 λ,  𝛽0 = 130°, 𝛽𝑓 =

120°). 
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Figura 3.23: Refletores caso 3 ( 𝑍0𝑅 = 10 λ,  𝛽0 = 120°, 𝛽𝑓 = 130°). 

 

Figura 3.24: Diagrama de radiação caso 3 (𝑍0𝑅 = 10 λ,  𝛽0 = 120°, 𝛽𝑓 =

130°). 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1413513/CA



90 
 

 

Figura 3.25: Refletores caso 4 (𝑍0𝑅 = 10 λ,  𝛽0 = 130°, 𝛽𝑓 = 120°). 

 

Figura 3.26: Diagrama de radiação caso 4  (𝑍0𝑅 = 10 λ,  𝛽0 = 130°, 𝛽𝑓 =

120°). 

Nos diagramas de radiação observamos diferenças nos lóbulos secundários, 

principalmente, no posicionamento da região de transbordamento principalmente 
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na posição e amplitude. No caso dos refletores sintetizados com a lente, o 

transbordamento aparece próximo a 31 graus, enquanto que, para o caso sem lente, 

o transbordamento é próximo a 55°, e a amplitude do lóbulo da configuração com 

lente é da ordem de 4 dB abaixo da configuração sem lente.  

Também aparecem diferenças na faixa de interesse de 120 até 130 graus, isto se 

deve as dimensões do refletor. Se o refletor possui dimensões maiores apresenta-se 

uma queda mais rápida do diagrama de radiação nos limites da faixa de interesse. 

Obtendo um diagrama mais estreito e maior. 
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4  
Conclusões 

Neste trabalho apresentamos uma modelagem de lentes circularmente simétricas 

com foco deslocado, juntamente com suas características de radiação aproximadas 

pela PO e a GO. Estas lentes foram desenhadas para serem alimentadores de antenas 

refletoras, também apresentamos a modelagem do refletor a partir da concatenação 

de seções cônicas e as suas caraterísticas de radiação.  

Ao modelar as lentes circularmente simétricas, observamos que ao deslocar o foco 

da lente conseguimos aumentar a flexibilidade de modelamento e produzimos 

diagramas de radiação com diferentes características. Um diagrama importante é 

obtido deslocando o foco para a direita pois é possível concentrar a energia radiada 

em um feixe mais estreito. Deste modo, é possível compactar o refletor de uma 

antena refletora tendo um bom desempenho eletromagnético sem degradar as 

características de radiação. Essa compactação é vantajosa, pois diminui o volume 

total da antena e os custos de produção desta. 

As aproximações utilizadas para calcular o diagrama de radiação da lente têm um 

comportamento que vão de acordo com as simulações feitas em CST, 

principalmente no ganho e lobo principal. É interessante notar que na faixa de 

interesse no caso onde o foco é deslocado para a direita, a simulação em CST e o 

cálculo utilizando a PO são muito próximos. Se as dimensões da lente aumentar, a 

congruência dos diagramas de radiação calculados com a simulação em CST é 

maior. Tanto utilizando as aproximações da PO quanto da GO. 

Em relação ao refletor, observamos que a precisão do diagrama de radiação objetivo 

em campo distante radiado está profundamente relacionado com o tamanho da 

superfície refletora. Logo é necessário contrapesar a precisão e o tamanho da antena 

para obter o desenho desejado. O método de concatenação de seções cônicas 

utilizado na modelagem do refletor apresentou um erro de síntese muito baixo. 

Portanto não é necessário utilizar muitos pontos para descrever a geratriz da 
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superfície pois inclusive com um número de pontos pequeno a solução fica bem 

precisa. 

O programa desenvolvido é muito rápido computacionalmente em comparação aos 

programas comerciais que demoram horas inclusive com modelos simples. A 

convergência do algoritmo numérico ocorre com um número muito pequeno de 

iterações. 

Dentre os trabalhos futuros, seria interessante fazer experimentos com diferentes 

diagramas de radiação objetivo em campo distante. Esse tipo de experimentos é 

importante porque apenas foram sintetizados refletores para o caso no qual o 

diagrama desejado era constante. Também apenas foi considerado um tipo de 

alimentador, pode se testar com outros e comparar os resultados com os obtidos no 

presente trabalho. 
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A 

Cálculo do ângulo crítico 𝜽𝑪 

 

Segundo a equação  (2.41) 

 

  𝜕𝑟1

𝜕𝜃
= ± [

𝑟0 𝑠𝑒𝑛(𝜃 + 𝛾)

𝐴
] 𝑟1. (A. 1) 

 

Calculando 𝑟0 𝑐𝑜𝑠(𝜃 + 𝛾) da equação    (2.37) 

 

 
−𝑟0 𝑐𝑜𝑠(𝜃 + 𝛾) = 𝑟0

1

𝑟1

𝜕𝑟1

𝜕𝜃
𝑠𝑒𝑛(𝜃 + 𝛾)

+ 𝑟1. 

(A. 2) 

 

Substituindo  (2.41) na equação (A.2): 

 

 
−𝑟0 𝑐𝑜𝑠(𝜃 + 𝛾) = ∓ [

𝑟0
2[𝑠𝑒𝑛(𝜃 + 𝛾)]2

𝐴
]

+ [
𝑛𝑐 + 𝑟0 𝑐𝑜𝑠(𝜃 + 𝛾) ± 𝐴

𝑛2 − 1
], 

(A. 3) 

 

operando algebricamente 

 

−𝐴(𝑛2 − 1)𝑟0 𝑐𝑜𝑠(𝜃 + 𝛾)

= ∓(𝑛2 − 1)𝑟0
2[𝑠𝑒𝑛(𝜃 + 𝛾)]2

+  𝐴(𝑛𝑐 + 𝑟0 𝑐𝑜𝑠(𝜃 + 𝛾) ± 𝐴), 

(A. 4) 

  

[𝑟0
2[𝑐𝑜𝑠(𝜃 + 𝛾)]2 + 2𝑛𝑟0𝑐 𝑐𝑜𝑠(𝜃 + 𝛾) + 𝑟0

2(𝑛2 − 1) + 𝑐2]

∓ (𝑛2 − 1)𝑟0
2[𝑠𝑒𝑛(𝜃 + 𝛾)]2

= −𝐴[(𝑛2 − 1)𝑟0 𝑐𝑜𝑠(𝜃 + 𝛾) − (𝑛𝑐 + 𝑟0 𝑐𝑜𝑠(𝜃 + 𝛾))], 

(A. 5) 

  

±[𝑟0
2[𝑐𝑜𝑠(𝜃 + 𝛾)]2 + 2𝑛𝑟0𝑐 𝑐𝑜s(θ + γ) + r0

2(n2 − 1) cos(θ + γ))2 + c2]

= −A[(n2 − 1)r0 cos(θ + γ) + (nc + r0 cos(θ + γ))], 
(A. 6) 
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±[r0
2n2 cos(θ + γ)2 + 2nr0c cos(θ + γ) + c2] = An[−nr0 cos(θ + γ) − c], (A. 7) 

 

A anterior igualdade se cumpre se os términos são 0, e como A é sempre diferente de 0 

então: 

 cos(θ + γ) = −
c

nr0
. (A. 8) 
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B 

Intensidade de radiação, diretividade e potência 

 

A intensidade de radiação é definida como o valor do fluxo de energia por unidade 

de área, dada por: 

 G = r2〈|S|〉 cos ϑ,   (B. 1) 

Onde ϑ é o ângulo feito com a normal e S o vetor de poynting, resolvendo a equação 

(B.1) para os campos elétricos incidente, transmitido e refletido são obtidas 

respetivamente as seguintes expressões:  

 

 
GA =

|Ei
⃗⃗⃗⃗ |

2

2η1
r1

2cosθi, 

 

  (B.2) 

 GL =
|E⃗⃗⃗t|

2

2η0
r2

2cosθt,   (B.3) 

 

 

Gr =
|E⃗⃗⃗r|

2

2η1
r1

2cosθi. 

 

  (B.4) 

A diretividade do campo elétrico transmitido é dada por: 

 

 DL = 4π
GL

Prad
, (B.5) 

 

onde Prad é a potência radiada depois da lente e é calculada com a seguinte equação: 

 

 PL(α) = ∫ GL(α)senαdα
αf

 α0

, (B.6) 

 

e α0 é o ângulo α calculado para o primeiro valor de θ e αf é o α calculado para o 

último valor de θ. 
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