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Referencial tedrico

3.1.
Teoria das Opcdes Reais

As opcgodes reais propiciam uma analise das flexibilidades caracteristicas de
determinado projeto para que, conforme esta analise, um gerente tenha um
instrumento de tomada de decisdes a respeito dos seus ativos reais. Assim, com o
surgimento de novas informacgdes, as incertezas sobre os fluxos de caixa vao
sendo reduzidas, pois poderdo ser modeladas através de processos estocésticos' e,
portanto, os administradores poderdo tomar decisdes que impactem positivamente
no valor final de um projeto.

Ha de se destacar que, cada vez mais, os negocios globais incorporam
diversos fatores de risco, sejam eles varidveis macroecondmicas, sejam ainda
aqueles relativos as incertezas do empreendimento e/ou do seu setor, tais como as
variagdes de demanda e as flutuagdes nos pregos das commodities. Nestes
ambientes de negocios, desenham-se, portanto, uma gama de situacdes relativas a
diversos cenarios, os quais deverdo ser modelados e tratados. Neste sentido,
busca-se um critério de escolha para se tomar a melhor decisdo com base nas
caracteristicas dos empreendimentos.

Conforme Dias (2014):

“Opgdo real é o direito, mas ndo a obriga¢do, que um agente possui quando toma

decisdes sobre um ativo real. Ou seja, op¢do é o oposto de obrigagdo, op¢do é

liberdade de escolha, ter opgdo é ter flexibilidade de escolha na tomada de

decisdo”.

A Teoria das Opgdes Reais (TOR) objetiva, através de metodologias que
envolvem processos deterministicos e/ou estocasticos, a mensuracdo do valor
agregado proveniente das flexibilidades para exercicio ou ndo, decorrentes dos
movimentos e/ou oscilagdes que ocorrem em relagdo aos ativos reais das

organizagdes. A avaliacdo pela TOR surge da necessidade de as empresas terem

'Processo estocastico é o que, no decorrer do tempo, segue um caminho aleatdrio, de acordo com
as suas distribui¢des de probabilidades.
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uma ferramenta de avaliagdo mais robusta para modelagem das incertezas dos
negdcios (com a utilizagdo de processos estocdsticos e simulagdes), sendo esta
uma alternativa mais apropriada em relacdo aos modelos deterministicos
tradicionais de desconto de fluxos de caixa. A TOR ¢ especialmente importante
para analise economica de projetos e decisoes de investimento sob incerteza.

Trigeorgis (1996) afirma que, geralmente, os modelos deterministicos
tradicionais desconsideram as flexibilidades gerenciais, sendo, portanto, modelos
estaticos, pois as escolhas gerenciais associadas aos projetos avaliados por estas
metodologias limitam-se as variaveis iniciais, ou seja, ndo hd qualquer simulagao
de dados e analise das incertezas intrinsecas aos projetos.

Os modelos estocésticos, presentes nas Opgdes Reais, inferem sobre os
fatores estruturais e/ou conjunturais de determinados eventos do mercado, os
quais podem, conforme uma distribui¢do de probabilidades, alterarem o valor de
um projeto no decorrer do tempo. Assim, a TOR oferece um tratamento
apropriado para flexibilidades de expansdo, contragcdo, abandono ou adiamento de
um projeto de investimento.

De acordo com a TOR, deve-se, primeiramente, verificar a questdo da
reversibilidade dos investimentos, ou seja, se ele ¢ reversivel em outro tipo de
investimento ou se ¢ completamente irreversivel. Uma questao que se faz sempre
presente na TOR ¢ a escolha do melhor momento para realizagdo de um
investimento, cuja op¢do pode ser agora exercida ou ainda adiada por um certo
periodo.

No plano de negbcios de uma empresa, a aplicacdo da TOR apresenta um
carater estratégico, na medida em que as opgdes estratégicas e o conjunto de suas
flexibilidades sdo avaliados com simulagdes a partir de diversos cendrios. Desta
forma, evidencia-se que a estratégia® empresarial, por estar inserida em um
ambiente de negodcios dindmico e ndo estatico, deve utilizar, o quanto possivel,
das ferramentas da TOR para definigdo dos seus principais pontos

(TRIGEORGIS, 1996).

2 Conforme Neto ¢ Bekman (2009), estratégia, sob a Otica quantitativa, pode ser vista como “um
conjunto de regras de procedimento a serem adotadas em cada uma das situagdes possiveis de
ocorrer durante um processo decisorio qualquer”. As estratégias podem considerar analises
deterministicas e/ou estocasticas.
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Segundo Copeland & Antikarov (2001), uma Opg¢ao Real tem mais valor
quanto maior a incerteza (probabilidade de receber nova informagdo relevante) e
quanto maior a flexibilidade (capacidade de reagir as mudancas de cendrios). A

Figura 3, baseada em Copeland & Antikarov (2001), ilustra essa colocagdo.

Baixa | Probabilidade de receber nova informacio > Alta
Alta Incerteza
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u -0
-l =
L = =
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Figura 3 - Valor da Flexibilidade: Incerteza e Capacidade de Reagir
Fonte: Copeland & Antikarov (2001).

3.1.1.
Tipos de opc¢des
As Opgdes subdividem-se em Reais ou Financeiras. O tratamento das
Opcoes Reais deriva-se dos tratamentos desenvolvidos para avaliar as Opgdes
Financeiras, pois o conceito de Opgdes desenvolveu-se primeiramente no mercado
financeiro. Posteriormente, utilizou-se este conceito para avaliacdo de ativos fixos
e/ou projetos empresariais.
Conforme Dias (2014), levando-se em conta a vasta literatura atual de
Opgoes Reais, pode-se dizer que os seus tipos mais analisados sdo:
e Opcdo de espera: aguarda melhores condi¢des de mercado ou novas
informagdes e aprende para depois investir;
e Opcao de expansdo ou de crescimento: mensura 0s componentes
estratégicos do projeto com uma abordagem quantitativa; e
e Opgdes de parada temporaria e de abandono: corresponde a nao
obrigatoriedade de se seguir um plano de negocios (no todo ou em parte),

caso ele deixe de ser lucrativo.
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Dias (2014) propde uma versao mais abrangente dos tipos de Opg¢des Reais,

explicitada na Figura 4.
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Figura 4 - Classifica¢do dos Tipos de Opgdes Reais
Fonte: Dias (2014).

Embora conceitualmente parecidas, as principais diferencas entre as Opgdes
Financeiras e Reais sdo:

e As Opgoes Financeiras sdo negociadas no mercado financeiro e sao,
geralmente, de curto prazo, nunca apresentando valores negativos,
enquanto as Opcdes Reais podem até serem perpétuas e apresentarem
valores negativos.

e As Opgoes Reais apresentam maior complexidade que as Opgdes
Financeiras, pois apresentam uma maior quantidade de variaveis de
incerteza. Além disso, ndo sdo negociadas diretamente no mercado
financeiro, relacionando-se muitas vezes a avaliagdo de projetos de

investimento de capital.
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Uma Opgao Financeira define-se com um derivativo, ou seja, ¢ um ativo
cujo valor depende de um outro ativo, denominado ativo bésico ou subjacente.
Uma Opgao Financeira ¢ um contrato que da ao seu titular o direito de exercer ou
ndo o direito de comprar (vender) o ativo subjacente, podendo ser ela de compra
(call option) ou de venda (put option).

Na opg¢ao de compra do tipo europeu ¢ concedido o direito de comprar o
ativo subjacente em uma certa data, por determinado prego. Na op¢ao de venda do
tipo europeu ¢ dado o direito de vender o o ativo subjacente em uma certa data,
por um determinado prego.

O preco do contrato ¢ chamado “preco de exercicio”, que pode ser exercido
de duas formas: a) somente na data de expiracdo (op¢do europeia); € b) em
qualquer data até a expiracdo (op¢ao americana), ou seja, nesta modalidade existe
a opcdo de exercicio antecipado, que a op¢ao europeia ndo apresenta. As opcdes
também se sudvidem em dois grandes grupos: a) op¢des em tempo discreto para
as variaveis discretas (contaveis); € b) opcdes em tempo continuo para as
variaveis continuas (incontaveis).

Para determinacdo do valor, tanto de opg¢des de compra como de venda, as
seguintes varidveis basicas devem ser estabelecidas:

e Preco do ativo basico ou subjacente (S): é o prego de mercado, em um

dado momento, em relagdo ao ativo da op¢ao de compra ou venda,;

e Prego de exercicio (K): € o preco pelo qual tem-se o direito de comprar

(no caso de um opcao de compra) ou de vender (no caso de uma opcao de

venda) o ativo objeto da opgao.

Assim, considerando C,o valor de compra de uma opc¢do na data de
vencimento 7, e S, o pre¢o do ativo objeto nessa data, a opcdo de compra
apresenta a seguinte fun¢do de remuneragdo: C, = Max(ST -K ;0). Esta opgao so
tem valor quando S, > K .

Analogamente, tem-se que, para uma op¢ao de venda, com P, como o valor

de venda da opg¢do na data de vencimento 7, verifica-se a seguinte funcdo de

remuneragao: P, :Max(K—ST;O). Neste caso, a opg¢do tem valor apenas

quando S, <K .
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A opcdo de compra ¢ muito usada na analogia de uma Opg¢ao Real de
investir em um ativo, ressalvado o fato de que os ativos subjacentes a estas
opcdes seguem determinados processos estocasticos.

Segundo Trigeorgis (1996), a flexibilidade de produ¢do de um insumo passa
a ter um valor agregado mais significativo, conforme os inputs e/ou outputs sejam
incertos, no ambito de simulagdes estocasticas.

Na andlise pela TOR, destaca-se ainda que um ativo com volatilidade muito
baixa ndo devera sofrer grandes alteragdes no seu precgo futuro, o que significa um
pequeno risco na negociacao deste ativo. Assim, um ativo com grande volatilidade
deverd sofrer significativas mudancas no seu prego ao longo do tempo. A
volatilidade ¢ uma medida das oscilagdes pelas quais passa um ativo subjacente
no decorrer do tempo e pode ser definida como o desvio padrao dos retornos dos
logaritmos naturais destes ativos.

Para melhor entendimento das formas de precificagdo das opgdes e
modelagem do comportamento estocastico das varidveis incertas, serao
apresentados, no item 3.2, os principais processos estocasticos utilizados em
finangas.

Conforme Dias (2014), a Figura 5 a seguir resume os diversos Métodos de
Solugdo de Opgdes Reais, dentre os quais este trabalho utilizard o da Simulagao

de Monte Carlo para Opg¢des Reais (OR) Europeias e 0 Modelo Binomial.

r (v Tempo Discreto (binomial/lattice)

» Portfolio Sem Risco 4 Solucio Analitica
(ndo-arbitragem) v Tempo Continuo

. (Equacao Diferencial) S N

% Binomial & Outros Lattice
(tempo-discreto)

Metodos d
A e{ OR Europeéia

Solucio de
OR » Medida Neutra ao Risco | Slmnlacz‘m de
(medida de martingale) { Monte Carlo 4 OR Americana < Fvolucionirio

Minimos Quad.

Outros

v' Programacio Dinamica

l L'/ Método Integral

Figura 5 - Métodos de Resolucdo de OR
Fonte: Dias (2014).
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Outro aspecto que merece destaque em Opgdes Reais € que ha uma relacao
instrinseca entre o valor de uma opg¢do e o “gatilho” ou regra de decisdo, que
explicita o valor critico da opgdo (¥), ou seja, o valor a partir do qual se deve
exercer uma op¢ao. Graficamente, ¢ um valor que se encontra acima do “break-
even” (VPL=0) e abaixo do ponto maximo do VPL. Quando uma opg¢ao de valor

V esta “deep-in the money”, entdo seu valor ¢ igual ao VPL decorrente do

;e . . * ;.
exercicio 1med1at0(V 4 ) Caso contrario, deve-se esperar.

Conforme Dias (2014), “a TOR considera as incertezas e as opgoes
(flexibilidades gerenciais) relevantes, respondendo a duas questdes estratégicas
para as empresas: a) o valor da oportunidade de investimento (valor da op¢ao); e
b) a regra de decisdo 6tima (gatilho).”

As Opcdes Reais ensejam escolhas tipicas de problemas de otimizagdo,
como, por exemplo, a maximizagdo da fungdo objetivo VPL, calculada através de
escolhas aderentes a um gerenciamento Otimo das flexibilidades gerenciais,
sujeitas a restri¢gdes gerenciais ou legais e a incertezas técnicas e de mercado.

No escopo da analise tradicional, recorre-se frequentemente a metodologia
do FCD (Fluxo de Caixa Descontado), a qual estabelece procedimentos para o
calculo do VPL através do desconto dos fluxos de caixa esperados a uma taxa

ajustada ao risco de mercado do projeto (x). Em tempo discreto, tem-se a

seguinte relagdo, sob a otica da expectancia:

sendo: N o nimero de periodos ¢ £ [FCK]O valor esperado do fluxo de caixa

liquido em cada periodo K. Em tempo continuo utiliza-see ™ como fator de

desconto.

3.2.
Processos estocésticos

Processo estocéstico ¢ o que, no decorrer do tempo, segue um caminho
aleatorio, de acordo com as suas distribuigdes de probabilidades (leis com
propriedades probabilisticas). Consiste em uma sequéncia de eventos regidos por

estas distribuicoes.
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As variaveis estocasticas sdo, normalmente, denotadas com (~) para se

destacar que nao seguem processos determisticos, tal como denotado pela seguinte

——

variavel: X¢, definida por sua distribui¢do de probabilidades no decorrer de um
tempo (7). Um processo estocastico Y, a partir de uma varidvel X, pode ser assim

denotado: ¥ = EE el R representando, assim, um conjunto de variaveis
aleatorias definidas para um mesmo espago de probabilidade.

As variaveis estocdsticas possuem um termo que representa uma média
esperada (termo drift) e um termo aleatorio ou varidvel (termo de volatilidade).

Um processo estocéstico pode ser em tempo discreto ou em tempo continuo,
conforme apresente varidvel discreta (7 conjunto contavel) ou continua (7
conjunto incontavel), respectivamente.

Em relacdo aos seus pardmetros, os processos estocasticos podem ser ainda
classificados como:

e Estaciondrios — quando as propriedades estatisticas (média e variancia)

das varidveis sdo constantes ao longo do tempo;
e Naio-estacionarios — quando o valor esperado pode crescer

indefinidamente.

A maioria dos problemas reais modelam-se através de processos
estocasticos em tempo continuo. Contudo, os processos em tempo continuo, que
demandam de técnicas de resolucdo mais avancadas, podem ser aproximados
através de modelos discretos, tais como o modelo binomial.

Como exemplos de varidveis estocasticas temos os precos e as quantidades
demandadas de certas commodities, como o petroleo e a celulose. Considerando a
avaliacdo por Opcdes Reais, objetiva-se a correta modelagem das varidveis
estocasticas e fatores de risco envolvidos na avaliagao.

Conforme Dias (2014), os processos estocasticos mais relevantes para
aplicagdes as financas sdo: Movimento Geométrico Browniano (MGB); o
Movimento de Reversdo a Média (MRM); e o Movimento de Saltos ou Processo
de Poisson. Segundo Bastian-Pinto (2009), os processos de reversdo a média sdo
utilizados, geralmente, para modelagem do comportamento de commodities, tais

como a celulose, objeto deste trabalho.
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Ressalta-se que, ao contrario do MGB, o MRM ¢ um processo que nao
apresenta uma taxa de crescimento constante, tendo em vista o seu
comportamento reversivo em dire¢do a média.

Nas se¢des a seguir serdo apresentados os Processos de Markov, de Wiener
e de Itd, pois estes contém premissas necessarias ao entendimento dos processos

estocasticos mais relevantes em financas, e o utilizado nesta dissertagao (MRM).

3.2.1.
Processo de Markov

Processo de Markov ¢ um tipo de processo estocastico no qual apenas o
valor corrente de uma varidvel ¢é relevante para prever seu valor futuro (“processo
sem memoria”). Portanto, a estimativa para o instante seguinte ¢ feita unicamente
com base na ultima informacao disponivel, € ndo no historico (Dixit&Pindyck,
1994).

Assim, por exemplo, de acordo com este processo, o pre¢o atual de uma

acdo pode sintetizar todo o seu histérico de pregos. Neste sentido, o caminho

seguido por uma variavel estocastica 4 tndo apresenta nenhuma relevancia, de
maneira que este conceito pode ser expresso, em termos probabilisticos, através da

seguinte relagdo matematica:

—

Pmb[_i:-l |ﬁs =x,. X XAy = Li: =1 '| =Prob [_i:-l |ﬁ = x!.]

—

3.2.2.
Processo de Wiener

O processo de Wiener ou Movimento Browniano, um dos processos
estocasticos mais utilizados em Finangas, ¢ um caso particular do processo de
Markov. E um processo em tempo continuo e possui trés propriedades bésicas:

e Tratando-se de um processo “markoviano”, necessita, para previsao do
valor futuro de uma dada variavel, apenas da distribuicio de
probabilidades do valor atual desta variavel,

e As variagdes dos intervalos de tempo sdao independentes entre si, ou seja,

este processo possui incrementos independentes;
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e Estando em tempo continuo e em um intervalo de tempo finito, segue
uma Distribuicio Normal com pardmetros dependentes apenas do

intervalo de tempo considerado.

Considerando quez(t)segue um Processo de Wiener, entdo qualquer

variacao de z ( Az ) em um dadointervalo Af ,obedeceasseguintescondigoes:
o Az =g,+fAf, onde £~ Normal (0.1); e

e E[¢g,&,]1=0, para todo t#s.

Portanto, como Az segue uma Distribui¢do Normal, temos:
e Meédia: E(Az) = E(&Ar )= </At E(¢,)=0;¢

e Variancia: Var(Az) = Var( gt\/A—t) = At. Var(g, )= At.1= At.

Um Processo de Wiener Generalizado (Movimento Browniano com driff)
apresenta a seguinte equacdo estocdstica em tempo continuo, conforme Dixit&
Pindyck (1994):

dx=adt+odz (1),
ondex € o drift, ¢ ¢ avolatilidade e &= ~ N(0.1).

Portanto, como @ eo sdo constantes ¢ dx segue uma distribuicdo normal,
temos os seguintes parametros:

o Média: E[dx]=E[adt+odz]=E[adt]|+E[odz] =
=a.Eldt]|+ oc.Eldz]=a dt+0.0=a dt

e Variancia: Var[ dx] = E[(dx- E(dx))*] = E[(dx-adt )] =
=E[(adt+0dz -adt )] =E[(odz )*] = 0dz*= o’dt.

Dias (2014), denomina ainda este processo como Movimento Aritmético

Browniano (MAB).
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3.2.3.
Processo de It

Segundo Dixit& Pindyck (1994), o processo de Itd, conhecido como
Movimento Browniano Generalizado, possui a seguinte equacdo estocastica em
tempo continuo, analoga a Equacao 1:

dx = a(x,t)dt + b(x,t)dz (2), onde:

x= valor da variavel aleatoria no instante t;

dt = variagdo instantanea do tempo;

a(x, t) = tendéncia instantanea do Processo de Ito;

b (x, t) = volatilidade para dx no instante ;

dz = incremento de Wiener, com média zero e variancia dt.

O processo de Itd possui as seguintes propriedades estatisticas, com
demonstragdes andlogas as da se¢do 3.2.2, como segue:

o E[dx]= a(x,t)dt

e Var[dx]= b’(x,t)dt

3.2.4.
Movimento Geomeétrico Browniano (MGB)

OMovimentoGeométricoBrowniano(MGB)¢é um caso particular do processo
de It6.Normalmente,éutilizadoparamodelarpregosdeagdes, e alguns pregosde
produtoseativos financeiros em geral. No MGB, verifica-se uma tendéncia de
distanciamento do seu ponto de partida original, ndo sendo esta uma caracteristica
desejavel para os precos de commodities em geral.

A sua equagdo estocastica para uma variavel X em um dado intervalo de

tempo continuo, d?, ¢ representada por:

dX = aXdt + o Xdz oudyX =adt+odz (3), onde:

X = valor da variavel aleatdria no instante t;
a = drift;

dt = variagdo instantanea do tempo;

o = volatilidade;

dz = incremento de Wiener.
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O MGB ¢ um processo conveniente para variaveis com crescimento
exponencial, taxa média a e volatilidade o constante.

Possui as seguintes propriedades estatisticas:
o E[X(t)]=X,e"
o Var[ X (1) ] =X (" - 1)

A Figura 6 apresenta uma visao intuitiva sobre o MGB:

Varbincia cresce com
o hovigonte de previsao

.

Preco

Distribuicins de

probabilidades
// fovss renrnmal
1] : g
P = "'b s temilencia

oetd dhiriffe

{ dvgimn g iy
L t) .

Tempa

Figura 6 - Grafico Intuitivo sobre o MGB
Fonte: Dias (2014).

No MGB pode-se verificar uma tendéncia de crescimento ou de queda
exponencial. Conforme a Figura 6, os precos seguem, no decorrer do tempo, uma
Distribui¢ao Lognormal.

Segundo Bastian-Pinto (2009), o MGB nado ¢ o método mais conveniente
para projetos que dependamdeprecos geralmente situados em torno de uma média
de longo prazo (para a maioria das commodities nao financeiras o MGB nao ¢ o
método mais adequado), pois 0 MGB pode resultar, nestes casos, em valores
demasiadamente elevados.

O primeiro passo para se proceder a simulagdo de um processo estocastico
consiste em se obter uma equagao discretizada, a qual ¢ representativa do processo
estocastico em questdo, escrevendo-se X; em fun¢do de X, ;, dado um A¢ (intervalo

de tempo entre as observagdes do processo estocastico).
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No caso particular do MGB, a equagdo discretizada ¢, conforme Dias

(2014):
X, =X, exp{[a —%ZJ At +o.N(0, l)@} 4)

. . 3 . A .
Considerando um processo neutro ao risco’, substrai-se o valor do prémio

de risco (7 ) do valor do drift & (Dias, 2014):
2
X, =X, exp Ka -7 —%)At +0.N(0, 1)\/A_t} 5)

E importante ressaltar que, para simulagio dos precos futuros de X, deve-se
buscar uma féormula recursiva para o MGB. Dias (2014), sugere a utilizacdo de
logaritmos neperianos para melhor se analisar o comportamento de uma série de
precos a serem simulados.

Assim, considerando X, =In(x,) e ainda aplicando esta relagdo na Equagao

(4) para fins de parametrizacdo da equagao estocastica discretizada, verifica-se a

seguinte igualdade:
2
In(x,)—In(x,_,) = Ea - %] At +0.N(0,1)/Azr (6)

Neste processo estocastico, temos:
e A variancia pode ser medida através da seguinte relagdo matematica:

Var[In(x,) - In(x, )] = Var[ &.N(0,)W/Ar | = At

e Com a relagdo anterior, tem-se que e a volatilidade obedece a seguinte
relacao:

_ \/Var[ln(x,)—ln(xtl)}

At
62 O_Z
e E[In(x,)-In(x,_,)] :EKQ_T At}zaAt—TAt

E[In(x,)-In(x_)] o

At

o Odrifié a=

3 Um processo ¢ neutralizado ao risco, alterando-se a sua tendéncia através da utilizagdo de um
drift neutro ao risco.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1213258/CA


PUC-RiIo - Certificacdo Digital N° 1213258/CA

46

3.2.5.
Movimento de Reverséo a Média (MRM)

O Movimento de Reversao a Média (MRM), em linhas gerais, ¢ um
processo markoviano no qual a direcdo, a intensidade e a volatilidade de uma
variavel estocastica dependem, basicamente, do seu ponto atual em uma série de
dados. No caso das commodities aderentes ao modelo MRM, observa-se, no longo
prazo, que o seu preco atual deve reverter a uma média de equilibrio de mercado
(preco médio de longo prazo).

Conforme o MRM, se o prego da celulose, por exemplo, estiver em um
ponto superior ou inferior ao ponto de equilibrio (prego médio de longo prazo), as
forcas de mercado agirdo para que os precos retornem ao seu nivel de equilibrio.
Este raciocinio apresenta bastante similaridade ao da logica microeconomica,
presente no balanco da lei de oferta e demanda. Dias (2014), ressalta, ainda, que
os mecanismos de mercado possuem uma forca de reversdo analoga a verificada
em uma mola: “a for¢a de reversdo ¢ mais forte quanto mais longe estiver um
determinado prego do seu nivel de equilibrio."

O MRM ¢ um caso particular do Processo de It6. Conforme desenvolvido
por Dixit&Pindyck (1994), tem-se a seguinte equacdo do MRM (Equagdo 7) para
o processo de fator tnico de Ornstein-Uhlenbeck’(MRM de O-U):

dx = U(E—X)dzmdz (7), onde:

X = logaritmo neperiano (In) da variavel estocastica x (X = In(x))

n = velocidade de reversdo a média de longo prazo da varidvel estocéstica x

X =In da média de longo prazo da variavel estocética x

(7 =n(3)
o = volatilidade da variavel estocastica x;

dz = incremento de Wiener(possui média zero e variancia dr).

* Este modelo é o mais simples dentre os modelos de MRM, pois facilita o entendimento do
comportamento da variavel estocastica ao se analisar, como uma nova variavel estocastica, o seu
logaritmo neperiano. Também € conhecido como Movimento Aritmético de Reversdo a Média.
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A maior parte dos especialistas argumenta que, para a grande maioria das
commodities, ¢ melhor utilizar modelos de MRM do que MGB para simular os
seus precos. Contudo, muitas vezes a velocidade de reversdo ¢ baixa e a
identificagdo de modelos aderentes ao MRM em séries temporais apresenta
algumas dificuldades. Portanto, conforme os testes estatisticos que serdo vistos
posteriormente, nao ¢ trivial a rejeicdo da hipdtese de que os precos seguem um
MGB.

A Figura 7 apresenta uma visualizacdo da ideia geral do MRM,
anteriormente discutida, mostrando as propriedades deste processo estocastico,
considerando que, para uma série de precos, cuja variavel estocéstica ¢ P (x =

Ln[P]), verifica-se um modelo de MRM de O-U com as seguintes distribui¢des de

probabilidade: * ~ Normal ¢ P ~ Lognormal.

Caso P, >P

Tendéncia do preco cair

Preco
Preco

Caso P, - P

Tendéncia do preco subir

VI Yy

f t i Y b 'K

.

(a) T“mm., | (b) Tempo

-
]

Figura 7 - Grafico Intuitivo sobre 0o MRM.
Fonte: Dias (2014).

Como verificado na Figura 7, para se atingir o nivel de equilibrio(ﬁ) , as

curvas de precos podem ser crescentes ou decrescentes, dependendo apenas do

fato de o prego corrente (F)estar abaixo ou acima de (F). Verifica-se também

que os pregos seguem uma Distribuicdo Lognormal e possuem comportamento
assintotico. Portanto, x=In[P]= P=¢", 0 que garante pre¢os sempre com

valores positivos.
No MRM, quanto maior a distancia da varidvel estocéstica X do seu valor

esperado X , mais provavel é que ela retorne a este nivel (})
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Segundo Dixit & Pindyck (1994), para 0 MRM, no instante 7 verificam-se

as seguintes relagdes para os parametros:

o E[X]=X+(X,-X)e"

o JVar[X]= (1 —e " )0'%77

Com base nestas propriedades e para valores muito elevados de

T (T - 00), observa-se que o valor esperado converge para a média de longo prazo

(}), e a varidncia para 0%77. Ressalta-se que a variancia do MRM difere

daquela do MGB, pelo fato desta Gltima ser ilimitada.
Merece destaque ainda o conceito de half-life (meia vida da reversao),
utilizado para mensurac¢do da lentiddo de um processo estocastico em um modelo

de MRM. Sejam H a meia vida, objeto da avaliagdo gerencial, e 77 a velocidade

de reversao, temos a seguinte relagdo (DIAS, 2014):

- ln(2%

Para simulagdo do MRM, considerando um Az estipulado, deve-se obter a
equacdo discretizada, a qual sempre apresenta, no modelo estocéstico, uma
relacdo recursiva, ou seja, ¢ uma relagdo que traduz X;em funcao de X, ;.

Considerando a seguinte relacdo entre as Distribuigdes de Probabilidade das
variaveis estocasticas x(x 2> 0) e X:x ~ Lognommal < X =In(x) ~ Normal ,tem-se

a Equacao (8), que segue 0o MRM para X em tempo discreto (Dias, 2014):

_ _ ,2nAt
X, =X e X (1 o [FE N §)
21

Para simulacio de wuma varidvel estocastica x; ~ Lognormal,
considerando E (x, ) = exp[E (X, )] e também a combinagdo da Equagdo 8 com a
relagdo x, = exp[Xt —O,S.Var(Xt)] , obtém-se, portanto, a seguinte equagao
discretizada:

In[x,_ ]e™ +In [ﬂ (1-e™)

X, =C€Xp 2 _2nAt (9)
—e™) % 4o 1‘3—1\7(0,1)
4 2n
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As discretizagdes, presentes nas Equagdes (8 e 9), sdo independentes do

intervalo de tempo(Ar) considerado.

Na equagdo (9), o primeiro e o segundo termos demonstram a tendéncia, por

exemplo, de uma série de precos (xt), sendo estes termos, respectivamente, o

valor inicial (x_ ) e a média de longo prazo (;) O terceiro termo representa o

ajuste do nivel de convexidade (ou de ndo linearidade) de uma série historica de
pregos, para capturar os efeitos ndo lineares desta série na varidvel estocéstica

(x,). Estas trés primeiras parcelas sdo deterministicas, contudo, a quarta ¢é

estocastica, caracterizada pela Distribui¢do Normal Padrao, através da qual podem
ser realizadas as simulagdes estocasticas, como a de Monte Carlo.

Esta interpretagdo dos termos da Equacdo (9) ¢ andloga a interpretacdo dos
termos da Equacgdo (8), ressalvado o fato de que esta ultima ndo apresenta a
parcela relativa ao ajuste de convexidade.

Ambas as Equacdes (8 e 9) podem ser reescritas, considerando-se um

ambiente “neutro ao risco”. Levando-se em conta este ambiente e, conforme Dias

(2014), das médias de longo prazo (X eln [}], respectivamente), subtrae-se um

“prémio normalizado” M, sendo u a taxa ajustada ao risco e r a taxa livre de
n
risco.
Assim, em uma abordagem neutra ao risco’, temos as equacdes (10 e 11) a
seguir, obtidas através do ajuste ja descrito, realizado, respectivamente, nas

Equagdes anteriores (8 € 9):

J— — _ ,2nAe
X, =X, ™+ X—M (1-e™)+o IZ¢™ N,y (10)
n 21
In[x,]e™ + h{&]—w (1-e™)
=e i 11
X =P ) 1= 2™ (1)
—|(1-e?™)— |+ [———N(0,1)
4n 21

> Neutralidade ao risco ndo pode ser entendida como risco ignorado. Contrariamente ao conceito
de aversdo ao risco, segue um modelo que tem como premissa basica a auséncia de arbitragem.
Trata-se de um artificio matematico que permite usar a taxa livre de risco como taxa de desconto.
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Para discretizagdio no MRM, primeiramente devem ser calculados os

parametros da Equagdo 7: volatilidade (o), velocidade de reversao a média (77) e

média de longo prazo()_(:ln(y_c)), valores estes que deverdo ser aplicados nas

Equagdes (8, 9, 10 e 11), de modo que as equagdes estocasticas estejam prontas
para serem objetos de simulagdes estocasticas.

Quando, por exemplo, considera-se uma série histdrica de pregos e deseja-se
estimar os parametros: o ,7 ¢ X , geralmente, utiliza-se a regressio linear sobre
esta série, pois, com este ferramental estatistico, reduz-se o erro quadratico médio.

Conforme Bastian-Pinto (2009) e Dias (2014), e considerando que, no
instante 7, E[X]= X + (X 0= Y)e’” , € que determinada trajetoria segue um
MRM em tempo discreto, verifica-se, portanto, a seguinte relagao:

X, =X+(X  -X)e™ =X (1-e™)+ X, e

Para realizacdo da regressao linear, considera-se o erro da série e subtrai-se
de X , os dois membros da relagdo anterior. Assim, esta relagdo fica reescrita
através da seguinte da Equagao (12) a seguir:

X, =X, =X(l—e™)+ X, (e ~1)+¢, (12)

Ressalta-se que a Equacao (8) nos fornece uma medida para tempo discreto

de um processo auto-regressivo de ordem 1 (AR(1)%) da equagio (12).

Substituindo X, =In(x,) e X=In (;) na equagao (12), tem-se:

1n(xt)—ln(xt1):1n[ al ]zln(;)(l—e"m)+ln(xt1)(6’7A’—1)+ g, (13)

t-1

6 SeX,, teZ, é um processo auto-regressivo de ordem J 2
entdo X, =@ + @ X, +..+4 X,  +¢&, , onde X, €o valor a ser previsto; ¢0 , ¢1 y e ,¢p sdo os

coeficientes; e E(&,) = 0 e Var(¢&,) :o-j. Um caso particular de grande relevancia ¢ o do

processo auto-regressivo de ordem 1: X, =g X,  +¢,.
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Considerando a Equacdo 13, e que a e b sdo constantes que satisfazem a

seguinte igualdade: |n {LJ —a+(b-1).In(x,, )+, entio a velocidade de
xl—l

reversdo a média ¢ dada por n:—ln(b)/At e a média de longo prazo por

;=exp{_ﬁ] |

A volatilidade(o), obtém-se, considerando a varidncia dos erros da

regressdo (o} )e Var[ X]= (1 - e_M)G%ﬂ , ho instante 7.

2ln(b)
(p°-1)Ar

&

Portanto, o’ = (1 —e )07 >o=o0,
2n

A Figura 8 apresenta um resumo das equagdes para estimar os parametros:

Parametro estimado Férmula
Velocidade de reversdo 17 =—In(b)/At
- 21In( b)
« ada o= —_—
Volatilidade a \/(Iﬂ DA?
Média de longo prazo x=exp| - T |

Figura 8 - Quadro resumo para estimagdo de parametros do MRM.
Fonte: Nascimento (2012).

3.2.6.
Validagdo dos Processos Estocasticos

A aplicagdo da Teoria das Opgdes Reais depende fortemente do processo
estocastico que seguem as séries de precos estudadas.

Em linhas gerais, pode-se dizer que o MGB difere do MRM quanto a
dependéncia dos valores observados em relagdo a periodos anteriores ao atual, no
qual o MGB apresenta-se como um modelo com pouca dependéncia dos valores
passados. J& o MRM depende, para determinagdo de valores atuais,daqueles
observados em periodos anteriores.

Para se avaliar qual dos dois processos encontra maior aderéncia em relagao
a um determinado conjunto de dados, devem ser utilizados testes de andlise de

estacionariedade.
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Um processo ¢ dito estaciondrio (com covariancia estaciondria) se as suas
média e variancia forem constantes ao longo do tempo, e o valor da covariancia
entre dois momentos no tempo depender unicamente da distincia entre estes dois
periodos. Assim, em uma série estacionaria, observa-se que tenderd sempre a sua
média de reversdo, bem como a sua variancia apresentara a mesma amplitude.

As suposi¢des de estacionariedade sdo as seguintes:

e E(Y)) ¢ independente do tempo.

e Var(Y,) ¢ finita, positiva e constante independentemente do momento do

tempo.

e Cov (Y, Yy) ¢ infinita e depende apenas de |t-s|.

Nesta dissertagdo, dois testes poderdo ser utilizados no Capitulo 4 para a
avaliacdo da estacionariedade da série In de pregos da celulose de fibra curta: o
Teste de Raiz Unitaria de Dickey-Fuller (pode ser o aumentado) e o Teste da

Razao de Variancias.

3.2.6.1.
Teste de Raiz Unitaria (Dickey-Fuller)

Para entender melhor o uso do teste de raiz unitdria para verificagdo da
estacionariedade de um processo estocasticos, serdo utilizados dois exemplos
classicos de processos auto-regressivos de ordem 1(AR(1)), ou seja, processos em
que o valor em t depende do valor em t-1. Os exemplos serdo do modelo “sem” ¢
“com” deslocamento, definido como uma constante adicionada a cada momento

do processo.

Exemplo 1:

Seja o processo estocastico sem deslocamento .= pl¥,_, em que Y;
¢ o valor da série no momento t e u; é ruido branco’. Caso p = 1, ento E(¥.]
e Var(¥.) = Caso [p| <1 entdo pode-se provar que a série ¢ estacionaria.

7 Normalmente independente, com média 0 e variancia o .
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Exemplo 2:

Seja o processo estocastico com deslocamento =&+ gl em
que ¢ o deslocamento do processo. Caso p = 1, entdo E(Y,) =T
e Vaw(¥.) = Caso |p| <1 entdo pode-se provar que a série € estacionaria.

Portanto, através destes exemplos, verifica-se que a estacionariedade pode
ser testada quando obtém-se valores para p, como o realizado no teste de raiz
unitdria. O teste de raiz unitdria ¢ um dos testes de estacionariedade mais
conhecidos e aplicados atualmente.

Neste caso, as hipoteses a serem testadas sdo:

Hy: |p| =1, a série tem raiz unitaria e, portanto, ¢ ndo estacionaria.

H;: |p| <I, a série ndo tem raiz unitaria e, portanto, ¢ estacionaria.

A estatistica ¢ dada pelo Teste de Dickey-Fuller (DF):

o—1

DF = =
EP(p)

No Teste de DF, realiza-se uma regressao através do Método dos Minimos
Quadrados (MMQ), modelo em que subtraimos Yi.; dos dois lados da equagdo.
Neste caso, o parametro para Y, seria dado por (p-7) ao invés de p.

Segue a demonstra¢ao no caso do modelo sem AR(1) sem deslocamento:

E;_'Tf.lt-:l_= Fyt—j__i;'l'“t
A= (e — DY, T u,
dY, = f¥y +u,

Apesar de a estatistica do teste poder ser obtida através do método de
minimos quadrados, o p-valor que avalia o teste de que f = 0 (0 mesmo que testar
se p = 1) ndo pode ser utilizado. No entanto, sob a hipdtese nula, o estimador nao
segue a estatistica t, mesmo em grandes amostras, ou seja, pode-se utilizar o valor
da estatistica, contudo, o valor da distribui¢do de comparagao para o calculo do p-
valor € outro.

Dickey e Fuller geraram tabelas para a comparacdo da estatistica do teste
para os diferentes processos a serem considerados: processo auto-regressivo sem
deslocamento e sem tendéncia, processo auto-regressivo com deslocamento e sem

tendéncia e processo auto-regressivo com deslocamento e com tendéncia.
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O teste de raiz unitaria utilizado nesta dissertacdo foi o teste de Dickey-
Fuller aumentado, pois este modelo, ao ser testado, assume maior flexibilidade
por permitir que os erros da série sejam correlacionados, adicionando termos de
lags (defasagens) a varidvel resposta (AY).

Gujarati (2004) define, por exemplo, uma série de pregos como estacionaria,
se “a variancia e a auto-covariancia (em varios /ags) sdo invariantes com o tempo.
Esse tipo de série tenderd a retornar para a sua média (reversdo a média) e tera
uma amplitude praticamente constante.”

A principal vantagem do teste de Dikey-Fuller aumentado em relagdo ao
teste original € que, ao introduzir um nimero suficiente de defasagens, garante-se
que os residuos ndo apresentem auto-correlagdo podendo, assim, acomodar um
maior numero de processos estocasticos além do AR(1).

Assim, o processo estocastico considerado tem a sua forma geral dada por:

AY, = fy+ 8. Yiey + Gt + %, @, AY._, sendo ¢ o tempo, u, o ruido

branco, AYw; = (Ye1 — Ye2), AY2 = (Yo — Yi3) €, assim, por diante. A estatistica
do teste aumentado ¢ a mesma do teste ¢ da regressdo e a distribuicdo ¢ a mesma
tabelada para os valores criticos definidos por Dickey e Fuller e que podem ser
encontrados em Gujarati (2004).

A defini¢do do lag (m) ¢, geralmente, realizada pelos sofiwares estatisticos,

que, a partir de um critério de /ag, normalmente buscam a seguinte minimizagao:

(Zk}rln (RSS], onde RSS ¢ a soma de quadrados dos residuos e k& € o nimero de
n n

regressores, incluindo o intercepto.

Como mencionado, nesta dissertagdo, serd utilizado o Teste de Dickey-
Fuller aumentado. Para tanto, considera-se a seguinte série, modelo AR(1):
x,—x,_, =a+(b-1)x_, +¢,,sendo & um ruido branco.

A partir desta série, sdo levantadas as seguintes hipdteses (nula e alternativa)

para aplicacdo de um teste de hipoteses, utilizado no Teste de Dickey-Fuller

aumentado:
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O Teste da Raiz Unitaria de Dickey-Fuller ¢ utilizado para verificagdo da
rejei¢ao da hipotese de um modelo de MGB.

A hipdtese nula verifica a presenga de alguma raiz unitdria em uma série, de
forma a ndo ser estaciondria. Ja a hipotese alternativa verifica se esta série ¢
estacionaria. Para aplicacdo deste teste e também do Teste da Raiz Unitaria,
considera-se uma regressao linear por minimos quadrados para a série que deu
origem ao teste de hipoteses, buscando-se a obtencdo de uma estatisticaz. A
partir do valor desta estatistica, deve-se observar a seguinte relagao:

v Se 7 < valor critico, entdo H,, € rejeitada.

Os valores criticos assintoticos do testez da Raiz Unitaria de Dickey-Fuller
com uma constante e tanto os sem como os com tendéncia temporal podem ser
consultados em Gujarati (2004) em tabelas que relacionam os tamanhos da
amostra com os niveis de confianca. Estes valores criticos também podem ser

obtidos quando os dados sdo trabalhados por softwares estatisticos.

3.2.6.2.
Teste da Razdo de Variancia

Segundo Pindyck (1999), o Teste de Razao de Variancia ¢ uma metodologia
alternativa na investigacdo de uma série de dados, avaliando-se se ela ¢ aderente
ao MGB ou ao MRM.

Confome visto no Teste da Raiz Unitaria de Dickey-Fuller, se uma série ¢
ndo estaciondria, entdo a varidncia aumenta com o passar do tempo. Utilizando
este argumento como indicador do nivel de estacionariedade de um processo
estocastico, aplica-se uma metodologia que considera como parametro a ser

avaliado a estatistica (R, ) da razdo de variancias, dada por:

_ lFar(fy,, — 6

Bl = — -
¥ kPariYi, — 1)

Sendo k o lag avaliado.
Se um processo estocastico Y; for ndo estaciondrio, entdo BV, aumentard

linearmente, de acordo com o aumento de k&, chegando préximo ao valor de 1;

caso contrario, se o processo for estaciondrio, ou seja, se os valores revertem-se
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para o equilibrio de longo prazo, entdo esta razdo tendera a cair chegando a
valores proximos de zero.
A aplicagdo deste teste pode ser dispensada, caso confirme-se, pelo Teste da

Raiz Unitéria de Dickey-Fuller, que um modelo ¢ aderente ao MRM.

3.2.7.
Modelos de Precificacdo das Opcdes

A valoragdo das Opg¢des Financeiras tem se mostrado como um desafio
bastante complexo no que tange a aplicacao das metodologias mais adequadas,
considerando as intimeras variaveis de incerteza que, atualmente, abrangem a
avaliagdo por Opgdes. Objetivando uma abordagem mais conceitual, alguns
modelos serdao apresentados, de forma simplificada, sem grandes formalismos do
ponto de vista matematico.

A seguir, sera apresentado o Modelo Analitico de Black e Scholes, bem
como serdo ainda apresentados os Modelos Numéricos® Binomial e de Monte

Carlo.

3.2.7.1.
Modelo de Black e Scholes

Nos anos 70, Fischer Black ¢ Myron Scholes desenvolveram uma féormula
analitica para precificacdo de Opgdes Financeiras do tipo europeu. Esta formula
foi fundamental no campo das finangas, no que se refere as teorias relacionadas a
precificacdo de ativos.

No modelo de Black & Scholes, consideram-se as seguintes premissas:

Os precos dos ativos envolvidos seguem uma distribui¢dao lognormal;
e A negociagao dos titulos pode ser realizada de forma continua, podendo

estes ainda serem subdivididos;

Neste modelo ndo ha oportunidade de arbitragem’;

A volatilidade do ativo em questdo ¢ constante;

¥ Sdo modelos dindmicos, que ndo podem ser representados por formulas matematicas e, portanto,
nao possuem solucdes analiticas. S3o modelos que apresentam solugdes numéricas, ou seja,
solugdes obtidas por aproximagdes. Exemplos: resolucdes de equagdes diferenciais ordindrias e
parciais para descri¢do do comportamento dindmico de sistemas fisicos através de familias de
curvas obtidas através destas equagdes.

? Arbitragem consiste na possibilidade de se obter lucro no mercado sem risco e sem investimento
liquido (sem ter dinheiro), conforme Dias (2014).
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Os investidores podem realizar captagdo a taxa de juros livre de risco;

A taxa de juros de curto prazo ¢ a taxa livre de risco.

A formula de Black & Scholes depende das seguintes varidveis basicas:

Preco do ativo basico ou subjacente (.S);

Preco de exercicio da opg¢ao (X);

Volatilidade do ativo bésico ou subjacente (desvio padrdo da taxa de
retorno (o) );

Prazo ao vencimento da opg¢ao (7-2);

Taxa de juros livre de risco (r);

As Equagdes de Black & Scholes sem considerar o pagamento de

dividendos (6 = 0), sdo:

C =SN(d,)-Xe ™™ N(d,)

P =Xe"""N(-d,)-SN(d,)

Sendo:
g _In(S/X)+(r+ o’ [2)(T -1)
: o J(T—1)
d _In(S/X)+(r-0?/2)(T 1) —d o JT)

oJ(T—t)

N(x) = representa a funcdo de probabilidade acumulada para uma

variavel normal padronizada.

Utilizando um modelo que inclui o pagamento de dividendos (5 # 0), tem-

se a seguinte formula para uma opg¢do de compra (C) europeia:

C=8e’"N((h)-Xe ™" N(h— o (T —t)),onde :

- ln(S/X)+(r—5+0'2/2)T

0\/(T—t)
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A determinacdo da volatilidade ndo ¢ um procedimento trivial, pois ¢ dificil
se chegar a um valor exato deste parametro, que deve ser estimado entre a data de
negociacdo de uma opgdo e a do seu vencimento. De acordo com Hull (2002),
existem, basicamente, dois métodos para estimagdo da volatilidade:

e Volatilidade Histérica — sdo analisadas amostras de dados do passado
(séries historicas) e supde-se que o comportamento dos dados no futuro
seguirdo estas tendéncias histdricas; e

e Volatidade Implicita das op¢des do mercado — considera-se a taxa de

variagdo verificada no mercado em relagdo ao ativo basico ().

As criticas mais comuns ao Modelo de Black &Scholes sdo:
¢ a sua ndo adequagdo a realidade em alguns casos, pois as premissas deste
modelo analitico devem ser simplificadas para a sua aplicagao;

¢ foi desenvolvido apenas para utilizacdo em opgdes europeias.

Apesar das simplificagdes existentes no modelo de Black & Scholes, em
parte significativa dos casos, obtém-se um valor proximo ao valor real da opgao.

Opgdes também podem ser resolvidas por Métodos Numéricos, como a
Simulacao de Monte Carlo (SMC), o Modelo Binomial e por Diferencas Finitas
implicitas e explicitas. Ja as as opgOes americanas devem ser calculadas através de
resolugdes numéricas, seja através de equacdes diferenciais parciais (EDP’s) ou
por aproximagdes analiticas que, por exemplo, considerem uma relagao tal como:
“Opcao Americana = Opcao Europeia + Prémio pelo Exercicio Antecipado”,
relacdo esta que corrobora o fato de que uma opg¢do americana apresenta mais
valor do que uma europeia. Como mencionado, destaca-se que as opgoes

americanas necessitam de instrumentos matematicos mais sofisticados.

3.2.7.2.
Modelo Binomial

Conforme Copeland e Antikarov (2002), o Modelo Binomial recorre a
Teoria das Probabilidades para desenvolvimento de uma abordagem com arvores
binomiais que objetivam explicitar o aprecamento das opg¢des, empregando
técnicas matemadticas mais simples do que as utilizadas na formula de Black &
Scholes, ou em resolugcdes numéricas através da discretizagdo das equagdes

diferenciais parciais (EDP’s).
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Esta abordagem binomial das Opc¢des, utilizando técnicas de matematica
discreta, torna mais faceis e praticas as solucdes de problemas de Opgdes Reais.
Este modelo ¢ o mais intuitivo dentre os métodos numéricos de valoracao de
ativos.

A Arvore Binomial é, basicamente, uma arvore de decisdo que explicita
diferentes trajetorias que poderdo ser seguidas, como, por exemplo, pelo preco de
um ativo ao longo do tempo, buscando, assim, capturar o valor desconhecido das
flexibilidades intrinsecas ao processo de escolha.

Conforme Dias (2014), com a publicagdo do artigo de Cox & Ross &
Rubinstein (1979), o Método Binomial tornou-se mais utilizado como ferramenta
para o calculo das Opg¢des Reais do tipo americanas. Este método ¢ o que melhor
se aplica as op¢des americanas, sendo mais simples e intuitivo que o método das
equacdes diferenciais, isso porque avalia todas as alteracdes possiveis através de
analises por arvores e capta, de forma mais eficiente, as possibilidades de
exercicio antecipado.

O Modelo Binomial requer inicialmente a escolha de determinados critérios,
denominados fatores de subida e de descida (u e d, respectivamente), para que a
Arvore Binomial seja uma aproximagédo discreta de um processo estocastico em
tempo continuo — MGB ou MRM. Considerando » uma taxa de desconto livre de
risco, deve-se observar a seguinte relagdo: d <1+7<u para a ndo ocorréncia de
arbitragem.

Destaca-se que uma maneira pratica é que u e d sejam escolhidos, de forma
que suas arvores binomiais recombinem, ou seja, “com que os valores de um
cenario apos uma subida seguida de uma descida sejam iguais aos valores do
cenario de uma descida seguida de uma subida” (Dias, 2014). A recombinacio
mostra-se eficaz a fim de se evitarem tempos computacionais demasiadamente
elevados, os quais sdo observados nas arvores nao-recombinantes.

A Figura 9, para o ativo V, mostra uma arvore recombinante de trés
periodos (n=3), de maneira que os fatores multiplicativos apresentem a relagdo d

= 1/u:
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Cenarios emt=3

valor do
Vt=uaV projeto |probabilidade
Vud p3

vuld |3p2(1-p)

Arvore Binomial Recombinante com d = 1/u

Figura 9 - Arvore Binomial Recombinante (n=3)
Fonte: Dias (2014).

Na Figura 9, tem-se: Vu — V' em movimento de subida ¢ Vd — V em
movimento de descida, sendo u e v os fatores multiplicativos que introduzem as
suas respectivas tendéncias. Apds “n” periodos, uma arvore recombinante
apresentara n + 1 cendrios; contudo, ndo sendo recombinante, o nimero de
cenarios de uma arvore serd igual a 2n.Essa reducdo de cenarios dasarvores
recombinantes implica na redugao dos seus respectivos tempos computacionais.

Para fins de célculo dos valores através de planilhas, as arvores podem ainda
ser apresentadas no formato de tabelas, organizadas de forma decrescente, tendo

nas suas primeiras linhas os cendrios extremos superiores, como ilustra a Tabela

2, construida a partir da Arvore Binomial anterior (Figura 9):

t=0 t=1 t=2 =3
Vv uVv u’v uwv
- dv udV udv
_ - v ud’v
- — — a’v

Tabela 2 - Tabela para Arvore Binomial Recombinante (n=3)
Fonte: Elaboragao propria.
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Garantida a condi¢do de ndo arbitragem (d <147 <u ), as probabilidades
neutras ao risco'’ de subida e de descida do valor do ativo basico (V) sdo,
respectivamente, p e (1-p), probabilidades estas que obedecem a seguinte
rela¢do: pu+(1— p).d =1+r. Assim, deduz-se que:

V_qu+(1—p)Vd I+r—d

,sendo p=
1+r P u—d

Verificam-se ainda as seguintes relagdes para os valores da opg¢do de

compra nos dois cenarios, de subida e de descida:

Cu= pCuu+(1_p)Cud Cd = pcdu+(1_p)cdd
1+r 1+r

Cu=Max(0,Vu-K)  Cd = Max(0,Vd-K)

Em que K ¢ o preco de exercicio da opcao, ¢ Vu e de Vd sao os valores do
ativo subjacente nos cenarios de subida e descida, respectivamente. Os parametros
u e d podem ser calculados através das seguintes relacdes:

€C__ 9

u ,com At =T/n , sendo T a vida 1til da opcdo e “n” o

=" - d=eN =1fu
nimero de periodos em que se deseja estudar os possiveis movimentos do ativo
basico.

Nelson e Ramaswany (1990) apresentaram um procedimento metodologico
para aproximagdo do modelo Ornstein-Uhlenbeck para Arvore Binomial
recombinante. O modelo proposto por esses autores utiliza uma sequéncia
binomial simples de duragcdo Afcom 7 periodos e um horizonte de tempo 7, sendo
T =n.At.

Para modelagem binomial, segundo o MRM, devem ser estimados os
seguintes parametros: u, d, p, € 1-p, que sdo, respectivamente, movimento de

subida, movimento de descida, e probabilidades de subida e de descida em um

periodo t:
u=x =x_ +ovJAt, d=x =x,_ —oJAt

' No Modelo Binomial, geralmente adota-se uma abordagem neutra ao risco para nio haver
necessidade de ajuste na taxa de desconto, pois o ajuste € feito nas probabilidades de acréscimo (u)
e de descréscimo (d) através da aplicacdo da taxa livre de risco r.
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As probabilidades de subida e de descida nas ramificagdes sdo obtidas
igualando-se a média e a variancia do n6 binomial com aqueles parametros do
processo estocastico continuo, garantindo, assim, a convergéncia quando At — 0.

Conforme Bastian Pinto (2009), no MRM, pode-se utilizar a seguinte
equacdo para determinagdo das restricdes nos nés binomiais, a fim de se construir

arvores neutras ao risco:

77|: J_C_ix/ﬁ _xti|
p. =Max| 0, Min 1,%+% ( ) VAL | | (14), onde:
' o

e p.: conjunto de probabilidades que compdem uma Arvore Binomial e

estdo associadas a uma série pregos X, .

e x, : série de precos aderente ao MRM.

+

e x" e x : movimentos de subida e de descida da série de precosX,,

respectivamente.
e p, e l-p: probabilidades de subida e de descida da série de precos X, ,
respectivamente.

e 7:velocidade de reversdo a média de X, .
e x:média de reversdo de longo prazo de X, .
e o:volatilidade de X, .

e A :prémio de risco de X, .

3.2.7.3.
Simulacédo de Monte Carlo (SMC)

A Simulacao de Monte Carlo (SMC), criada durante a Segunda Guerra
Mundial, consiste, basicamente, em um processo através do qual desenham-se os
possiveis caminhos aleatdrios percorridos por uma determinada amostra para
modelagem das incertezas. As simula¢des, no ambito da SMC para as opgdes
europeias, consideram apenas as datas de expiracdo, enquanto, nas americanas,

simula-se todo o caminho.
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Trata-se de um método numérico computacional que utiliza técnicas de
amostragem probabilistica''das distribui¢des de probabilidade das variaveis de
entrada (inputs) através de processos de simulagdo estocastica, gerando, assim, as
variaveis de saida (outputs), sendo estas representadas por distribuicdes de
probabilidades, como ilustra a Figura 10. Portanto, a SMC, enquanto metodologia
estocastica, € bastante eficaz na valoracao das incertezas intrinsecas aos processos

estocasticos.

Figura 10 - Inputs, Outputs e Distribui¢des Probabilisticas.
Fonte: Kodukula e Papudesu (2006), Adaptado.

Existem dois tipos de simulacdo: a real e a neutra ao risco. Na real,
considera-se o processo para, por exemplo, realizar-se estimativas reais de
probabilidade para planejamento, enquanto que, para valoragdo de opgdes e
derivativos, utiliza-se a simulag¢do neutra ao risco (drift neutro ao risco = drift real
— prémio de risco). Métodos neutros ao risco, geralmente, combinam tanto
incertezas técnicas como de mercado em modelos de Opcdes Reais e apresentam
probabilidades teoricas ou artificiais (probabilidades neutras ao risco, que nao sao
as reais, sendo utilizadas para poder se aplicar a taxa livre de risco como taxa de
desconto). Neste trabalho, serdo aplicadas tanto as simulagdes reais como as

neutras ao risco.

"Procedimento em que todos os elementos da Populagio tém uma probabilidade conhecida e
superior a zero de integrar a Amostra.
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Nesta dissertagdo e no contexto do MRM, serd analisada uma sequéncia de
Opcoes Reais européias para avaliagao dos melhores caminhos a fim de valorar as
flexibilidades em cada data de decis@o (todos os meses ao longo de 12 meses).

Para SMC podem ser utilizados softwares comerciais. Nesta dissertacao, o
software utilizado para a simulagio do estudo de caso é o @Risk™”.

O @Risk realiza simulagdes de forma integrada ao Excel, e possui
funcionalidades para geragdo de numeros aleatorios, conforme as distribui¢des de
probabilidades especificas a serem estabelecidas para os inputs, como mostra a

Figura 11.

B B A e m g

Simulagbes 1 =

Definir  Adicionar | Inserir Definir Ajustede  Janela do X . = = et Iniciar
Distribuigiies Output Fungdo Correlagdes Distribuicbes = Modelo Configuragdes f 72 E A simulagio
Funcées de Distribuicio Simulagéo
H3 ke Lomum ' ﬂ RiskBetaGeneral ‘ RiskMormal
Continua > =
R v |l Risksinomiat ‘ RiskPert
5 . Pardmetro Alternativo b ‘ RiskCurnul illla.. RiskPoisson ]
Especial 2 A
A =F lr "“ RiskDiscrete A RiskTriang
2 Funcées Estatisticas
3 Tedrica N L RiskExpon A RiskTrigen
4 : p
5 Resultades da Simulagie ‘ RiskGamma i RiskUniform
= Seis Sigma 3 =
RiskGeneral RiskVary
7 Outras Fungdes ‘ A %
] Output 3 E RiskHistogrm A RiskWeibull
9 Ajustand 3
> Sl rioy L RiskLognorm
1o Projeto 3
2 Série temporal 3
13 Misceldneo 3
14 Propriedade 3
15 Favoritos
16

Gerenciar Favoritos...
17

Figura 11 - Inputs e Distribui¢des Probabilisticas no @Risk
Fonte: Simulador @Risk e Excel.

No @Risk, a partir da modelagem dos inputs, definem-se as formulas e as

células para os outputs (Figura 12):

PUGTING)  pAGINAINICIAL  INSERR  LAYOUTDAPAGINA  FORMULAS  DADOS  REVISAG  EXIBICAO  DESENVOLVEDOR  SUPLEMENTOS  BRISK Samuel Cardaso ~
B p vl 23 jteracBes 1 - ] ¥ ] & = § =,
‘1 nl. f.r a A 22 lteragdes 0000 l Tl Y [ ' )gr ”4 f [E Colorir células

e 4 Simulages 1 - o ¥ Definir Fi 5 o Utilidades -
Definir  Adicionar Inserit  Definir  Ajustede Janela do g lemm nicar  Relatérios Andlses  RISK  Série  Bibliotecs
Distribuigtes  Output Funcéo - Comelagdes Distribuices~ Modelo  Configuragées &1 SET Simulagio  do Excel Result 2 Avangadas * Optimi poral =+ @ Ajuda-
Modelo Simulagia Resultados Fe Ajuda
G2 - :
A B Y o E F G H o P Q R T
4
5

Figura 12 - Células para os Outputs no @Risk
Fonte: Simulador @Risk e Excel.

2.0 @Risk, software produzido pela Palisade, é o add-in ou complemento para execucio da
Simulagdo de Monte Carlo com o Microsoft Excel.
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Apos as iteragdes solicitadas ao @Risk, obtém-se, realizada a simulagdo,

uma distribui¢ao de probabilidades para os outputs, como mostra a Figura 13:

& d S Portfolic Analysss 1 - Basic @RISK Modeladsx - Microsoft Excel LB
Home  Intert  Pageluyout  Formulas  Dats  AciveDstsa  Review  View  Developer s@oFid
1 5l f ’ A 2% & i re > "’4 ﬁ o Utilities =
£ = h 7 L 7 peters N 53’ & ...
Define  Add  Insest Define  Distribution Model | Evcel Browe Advinced _RISK Time Project Libtary | o
Dustritutions Output Function = Comelations  Fitting = Window | S#3ting n | Reports Resumts| L) (K] (51 58] anatyses - optim Series - 53 videos
7 Je | =IF(AND{ISTEXT("_RiskOutput_J" X s
[ L - s alliy RISK - Ourwr:cts o|@E| 5
A B c 2] E [ Tooumeas =] Q=
x atistics -
2 Portfolio return — ——
] Known inputs Steckl  Stock?  Stock3 7.6% & e 2l
4 Currant stack price 4547 43343 $ara7 i o e OO 12~ c‘?@%
5 Shares purchased 3000 2000 1500 Mazmum 93.83%
| 6 Time to hold [years) o5 0.5 05 || 15 % Mean 9.78%
T Mean annual growth rate 1247%  24.14%  16.86% | Maode T.05%
B Annual volatility 25.M% 19.85% 29.7% || 30 . [leder 8.88%
{ 9 | Std Dew 11.59%
= Il zs u SEwness 04548
10 Uncertain inputs o | Murtosa 3.4585
| 11| stockprice when sold sa68  $37.34 ssesm || W T —
12 | - " Ertors I
|13 Outputs Fwed 00
14 Stockretumns 4.70%  11.72% I‘z; : :“'
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Figura 13 - Outputs e Distribui¢cdes Probabilisticas no @Risk
Fonte: http://www.palisade.com/risk/default.asp

As distribui¢des continuas de probabilidade mais comuns na simulagcdo com
@Risk sdo:

e Distribuicio Normal — conhecida também como “curva do sino”. O
usuario simplesmente define a média (valor esperado) e um desvio
padrdo para descrever as variagdes em relagdo a média. Os valores no
meio, perto da média, sdo os que apresentam maior probabilidade de
ocorréncia. A sua variabilidade ¢ controlada pelo desvio padrdo. Esta
distribuicao € simétrica e representa muitos fendmenos naturais. As taxas
de inflagdo podem sertambém representadas por este modelo de
distribuicao.

e Lognormal — nesta distribuicao os valores sdo positivamente assimétricos
ou distorcidos; ndo sdo simétricos como na distribui¢do normal. Ela é
usada para representar valores que ndo passam abaixo de zero e que
apresentam um potencial positivo ilimitado. E, na verdade, uma
exponencial da Normal. Exemplos de variaveis representadas por
Distribui¢des Lognormal: valores de imdveis, pregos de agdes e reservas

petroliferas.
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e Uniforme — nesta distribuicdo todos os valores tém probabilidade igual
de ocorréncia; o usudrio simplesmente define o minimo € o maximo.
Exemplos de varidveis que poderiam apresentam uma distribuicao
uniforme: custos de fabricacao e receitas de vendas futuras de um novo
produto.

e Triangular — o usuério define os valores minino, mais provavel (moda) e
maximo. Os valores ao redor do valor mais provavel tém maior
probabilidade de ocorrer. Varidveis que poderiam ser representadas por
uma distribui¢do triangular: histérico de vendas passadas, por unidade de

tempo, e niveis de estoque.

No @Risk, também podem ser utilizadas distribuicdes discretas de
probabilidade. E importante destacar que, através do @Risk, ¢ possivel criar
graficos de diferentes resultados e suas respectivas probabilidades de ocorréncia,
comunicando, assim,mais facilmente as partes interessadas por meio de uma
interface mais amigéavel. Pode-se fazer ainda uma correlagdo entre inputs, pois, na
SMC com @Risk, as relagdes interdependentes entre as variaveis de input podem
ser analisadas graficamente. Isto ¢ importante para verificar que, quando
determinados fatores sobem, outros também sobem ou caem, de acordo com cada
caso.

Conforme Dias (2014), a SMC, aplicada as Opg¢des Reais, apresenta as
seguintes etapas:

e Especificagdo das distribui¢des de probabilidade dos inputs, bem como

0S Seus proprios processos estocasticos;

e Geragao de uma amostra aleatdria com os inputs;

e Realizagdo de operagdes matematicas com as amostras dos inputs para o

calculo estocastico que ira gerar os outputs,

e Repeticdo dos passos anteriores n vezes (n iteragdes ou recalculos),

gerando, assim, n outputs;

e Determinacdo de propriedades gerais, como a média ou outros

parametros estocasticos, representativos da distribuicdo dos outputs

gerados ao fim do processo de simulagdo.
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Em sintese, as etapas da SMC podem ser esquematizadas na Figura 14, a

seguir:

fﬂ . A Operacdes

H matemsaticas

/ (+, =", exp[), etc.)
! com os inputs

—/ e 2ol == = amostrados.
Input 1 Input 2 Input n
output de

pr——— uma iteracao

Apos muitas (N) do sutputs |

iteracoes: J \
J \

Figura 14 - Esquematizagao das etapas da SMC.
Fonte: Dias (2014).

Destaca-se que para valorar as opg¢des por meio da simulagdo, deve-se obter
a equacao discretizada do processo estocdstico, haja vista que esta equagdo ¢
representativa do processo e descreve a sua trajetoria.

Nesta dissertagdo sera aplicada a SMC para modelagem dos precos da
celulose de fibra curta (short-fiber) — BHKP. Ressalta-se que as Equagdes (9 ¢
11), equagdes discretas do processo estocastico MRM, serdo utilizadas para as

simulagdes deste trabalho.
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