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Resumo 

Rodrigues, Lívia Ferreira; Prada, Ricardo Bernardo (Orientador); Lima, 

André Luiz Diniz Souto (Co-Orientador). Avaliação do uso de restrição 

probabilística para a superfície de aversão a risco no problema de 

planejamento de médio prazo da operação hidrotérmica. Rio de Janeiro, 

2016. 186p. Dissertação de Mestrado – Departamento de Engenharia 

Elétrica, Pontifícia Universidade Católica do Rio de Janeiro. 

Este trabalho propõe a inclusão de restrições probabilísticas como 

alternativa para inclusão de aversão ao risco no problema de planejamento de 

longo prazo da geração em sistemas hidrotérmicos, resolvido por programação 

dinâmica dual estocástica (PDDE). Propõe-se uma abordagem menos restritiva em 

comparação com métodos alternativos de aversão a risco já avaliados no sistema 

brasileiro, como a curva de aversão ao risco (CAR) ou a superfície de aversão a 

risco (SAR). Considera-se uma decomposição de Benders de dois estágios para o 

subproblema de cada nó da árvore de cenários da PDDE, onde o subproblema de 

segundo estágio é denominado CCP-SAR. O objetivo é obter uma política 

operativa que considere explicitamente o risco de não atendimento à demanda 

vários meses à frente, no subproblema CCP-SAR, com uma modelagem contínua 

das variáveis aleatórias associadas à energia natural afluente aos reservatórios, 

segundo uma distribuição normal multivariada. A região viável para a restrição 

probabilística é aproximada por planos cortantes, construídos a partir da técnica 

de bisseção e calculando-se os gradientes dessas restrições, usando o código de 

Genz. Na primeira parte deste trabalho resolve-se de forma iterativa o 

subproblema CCP-SAR, para um determinado vetor de armazenamentos iniciais 

para o sistema. Na segunda parte do trabalho constrói-se uma superfície de 

aversão a risco probabilística, varrendo-se um espectro de valores para o 

armazenamento inicial. 

Palavras-chave 

Planejamento da operação energética; Aversão ao risco; Sistemas 

hidrotérmicos; Restrições Probabilísticas; Código de Genz; Bisseção; Planos 

cortantes. 
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Abstract 

Rodrigues, Lívia Ferreira; Prada, Ricardo Bernardo (Advisor); Lima, André 

Luiz Diniz Souto (Co-Advisor).Evaluation of probabilistic constraints for 

risk aversion surface in medium-term planning problem of 

hydrothermal operation. Rio de Janeiro, 2016. 186p. MSc. Dissertation –– 

Departamento de Engenharia Elétrica, Pontifícia Universidade Católica do 

Rio de Janeiro. 

This paper proposes the inclusion of chance constrained programming as an 

alternative to include risk aversion in the long-term power generation planning 

problem of hydrothermal systems, solved by stochastic dual dynamic 

programming (SDDP). It is proposed a less restrictive approach as compared to 

traditional methods of risk aversion that have been used in the Brazilian system, 

such as risk aversion curve (CAR) or risk aversion surface (SAR). A two-stage 

Benders decomposition subproblem is considered for each SDDP scenario, where 

the second stage subproblem is labeled CCP-SAR. The objective is to yield an 

operational policy that explicitly considers the risk of load curtailment several 

months ahead, while considering in the CCP-SAR subproblem a continuous 

multivariate normal distribution for the random variables related to energy inflows 

to the reservoirs. The feasible region for this chance constrained subproblem is 

outer approximated by linear cuts, using the bisection method which gradients 

were calculated using Genz’s code. The first part of this dissertation solves the 

multi-stage deterministic CCP-SAR problem by an iterative procedure, for a given 

initial vector storage for the system. The second part presents the probabilistic risk 

aversion surface, for a range of values of initial storage. 

Keywords 

Power system pllanning; Hydrothermal systems; Risk aversion; Chance 

Constraints Programming; Genz’s Code; Bisection; Cutting Plane. 
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Caracteres Romanos Minúsculos  

𝑡 Período (mês) 
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𝑑𝑖 Derivada da variável 𝑖 

𝑠 Segundos 

𝑐𝑡 Custo no período𝑡 
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Caracteres Gregos Maiúsculos 

∇  Gradiente da função  
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𝜑̀ Média semivariância 

𝜎𝑟
2 SemiVariância 
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𝜉𝑡
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𝛽𝑡𝑥 Taxa de juros mensal para a função de custo futuro no 
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𝜏 Instante no problema SAR 
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𝜎2 Variância 
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Sobrescritos 

𝑇 Transposta 

∗ Valor ótimo 

̃  Estocasticidade 

max
𝒙≥0

 Função de maximização com variável de decisão 𝒙 

min
𝒙≥0

 Função de minimização com variável de decisão 𝒙 

̅  Limite superior 
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Subscritos 

𝑡 Período 

𝑐𝑐𝑝 Uso para restrições probabilísticas 

𝑆𝐴𝑅 Uso para superfície de aversão a risco 

𝑠𝑢𝑝 Limite superior  

𝑖𝑛𝑓 Limite inferior 

𝑔𝑑𝑐 Método usando o código de Genz 

𝑑𝑖𝑓 Método usando diferenças finitas 

 Limite inferior 

𝑐𝑔𝑡𝑒𝑟 
Cortes gerados para aproximação do custo da função de custo 
de geração térmica 
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Abreviaturas, Siglas e Símbolos 

max
𝒙≥0

 Função de maximização com variável de decisão 𝒙 

min
𝒙≥0

 Função de minimização com variável de decisão 𝒙 

AR(p) Modelo autorregressivo de ordem p 
BETA Valor da função objetivo do problema SAR 
BIC Critério de Informação Bayesiano 
CAR Curva de Aversão a risco 
CCP Chance Constrained Programming (Restrição Probabilística) 

CCP-SAR Superfície de Aversão a risco com restrições probabilísticas  
CEPEL Centro de Pesquisa de Energia Elétrica 
CMO Custo Marginal de Operação 
CMSE Comitê de Monitoramento do Setor Elétrico 

CPAMP 
Comissão Permanente para Análise de Metodologias e 
Programas Computacionais do Setor Elétrico 

CVaR Conditional Value-at-Risk (Valor Condicional em Risco) 

DECOMP 
Modelo de Planejamento da Operação de Curto Prazo de 
Sistemas Hidrotérmicos Interligados 

DEF Déficit 
DESSEM Modelo de Despacho Hidrotérmico de Curto Prazo 

EARM Energia Armazenada 
EARMAX Energia Armazenada Máxima 

EARMI Energia Armazenada Mínima 
ECF Função Custo Térmico Equivalente 
ENA Energia Natural Afluente 

EVERT Energia Vertida 
FDP Função densidade de probabilidade 
Gb Giga bytes 

GEVAZP 
Geração de Séries Sintéticas de Energias e Vazões 
Periódicas 

GHID Geração hídrica 
GHz Giga Hertz 

GTERM Geração Térmica 
IBIS Índice da Bisseção 
ICUT Índice do Corte 
IEQV Índice do reservatório equivalente 

IGTERM Índice de Cortes gerados para aproximação do custo da 
função de custo de geração térmica 

INT Intercâmbio de Energia 
IPER Índice do período 

Liminf Limite Inferior usado na discretização 
LPPD Linearização por Partes Dinâmico 
LPPE Linearização por Partes Estatíca 

LTHTP Long Term Hydrothermal Planning 
LTHTS Long Term Hydrotherma Scheduling 
MAPE Erro Médio Absoluto Percentual 

MTHTS Medium Term Hydrothermal Scheduling 
MW Megawatts 
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MWmês Megawatts-Mês 
MWmês² Megawatts-Mês ao quadrado 

NCUT Número de Cortes 
Ndisc Número de discretizações 

NEWAVE 
Modelo de Planejamento da Operação de Longo e Médio 
Prazos de Sistemas Hidrotérmicos Interligados 

NPER Número de Períodos 
NREQV Número de Reservatórios Equivalentes 
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ONS Operador Nacional de Sistema 
OSL Optimization Subroutine Library 

PAR(p) Periódico auto-regressivo de ordem p 
PD Programação Dinâmica  

PDD Programação Dinâmica Dual 
PDDE Programação Dinâmica Dual Estocástica 

PL Programação Linear 
PLD Preço de Liquidação De Diferenças 
PMO Plano mensal de operação 
PROB Probabilidade 

PROB CGC Probabilidade do método usando o código de Genz 
PROB DIF Probabilidade do método das diferenças finitas 

PVAR Periódico Vetorial Autorregressivo 
RAM Random Access Memory (Memória de acesso randômico) 
REE Reservatório Equivalente 
SAR Superfície de Aversão a risco 
SIN Sistema Interligado Nacional 

SUISHI 
Modelo de Simulação a Usinas Individualizadas de 
Subsistemas Hidrotérmicos  Interligados 

v.a. Variável aleatória 
VaR Value-at-Risk (Valor em Risco) 

𝐹𝐶𝐹𝑡(. , . ) 
Função de custo futuro da operação do sistema para o 
problema LTHTP em função da energia armazenada e do 
conjunto de realizações da afluência passada  

𝑀𝐸𝑇𝐴𝑖  Meta do reservatório 𝑖  ao final do tempo 𝑇𝑆𝐴𝑅para o 
subproblema de aversão a risco  

𝑃𝑉𝐴𝑅𝑚 Periódico Vetorial Autorregressivo Multiplicativo 

𝑐𝑑𝑒𝑓 Custo de déficit 

𝑐𝑔𝑡𝑒𝑟𝑚 Custo de geração térmica 
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1  
Introdução 

O sistema elétrico brasileiro é predominantemente hidroelétrico, e a 

complexidade para resolver o problema de planejamento hidrotérmico é gerada 

principalmente pela incerteza das afluências naturais às usinas hidroelétricas. É 

possível citar ainda como dificuldades adicionais a existência de múltiplos 

reservatórios em cascata, limitações no nível de armazenamento dos reservatórios, 

dependência temporal entre as variáveis, não linearidade no custo das térmicas, e 

um longo horizonte temporal que não é possível ser separado no tempo, já que a 

decisão tomada hoje influência diretamente as decisões que devem ser tomadas 

amanhã. Portanto, de maneira geral, o problema de planejamento e operação do 

sistema elétrico brasileiro é um problema de otimização estocástica, não linear, 

multi-estágio e de grande porte [1] [2]. 

No Brasil, para realizar o planejamento da operação hidrotérmica utiliza-se 

uma série de modelos computacionais desenvolvidos pelo Centro de Pesquisa de 

Energia Elétrica (CEPEL) [3], estes modelos são classificados por longo, médio e 

curto prazo, de acordo com o horizonte temporal do estudo. No planejamento de 

longo prazo utiliza-se o modelo NEWAVE, executado mensalmente com 

horizonte temporal de cinco a dez anos [4], e resolvido utilizando a técnica de 

Programação Dinâmica Dual Estocástica (PDDE) [2], com interdependência 

temporal entre as variáveis aleatórias representadas por meio de um modelo 

autorregressivo periódico [5]. Por outro lado, o modelo DECOMP é de 

médio/curto prazo, executado mensalmente, e com discretização semanal durante 

o primeiro mês e mensal a partir do segundo mês [6]. Neste modelo o problema é 

resolvido usando decomposição de Benders multi-estágio [7], também conhecida 

como programação dinâmica dual (PDD).  

Tradicionalmente, o objetivo do problema de planejamento era encontrar 

uma política ótima que minimizasse o valor esperado do custo da operação, sendo 

portanto tratada como uma política neutra a qualquer risco de operação (em 

termos de princípios econômicos). Todavia, esta abordagem poderia acarretar 
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estados críticos no sistema ou até mesmo escassez de energia em casos de 

cenários de afluências mais severos, já que o sistema estaria sem critérios 

adicionais de risco. 

No segundo semestre de 2001, o Brasil se viu diante de uma crise energética 

devido a um período de seca, carência de investimento em geração e transmissão 

de energia e planejamento inadequado para suportar período de secas como 

aquele. Diante disso, questionamentos com relação à política adotada foram 

abordados. Portanto, surgiram inúmeras propostas para o sistema brasileiro 

utilizar a aversão ao risco durante a resolução do problema hidrotérmico, 

diminuindo assim a probabilidade de alcançar estados críticos.  

A primeira medida utilizada foi a curva de aversão a risco (CAR), proposta 

pelo Comitê de Revitalização do Modelo do Setor Elétrico [8]. A CAR é uma 

curva de valores mínimos de armazenamento para cada reservatório equivalente 

1
que compõe o sistema, seguindo a característica de cada região [9]. O objetivo 

era que o sistema operasse respeitando o nível mínimo de armazenamento 

independente do custo que pudesse gerar ao despachar térmicas para assegurar o 

nível mínimo. A CAR foi utilizada até setembro de 2013,quando deu lugar ao 

Conditional Value-at-Risk (CVaR), após um longo processo de validação 

realizado pela Comissão Permanente para Análise de Metodologias e Programas 

Computacionais do Setor Elétrico– CPAMP [8]. 

O CVaR é uma medida de risco que,para um quantil associado ao percentil 

𝛼 , retorna o valor esperado dos valores inferiores a esse quantil
2
. Assim, é 

introduzida uma nova medida de risco aplicada ao planejamento da operação e 

despacho, construção do preço spot e com impacto no planejamento da expansão. 

Outra alternativa para caracterizar aversão à risco no problema de 

planejamento da operação é a superfície de aversão a risco (SAR) [10] [11] [12], 

considerada como um aperfeiçoamento da curva de aversão a risco (CAR) e que 

também foi avaliada pela CPAMP nos estudos realizados em 2013. A SAR 

considera de forma explícita o intercâmbio de energia entre subsistemas, enquanto 

a CAR define níveis metas individuais para cada reservatório equivalente em 

                                                 
1 No planejamento de longo prazo, as usinas hidroelétricas são representadas de forma 

simplificada, por meio de reservatórios equivalentes de energia 
2
 Considerando problemas de maximização. Em problemas de minimização de custo, como o 

considerado neste trabalho, aplica-se o CVaR a valores acima de determinado quantil associado ao 

percentil . 
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todos os períodos com base em determinadas hipóteses de intercâmbio. 

Entretanto, os estudos em [10] apontam que a SAR levou ao aumento 

computacional da resolução do problema NEWAVE onde é utilizada a 

programação dinâmica dual estocástica, além de aumentos excessivos no custo 

marginal de operação do sistema. 

O objetivo da SAR é estabelecer uma condição para o sistema de abril a 

novembro de cada ano que possa garantir 100% de atendimento a um nível meta 

ao final de novembro, na ocorrência de um determinado cenário crítico. O 

subproblema SAR é convexo, portanto pode ser introduzido no problema da 

PDDE utilizando aproximações de primeira ordem (decomposição de Benders) de 

dois estágios em cada subproblema no NEWAVE, não acarretando uma 

modificação substancial no problema da programação dual estocástica 

implementado no modelo NEWAVE. Uma descrição mais detalhada da 

metodologia SAR aplicada originalmente no NEWAVE é apresentada em [13], a 

qual foi aprimorada em [14] de forma a reduzir o tempo computacional e evitar 

aumentos exagerados no custo marginal de operação. 

1.1  
Motivação 

A superfície de aversão a risco utiliza cenários de afluências críticas 

determinísticas, portanto os recursos disponíveis devem atender à demanda com 

probabilidade 100% para estas séries. A principal motivação deste trabalho é a 

utilização das restrições probabilísticas como uma modelagem alternativa ao 

subproblema da SAR, em que se leva em consideração que a afluência é uma 

variável aleatória contínua do problema com uma distribuição multivariada, 

supostamente conhecida. Neste caso, a demanda deve ser atendida com um 

determinado nível de probabilidade, considerando todo o espectro de possíveis 

ocorrências para as vazões estocásticas às usinas hidroelétricas. Portanto, o 

enfoque é trazer uma abordagem menos conservadora, no atendimento do nível 

meta, que a superfície de aversão a risco. 
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A programação com restrições probabilísticas (CCP
3
), que é uma técnica 

proposta a partir do final da década de 1950 [15] [16] [17], é uma abordagem 

antiga todavia não está consolidada no problema de planejamento hidrotérmico 

reais e com dimensões maiores. Recentemente, ocorreu uma série de 

desenvolvimentos desta metodologia [18] [19], devido ao desafio imposto pela 

dificuldade de representação do problema e do grau de importância sob o ponto de 

visto matemático. 

1.2  
Objetivos 

A proposta deste trabalho é estudar o uso de restrições probabilisticas no 

problema de planejamento de médio/longo prazo, em particular no subproblema 

associado à superfície de aversão a risco, será denominado CCP-SAR nesta 

dissertação. Para isso utiliza-se uma distribuição de probabilidade multivariada 

para as energias afluentes aos reservatórios equivalentes do sistema, com 

demanda conhecida que deve ser atendida em um nível de probabilidade 

prédefinido. Para resolução do problema por PDDE, as restrições probabilísticas 

devem seguir os requisitos de convexidade, o que leva a alguns requisitos de log-

concavidade para as funções de distribuição da variável aleatória. Além disso, 

devem ser calculados os valores da distribuição de probabilidade e gradientes 

associdados a essa função. 

O método da bisseção é utilizado para encontrar os pontos de fronteira que 

atendam as restrição probabilística no subproblema da SAR, ou seja, que sigam o 

atendimento à demanda com o exato nível de probabilidade desejado. Utiliza-se o 

código de Genz [55] para o cálculo das probabilidades e gradientes, e a região 

viável do subproblema SARé caracterizada por aproximações de primeira ordem, 

pelo método de planos cortantes. 

A abordagem proposta é dividida em dois módulos: primeiramente resolve-

se o subproblema CCP-SAR estático, para um dado nível de armazenamento final 

no subproblema da PDDE; em uma segunda etapa, calculam-se os cortes  que o 

subproblema CCP-SAR devem fornecer à PDDE, estabelecendo condições para o 

armazenamento final dos reservatórios no seu subproblema correspondente. As 

                                                 
3indicado pela sigla associada ao termo em inglês: "chance-constrainedprogramming". 
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variáveis aleatórias serão assumidas seguindo uma distribuição Gaussiana com 

correlação não só temporal e espacial,  mas também espaço-temporal
4
. 

Finalmente, esta dissertação objetiva contribuir com o avanço do uso de 

restrições probabilísticas (CCP) em problema de planejamento hidrotérmico, 

como um critério de segurança da operação. 

1.3  
Estrutura da Dissertação 

Esta dissertação está dividida da maneira descrita a seguir: 

 no Capítulo 2 o problema de planejamento hidrotérmico será caracterizado e 

realizada uma revisão sobre medidas de risco e suas aplicações no 

planejamento hidrotérmico brasileiro será realizado; 

 o Capítulo 3 dedica-se a apresentar a superfície de aversão a risco (SAR) e suas 

abordagens na literatura; 

 no Capítulo 4 é feita uma revisão sobre restrições probabilísticas, suas 

características, classificações e aplicações no planejamento da operação 

hidrotérmica. Ainda neste capítulo é verificado o método iterativo de cálculo 

do gradiente de uma distribuição gaussiana; 

 o Capítulo 5 trata da aplicação do CCP em contexto de um problema multi-

estágio estático.Realizam-se estudos de convexidade de distribuições de 

probabilidade, dependência temporal, dependência espacial e dependência 

espaço temporal entre as variáveis aleatórias do problema. Formula-se o 

subproblema de CCP-SAR, estuda-se a convexidade da região viável para 

restrições probabilísticas e desenvolve-se uma estratégia de solução que 

envolve a construção de planos cortantes para aproximar as restrições 

probabilísticas, utilizando método da bisseção e uso do código de Genz para 

cálculo do gradiente dessas restrições o subproblema CCP-SAR é resolvido 

então pelo método de “PL único” (sem decomposição), de forma iterativa; 

 no Capítulo 6 é feita a abordagem de integração do subproblema de CCP-SAR 

de forma a priori na PDDE;e 

                                                 
4

 Isto significa que se modela explicitamente também a relação entre afluência a um 

reservatório em um período t com a afluência em outro reservatório em outro período t´. 
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 resultados numéricos são apresentados no Capitulo 7, tanto da 

modelagem estática quanto da modelagem dinâmica a priori da PDDE. 
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2  
Problema de Planejamento Hidrotérmico 

O sistema de geração brasileiro é predominantemente hidroelétrico, onde 

uma variável de importância significativa para o planejamento da operação é o 

nível de armazenamento dos reservatórios equivalentes de energia (REE). Este 

nível de armazenamento é influenciado por uma série de incertezas com relação às 

afluências futuras, visto que estudos na série histórica de afluência apuram 

períodos de seca [3], tornando o problema de planejamento estocástico e 

complexo. Por esta incerteza e um longo período de planejamento, os 

reservatórios devem operar a um nível de armazenamento de segurança para que 

não se esgotem os recursos quando vier um período de seca, dado que existe forte 

acoplamento temporal no problema, em que a decisão operativa realizada hoje 

influencia a decisão que será tomada amanhã. 

Para garantir maior segurança ao sistema, adiciona-se a geração térmica, a 

um custo maior, o que permite atenderá demanda sem esgotarem os recursos dos 

reservatórios. Tradicionalmente, o problema do planejamento consiste em realizar 

um despacho ótimo entre térmicas e hidroelétricas que resulte no atendimento da 

demanda ao menor custo.  

O problema de planejamento hidrotérmico possui como características:(i) a 

incerteza sobre as afluências aos reservatórios,e por esse motivo é um problema 

estocástico;(ii) a existência de múltiplos reservatórios em cascata;(iii) a 

necessidade da otimização multi-período, (iv)  a função objetivo é não linear 

devido ao custo de operação térmica e a função de produção das usinas 

hidroelétricas;(v) a limitação do volume armazenado nos reservatórios, 

influenciando ainda mais a relação entre as decisões presentes e as consequências 

futuras. Por todas essas questões, o problema do planejamento da operação do 

sistema hidrotérmico é estocástico, multi-estágio e de grande porte [1], sendo 

desta forma bastante complexo e não separável no tempo. 
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No Brasil, o Operador Nacional do Sistema Elétrico (ONS) é responsável 

pela operação do sistema hidrotérmico, assegurando as condições de segurança 

para o futuro, com o auxílio de modelos computacionais desenvolvidos pelo 

Centro de Pesquisa de Energia Elétrica (CEPEL) [3]. O principal objetivo do 

planejamento tradicional da operação é minimizar o custo de atendimento à 

demanda, que é composto pelo custo do combustível das unidades termoelétricas 

somada às penalidades de eventuais déficits de energia, tendo em vista as futuras 

condições do sistema, como por exemplo a disponibilidade de recursos e 

restrições físicas. 

Por ser um problema de planejamento de longo prazo, o nível de 

detalhamento necessário e a complexidade no processo de modelagem da 

representação do sistema físico é menor do que no curto prazo. Porém, na 

operação de curto prazo a incerteza da afluência afeta de forma menos 

significativa o problema. Com o objetivo de lidar com a diversidade do problema 

e melhoria na resolução do tempo computacional, o CEPEL desenvolveu modelos 

diferentes para tratar operação de longo, médio e curto prazo, que possuem níveis 

de detalhamento específicos para cada caso. 

O programa NEWAVE [4] representa o modelo de longo/médio prazo, 

executado mensalmente, com discretização mensal e cinco a dez anos de 

horizonte temporal. O modelo DECOMP trata do de médio/curto prazo, executado 

semanalmente, com discretização semanal durante o primeiro mês e mensal a 

partir do segundo mês [3]. Através desses modelos o operador do sistema obtém 

uma política de operação, que resulta na otimização do despacho hidrotérmico, 

atendendo à demanda ao longo do período de planejamento. Como modelo de 

médio/curto prazo é possível citar também DESSEM [20], desenvolvido para a 

programação diária da operação utilizando a Programação Dinâmica Dual (PDD). 

O modelo de médio/longo prazo utiliza como janela temporal 120 meses 

(10 anos) à frente e o objetivo do planejamento é minimizar o custo de operação, 

ou uma combinação convexa entre valor esperado e medida de risco CVaR [21], 

atendendo à demanda e as restrições do problema. A fim de reduzir a dimensão do 

problema, criou-se o conceito de reservatório equivalente [22] [23]. Basicamente, 

as usinas hidroelétricas nas regiões com comportamentos hidrológicos 
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semelhantes são agregadas em um único reservatório de energia. A representação 

considera uma distinção entre as usinas que possuem reservatórios e as usinas a 

fio d’água, pelo conceito de que para o segundo tipo de usinas não existe decisão 

sobre a vazão de fluente. A partir de janeiro de 2016, foi aprovado o uso de 

diferentes reservatórios equivalentes de energia (REE) em um mesmo subsistema 

[24] [25], para cálculo do preço de liquidação de diferenças (PLD) e no 

planejamento da operação do Sistema Interligado Nacional (SIN). 

A Figura 2.1 representa de forma ilustrativa os 9 REE e os subsistemas 

correspondentes do SIN em 2016,interligados por grandes troncos de transmissão. 

Nesta disposição o subsistema norte possui os REE Norte e Belo Monte; o 

Nordeste possui o REE Nordeste; o Sudeste é composto pelos REE Sudeste, 

Madeira, Itaipu, Paraná Teles Pires, e o subsistema Sul o REE Sul [26]. 

 

Figura 2.1 – Representação REE's e subsistemas brasileiro em 2016. 

As usinas térmicas são representadas individualmente, com limites mínimos e 

máximos de geração e custos de geração modelados por funções lineares ou 

lineares por partes. Entretanto, esses custos podem ser representados no problema 

de planejamento por funções quadráticas, utilizando-se a abordagem linear por 

partes dinâmica apresentada em [27]. 
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No Brasil a afluência é modelada por um modelo autorregressivo periódico 

(PAR(p)) [28] e os cenários são gerados usando a combinação de PAR(p) e um 

termo de ruído com a distribuição log-normal e parâmetros, garantindo assim que 

os valores de afluência não sejam negativos. A geração da série de cenários é feita 

utilizando a técnica de amostragem seletiva [29]. 

Com relação à metodologia, os modelos NEWAVE e DECOMP representam 

a incerteza da afluência nos reservatórios através de uma árvore de cenários, 

considerando a estocasticidade da afluência. O algoritmo para determinar a 

alocação ótima entre hidroelétricas e térmicas de curto/médio prazo é 

decomposição de Benders multi-estágio [7], conhecida no Brasil como 

programação dinâmica dual (PDD). Todavia, como o modelo NEWAVE possui 

um longo horizonte de cálculo, torna-se inviável resolver o problema pela PDD, 

devido ao aumento exponencial do número de nós da árvore de cenários. Por esse 

motivo utiliza-se no CEPEL, desde 1991, a programação dinâmica dual 

estocástica (PDDE) para resolver este problema [2] [5]. Este método resolve 

problemas de grande porte de maneira eficiente, visitando apenas um subconjunto 

da árvore total do problema em cada iteração.  

2.1  
Estratégia de PDDE 

A estratégia da PDDE [2] [5] é baseada na decomposição de Bendersmulti-

estágio, e consiste em resolver subproblemas de minimização para cada intervalo 

de tempo (estágio) obtendo a solução dual e assim, funções recursivas
5
são 

construídas para aproximar a função de custo futuro de cada estágio. Desta 

maneira, não é necessária a discretização dos estados, como utilizado na 

Programação dinâmica tradicional de Bellman [30]. 

As funções recursivas são construídas através dos passos Forward e 

Backward. O passo Forward consiste em extrair via simulação um subconjunto de 

séries que percorre o caminho da árvore de cenários (imagem à esquerda da 

Figura 2.2), enquanto o passo Backard resolve todos os cenários de cada estágio 

para o conjunto de estados do sistema atingidos nessas séries (imagem à direita da 

                                                 
5
 Em programação estocástica, essas funções são chamadas de "função de recurso (recourse 

function)" 
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Figura 2.2). Então, a aproximação da função de custo futuro é construída para 

cada estágio obtida através da solução dual do problema de otimização, sendo 

denominada cortes de Benders. O procedimento de solução termina quando 

ocorrer a convergência do algoritmo, segundo um intervalo de confiança para a 

estimativa do limite superior, já que, ao contrário da PDD [7], não são percorridos 

todos os nós da árvore de cenários multi-estágio. 

 

Figura 2.2 – Passo Forward (esquerda) e passo Backward (direita)-PDDE. 

Um requisito estabelecido para resolver o problema de planejamento 

hidrotérmico através da PDDE é que a função de custo futuro seja convexa nas 

variáveis de estado e, portanto, possa ser aproximada por uma série de planos 

cortantes (aproximações de primeira ordem). 

2.2  
Abordagem Neutra ao Risco 

A abordagem utilizada pelo Brasil por anos foi a representação neutra ao 

risco, onde cenários favoráveis ou críticos são considerados de igual importância 

para o sistema, dependendo apenas da probabilidade de ocorrência dos cenários 

aos quais estão associados. O critério de neutralidade ao risco aplicado ao 

problema de planejamento se expressa como a minimização do valor esperado do 

custo de operação, o qual está vinculado aos custos de geração das termoelétricas 

e valores de penalidades pelo não atendimento da demanda (custo de déficit).  

A formulação do problema planejamento da operação longo prazo 

(LTHTP, do termo em inglês Long Term Hydrothermal Planning), em sua versão 

neutra ao risco, utilizada no sistema brasileiro até agosto de 2013, está 
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representada de forma recursiva nas equações(2.1) - (2.6)e pode ser encontrada 

por exemplo nos trabalhos [4] e [31]. 

 Para 𝒕 = 𝟏  

 𝑍∗ =𝔼𝜉1[𝐹𝐶𝐹1(𝑥0, ξ1)] 
(2.1) 

 Sujeito a:  

 𝑔1(𝑥1) = 𝑏1(𝑥0, 𝜉−1,−2,…,−𝑝) (2.2) 

 
𝑥1 ∈ 𝑋 

(2.3) 

 
onde 

𝐹𝐶𝐹1(𝑥0, ξ1) =

minx1 𝑐1𝑥1 + (
1

1+𝛽𝑡𝑥
)𝔼𝜉2|𝜉1[(𝐹𝐶𝐹2(𝑥1, 𝜉2)] 

 

 
Para 𝒕 = 𝟐,… ,𝑵𝑷𝑬𝑹 

 

 𝑍∗ =𝔼𝜉𝑡[𝐹𝐶𝐹𝑡(𝑥𝑡−1, ξt)] 
(2.4) 

 Sujeito a:  

 𝑔𝑡(𝑥𝑡) = 𝑏𝑡(𝑥𝑡−1, 𝜉𝑡−𝑗,𝑗=1,…,𝑝) (2.5) 

 
𝑥𝑡 ∈ 𝑋 

(2.6) 

 
onde 

𝐹𝐶𝐹𝑡(𝑥𝑡−1, ξt) =

minxt 𝑐𝑡𝑥𝑡 + (
1

1+𝛽𝑡𝑥
)𝔼𝜉𝑡|𝜉𝑡−𝑗,𝑗=1,…,𝑝[(𝐹𝐶𝐹𝑡+1(𝑥𝑡, 𝜉𝑡+1)] 
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O vetor de variáveis 𝑥𝑡  representa as decisões, que no problema de 

planejamento hidrotérmico são a geração hídroelétrica (𝐺𝐻𝐼𝐷) , a geração 

térmica  (𝐺𝑇𝐸𝑅𝑀) , e intercâmbio entre reservatórios (𝐼𝑁𝑇) . A energia 

armazenada (𝐸𝐴𝑅𝑀) , apesar de ser formulada como variável de decisão, na 

verdade corresponde ao estado do sistema, pois pode ser obtido em função dos 

valores das demais variáveis de decisão. 

Durante a resolução no algoritmo da PDDE, visitando o nó (𝑡, 𝑠) da série 𝑠 

da fase Forward em cada cenário 𝜔 da fase Backward, a formulação dada nas 

equações de (2.1) - (2.6)é formulada com mais detalhes nas equações (2.7)- 

(2.11) . 

 𝑍 =𝔼𝜉𝑡[𝐹𝐶𝐹𝑡(𝑥𝑡−1
𝑠,𝜔 , ξt

s,ω)] (2.7) 

 Sujeito a:  

 𝐺𝑇𝐸𝑅𝑀𝑡
𝑠,𝜔  + 𝐺𝐻𝐼𝐷𝑡

𝑠,𝜔  + 𝐼𝑁𝑇𝑡
𝑠,𝜔 +𝐷𝑒𝑓𝑡

𝑠,𝜔 = 𝐷𝑡 (2.8) 

 𝐸𝐴𝑅𝑀𝑡
𝑠,𝜔 − 𝐸𝐴𝑅𝑀𝑡−1

𝑠,𝜔 + 𝐺𝐻𝐼𝐷𝑡
𝑠,𝜔  = 𝜉𝑡

𝑠,𝜔|𝜉𝑠,𝜔
𝑡−𝑗,𝑗=1,…,𝑝

 
(2.9) 

 
𝑥𝑡−1
𝑠,𝜔 ∈ 𝑋  

(2.10) 

 
Onde de forma recursiva: 

 

 

𝐹𝐶𝐹𝑡(𝑥𝑡−1
𝑠,𝜔 , ξt

ω)

= min
𝑥𝑡
𝑠,𝜔
𝑐𝑔𝑡𝑒𝑟𝑚𝑡𝐺𝑇𝐸𝑅𝑀𝑡

𝑠,𝜔  + 𝑐𝑑𝑒𝑓𝑡𝐷𝑒𝑓𝑡
𝑠,𝜔

+ (
1

1 + 𝛽𝑡𝑥
)𝔼𝜉𝑡|𝜉𝑡−𝑗,𝑗=1,…,𝑝[(𝐹𝐶𝐹𝑡+1(𝑥𝑡

𝑠,𝜔, 𝜉𝑡+1
𝑠,𝜔 )] 

(2.11) 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1421635/CA



 41 
Capítulo 2: Problema de Planejamento Hidrotérmico 
 

 Sujeito às restrições do estágio t+1.  

O objetivo do problema é minimizar o valor esperado da soma do custo de 

geração térmica ( 𝑐𝑔𝑡𝑒𝑟𝑚𝑡)  e custo de déficit ( 𝑐𝑑𝑒𝑓 ) (2.7), atendendo às 

equações de atendimento a demanda (2.8) e balanço hídrico(2.9), além de limites 

representado pelo conjunto limitado de todas as variáveis de decisão 𝑋𝑡(2.10). 

A abordagem neutra a risco poderia acarretar em estados críticos no 

sistema ou até mesmo escassez de energia em casos de cenários de afluência mais 

severos, já que o sistema estava no passado sem critérios adequados de risco. 

Devido ao racionamento energético ocorrido em 2001/2002  questionamentos 

com relação à política adotada foram levantados. Surgiram algumas propostas 

para o sistema brasileiro utilizar a aversão ao risco durante a solução do problema 

hidrotérmico, diminuindo assim a probabilidade de alcançar estados críticos. 

No planejamento hidrotérmico a Figura 2.3 representa as opções que o 

tomador de decisão deve realizar no instante de tempo 𝑡  que geram impactos, 

dependendo da realização que ocorrerá no instante 𝑡 + 1 . Caso o tomador de 

decisão escolha não utilizar os reservatórios no planejamento do sistema em 𝑡 e 

chova em 𝑡 + 1, ele estará desperdiçando água, devido ao risco de vertimento. O 

maior risco do sistema está representando na utilização dos reservatórios no 

instante de tempo 𝑡 e falta de chuva em 𝑡 + 1, o que poderia acarretar possíveis 

déficits e altos custos da operação. Assim, a seguir serão discutidas medidas de 

risco e, em seguida, uma descrição dos procedimentos adotados ao longo do 

tempo no caso brasileiro. 
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Figura 2.3 – Dilema do decisor no problema de planejamento hidrotérmico. 

2.3  
Uso de Medida de Risco 

Para definir aversão a risco, suponha um agente em que o impacto 

resultado pela perda de certo investimento é maior do que o impacto resultado 

pelo ganho em mesma quantidade desse investimento. Este agente é conhecido 

como avesso ao risco, cujo payoff negativo possui maior impacto que o payoff 

positivo. 

Definição de função utilidade: 

A função utilidade mapeia o valor monetário no nível de satisfação de um agente 

[32]. Seja um subconjunto ℛ  que representa todos os valores de payoff 

monetário,  (ℛ ⊂ ℝ), de cada opção disponível para tomar uma decisão. Uma 

função 𝑢:ℛ → ℝ é dita função utilidade. 

Um agente avesso ao risco percebe as perdas numa magnitude maior do 

que os ganhos: para uma variação 𝑐  em torno de um ponto que representa o 

aumento de riqueza deste agente 𝑥0, a distância entre a função utilidade de 𝑥0 + 𝑐 

em torno de 𝑥0 é menor do que em torno de 𝑥0 − 𝑐. Assim, a função utilidade de 

um agente avesso a risco é côncava conforme apresentado na Figura 2.4. 
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Figura 2.4 – Função utilidade de um agente avesso ao Risco 

A seguir serão descritas algumas medidas de risco, como valor em risco 

(𝑉𝑎𝑅 − "𝑉𝑎𝑙𝑢𝑒 − 𝑎𝑡 − 𝑅𝑖𝑠𝑘"), semivariância e semidesvio, e valor condicional 

em risco (𝐶𝑉𝑎𝑅 −  "𝐶𝑜𝑛𝑑𝑖𝑡𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙 𝑉𝑎𝑙𝑢𝑒 − 𝑎𝑡 − 𝑅𝑖𝑠𝑘") , que são medidas de 

aversão a risco alternativas à abordagem utilizada nesta dissertação de superfície 

da aversão a risco com restrições probabilística, descrita com mais detalhes no 

capítulo 4.  

2.3.1  
Valor em Risco (VAR) 

O valor em risco (𝑉𝑎𝑅) [33] é utilizado significativamente no mercado 

financeiro, porém apresenta algumas desvantagens, para as quais existem 

propostas de melhoria na literatura, como será dissertado a seguir. 

O 𝑉𝑎𝑅  utiliza uma métrica para quantificar o risco que expressa em 

número o valor de uma perda financeira que não é excedida por um determinado 

nível de significância (𝛼) . Matematicamente, seja (Ω, ℱ, ℙ)  um espaço de 

probabilidade e 𝑥 ∈ 𝑋 uma variável aleatória que representa o fluxo financeiro de 

um investimento. O valor em risco dado por um nível de significância 𝛼 é dado 

por [32]: 

 𝑉𝑎𝑅𝛼(𝑥) = inf{𝑧 ∈ ℝ|ℙ(𝑥 < 𝑧) ≤ 𝛼}. 

(2.12) 
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Os valores tipicamente utilizados para nível de significância (𝛼)estão entre 

0,01  e 0,1 . Em poucas palavras, o𝑉𝑎𝑅  representa o 𝛼  quantil de uma certa 

distribuição de probabilidade. A Figura 2.5ilustra o 𝑉𝑎𝑅de uma carteira com 

renda 𝑥 e distribuição de probabilidade 𝑓(𝑥) para dado um nível de significância 

(𝛼). 

 

Figura 2.5 – Valor em risco (VaR) de uma distribuição de probabilidade 

Um ponto negativo desta medida é que o 𝑉𝑎𝑅 não mede a magnitude das 

perdas. Por exemplo, na ocorrência de um cenário de perda severa, o 𝑉𝑎𝑅pode 

indicar o mesmo valor, como mostra o exemplo da Figura 2.6. Desta maneira, 

duas carteiras distintas possuem valor em risco (𝑉𝑎𝑅) iguais, todavia a primeira 

carteira apresenta uma perda mais severa do que a segunda. Outra desvantagem é 

que o valor em risco não é uma medida coerente de risco [34], pois não atende a 

propriedade de subaditividade, ou seja, a soma do 𝑉𝑎𝑅 de cada carteirapode ser 

superior é ao 𝑉𝑎𝑅 da soma das carteiras [35]. 
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Figura 2.6 – Exemplo de que o VaR não captura perdas severas: o valor do VaR é o mesmo em 

ambas as distribuições, embora na de cima haja perdas mais severas. 

2.3.2  
Semivariância e Semidesvio 

A semivariância [36] configura o mesmo conceito que a variância em 

Estatística, porém enquanto a variância é calculada considerando valores tanto 

abaixo como acima do valor esperado, a semivariância é calculada com relação 

aos piores cenários, ou seja, com relação somente a perdas que estão acima do 

valor esperado. Seja (𝛺, ℱ, ℙ) um espaço de probabilidade e 𝑥 ∈ 𝑋 uma variável 

aleatória, a semivariância esta representada na equação (2.13)-(2.14) [37]. 

𝑉𝑎𝑅5%  
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𝜎𝑟
2[𝑋] =  (𝔼[(𝑋 − 𝔼[𝑋])+

𝑟 ]) (2.13) 

 

onde  

 

(𝑦)+ = 𝑚𝑎𝑥{0, 𝑦}. 
 

 

𝜎𝑟
2[𝑋] =  (𝔼[(max{0, 𝑋 − 𝔼[𝑋]})𝑟]) (2.14) 

onde 𝑟 ∈ [1,∞) é um parâmetro fixo. O semidesvio tem a mesma função 

conceitual do desvio padrão em estatística, porém em relação à semivariância: 

 
𝜎𝑟 [𝑋] = (𝔼[(𝑋 − 𝔼[𝑋])+

𝑟 ])
1

𝑟

= (𝔼[(max{0, 𝑋 − 𝔼[𝑋]})𝑟])
1

𝑟 

(2.15) 

 

Em [36] foi proposto o cálculo da fronteira entre média e semivariância, 

representada na equação (2.16).   

 

φ́(𝑋) = 𝔼[𝑋] − 𝑘 𝜎𝑟
2[𝑋] (2.16) 

Todavia, este método não é consistente sobre as regras de dominância estocástica 

[38]. Este mesmo trabalho apresenta como alternativa o uso da média-semidesvio, 

como mostrado em (2.17), que é uma medida de risco consistente sob o ponto de 

vista de dominância estocástica de segunda ordem: 

 

φ(𝑋) = 𝔼[𝑋] − 𝑘 𝜎𝑟 [𝑋] 
(2.17) 

Para maiores informações de aplicações da equação (2.17), vantagens e 

desvantagens sobre a aplicação vide [37]. 
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2.3.3  
Valor Condicional a Risco (CVaR) 

Uma proposta alternativa às anteriores, que tem sido utilizada na literatura 

[39], é o valor condicional em risco (𝐶𝑉𝑎𝑅). O 𝐶𝑉𝑎𝑅 calcula a média dos valores 

inferiores ao 𝑉𝑎𝑅 , assim consegue mensurar cenários críticos que o 𝑉𝑎𝑅  não 

consegue medir, conforme ilustrado na Figura 2.7. A ilustração é apresentada 

como visualização da diferença entre o 𝑉𝑎𝑅 e o 𝐶𝑉𝑎𝑅 para uma série de retornos 

com uma determinada função de distribuição de probabilidade (𝐹(𝑅𝑒𝑡𝑜𝑟𝑛𝑜𝑠)). 

Matematicamente, seja um espaço de probabilidade dado por (Ω,ℱ, ℙ) e 

uma variável aleatória que representa um portfólio 𝑥 ∈ 𝑋 . O 𝐶𝑉𝑎𝑅 é definido 

𝐶𝑉𝑎𝑅𝛼: 𝑋 → ℝ,para uma distribuição contínua, como [32]: 

 
𝐶𝑉𝑎𝑅𝛼(𝑥) = 𝔼[𝑥| 𝑥 ≤ 𝑉𝑎𝑅𝛼(𝑥)]. (2.18) 

O 𝑉𝑎𝑅  pode ser representado [33] como 𝑉𝑎𝑅𝛼(𝑥) = 𝐹𝑥
−1(𝛼), e desta forma a 

equação (2.18)pode ser modificada para a equação(2.19): 

 

 
𝐶𝑉𝑎𝑅𝛼(𝑥) = ∫ 𝑥(𝜔) ⋅

𝜕ℙ(𝜔)

𝐹𝑥(𝑉𝑎𝑅𝛼(𝑥)){𝜔∈Ω|𝑥(𝜔)≤𝑉𝑎𝑅𝛼(𝑥)}

. (2.19) 

 

 

Figura 2.7 – Comparação entre VaR e CVaR. Percebe-se que a segunda medida é influenciada 

pelos valores da cauda. 
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O 𝐶𝑉𝑎𝑅  é uma medida coerente de risco [34], diferentemente do 𝑉𝑎𝑅 , e 

portanto possui a propriedade de subaditividade, garantindo que o 𝐶𝑉𝑎𝑅 da soma 

de dois portfólios seja superior ou igual ao 𝐶𝑉𝑎𝑅 individual de cada portfólio, 

conforme equação (2.20) a seguir. 

 

𝐶𝑉𝑎𝑅(𝑥1 + 𝑥2) ≥ 𝐶𝑉𝑎𝑅(𝑥1) + 𝐶𝑉𝑎𝑅(𝑥2). (2.20) 

O 𝐶𝑉𝑎𝑅 possui uma aplicação de extrema importância, que é o fato de ser 

possível expressar como uma fórmula de minimização, de forma a ser incorporado 

num problema de otimização, como a minimização do risco por exemplo. O 

trabalho[40] propõe uma aproximação equivalente da equação(2.19) para resolver 

o problema de otimização (2.19), a qual é indicada em (2.21). 

 

 

𝐶𝑉𝑎𝑅1−𝛼(𝑥) = sup
𝑧
{𝑧 −

𝔼[(𝑧 − 𝑥)+]

𝛼
| 𝑧 ∈  ℝ }, (2.21) 

 

onde(𝑦)+ = 𝑚𝑎𝑥 [𝑦, 0] , 𝑧 = 𝑉𝑎𝑅𝛼(𝑥) e 𝛼 ∈ (0,1). 

Na próxima seção serão apresentados os critérios de segurança que foram 

propostos e utilizados para o planejamento hidrotérmico brasileiro. 

2.4  
Consideração de Aversão a Risco no Brasil 

Como medida alternativa inicial para utilizar um nível de segurança no 

modelo [4], a curva de aversão a risco (𝐶𝐴𝑅) surgiu em 2002 para teste, tendo 

sido utilizada posteriormente uma penalização diferente para o caso de não 

cumprimento da meta de armazenamento. A CAR foi utilizada até agosto de 2013, 

quando deu lugar para o valor condicional ao risco (𝐶𝑉𝑎𝑅). Esta seção objetiva 

dissertar sobre as modificações e critérios de segurança adotados pelo setor 

elétrico brasileiro, a fim de promover uma maior segurança no suprimento. 
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2.4.1  
Curva de Aversão a Risco (CAR) 

A curva de aversão a risco foi proposta pelo Comitê de Revitalização do 

Modelo do Setor Elétrico [8], devido ao racionamento energético entre 2000 e 

2001, onde foram propostas metodologias de aversão a risco no cálculo da política 

ótima de operação do sistema de geração. A CAR é uma curva de valores 

mínimos de armazenamento para cada subsistema, seguindo a característica de 

cada região [9]. Para construção de um nível de segurança para a CAR são 

considerados alguns cenários de hidrologia crítica. Esta curva foi originalmente 

concebida como bianual, e mais adiante estendida para cinco anos.  

O objetivo principal desta metodologia é que, dada a CAR para cada 

subsistema e uma penalidade, caso o armazenamento previsto seja inferior ao 

armazenamento mínimo ao final de cada mês, o sistema deve operar respeitando o 

nível mínimo de armazenamento, independente do custo que possa gerar ao 

despachar térmicas para assegurar esse nível. A violação da CAR seria permitida 

apenas se evitasse déficits de energia no presente. 

Em junho de 2002, foi implementada no modelo NEWAVE a “penalidade 

original”. Esta penalidade resultaria em despachar térmicas adicionais para que o 

volume mínimo fosse estabelecido. Porém, após testes com a metodologia, foi 

visto que poderia acarretar elevados custos marginais de operação dos subsistemas 

[11]. Visto isso, a chamada “penalidade criativa” [11] foi proposta pelo ONS e 

consultores, sendo atualizada ao longo das iterações da PDDE, para assim 

diminuir os efeitos de elevação dos custos marginais da operação. Este tipo de 

penalidade foi implementada na CAR no modelo NEWAVE em 2004 e utilizada 

como procedimento oficial no sistema brasileiro até agosto de 2013.  

A CAR apresentou algumas desvantagens, sendo a principal o fato de não 

considerar explicitamente o intercâmbio entre subsistemas, pois as energias de 

intercâmbio não podem ser previstas  a priori, já que são sujeitas às condições 

atuais dos sistemas e condições hidrológicas ao longo do ano. Assim, embora a 

CAR assuma valores univariados para níveis de armazenamento, o nível de 

armazenamento de um reservatório equivalente depende do nível de 

armazenamento de outro reservatório equivalente. 
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A Figura 2.8 apresenta a região viável em cinza da curva de aversão a risco 

para dois subsistemas, desta forma o intercambio energético nessa metodologia é 

suposta na construção das curvas. 

 

Figura 2.8 – Representação das regiões viável e inviável de operação para um sistema interligado, 

de acordo com a metodologia da CAR. 

2.4.2  
Aplicação do CVaR 

A primeira aplicação de CVaR em um problema hidrotérmico foi feita em 

[41] em um problema de dois estágios de otimização de Portfólio. A metodologia 

de 𝐶𝑉𝑎𝑅 para um problema multi-estágio foi proposta em [42],[85] e estendida 

posteriormente para a PDDE em [43], com o uso de uma variável artificial, e 

posteriormente em [44] e [45], de forma direta. Variantes de aplicação do CVaR 

foram propostas também em [46], [84] e [86]. A metodologia de CVaR foi 

incorporada em setembro de 2013 [21] no planejamento da operação hidrotérmica 

do sistema brasileiro, segundo a abordagem direta, para as atividades de 

planejamento da operação e despacho, construção do preço spot e auxílio ao 

planejamento de expansão. 

O cálculo do 𝐶𝑉𝑎𝑅no problema LTHTP considerando apenas os cenários 

críticos (secas severas) tornaria o problema conservador e teria um alto custo. Para 
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isso foi proposta a combinação convexa entre o 𝐶𝑉𝑎𝑅𝛼(𝑥) e o valor esperado 

𝔼[𝑥]  [42], como mostrado na equação (2.22). Esta combinação convexa é 

definida como o valor mínimo no qual um agente torna-se indiferente ao risco de 

perdas. Ou seja, o agente possui um índice de preferência (𝜆) entre a aversão ao 

risco(𝐶𝑉𝑎𝑅𝛼[𝑥]) ou neutralidade ao risco(𝔼[𝑥]): 

 

Φ𝛼,𝜆(𝑥) = 𝜆𝐶𝑉𝑎𝑅𝛼[𝑥] + (1 − 𝜆)𝔼[𝑥] (2.22) 

sendo 𝜆 ∈ (0,1). O balanço existente entre aversão a risco e neutralidade a risco 

pode ser controlado calibrando os valores dos parâmetros 𝜆 e 𝛼,os quais não são 

obtidos de forma intuitiva. Um estudo de calibragem destes parâmetros para 

planejamento do sistema brasileiro é apresentado nos trabalhos [21] e [8]. 

O problema inicial brasileiro será portanto reformulado como na equação a seguir, 

para considerar um trade-off entre segurança e custo. A introdução do 𝐶𝑉𝑎𝑅 

preserva a característica de um problema de otimização convexa: 

 𝑍∗ = (1 − 𝜆)𝔼 [𝐹𝐶𝐹1(𝑥0, 𝜉1)] + 𝜆𝐶𝑉𝑎𝑅𝛼 (𝐹𝐶𝐹1(𝑥0, 𝜉1)) (2.23) 

 
Onde: 

 

 
𝐹𝐶𝐹 𝑡(𝑥𝑡−1, ξt) = min

xt
𝑐𝑔𝑡𝑒𝑟𝑚𝑡𝐺𝑇𝐸𝑅𝑀𝑡

𝑠,𝜔  + 𝑐𝑑𝑒𝑓𝐷𝑒𝑓𝑡
𝑠,𝜔  

 

+𝐹𝐶𝐹 𝑡+1(𝑥𝑡, 𝜉𝑡+1) ∀ 𝑡 = 2,𝑁𝑃𝐸𝑅 

 

Desta forma, o uso do CVaR no problema LTHTP é computado a cada nó da fase 

Backward por uma abordagem direta [44] [45]e não altera significativamente a 

metodologia neutra ao risco [4]. 

A estratégia de aversão a risco usando o 𝐶𝑉𝑎𝑅 possui a limitação de que não é 

possível o cálculo do estimador do limite superior de acordo com a forma 

tradicional, pois leva em conta apenas o custo presente, e o valor do CVaR 

somente é incorporado na função de custo futuro, não aparecendo no custo 
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presente [43]. Por este motivo, o critério de parada para a PDDE com a 

metodologia CVaR passou a ser a estabilidade do limite inferior (ZINF) do custo 

da solução ótima, ao longo das iterações. 

2.4.3  
Aprimoramentos da CAR: Superfície de Aversão ao Risco 

Como aprimoramento da CAR, surgiu inicialmente em [10] a utilização da 

superfície de aversão a risco, visando corrigir problemas gerados, por exemplo, 

pela individualização da curva por reservatório equivalente, não levando em 

consideração a variação do intercâmbio entre as regiões de acordo com os 

cenários hidrológicos. No próximo capítulo será retratada a superfície de aversão 

a risco e as alternativas propostas na literatura para sua utilização no problema de 

planejamento hidrotérmico no Brasil. 
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3  
Superfície de Aversão ao Risco (SAR) 

A superfície de aversão a risco (𝑆𝐴𝑅) foi utilizada como uma proposta de 

melhoria da 𝐶𝐴𝑅 [10], sendo assim uma estratégia alternativa para aumentar a 

segurança do sistema. Na 𝐶𝐴𝑅  o objetivo era estabelecer níveis meta de 

armazenamento em cada período t do problema de planejamento hidrotérmico, 

objetivando a garantia de não violação destes níveis em caso de um cenário de 

afluência desfavorável [11]. A 𝑆𝐴𝑅 pode ser considerada uma extensão da CAR 

para o caso multivariado, onde se considera de forma explícita, sem regras de 

operação pré-definidas, o impacto dos intercâmbios de energia entre os 

subsistemas interligados [12] na operação do sistema em condições críticas.  

A SAR possui as seguintes vantagens em relação à CAR: a otimização 

conjunta dos níveis de armazenamento em cada reservatório equivalente, a melhor 

integração entre procedimento operativo e política operativa, e melhor integração 

entre planejamento da operação e planejamento de expansão [11]. 

A Figura 3.1 apresenta a região viável em cinza da superfície de aversão a 

risco para dois subsistemas, desta forma o intercambio energético é apresentado 

de forma explicita diferentemente da curva de aversão a risco. 

 

Figura 3.1 – Representação das regiões viável e inviável de operação de um sistema interligado, 

segundo a metodologia SAR 
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A SAR para cada instante de tempo (𝜏) é uma curva multivariada, que define 

as condições requeridas pelo estado do sistema (energia armazenada nos 

reservatórios ao final do instante  e energias afluentes passadas anteriores a ), 

para que não haja ocorrência de déficit em um problema determinístico de 

despacho da operação do sistema, para um cenário crítico de afluência, do instante 

de tempo de 𝜏 + 1 até 𝜏 + 𝑇𝑆𝐴𝑅 , onde𝑇𝑆𝐴𝑅 é o numero de meses até o final do 

cenário crítico [31]. Ao final do período crítico os reservatórios deverão atender 

determinado nível meta, para que não se esgotem os recursos de geração do 

sistema. 

Este problema SAR pode ser formulado matematicamente como um problema 

determinístico, onde a função objetivo minimiza o déficit no cenário crítico 

escolhido e possui a restrição de chegar ao final do período com armazenamento 

superior ou igual a um nível meta, conforme expressões (3.1)-(3.7). A ocorrência 

ou não de déficit no subproblema da SAR depende dos níveis iniciais individuais 

de armazenamento de cada subsistema (𝐸𝐴𝑅𝑀𝜏
𝑖 , 𝑖 = 1,…𝑁𝑅𝐸𝑄𝑉) ao final de um 

período 𝑡, além de afluências passadas, para o caso da SAR condicionada. Neste 

trabalho utilizou-se a SAR não condicionada, que por definição não considera, na 

construção da série hidrologia críticas futura, as afluências recém verificadas em 

períodos passados. Desta forma, a série utilizada no subproblema da SAR não 

condicionada é uma série selecionada do histórico de vazões. (vide [14]). 

 𝛽 (𝐸𝐴𝑅𝑀𝑡
𝑖) = min

𝐷𝑒𝑓,𝐸𝐴𝑅𝑀,𝐺𝐻𝐼𝐷,𝐺𝑇𝐸𝑅𝑀,𝐼𝑁𝑇
∑ ∑ 𝐷𝑒𝑓𝜏

𝑖

𝑁𝑆𝐼𝑆𝑇

𝑖=1

𝑇𝑆𝐴𝑅

𝜏=𝑡+1

 (3.1) 

 Sujeito a:  

 𝐸𝐴𝑅𝑀𝜏+1
𝑖 + 𝐺𝐻𝐼𝐷𝜏

𝑖 = 𝐸𝐴𝑅𝑀𝜏
𝑖 + 𝜉𝜏 

𝑖 𝑖 = 1, … ,𝑁𝑅𝐸𝑄𝑉
𝜏 = 𝑡 + 1,… , 𝑇𝑆𝐴𝑅

 (3.2) 

 
𝐺𝐻𝐼𝐷𝜏

𝑖 + 𝐺𝑇𝐸𝑅𝑀𝜏
𝑖 + ∑ 𝐼𝑁𝑇𝜏

𝑖,𝑗 

𝑗∈Ω𝑖

+𝐷𝑒𝑓𝜏
𝑖

= 𝐷𝜏
𝑖 𝑖 = 1,… ,𝑁𝑆𝐼𝑆𝑇
𝜏 = 𝑡 + 1,… , 𝑇𝑆𝐴𝑅

 

(3.3) 
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 𝐷𝑒𝑓𝜏, 𝜉𝜏, 𝐺𝐻𝐼𝐷𝜏, 𝐺𝑇𝐸𝑅𝑀𝜏, 𝐼𝑁𝑇𝜏 ≥ 0    𝜏 = 𝑡 + 1, … , 𝑇𝑆𝐴𝑅 (3.4) 

 𝐸𝐴𝑅𝑀𝑖 ≥ 𝑀𝐸𝑇𝐴𝑖    𝑖 = 1,… ,𝑁𝑅𝐸𝑄𝑉 (3.5) 

 𝐺𝐻𝐼𝐷𝑖𝜏 ≤ 𝐺𝐻𝐼𝐷𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 𝑖 = 1,…𝑁𝑅𝐸𝑄𝑉
𝜏 = 𝑡 + 1, … , 𝑇𝑆𝐴𝑅

 (3.6) 

 𝐸𝐴𝑅𝑀𝑀𝐼𝑁𝑖
𝜏
≤ 𝐸𝐴𝑅𝑀𝑖

𝜏
≤ 𝐸𝐴𝑅𝑀𝐴𝑋𝑖

𝜏

𝑖 = 1,…𝑁𝑅𝐸𝑄𝑉
𝜏 = 𝑡 + 1,… , 𝑇𝑆𝐴𝑅

 (3.7) 

O número de reservatórios equivalente de energia é NREQV, e cada 

REQV 𝑖  tem limites de energia armazenada máxima e mínima (𝐸𝐴𝑅𝑀𝐼𝑁𝑖  e 

𝐸𝐴𝑅𝑀𝐴𝑋𝑖 ). Além disso, cada REQV possui capacidade máxima de geração 

hidráulica máxima 𝐺𝐻𝐼𝐷𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅. O número de subsistemas é denominado NSIST e a 

variável 𝐼𝑁𝑇𝜏
𝑖,𝑗 

 denota o a exportação de energia que o subsistema 𝑖 exporta para 

o subsistema 𝑗  vizinho, identificado pelo conjunto Ω𝑖 . A afluência para cada 

REQV em cada período de tempo é representada por 𝜉𝜏 
𝑖  e a demanda para cada 

subsistema por 𝐷𝜏
𝑖 . Caso necessário o déficit em cada subsistema/período é 

denominado 𝐷𝑒𝑓𝜏
𝑖. Finalmente o objetivo do problema é dado por 𝛽 tal que ocorra 

a minimização da soma do déficit, obtendo condições mínimas necessárias para o 

vetor de armazenamento inicial 𝐸𝐴𝑅𝑀0
𝑖 . 

Desta forma, a função objetivo do subproblema da SAR é minimizar o 

déficit 𝐷𝑒𝑓𝜏
𝑖 (3.1), atendendo à equação de balanço hídrico (3.2), a equação de 

atendimento da demanda (3.3), a restrição de satisfação do nível meta (3.5)e 

limites de armazenamento e gerações (3.6)e (3.4), sendo que nesta última 

expressão a omissão dos supra-índices indica que se trata de uma inequação 

vetorial. Como a situação desejada para o subproblema SAR é que 𝛽 (𝐸𝐴𝑅𝑀𝜏
𝑖) 

seja igual a zero (ou seja, não ocorrência de déficit), as restrições que definem a 

SAR serão construídas apenas quando necessário, ou seja, quando a solução de 

um determinado subproblema da PDDE leva a armazenamentos iniciais que 

violam o nível meta (𝛽 (𝐸𝐴𝑅𝑀𝜏+1 ) > 0). 
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Como o objetivo do subproblema SAR é minimizar o déficit, não é 

necessário incluir custos de gerações térmica, nem uma curva linear por partes do 

custo de déficit como é utilizada no problema LTHTP usual. 

A fronteira eficiente que separa as regiões de armazenamento para 

β (𝐸𝐴𝑅𝑀𝜏
𝑖) = 0 e β (𝐸𝐴𝑅𝑀𝜏

𝑖) > 0 define uma região convexa para o conjunto 

de combinações de armazenamento que atendem aos requisitos desejados, ou seja, 

onde β (𝐸𝐴𝑅𝑀𝜏
𝑖) = 0 . Portanto, é possível adicionar ao problema da PDDE 

aproximações lineares por parte para essa região (como será visto na seção 6) para 

serem introduzidas no subproblema de planejamento de médio prazo, que irá 

estabelecer os valores de armazenamento 𝐸𝐴𝑅𝑀𝜏
𝑖  em cada série a ser simulada, e 

que são parâmetros de entrada para o subproblema da SAR. 

3.1  
SAR na PDDE - abordagem tradicional 

A superfície de aversão a risco SAR é composta por vários reservatórios 

equivalentes, o que resulta no aumento da complexidade do problema em 

representar todos os hiperplanos da região. Outro ponto relevante é a relação não 

linear existente entre a capacidade máxima de geração e nível de armazenamento 

do reservatório [4], o que torna a região da SAR não suave, sendo impossível 

representar a superfície SAR como um conjunto finito de restrições lineares. 

Aproximações lineares por parte são possíveis, mas essas restrições devem ser 

adicionadas ao problema LTHTP, observando-se um impacto no esforço 

computacional para sua resolução. 

Conceitualmente, a SAR representa a operação do sistema durante cenários 

críticos, sendo tratada como um subproblema de segundo nível para os 

subproblemas do problema de LTHTP, que é resolvido por PDDE. A proposta em 

[10] [31]busca uma identificação dinâmica das restrições do subproblema SAR, e 

adicionar apenas cortes necessários ao problema LTHTP, ou seja, quando as 

soluções de seus subproblemas violam as restrições da SAR. Portanto, a SAR 

pode ser construída de maneira iterativa ao se resolver o LTHTP por PDDE, com 

um subproblema nos passos Backward e Forward, sem modificações 

significativas no algoritmo. 
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Considere o subproblema LTHTP de cada nó (𝜏, 𝑠) da fase Forward e cada 

cenário no passo Backward da PDDE, para um estágio 𝜏, onde 𝑆 é o número de 

séries forward e  é o número de possíveis cenários backward para esse estágio. 

Sendo verificado o nível final dos reservatórios (𝐸𝐴𝑅𝑀𝑡)  no subproblema 

correspondente, esse é um dado de entrada para resolver o subproblema SAR. 

Conforme mencionado anteriormente, a condição suficiente deste subproblema 

SAR é se o sistema está apto para operar em 𝜏 + 1  até  𝜏 + 𝑇𝑆𝐴𝑅  sobre 

determinado cenário crítico de afluências, sem gerar déficit e cumprir o nível de 

armazenamento meta preestabelecido ao final do período 𝑇𝑆𝐴𝑅. A interação entre o 

problema LTHTP e o subproblema da SAR é ilustrada na Figura3.2, onde a 

violação do subproblema SAR (em vermelho) gera cortes a serem integrados no 

problema LTHTP. 

 

Figura3.2 – Esquema da interação entre o subproblema da PDDE de determinado cenário 

(LTHTP) e seu respectivo subproblema SAR. 

Caso ocorra déficit no subproblema da SAR, a solução encontrada no passo da 

PDDE não é viável para o subproblema de aversão a risco e assim constrói-se um 

corte de viabilidade do déficit da forma  𝛽 + Δ𝑆𝑎𝑟 ≤ 0. Essas restrições geradas 

pelo subproblema SAR para o subproblema LTHTP serão construídas apenas em 

caso de descumprimento do nível meta e/ou se houver ocorrência de déficit no 

subproblema da SAR. Estas restrições construídas a cada estado e cenário (fases 

Forward/Backward) do problema como um todo podem ser compartilhadas para 
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todos os estados e cenários do mesmo estágio, que serão visitados nas próximas 

iterações da PDDE, conforme algoritmo apresentado na Figura3.3. 

 

Figura3.3 – Fluxograma do algoritmo para resolução do subproblema SAR, incorporado à 

resolução de determinado subproblema no LTHTP. 

Em alguns casos é possível que o subproblema LTHTP do NEWAVE seja 

inviável, ou seja, nem com todos os recursos disponíveis é possível atender às 

restrições de armazenamento impostas pelos cortes (restrições) fornecidos pelo 

subproblema da SAR. Essa inviabilidade do subproblema pode ocorrer em caso de 

condições muito severas e/ou porque as decisões tomadas anteriormente ao 

estágio 𝜏 da PDDE não se adequaram ainda a essas restrições impostas pela SAR. 

Para isso, tornou-se necessário adicionar no subproblema de LTHTP uma variável 

folga Δ𝑆𝐴𝑅 ,para cada período de tempo,para permitir a violação das restrições 

SAR, com uma penalidade alta na função objetivo (𝑐𝑆𝐴𝑅) . Na metodologia 

original da SAR, proposta em [10], a penalização é aplicada em todos os períodos, 

podendo gerar acúmulo de penalidades quando se viola a restrição em vários 

estágios consecutivos.  
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No problema LTHTP a correlação entre afluências é modelada de acordo com 

o modelo autorregressivo periódico PAR(p) [28]. Neste trabalho não será 

abordada a modelagem das afluências como um modelo PAR(p) e as 

modificações correspondentes no corte criado na violação do subproblema SAR. 

Para maiores informações vide a seção 4 do trabalho [31]. 

Na realização de teste da implementação da SAR na PDDE, foram observadas 

duas desvantagens: (i) com relação ao tempo computacional, pelo fato de ser 

necessária resolução de um subproblema de otimização adicional para cada 

subproblema LTHTP, durante o processo de convergência da PDDE; (ii) o efeito 

acumulativo das penalizações da SAR, pelo fato de serem aplicadas a cada 

período, o que causa um aumento expressivo no Custo Marginal de Operação 

(CMO). A seguir será dissertado sobre a proposta feita por [14], com uma 

alternativa de aprimoramento na forma de computar a penalização e construção da 

SAR na PDDE, com o objetivo de contornar os inconvenientes da proposta 

original da SAR. 

3.2  
SAR formulação na PDDE 

Adicionando a superfície de aversão a risco no problema do planejamento 

hidrotérmico é dada pela nas equações (3.8)-(3.15). Assim, como o subproblema 

SAR é convexo e não negativo é possível introduzir na formulação inicialmente 

neutra a risco. 

 Para 𝒕 = 𝟏  

 𝑍∗ =𝔼𝜉1[𝐹𝐶𝐹1(𝑥0, ξ1)] 
(3.8) 

 Sujeito a:  

 𝑔1(𝑥1) = 𝑏1(𝑥0, 𝜉−1,−2,…,−𝑝) (3.9) 
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𝛽 (𝐸𝐴𝑅𝑀1

𝑖) + Δ𝑆𝑎𝑟 ≥ 0 
(3.10) 

 
𝑥1 ∈ 𝑋 

(3.11) 

 
onde 𝐹𝐶𝐹1(𝑥0, ξ1) = minx1 𝑐1𝑥1 + Δ𝑆𝑎𝑟𝑐𝑠𝑎𝑟 +

(
1

1+𝛽𝑡𝑥
)𝔼𝜉2|𝜉1[(𝐹𝐶𝐹2(𝑥1, 𝜉2)] 

 

 
Para 𝒕 = 𝟐,… ,𝑵𝑷𝑬𝑹 

 

 𝑍∗ =𝔼𝜉𝑡[𝐹𝐶𝐹𝑡(𝑥𝑡−1, ξt)] 
(3.12) 

 Sujeito a:  

 𝑔𝑡(𝑥𝑡) = 𝑏𝑡(𝑥𝑡−1, 𝜉𝑡−𝑗,𝑗=1,…,𝑝) (3.13) 

 
𝛽 (𝐸𝐴𝑅𝑀𝑡

𝑖) + Δ𝑆𝑎𝑟 ≥ 0 
(3.14) 

 
𝑥𝑡 ∈ 𝑋 

(3.15) 

 
onde 𝐹𝐶𝐹𝑡(𝑥𝑡−1, ξt) = minxt 𝑐𝑡𝑥𝑡 + Δ𝑆𝑎𝑟𝑐𝑠𝑎𝑟 +

(
1

1+𝛽𝑡𝑥
)𝔼𝜉𝑡|𝜉𝑡−𝑗,𝑗=1,…,𝑝[(𝐹𝐶𝐹𝑡+1(𝑥𝑡, 𝜉𝑡+1)] 

 

 

3.3  
SAR na PDDE - Aprimoramentos na penalização 

A alternativa feita por [14] para diminuir o acúmulo de penalização é 

penalizar apenas a maior violação de meta ocorrida nos subproblemas de LTHTP 
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nos 𝑇𝑠𝑎𝑟 − 1  períodos. Nesta implementação foram incluídas duas novas 

restrições e uma variável de estado nos subproblemas de LTHTP, com o objetivo 

de capturar a maior violação entre todos os períodos. 

Com relação ao aperfeiçoamento do tempo computacional, é sugerido o 

cálculo a priori da SAR, onde serão construídas as restrições antes do início do 

processo de convergência da PDDE. Primeiramente, definem-se valores 

discretizados para a energia armazenada final. Depois resolve-se o problema SAR 

para cada combinação discretizada da energia armazenada final e, caso ocorra 

déficit, é construído uma restrição SAR. Desta maneira é obtida a região SAR 

anteriormente ao processo de resolução da PDDE. 

Este processo de resolução da SAR a priori está bem alinhada ao propósito 

deste trabalho, já que o principal resultado da implementação proposta é a 

obtenção de uma SAR a priori, porém considerando o subproblema da SAR como 

sendo um problema de CCP. 
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4  
Restrições probabilísticas (CCP) 

Programação com restrições probabilísticas, [47], na literatura conhecida 

como CCP (Chance Constrained Programming), é um tipo de problema de 

otimização estocástica que envolve, em sua forma mais comum
6
, restrições de 

desigualdade envolvendo variáveis aleatórias, cujo atendimento deve ser feito a 

um determinado nível de probabilidade. Em outras palavras, a região viável deste 

problema é construída através da satisfação da restrição a uma probabilidade 

superior a dado valor 𝑝, pré-fixado. 

Como exemplo de um problema de otimização, um produtor deseja saber a 

quantidade 𝑥𝑖de cada produto 𝑖 = 1, … ,𝑁 que deve produzir para atender a uma 

demanda aleatória 𝑑𝑖̃, com o objetivo de minimizar o custo de produção 𝑐𝑖. 

 

min∑𝑐𝑖𝑥𝑖

𝑁

𝑖=1

 (4.1) 

 Sujeito a: 

 

 𝑥𝑖 ≥ 𝑑𝑖̃ 𝑖 = 1… ,𝑁 

(4.2) 

A variável de decisão 𝑥𝑖 deve atender à demanda 𝑑𝑖̃, assim, deve-se tomar 

uma decisão sem saber o valor que a demanda irá assumir. Este problema é 

conhecido como decisão “here and now” (aqui e agora) e não é possível encontrar 

um valor de 𝑥𝑖 que atenda exatamente à demanda, já que ela é incerta. Caso este 

problema seja estendido para um problema em que a decisão de hoje pode ser 

reavaliada amanhã, é possível compensar possíveis decisões equivocadas.  

                                                 
6

 Uma outra forma de CCP envolve a maximização (ou minimização) de determinada 

probabilidade, que se localiza na função objetivo do problema. 
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Uma alternativa é considerar penalizações caso a restrição seja violada, 

dado que o custo de violação é conhecido.Este problema é conhecido como 

problema de otimização estocástica multi-estágio. No entanto, em algumas 

situações a restrição não pode ser violada em hipótese alguma, independente das 

variações geradas na variável aleatória (v.a), o que caracteriza um problema do 

tipo “worst-case”, comum em otimização robusta [48]. Outra alternativa é garantir 

que a restrição seja atendida “tanto quanto possível”, dada a distribuição da v.a, 

estabelecendo-se um nível de probabilidade tolerado de violação da restrição. Esta 

probabilidade especificada deve gerar um percentual alto de atendimento, sendo 

comumente utilizado um valor entre 0.9 e 0.99. A equação a seguir representa um 

exemplo de restrição probabilística, do tipo restrição probabilística conjunta (joint 

probability constraint) que será aprofundado adiante (vide seção 4.1.2): 

 ℙ(𝑔𝑖(𝑥, 𝜉) ≥ 0 𝑖 = 1,… ,𝑁 ) ≥ 𝑝, (4.3) 

onde o conjunto de restrições é 𝑁 − 𝑑𝑖𝑚𝑒𝑛𝑠𝑖𝑜𝑛𝑎𝑙 e 𝜉 o vetor de v.a que, ao longo 

deste trabalho, também será N-dimensional; ℙ é a medida de probabilidade e 𝑝 a 

probabilidade ou nível de segurança, situada entre 0  e 1 , e a função 𝑔𝑖(𝑥, 𝜉) 

expressa a restrição original (no exemplo anterior 𝑔𝑖(𝑥, 𝑑 ) = 𝑥𝑖 − 𝑑𝑖̃ ). A 

restrição (4.3) adicionada a um problema de otimização resulta em um problema 

de programação estocástico com restrição probabilística (CCP). Isto significa que 

a condição do sistema de desigualdades deve ser satisfeita em pelo menos 

(100𝑝)% de todos os possíveis cenários que podem ocorrer no futuro. 

Por outro lado, existe um elevado grau de dificuldade para calcular de forma 

explicita os valores da função distribuição de probabilidade acumulada e do 

gradiente da função correspondente à restrição probabilística. Este fato levou a 

sociedade acadêmica a desenvolver uma investigação sobre estrutura da forma da 

região viável (convexidade), cálculo de derivadas/gradientes [49], estabilidade 

(estudos de aproximação da distribuição teórica com dados históricos) e 

algoritmos para a solução da CCP [47] [50] [37] [51]. 
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4.1  
Tipos de Modelagem CCP 

4.1.1  
Modelo Individual 

A modelagem da CCP individual [15]está vinculada ao fato de que cada 

restrição probabilística é utilizada para cada valor de 𝑖 , 𝑖 = 1, . . , 𝑁 . Dado um 

sistema de desigualdades 𝑔𝑖(𝑥, 𝜉) ≥ 0 (para 𝑖 = 1,… ,𝑁)  podemos adicionar 

individualmente a desigualdade com uma probabilidade comum 𝑝 ou uma 

probabilidade  𝑝𝑖 para cada índice 𝑖 (equação (4.4)). 

 ℙ(𝑔𝑖(𝑥, 𝜉) ≥ 0) ≥ 𝑝
𝑖 𝑖 = 1,… ,𝑁 (4.4) 

Para simplificar a equação(4.4),considere uma função hi , tal que seja 

possível representar 𝑔𝑖(𝑥, 𝜉) = ℎ𝑖(𝑥) − 𝜉𝑖 para 𝑖 = 1,… ,𝑁.É possível representar 

a equação (4.4), como uma das duas formas equivalentes: 

 ℙ(ℎ𝑖(𝑥) ≥ 𝜉𝑖) ≥ 𝑝
𝑖
𝑖 = 1,… ,𝑁. (4.5) 

 𝐹𝜉𝑖(ℎ𝑖(𝑥)) ≥ 𝑝
𝑖 𝑖 = 1,… ,𝑁. (4.6) 

A equação (4.6)está relacionada ao 𝑝𝑖 − 𝑞𝑢𝑎𝑛𝑡𝑖𝑙 da distribuição, que é de fácil 

obtenção numérica para o caso de uma variável aleatória unidimensional. Pode-se, 

portanto, reescrever o conjunto de equações (4.6) em função dos quantis𝑞𝑝𝑖 

associados a cada componente da restrição: 

 ℎ𝑖(𝑥) ≥ 𝑞𝑝𝑖 𝑖 = 1,… ,𝑁. (4.7) 

A representação geral da restrição probabilística individual no contexto de 

otimização está nas expressões (4.8)-(4.10), que pode ser resolvido por 

algoritmos de otimização não linear. Caso 𝑔𝑖  seja linear e separável tanto em 
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ℎ𝑖como em 𝜉𝑖, restringe-se a um problema de programação linear, ao se utilizar a 

forma de quantis descrita em (4.7). 

 min𝑓(𝑥) (4.8) 

 𝑠𝑢𝑗𝑒𝑖𝑡𝑜𝑎 ∶  

 ℙ(𝑔𝑖(𝑥, 𝜉) ≥ 0) ≥ 𝑝
𝑖 𝑖 = 1,… ,𝑀 (4.9) 

 𝑎`𝑖𝑥 ≥ 𝑏𝑖 𝑖 = 1, … ,𝑀 (4.10) 

A equação (4.9) garante que cada restrição 𝑖  respeite o limite da 

probabilidade 𝑝𝑖. A vantagem da utilização da CCP individual é a simplificação 

numérica, pois se utiliza a distribuição marginal de cada componente da v.a. 

Como desvantagens, a CCP individual não mede violações conjuntas da v.a, 

ignorando possíveis correlações temporais ou espaciais. O modelo de restrições 

probabilísticas individuais possui uma resolução mais simples, porém possui 

desvantagens de não refletir a medida de segurança de forma apropriada. Por 

exemplo, atender todas as restrições individuais com probabilidade 𝑝𝑖 pode levar a 

um nível de atendimento muito baixo ao conjunto de todas as restrições. 

4.1.2  
Modelo Conjunto 

No modelo de restrições probabilísticas conjuntas [52] (joint  probability 

constraints), adicionam-se restrições probabilísticas conjuntas para que todas as 

desigualdades do sistema sejam satisfeitas em conjunto com probabilidade 𝑝 . 

Assim, um critério de maior segurança é estabelecido, e as 𝑁  restrições 

individuais são substituídas por uma única restrição probabilística conjunta. 
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ℙ(𝑔𝑖(𝑥, 𝜉) ≥ 0 𝑖 = 1,… ,𝑁) ≥ 𝑝 (4.11) 

Este problema lidará com distribuições de probabilidade 

multidimensionais, sendo mais complexo que o anterior. A representação geral da 

restrição probabilística conjunta no contexto de otimização, está nas equações de 

(4.12)-(4.14), que pode ser resolvido por algoritmos de otimização não linear. 

 min𝑓(𝑥) (4.12) 

 𝑠𝑢𝑗𝑒𝑖𝑡𝑜𝑎 ∶  

 ℙ(𝑔𝑖(𝑥, 𝜉) ≥ 0 𝑖 = 1,… ,𝑁) ≥ 𝑝 (4.13) 

 𝑎`𝑖𝑥 ≥ 𝑏𝑖 𝑖 = 1, … ,𝑀 (4.14) 

A vantagem da CCP conjunta é a utilização da distribuição conjunta, 

multivariada, proporcionando um nível de segurança maior para o sistema do que 

a CCP individual. Comparando o CCP conjunto com o CCP individual para 

𝑝𝑖 = 𝑝, ∀𝑖,o atendimento da CCP conjunta implica no atendimento da CCP 

individual, porém o contrário em geral não é verdadeiro. Para cada componente 𝑖 

o nível de segurança pode satisfazer todas as componentes, porém para satisfazer 

as componentes simultaneamente esta probabilidade possivelmente será menor. A 

desvantagem na utilização da CCP conjunta é a complexidade na resolução, que 

não é simplesmente utilizando o quantil da distribuição, pois o conjunto de pontos 

que atendem a restrição no limite forma uma superfície multidimensional. 

4.1.3  
CCP Separável 

Um problema de CCP separável ocorre quando a função 𝑔𝑖  pode ser 

representada na forma separada da variável aleatória, sendo possível isolar o 
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termo da v.a do lado direito. Denominada CCP separável [52], temos 

que,𝑔𝑖(𝑥, 𝜉) = ℎ1𝑖(𝑥) − ℎ2𝑖(𝜉𝑖 ) ,onde h1ie h2isão funções. Pode-se reescrevera 

restrição como nas equações (4.15) e (4.16): 

 ℙ(h1i(x) ≥ h2i(ξi), 𝑖 = 1, … , 𝑁) ≥ 𝑝 (4.15) 

 𝐹h2i(ξi)(h1i
(𝑥)) ≥ 𝑝 (4.16) 

onde𝐹h2i(ξi) é a função acumulada do vetor da distribuição (multidimensional) da 

variável aleatória h2i(ξi) , conforme representação da equação (4.17). 

Conceitualmente, a forma (4.15) resume em avaliar a função de distribuição F𝜂 

de uma variável aleatória 𝜂.  

 

𝐹𝜂(𝑧) = ℙ(𝜂𝑖 ≤ 𝑧𝑖 𝑖 = 1,… , 𝑠 ) (4.17) 

4.1.4  
CCP Linear 

Uma classe importante e de grande utilização é a restrição probabilística 

linear [52], na qual a função 𝑔𝑖 é linear no vetor aleatório 𝜉. Uma forma particular 

é mostrada abaixo: 

 
ℙ(ℎ𝑖(𝑥) − 𝜉 ≤ 𝑏𝑖 𝑖 = 1,… ,𝑚 ) ≥ 𝑝. 

(4.18) 

ondeℎ𝑖 éuma função analítica dada e 𝑏𝑖um vetor de escalares. Este caso é mais 

simples que o anterior, pois se avalia diretamente a distribuição acumulada da 

variável aleatória 𝜉 . Assim, a equação (4.18) pode ser reescrita como a 

distribuição acumulada da variável aleatória 𝜉 (4.19). Esta classe de problemas 

corresponde à abordagem considerada nesse trabalho,onde a variável aleatória 
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possui distribuição multivariada (tal como normal e t-student), como será 

abordado na seção5.1deste trabalho. 

 
𝐹𝜉(𝑏𝑖 𝑖 = 1,… ,𝑚 ) ≥ 𝑝. 

(4.19) 

Caso seja utilizada a CCP individual a equação anterior (4.19) resulta 

simplesmente no quantil da distribuição da variável aleatória, desenvolvida na 

equação (4.20)-(4.21) 

 
𝐹𝜉(𝑏𝑖) ≥ 𝑝 𝑖 = 1,… ,𝑚 

(4.20) 

 
𝑏𝑖 ≥ 𝑞𝑝 𝑖 = 1,… ,𝑚 

(4.21) 

4.1.5  
CCP Estático 

O conceito que envolve a classificação da CCP estático é que não são 

levadas em considerações realizações passadas no processo de construção da 

informação da variável aleatória futura. Em problemas dependentes 

temporalmente, isto significa que a decisão é fixa em todo o horizonte temporal, 

sem qualquer conhecimento ou sem qualquer consideração de observações do 

processo aleatório. Assim, as decisões em todos os estágios são fixas a priori e 

não agregam informação sobre a realização do processo estocástico ao longo do 

tempo.  

4.1.6  
CCP dinâmico 

O CCP dinâmico [18], diferentemente da CCP estático, constrói cada 

componente do vetor de variável de decisão 𝑥  em função das observações 

passadas da variável de decisão. O modelo dinâmico permite a atualização das 

variáveis de decisão de acordo com o resultado da v.a observada, capturando a 
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memória das observações e gerando uma dependência temporal entre as decisões 

e os valores da v.a. O trabalho [18] apresenta um modelo aplicado para um 

número limitado de estágios, por exemplo 2 ou 3 estágios. E para problema com 

dimensões maiores e regras de decisões lineares projetadas foram utilizadas em 

[81] e um algoritmo de programação dinâmica para ruídos independentes e 

discretos foi proposto em [82]. Considerando uma aplicação para o controle da 

trajetória de um robô aterrissando em marte encontra-se em [83]. 

Matematicamente a variável de decisão será construída na 

forma:𝑥1, 𝑥2(𝜉1), 𝑥3(𝜉1, 𝜉2), … , 𝑥𝑇(𝜉1, 𝜉2, … , 𝜉𝑇−1). Esta configuração atual gera 

um problema mais complexo, de dimensão infinita. Para diminuir essa 

complexidade é comum utilizar a CCP individual no contexto dinâmico, mas 

conforme mencionado anteriormente este modelo ignora o vetor da v.a conjunta. 

Adicionando a CCP conjunta no contexto dinâmico dado por [19], obtêm-se: 

 
ℙ(𝑔(𝑥1, 𝑥2(𝜉1), 𝑥3(𝜉1, 𝜉2), … , 𝑥𝑇(𝜉1, 𝜉2, … , 𝜉𝑇−1)) ≥ 0 

𝑖 = 1, … ,𝑁) ≥ 𝑝. 
(4.22) 

4.2  
Gradiente de restrições probabilísticas 

A expressão analítica para avaliação da função 𝑔𝑖(𝑥, 𝜉)  é a maior 

dificuldade para a utilização das restrições probabilísticas. Calcular os valores de 

𝑔𝑖(𝑥, 𝜉) não é suficiente no contexto de otimização, sendo necessário o cálculo do 

gradiente desta função 𝛻𝑔𝑖(𝑥, 𝜉). Propostas realizadas entre 1994 e 2005 foram 

feitas para realizar o cálculo do gradiente [51] [53] [54],onde é possível calcular o 

valor de 𝛻𝑔𝑖(𝑥, 𝜉) via simulação de Monte Carlo. 

Por outro lado, existem métodos mais eficientes que o descrito 

anteriormente, para o caso de uma restrição probabilística separável. A v.a deve 

ser proveniente de uma distribuição de probabilidade conhecida, como Gaussiana, 

t-student, gama, Dirichlet, exponencial, log-normal, normal truncada [55] [56] 

[57] [58]. A distribuição de probabilidade Gaussiana é um caso especial, pois é 

possível reduzir de forma analítica o cálculo do seu gradiente utilizando uma 
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fórmula recursiva a partir do valor da sua própria função distribuição de 

probabilidade, em uma dimensão menor. A seguir será dissertado sobre essa 

metodologia do cálculo do gradiente para uma distribuição normal multivariada. 

A vantagem da utilização deste modelo recursivo de cálculo do gradiente é a 

aplicação do código do cálculo de valores de uma distribuição Gaussiana 

desenvolvida por Alan Genz [59]. 

4.3  
Cálculo do Gradiente sobre uma normal multivariada 

Neste trabalho será utilizado o próprio código de Genz para calcular o 

gradiente de restrições probabilísticas envolvendo variáveis aleatórias Gaussianas, 

através de um algoritmo recursivo apresentado em [47]. 

Seja 𝜉  um vetor de variáveis aleatórias tendo a distribuição normal 

multivariada com um vetor média 𝜇  e matriz de covariância 𝛴 . Temos que 

𝜉~𝒩(𝜇, 𝛴).Denotamos: 

 

𝜙𝜉(𝑧) = ℙ(𝜉 ≤ 𝑧)    ∀𝑧 ∈ ℝ
𝑛. (4.23) 

Teorema 1.1 (Prékopa [[49] p.203]) Assumindo que 𝜉~𝒩(𝜇, 𝛴)com matriz de 

covariância denotada por 𝛴 = (𝜎𝑖𝑗) . Então, 𝜙𝜉 é uma função continuamente 

diferenciável, cuja derivada é dada por: 

 

𝜕𝜙𝜉

𝜕𝑧𝑖
(𝑧) = 𝑓𝜉𝑖(𝑧𝑖) 𝜙𝜉̌(𝑧𝑖)(𝑧1, … , 𝑧𝑖−1, 𝑧𝑖+1, … , 𝑧𝑠)(𝑖 = 1,… , 𝑛). 

(4.24) 

 

onde 𝑓𝜉𝑖  é a função densidade de probabilidade da componente 𝜉𝑖 , 𝜉(𝑧𝑖) é uma 

variável aleatória (𝑛 − 1) dimensional com distribuição normal, obtida a partir de 

𝜉 por: 𝜉(𝑧𝑖)~𝒩(𝜇̂, 𝛴̂) , 𝜇̂ = 𝜇 + 𝜎𝑖𝑖
−1(𝑧𝑖 − 𝜇𝑖) ⋅ 𝜎𝑖 , excluindo a componente 𝑖 e 

𝛴̂ = 𝛴 − 𝜎𝑖𝑖
−1𝜎𝑖𝜎𝑖

𝑇excluindo a linha 𝑖e coluna 𝑖 referente a matriz de covariância 

𝛴. 
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4.4  
Aplicação de restrições probabilísticas ao gerenciamento de 
reservatórios 

Em 1972 um exemplo de modelagem utilizando restrições probabilísticas 

em um problema de reservatório foi aplicado em [60]. A aplicação de restrições 

probabilísticas no contexto de níveis de armazenamento de reservatório foi 

abordada em 1978 [61], com o objetivo de minimizar o custo de construção do 

reservatório e eventuais penalidades do problema. Posteriormente o uso na CCP 

foi introduzido num problema real de armazenamento do lago Balaton (Hungria) 

em 1979 [62]. Outras abordagens da CCP no ambiente de reservatórios de água 

podem ser encontradas nos trabalhos[63] [64] [65]. 

As restrições probabilísticas podem se encaixar no contexto do 

planejamento hidrotérmico, ao considerar a afluência e/ou a demanda como 

estocásticos. Considerando a afluência incerta no problema da operação, os 

trabalhos [19] e [18] expressam que o volume final do reservatório do problema 

deve estar entre o nível de volume morto (mínimo) e o nível de volume máximo. 

Considere 𝑉𝑓 , 𝑉  e 𝑉, respectivamente os volumes final, mínimo e máximo dos 

reservatórios. A variável de decisão é  𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑡) ,onde a componente 𝑖 

refere-se à quantidade de água turbinada no intervalo 𝑖. As afluências naturais a 

cada período compõem a variável aleatória 𝜉 = (𝜉1, … , 𝜉𝑡) e denota-se por 𝑉0 o 

armazenamento inicial no instante 0. Como mencionado anteriormente o volume 

depende das afluências e do turbinamento conforme equação (4.25). 

 

𝑉𝑡 = 𝑉0 + 𝜉1 +⋯+ 𝜉𝑡 − 𝑥1 −⋯− 𝑥𝑡. (4.25) 

Uma restrição exige que o volume esteja entre os limites de mínimo e 

máximo. Assim, deve-se escolher uma política ótima de turbinamento 𝑥  que 

garanta que os limites dependentes do tempo para o reservatório de 

armazenamento sejam satisfeitos ao longo de todo o horizonte temporal com pelo 

menos alguma probabilidade 𝑝. Formula-se em (4.26) o uso da CCP conjunto 

utilizando os limites entre volumes a serem atendidos: 
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ℙ(𝑉 ≤ 𝑉0 + 𝜉1 +⋯+ 𝜉𝑡 − 𝑥1 −⋯− 𝑥𝑡 ≤ 𝑉 

𝑖 = 1, … ,𝑚 ) ≥ 𝑝 
(4.26) 

Outro trabalho na literatura que utiliza a CCP na gestão energética 

vinculado aos volumes do reservatório é [18] onde se utilizam CCP conjuntas 

num modelo dinâmico de solução, aplicando como exemplo um problema de dois 

e três estágios. 

No planejamento hidrotérmico brasileiro, a CCP proposta num sistema de 

médio e longo prazo como uma alternativa de aversão ao risco pode ser 

encontrada em [66] e [67].Em ambos os trabalhos as afluências são modeladas 

como um modelo autorregressivo periódico de ordem p (𝑃𝐴𝑅(𝑝)).  

Na proposta [67]assume-se que a demanda e as afluências são variáveis 

incertas e a CCP é composto por uma restrição de atendimento à demanda e no 

nível meta de volume final mínimo do reservatório, conforme equação (4.27). 

São apresentadas ainda três abordagens diferentes para o problema de 

planejamento da operação hidrotérmica, para mais informações verifique [67]: 

 

ℙ(𝑥𝑡+1 ≥ 𝑥𝑡+1
𝑐𝑟𝑖𝑡| 𝜉0) ≥ 1 − 𝑝 (4.27) 

Após a abordagem descrita anteriormente, utiliza-se a CCP e o 𝐶𝑉𝑎𝑅 como 

medidas avessas ao risco no planejamento da operação em [66]. A 𝐶𝐶𝑃 individual 

é utilizada junto com o 𝐶𝑉𝑎𝑅, onde a variável aleatória é a afluência. Em um 

segundo instante é utilizada uma demanda aleatória e um problema prático é 

resolvido e comparado a diferentes metodologias. 

Como foi visto em trabalhos mencionados anteriormente, existe a utilização 

da CCP como uma restrição no processo de resolução de um problema multi-

estágio. Porém, considera-se que a substituição do uso da PDDE por um modelo 

puramente CCP hoje ainda não é viável pois o uso de CCP gera uma série de 

limitações que não existem na PDDE, tais como a dificuldade de utilização de 

uma abordagem dinâmica num horizonte temporal longo, e a dificuldade no 

cálculo das probabilidades e gradientes, caso seja utilizada uma modelagem mais 
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realista para a variável aleatória. Especificamente no cálculo do gradiente, 

representar a variável aleatória por um modelo que melhor representa o 

comportamento observado acarreta em limitações para a acurácia, visto que nem 

todas as distribuições possuem uma fórmula direta com um algoritmo eficiente 

como a distribuição gaussiana [49]. Como o caso em estudo é de longo prazo 

torna-se viável a utilização da CCP como uma restrição do problema, porém, em 

um problema de programação diária pode ser viável resolvê-la com um modelo 

puramente CCP. 

No capítulo 5 será abordada a modelagem CCP em um estudado num 

ambiente estático, onde a técnica de CCP é mais sedimentada na literatura, e no 

capítulo 6discute-se a integração da CCP com a PDDE, na resolução do problema 

LTHTP. 
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5  
LTHTP com restrições probabilísticas – Abordagem de CCP 
Estática para os subproblemas da SAR 

Na abordagem estática de um problema de CCP, a restrição probabilística 

induz um conjunto de decisões ao longo de um horizonte de tempo, as quais 

nãosão reajustadas à medida que os valores da variável aleatória vão sendo 

observados no tempo. Embora em uma estratégia de planejamento com horizonte 

rolante esta hipótese não seja adequada, considera-se que no subproblema da SAR 

esse tipo de abordagem possa ser aplicado, já que: 

 o subproblema da SAR é considerado em todos os períodos da PDDE. 

Portanto a região viável do subproblema da SAR de cada período t se ajusta 

automaticamente de acordo com a evolução, no tempo, dos níveis dos 

reservatórios em função dos valores das variáveis aleatórias em cada série 

forward/backward da PDDE; 

 no subproblema da SAR considera-se uma operação do sistema em estado de 

“emergência”, onde todas as usinas térmicas devem ser acionadas. Portanto, 

as decisões mais impactantes (ligar ou não determinadas térmicas) não se 

alterariam no tempo com a realização da variável aleatória, apenas a divisão 

da geração hidroelétrica entre as usinas do sistema já que a geração térmica 

estaria definida a priori. 

A metodologia CCP estática deverá ser aplicada a um subproblema da SAR de 

cada período, série forward e cenário backward da PDDE, após a resolução do 

subproblema hidrotérmico (denominado de subproblema LTHTP) correspondente. 

Os armazenamentos finais nos reservatórios serão as energias armazenadas 

iniciais (parâmetro de entrada) para fins de consideração da restrição 

probabilística no subproblema da SAR. Se esse a energia armazenada inicial não 

for suficiente para tornar viável o subproblema da SAR (isto é, se não for possível 

atender à demanda e o valor de armazenamento meta ao final do horizonte do 

subproblema da SAR a um determinado nível de probabilidade), o método da 

bisseção será aplicado até que se encontre um ponto de armazenamento inicial que 
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esteja na fronteira da região viável do subproblema da SAR, ou seja, que atenda 

ao nível de probabilidade a uma certa tolerância 𝜖. Através do ponto encontrado 

na fronteira eficiente, será construído um corte (restrição da SAR) para compor a 

aproximação linear por partes da região viável do subproblema LTHTP, em 

relação aos seus armazenamentos finais, de onde se originam as energias 

armazenadas iniciais do subproblema CCP- SAR. Este processo está descrito na 

Figura 5.1 para construção do corte da região viável do subproblema CCP-SAR 

(quadro em verde) e possível integração com o problema LTHTP (quadro em 

azul). 

 

Figura 5.1 – Processo iterativo entre a abordagem estática da CCP e o problema LTHTP, resolvido 

por PDDE. 

O principal objetivo desta parte do trabalho é realizar uma avaliação do 

uso de CCP antes de uma possível integração ao modelo de planejamento, 

resolvido por programação dinâmica dual estocástica. 
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5.1  
Representação da variável aleatória 

5.1.1  
Estudo das distribuições de probabilidade - convexidade e 
tratabilidade 

Um requisito de grande importância na utilização de restrições 

probabilísticas no contexto de otimização é a preocupação com a convexidade da 

região viável. Essa análise é realizada avaliando-se propriedades específicas sobre 

a distribuição de probabilidade utilizada para a variável aleatória. É desejável a 

concavidade ou quasi-concavidade destas funções. 

Definição [4.7 pag. 94 [37]]: Uma função 𝑓(𝑥) ,  𝑓: 𝛺 → ℝ+  definida em um 

conjunto convexo 𝛺 ⊂ ℝ𝑛 é dita 𝛼 − 𝑐ô𝑛𝑐𝑎𝑣𝑎, onde 𝛼 ∈ [−∞,+∞], se para todo  

𝑥, 𝑦 ∈ Ω e todo 𝜆 ∈ [0,1]obtém a seguinte desigualdade: 

 

𝑓(𝜆𝑥 + (1 − 𝜆)𝑦) ≥ 𝑚𝛼(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑦), 𝜆), (5.1) 

onde 𝑚𝛼: ℝ+  × ℝ+ × [0,1] → ℝ é definido como𝑚𝛼(𝑎, 𝑏, 𝜆) = 0 se 𝑎𝑏 = 0 .E se 

𝑎 > 0, 𝑏 > 0, 0 ≤ 𝜆 ≤ 1 é dado na equação (5.2). 

 

𝑚𝛼(𝑎, 𝑏, 𝜆) =

{
 
 

 
 aλ𝑏1−𝜆

max{𝑎, 𝑏}
min{𝑎, 𝑏}

(𝜆𝑎𝛼 + (1 − 𝜆)𝑏𝛼)
1

𝛼

𝑠𝑒 𝛼 = 0
𝑠𝑒 𝛼 = ∞
𝑠𝑒 𝛼 = −∞

𝑐. 𝑐

 (5.2) 

Para o caso particular em que 𝛼 = 0 , 𝑓  é dita log-côncava. Se 𝛼 = 1 , 𝑓 é 

simplesmente côncava. Por fim, se  𝛼 = −∞  é dita quasi-concava. Qualquer 

função log-côncava é quasi-côncava dentro do mesmo conjunto convexo  

Uma verificação relevante com relação às propriedades da distribuição da variável 

aleatória na CCP deve ser avaliar a sua  𝛼 − 𝑐𝑜𝑛𝑐𝑎𝑣𝑖𝑑𝑎𝑑𝑒 . Desta forma, no 

trabalho [68] é mostrada uma condição para a função densidade de probabilidade 

que assegura que a medida de probabilidade é log-côncava, como descrito no 

teorema a seguir: 
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Teorema 2 ([66] pág 8): Seja 𝑄(𝑥) uma função convexa definida no espaço 

Euclidiano ℝ𝑛. Suponha que 𝑄(𝑥) ≥ 𝑎, onde 𝑎 é um número real. Seja 𝜓(𝑧) não-

negativa, não-decrescente, diferenciável, e −𝜓(𝑧)  é log-côncava. Considere a 

função 𝑓(𝑥) = 𝜓(𝑄(𝑥))(𝑥 ∈ ℝ𝑛) e que satisfaça 

 

∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 1

ℝ𝑛

 (5.3) 

Denotado pela ℙ{𝐶} a integral de 𝑓(𝑥) sobre a medida do subconjunto 𝐶 ⊂ ℝ𝑛.Se 

𝐴 e 𝐵 são dois conjuntos convexos no ℝ𝑛, então a seguinte desigualdade é válida: 

 

ℙ{𝜆𝐴+ (1 − 𝜆)𝐵} ≥ (ℙ{𝐴})𝜆(ℙ{𝐵})1−𝜆 (0 < 𝜆 < 1). (5.4) 

No trabalho [49] seção 4.4, são apresentados exemplos de densidades de 

probabilidades multivariadas log-côncava e log-convexa. Nestes exemplos 

incluem as distribuições Normal, Beta, Log-normal, Uniforme, Gama, Dirichlet e 

Wishart. Das distribuições citadas anteriormente, todas possuem a concavidade 

desejável para um problema de programação estocástica. No entanto, apenas a 

Normal é tratável computacionalmente para cálculo do gradiente. Por este motivo, 

neste trabalho as variáveis aleatórias serão modeladas a partir de uma distribuição 

normal multivariada.  

Um ponto negativo é devido ao fato da distribuição normal não possibilitar 

a representatividade do processo estocástico real, como por exemplo a assimetria 

e a não negatividade da variável, visto que o domínio da v.a é de [−∞,+∞]. 

Desta forma, estudos estão sendo realizados para verificar distribuições de 

probabilidade mais próximas da realidade e que possuam propriedade de 

convexidade, como por exemplo a distribuição log-normal e a normal truncada 

[69]. Entretanto, além da necessidade de demonstrar a convexidade do CCP, 

permanece ainda a dificuldade em relação ao cálculo eficiente de probabilidades e 

gradientes ao se adotar tais distribuições. 
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5.1.2  
Dependência Temporal 

Na modelagem do processo estocástico associado às vazões afluentes às 

usinas hidroelétricas, é necessário verificar se as características das séries 

hidrológicas geradas são semelhantes às da série histórica, tal como valores de 

média, desvio-padrão e correlação.  

Normalmente os parâmetros dos modelos hidrológicos são ajustados 

utilizando os dados da série histórica hidrológica ou por um modelo que agregue 

informação hidrológicas, possivelmente, em conjunto com informação sobre 

outros processo como por exemplo, temperatura e vento. 

5.1.2.1  
Cadeias de Markov 

O processo Markoviano de lag 1, proposto em [70] para gerar um 

sequencia sintética é definido como: 

 

(𝑥𝑡+1 − 𝜇𝑥) = 𝜌𝑥(1)(𝑥𝑡 − 𝜇𝑥) + [1 − 𝜌
2
𝑥
(1)]

1

2𝜎𝑥𝜖𝑡+1. (5.5) 

onde 𝑥𝑡 e 𝑥𝑡+1 denotam a ocorrência da variável aleatória nos tempos 𝑡 e  𝑡 + 1, 

𝜇𝑥  e 𝜎𝑥  são respectivamente a média e variância de 𝑥 , 𝜌𝑥(1)  a correlação 

temporal de lag 1 da variável aleatória 𝑥 , e 𝜖𝑡+1  é o componente aleatório 

independente de 𝑥 com média zero e desvio padrão igual a um. Os valores de 𝜇𝑥 , 

𝜎𝑥  e 𝜌𝑥(1)são desconhecidos mas podem ser estimados utilizando os dados da 

série histórica produzindo assim os estimadores de média (𝜇̂𝑥) ,desvio padrão ( 

𝜎̂𝑥) e correlação temporal de lag (𝜌̂𝑥(1)).  

Caso os correlogramas da série histórica indiquem dependências temporais 

desprezível para lags maiores do que 1, os estimadores são usados para gerar 

séries hidrológicas sintéticas com características semelhantes às da série histórica. 

O valor encontrado na equação anterior (5.5) pode ser utilizado para simular um 

novo valor um passo até o final do horizonte de interesse. Com este processo, 

pode-se obter 𝑁séries sintéticas. 
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O processo Markoviano de lag 1 também é conhecido como modelo 

autorregressivo de ordem 1 (AR(1)) [71] , representado em [72] por: 

 

𝑤𝑡 = 𝜙1𝑤𝑡−1 + 𝑎𝑡. (5.6) 

onde𝜙1 é o parâmetro do modelo e 𝑎𝑡 é o ruído com distribuição normal padrão. 

O AR(1) possui propriedades do processo Markoviano, no entanto um AR(p) não 

possui estas propriedades diretamente [73].  

Caso os correlogramas indiquem dependências temporais significativas 

para lags superiores a 1, pode-se utilizar um modelo autorregressivo de ordem p 

(AR(p)), na qual a previsão no período 𝑡 depende de p passos atrás.Este modelo é 

formulado em [72]como:  

 

𝑤𝑡 = 𝜙1𝑤𝑡−1 + 𝜙2𝑤𝑡−2 +⋯+ 𝜙𝑝𝑤𝑡−𝑝 + 𝑎𝑡. (5.7) 

5.1.2.2  
O modelo autorregressivo periódico (par-P) 

A representação utilizada recentemente para modelagem de afluência 

mensal no sistema elétrico brasileiro é baseada no modelo autorregressivo 

periódico (PAR(p)) [28]. Conforme mencionado anteriormente, as afluências 

possuem dependência temporal e espacial e a sua modelagem próxima da 

realidade é de grande importância para o planejamento da operação do sistema 

elétrico brasileiro, pelo fato de ser predominantemente hidroelétrico. 

O primeiro passo é identificar a ordem p do modelo autorregressivo 

periódico pela função de autocorrelação parcial para cada mês. Em seguida 

estimam-se os parâmetros do PAR(p) utilizando o sistema de equações Yule-

Walker. No entanto, o efeito cascata gera dificuldade, na qual a vazão incremental 

pode ser relativamente pequena gerando afluências negativas. Para lidar com esse 

problema, ajusta-se a distribuição dos resíduos mensais por uma distribuição log-

normal três parâmetros [74], para evitar a ocorrência de afluências negativas. 
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5.1.3  
Dependência espacial 

A dependência espacial entre as energias afluentes aos reservatórios 

equivalentes não pode ser ignorada na geração de cenários sintéticos,visto que 

essa dependência pode ser importante [75]. Um exemplo dessa correlação espacial 

positiva é quando há usinas hidroelétricas que estão na mesma bacia. 

5.1.4  
Dependência espaço-temporal 

Para gerar séries sintéticas hidrológicas para mais de um reservatório, a 

correlação espacial deve ser considerada assim como os estimadores de média 

(𝜇̂𝑥 ), desvio padrão (𝜎̂𝑥 ) e correlação temporal ( 𝜌̂𝑥(1)). A proposta em [70] 

realiza a captura dessa correlação espacial utilizando a geração de um processo 

multivariado. Desta forma, seja 𝑥𝑖  sendo 𝑖 = 1, . . , 𝑚  as varáveis aleatórias 

pertencente à 𝑚-ésima observação da série temporal. Desta série são extraídos a 

média, variância, correlação temporal e a correlação espacial entre p e q denotada 

𝜌𝑥
𝑝,𝑞

 sendo 𝑝, 𝑞 = 1, . . 𝑚. A sequência multivariada gerada será dada por: 

 

𝑥𝑡+1 = 𝐴𝑥𝑡 + 𝐵𝜖𝑡+1. (5.8) 

onde 𝑥𝑡+1e 𝑥𝑡 são matrizes cujo p-ésimo elemento é, respectivamente 𝑥𝑝𝑡+1 − 𝜇𝑥 

e 𝑥𝑝𝑡 − 𝜇𝑥, onde 𝑥𝑝𝑡+1 e 𝑥𝑝𝑡  denotam a ocorrência da variável aleatória 𝑥𝑝 nos 

períodos 𝑡 e 𝑡 + 1, respectivamente. O componente aleatório 𝜖𝑡+1 é uma matriz 

(𝑚 × 1)  independente de 𝑥𝑡 . 𝐴  e 𝐵  são matrizes (𝑚 ×𝑚) , calibradas de tal 

maneira que as sequências sintéticas multivariadas geradas possam melhor se 

adequarem à série histórica. A matriz 𝐵, que é a correlação entre ruídos, pode ser 

obtida utilizando técnicas de decomposição espectral ou decomposição de 

Cholesky. A metodologia empregada no GEVAZP é semelhante a empregada em 

[70], na qual a matriz 𝐵 é construída aplicando-se decomposição de Cholesky da 

matriz de correlação espacial dos ruídos para composição da matriz de cargas. A 

matriz 𝐴  é uma matriz diagonal que apresenta o coeficiente de correlação 

temporal. 
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Neste trabalho, os dados de correlação espaço-temporal para a variável 

aleatória normal multivariada (no tempo e no espaço) são obtidos diretamente da 

série histórica, preservando dessa forma a dependência espaço-temporal.  

5.1.5  
O modelo GEVAZP 

O modelo desenvolvido pelo CEPEL para geração de cenários sintéticos de 

energia e vazão para o planejamento da operação energética é o GEVAZP [74], o 

qual gera os cenários de afluência que são utilizados para os modelos DECOMP, 

NEWAVE e SUISHI
7

. A consideração de forma conjunta das correlações 

temporais e espaciais no modelo GEVAZP é melhor detalhada em [74]. 

5.2  
Reformulação do problema original de CCP 

Neste trabalho será utilizado o conceito de reservatórios equivalentes de 

energia, que podem estar distribuídos em diferentes áreas, interconectadas por 

grandes troncos de transmissão. Cada reservatório equivalente possui como 

característica níveis de armazenamento mínimo (EARMI) e máximo (EARMAX). 

Em relação às unidades térmicas, será assumida uma usina térmica equivalente 

para cada submercado, conforme proposto em [27]. O subproblema de CCP 

possui 𝑇𝑆𝐴𝑅 intervalos de tempo, denotando-se por 𝜉𝑖
𝑡 a afluência do reservatório 

equivalente 𝑖 no período 𝑡. 

Para aplicação das restrições probabilísticas como critério de segurança no 

subproblema SAR (equação(3.1)-(3.6)) algumas modificações das restrições a 

este problema serão realizadas, em relação ao apresentado na seção 3, conforme 

descrito na seção seguinte. 

                                                 
7 Modelo de Simulação a Usinas Individualizadas de Subsistemas Hidrotérmicos Interligados- 

Operação de  planejamento hidrotérmico de médio/longo prazo 
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5.2.1  
Equação de balanço hídrico 

A equação de balanço hídrico pode ser representada segundo a equação a 

seguir, onde se representa, em cada período 𝜏, o efeito acumulado de todas as 

variávies dos períodos de tempo anteriores: 

 

𝐸𝐴𝑅𝑀𝜏+1
𝑖 = 𝐸𝐴𝑅𝑀0

𝑖 +∑𝜉𝑘
𝑖

𝜏

𝑘=1

−∑𝐺𝐻𝐼𝐷𝑘
𝑖

𝜏

𝑘=1

∀𝑖 = 1,…𝑁𝑅𝐸𝑄𝑉
∀𝜏 = 𝑡 + 1,… , 𝑇𝑆𝐴𝑅

 

(5.9) 

Desta forma, a equação (5.9) será substituída nas equações de atendimento ao 

nível meta e do limite de energia armazenada. Então, a formulação do problema 

SAR considerando as modificações mencionadas anteriormente é dada por: 

 

𝛽(𝐸𝐴𝑅𝑀0) = min
𝐷𝐸𝐹,𝐸𝐴𝑅𝑀,𝐺𝐻𝐼𝐷,𝐺𝑇𝐸𝑅𝑀,𝐼𝑁𝑇

∑ ∑ 𝐷𝑒𝑓𝜏
𝑖

𝑁𝑆𝐼𝑆

𝑖=1

𝑇𝑆𝐴𝑅

𝜏=𝑡+1

 (5.10) 

 Sujeito a:  

 
𝐸𝐴𝑅𝑀𝜏+1

𝑖 = 𝐸𝐴𝑅𝑀0
𝑖 +∑𝜉𝑘

𝑖

𝜏

𝑘=1

−∑𝐺𝐻𝐼𝐷𝑘
𝑖

𝜏

𝑘=1

𝑖 = 1,…𝑁𝑅𝐸𝑄𝑉
𝜏 = 𝑡 + 1,… , 𝑇𝑆𝐴𝑅

 

(5.11) 

 
𝐸𝐴𝐸𝐴𝑅𝑀0

𝑖 +∑𝜉𝜏
𝑖

𝜏

𝑘=1

−∑𝐺𝐻𝐼𝐷𝑘
𝑖

𝜏

𝑘=1

≥ 𝑀𝐸𝑇𝐴𝑖
𝑖 = 1,…𝑁𝑅𝐸𝑄𝑉
𝜏 = 𝑡 + 1, … , 𝑇𝑆𝐴𝑅

 

(5.12) 

 

𝐺𝑇𝐸𝑅𝑀𝜏
𝑖 + ∑ 𝐺𝐻𝐼𝐷𝜏

𝑗

𝑗∈R𝑖

+ ∑ 𝐼𝑁𝑇𝜏
𝑖,𝑗 

𝑗∈Ω𝑖

+ 𝐷𝑒𝑓𝜏

= 𝐷𝜏
𝑖 𝑖 = 1,…𝑁𝑆𝐼𝑆
𝜏 = 𝑡 + 1,… , 𝑇𝑆𝐴𝑅

 

(5.13) 

 𝐷𝑒𝑓𝜏, 𝜉𝜏, 𝐺𝐻𝐼𝐷𝜏 , 𝐺𝑇𝐸𝑅𝑀𝜏 ≥ 0    𝜏 = 𝑡 + 1,… , 𝑇𝑆𝐴𝑅 

(5.14) 

 
𝐺𝐻𝐼𝐷𝑖𝜏 ≤ 𝐺𝐻𝐼𝐷𝑖𝜏̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑖 = 1,…𝑁𝑅𝐸𝑄𝑉

𝜏 = 𝑡 + 1,… , 𝑇𝑆𝐴𝑅
 

(5.15) 
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𝐸𝐴𝑅𝑀𝑀𝐼𝑁 𝑖 ≤ 𝐸𝐴𝑅𝑀0
𝑖 + ∑ 𝜉𝑘

𝑖

𝑇𝑆𝐴𝑅

𝑘=𝜏

− ∑ 𝐺𝐻𝐼𝐷𝑘
𝑖

𝑇𝑆𝐴𝑅

𝑘=𝜏

≤ 𝐸𝐴𝑅𝑀𝐴𝑋𝑖  
∀𝑖 = 1,…𝑁𝑅𝐸𝑄𝑉
∀𝜏 = 𝑡 + 1,… , 𝑇𝑆𝐴𝑅

 

(5.16) 

 

Formulação do problema CCP-SAR 

O objetivo do subproblema CCP-SAR é definir condições para a energia 

armazenada inicial de forma que se atenda a demanda sem déficits (𝛽 = 0) e que 

não viole os limites de armazenamento preestabelecidos a um nível de 

probabilidade 𝑝 . Desta forma a restrição (5.12) será modificada conforme 

apresentado nas expressões seguintes. O nível de atendimento desejado às 

restrições será um dado de entrada, comumente localizado entre 0,9 e 0,99.  

 
ℙ [𝐸𝐴𝑅𝑀0

𝑖 +∑𝜉𝑘
𝑖

𝜏

𝑘=1

−∑𝐺𝐻𝐼𝐷𝜏
𝑖

𝜏

𝑘=1

≥ 𝑀𝐸𝑇𝐴𝑖
𝑖 = 1,…𝑁𝑅𝐸𝑄𝑉
𝜏 = 𝑡 + 1, … , 𝑇𝑆𝐴𝑅

] ≥ 𝑝 

(5.17) 

 
ℙ [∑𝜉𝑘

𝑖

𝜏

𝑘=1

≥ 𝑀𝐸𝑇𝐴𝜏
𝑖 − 𝐸𝐴𝑅𝑀0

𝑖

+ ∑𝐺𝐻𝐼𝐷𝑘
𝑖

𝜏

𝑘=1

𝑖 = 1,…𝑁𝑅𝐸𝑄𝑉
𝜏 = 𝑡 + 1,… , 𝑇𝑆𝐴𝑅

] ≥ 𝑝 

(5.18) 

 

 
ℙ [𝜂𝑖

𝜏 ≥ 𝑀𝐸𝑇𝐴𝜏
𝑖 − 𝐸𝐴𝑅𝑀0

𝑖

+ ∑𝐺𝐻𝐼𝐷𝑘
𝑖

𝜏

𝑘=1

𝑖 = 1,…𝑁𝑅𝐸𝑄𝑉
𝜏 = 𝑡 + 1,… , 𝑇𝑆𝐴𝑅

] ≥ 𝑝 

(5.19) 

Na equação (5.19) o lado direito é o requisito de vazão para um período 𝜏 

necessária para atender a meta 100% das vezes. Definem-se variáveis auxiliares 

{𝜒𝜏
𝑖 , 𝑖 = 1,…𝑁𝑅𝐸𝑄𝑉, 𝜏 = 1,… , 𝑇𝑆𝐴𝑅} para o lado direito das equações, conforme 

mostrado a seguir: 

Para 𝜏 = 1 
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𝜒1
𝑖 − 𝐺𝐻𝐼𝐷1

𝑖 = 𝑀𝐸𝑇𝐴
𝑖
−  𝐸𝐴𝑅𝑀0

𝑖  
(5.20) 

Para 𝜏 = 2 

 

𝜒2
𝑖 = 𝑀𝐸𝑇𝐴 𝑖 – 𝐸𝐴𝑅𝑀0

𝑖 + 𝐺𝐻𝐼𝐷1
𝑖 + 𝐺𝐻𝐼𝐷2

𝑖   

 

⟹ 𝜒2
𝑖 = 𝜒1

𝑖 + 𝐺𝐻𝐼𝐷2
𝑖  (5.21) 

 

Para 𝜏 = 3 

 𝜒3
𝑖 = 𝑀𝐸𝑇𝐴 𝑖 − 𝐸𝐴𝑅𝑀0

𝑖 + 𝐺𝐻𝐼𝐷1
𝑖 + 𝐺𝐻𝐼𝐷2

𝑖 + 𝐺𝐻𝐼𝐷3
𝑖  

 

 

⟹ 𝜒3
𝑖 = 𝜒2

𝑖 + 𝐺𝐻𝐼𝐷3
𝑖  

 
(5.22) 

 

E, de forma geral, para 𝜏 = 𝑡 : 

 

𝜒𝑡
𝑖 = 𝜒𝑡−1

𝑖 + 𝐺𝐻𝐼𝐷𝑡
𝑖. (5.23) 

Com estas modificações adicionais, a equação de balanço hídrico não estará de 

forma explícita na formulação do problema e todos os cortes construídos na 

construção da região viável do CCP dependerão apenas das variáveis adicionais 

𝜒𝜏
𝑖 , que são dadas por: 

 
𝜒𝜏
𝑖 = 𝑀𝐸𝑇𝐴𝜏

𝑖 − 𝐸𝐴𝑅𝑀0
𝑖 + ∑𝐺𝐻𝐼𝐷𝑘

𝑖

𝜏

𝑘=1

𝑖 = 1, …𝑁𝑅𝐸𝑄𝑉
𝜏 = 𝑡 + 1,… , 𝑇𝑆𝐴𝑅

 (5.24) 
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5.3  
Formulação geral CCP-SAR 

A formulação final do subproblema CCP-SAR considerado neste trabalho é 

dada por: 

 𝛽(𝐸𝐴𝑅𝑀0 ) = min
𝐷𝑒𝑓,𝐸𝐴𝑅𝑀,𝐺𝐻𝐼𝐷,𝐺𝑇𝐸𝑅𝑀,𝐼𝑁𝑇

∑ ∑ 𝐷𝑒𝑓𝜏
𝑖

𝑁𝑆𝐼𝑆

𝑖=1

𝑇𝑆𝐴𝑅

𝜏=𝑡+1

 (5.25) 

 Sujeito a:  

 𝜒1
𝑖 − 𝐺𝐻𝐼𝐷1

𝑖 = 𝑀𝐸𝑇𝐴
𝑖
−  𝐸𝐴𝑅𝑀0

𝑖 𝑖 = 1,…𝑁𝑆𝐼𝑆 (5.26) 

 𝜒𝑡
𝑖 = 𝜒𝑡−1

𝑖 + 𝐺𝐻𝐼𝐷𝑡
𝑖 𝑖 = 1,…𝑁𝑆𝐼𝑆
𝜏 = 𝑡 + 2,… , 𝑇𝑆𝐴𝑅

 (5.27) 

 ℙ [𝜂𝜏
𝑖 ≥ 𝜒𝜏

𝑖 𝑖 = 1,…𝑁𝑅𝐸𝑄𝑉
𝜏 = 𝑡 + 1,… , 𝑇𝑆𝐴𝑅

] ≥ 𝑝 (5.28) 

 
𝐺𝑇𝐸𝑅𝑀𝜏

𝑖 + ∑ 𝐺𝐻𝐼𝐷𝜏
𝑗

𝑗∈R𝑖

+ ∑ 𝐼𝑁𝑇𝜏
𝑖,𝑗 

𝑗∈Ω𝑖

+ 𝐷𝑒𝑓𝜏
𝑖

= 𝐷𝜏
𝑖 = 1,…𝑁𝑆𝐼𝑆

𝜏 = 𝑡 + 1,… , 𝑇𝑆𝐴𝑅
 

(5.29) 

 𝐷𝑒𝑓𝜏, 𝜉𝜏, 𝐺𝐻𝐼𝐷𝜏 , 𝐺𝑇𝐸𝑅𝑀𝜏 ≥ 0    𝜏 = 𝑡 + 1,… , 𝑇𝑆𝐴𝑅 (5.30) 

 𝐺𝐻𝐼𝐷𝑖𝜏 ≤ 𝐺𝐻𝐼𝐷𝑖̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 𝑖 = 1,…𝑁𝑅𝐸𝑄𝑉
𝜏 = 𝑡 + 1, … , 𝑇𝑆𝐴𝑅

 (5.31) 

A equação (5.16), limites de armazenamento máximo e mínimo, pode ser 

retirada da formulação CCP-SAR já que o nível de armazenamento mínimo será 

atendido com uma certa probabilidade que é colocada na restrição probabilística 

para um determinado nível meta. Em relação ao nível de armazenamento máximo 

é possível que ocorra o vertimento de energia. 
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5.4  
Convexidade da região viável para as restrições probabilísticas 

Conforme mencionada anteriormente, a distribuição Normal pertence ao 

grupo de funções densidade de probabilidade log-côncavas ([49], pág. 97). Um 

estudo ilustrativo a fim de verificar a região viável da distribuição Normal 

padronizada bivariada foi realizado neste trabalho, para diferentes níveis de 

probabilidades e diferentes correlações entre as variáveis aleatórias. Para criação 

dessas figuras foi programado em Fortan a captura dos valores da variável 

aleatória para diferentes probabilidades (0,8; 0,9; 0,975; 0,99) e correlação entre 

essas variável de (0; 0,25; 0,5; 0,99) de uma distribuição normal com média nula 

e desvio-padrão um. 

Na Figura 5.2, o gráfico superior à esquerda possui correlação nula entre as 

variáveis, enquanto no gráfico inferior à direita a correlação é 0,99 . Nesta 

ilustração é possível verificar que a correlação influência a curvatura da região 

viável. Assim, quanto maior a correlação, maior a área da região viável, fixado o 

nível de probabilidade 𝑝 . Outro aspecto relevante é o impacto desse nível de 

probabilidade, que variou de 0,8  até 0,99 : observa-se que o valor de 𝑝  é 

inversamente proporcional ao tamanho da região viável. 
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Figura 5.2 – Estudo ilustrativo da convexidade da distribuição Normal para níveis de 

probabilidades e correlações diferentes. 

A Figura 5.3 apresenta a diferença da região viável para correlações com sinais 

diferentes, com um nível de probabilidade de 0,90. Observa-se que a correlação 

negativa produz um impacto menor na curvatura da fronteira eficiente do que a 

curvatura com correlação positiva. Como referência, mostra-se também a curva 

com correlação nula. 
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Figura 5.3 –  Estudo ilustrativo da convexidade da distribuição Normal para correlações com sinais 

opostos. 

5.5  
Estratégias de solução - Planos cortantes 

A estratégia de solução para representar a região viável da restrição 

probabilística será a de planos cortantes [76]. A região viável para um problema 

convexo não linear é aproximada por uma sequência finita de inequações lineares 

(cortes) até que seja obtida uma solução aproximada suficientemente adequada. 

Assim, o problema não linear é aproximado por um problema linear, que pode ser 

resolvido por inúmeros pacotes de programação linear já implementados e 

consolidados. Esta estratégia será utilizada devida à falta de uma fórmula explícita 

para representar a região viável do CCP.  

Como neste trabalho será utilizada a variável aleatória seguindo uma 

distribuição Gaussiana, torna-se viável o uso da aproximação por planos cortantes, 

já que a região viável do CCP com tal distribuição é convexa [47]. Conforme 

mencionado na seção 4.3 existe uma fórmula explícita para o cálculo do gradiente 

e uma formulação computacionalmente eficiente para verificar a probabilidade de 

uma distribuição normal multivariada (seção5.5.4).  
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O objetivo desse trabalho é utilizar o CCP-SAR como um problema de 

segundo nível do subproblema de LTHTP. No caso de se obter uma probabilidade 

inferior à estabelecida para as restrições probabilísticas, para um vetor de energia 

armazenada finais do subproblema de LTHTP, o subproblema CCP-SAR irá gerar 

cortes para o problema LTHTP, conforme será apresentado no capítulo 6. 

Portanto, esse método de solução apresentado nesse capítulo dará subsídios para o 

que foi desenvolvido no próximo capítulo. 

Construção do Corte para aproximação da região viável 

No momento que for encontrado o ponto que atenda ao nível de 

probabilidade 𝑝 com uma tolerância 𝜖, será construído um corte tangente à região 

viável passando por esse ponto, conforme ilustrado na Figura 5.4 através do ponto 

em azul aproximado pelo corte vermelho. 

 

Figura 5.4 – Construção do corte para aproximação da região viável do subproblema CCP-SAR 

Seja 𝜒̃̂𝑖  o vetor normalizado encontrado na iteração corrente, para as 

variáveis de decisão de cada período associadas ao reservatório 𝑖. Assim, o corte 

será dado por 〈∇𝑝(𝜒̂) , 𝜒 − 𝜒̂〉  ≥ 0 , onde ∇𝑝  é o gradiente da restrição 

probabilística para o nível de probabilidade 𝑝 . No caso mais simples de 2 

reservatórios equivalentes (𝑁𝑅𝐸𝑄𝑉) e 1 período ( 𝑁𝑃𝐸𝑅), tem-se: 

 
𝜕𝑝

𝜕𝜒1
(𝜒̂1 ) ⋅ (𝜒̃1 − 𝜒̃̂1 ) +

𝜕𝑝

𝜕𝜒2
(𝜒̂1 ) ⋅ (𝜒̃2 − 𝜒̃̂2 ) ≥ 0 (5.32) 

 

Seja, 
𝜕𝑝

𝜕𝜒1
1 = 𝑑1 e 

𝜕𝑝

𝜕𝜒1
2 = 𝑑2. Então,  
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𝑑1 (
𝜒1 − 𝜇1
𝜎1

− 𝐿𝑜𝑤𝑒𝑟1) + 𝑑2 (
𝜒2 − 𝜇2
𝜎2

− 𝐿𝑜𝑤𝑒𝑟2) ≥ 0. (5.33) 

onde 𝐿𝑜𝑤𝑒𝑟1e 𝐿𝑜𝑤𝑒𝑟2  são dois pontos padronizados da normal da variável 𝜒 

encontrada no resolução do subproblema LTHTP. Essa variável é modificada 

utilizado o método da bisseção, descrito na seção 5.5.2.2, a fim de se encontrar 

um ponto na fronteira da região viável. 

Isolando o lado direito em (5.33)e arrumando os termos em (5.34), temos que: 

 
(
𝑑1
𝜎1
) ⋅ 𝜒1 + (

𝑑2
𝜎2
) ⋅ 𝜒2

≥
𝑑1𝜇1
𝜎1

+ 𝑑1𝐿𝑜𝑤𝑒𝑟1 +
𝑑2𝜇2
𝜎2

+ 𝑑2𝐿𝑜𝑤𝑒𝑟2 

(5.34) 

 
(
𝑑1
𝜎1
) ⋅ 𝜒1 + (

𝑑2
𝜎2
) ⋅ 𝜒2

≥ 𝑑1 (
𝜇1
𝜎1
+ 𝐿𝑜𝑤𝑒𝑟1)

+ 𝑑2 (
𝜇2
𝜎2
+ 𝐿𝑜𝑤𝑒𝑟2) 

(5.35) 

De forma ilustrativa,a Figura 5.5 apresenta a região viável do problema de CCP, 

construída através da metodologia de planos cortantes, obtida utilizando a 

expressão(5.35). 

 

Figura 5.5 – Cortes CCP para um estudo de caso (caso 01). 
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5.5.1  
Resolução por usinas térmicas equivalentes 

O processo iterativo utilizado para aproximação da função de custo de 

geração da usina térmica será o utilizado por [77], onde cortes iterativos são 

adicionados no processo de linearização de uma expressão não linear. 

Denominada como abordagem linear por partes dinâmica (LPPD), adicionam-se 

novos cortes em torno da última solução e o processo é repetido até que a solução 

do problema e o custo associado a esta solução atinjam limites de tolerância pré-

estabelecidos.  

O algoritmo descrito em [77] é resumido a seguir: 

Passo 1- Resolver o subproblema com um subconjunto do total de cortes 

da função de custo térmico equivalente (ECF): obtém-se a geração térmica. 

Passo 2- Cálculo do custo referente a geração térmica encontrada no passo 

1, utilizando a função não linear exata. 

Passo 3 a- Verificar se a distância entre o custo da solução corrente e o 

custo da solução do passo 2 é menor ou igual a uma tolerância. Se for verdade, vá 

para o passo 4. Se não, vá para o passo 3b. 

Passo 3 b- Calcular a distância entre o valor de geração térmica e as 

interseções dos cortes ativos com os próximos cortes adjacentes. Se a tolerância 

estiver entre essas distâncias, o algoritmo para. Se não, vá para o passo 4. 

Passo 4- Adicionam-se novos cortes para um conjunto de pontos de 1 até 

um número adicional de cortes por iteração pré-determinado. Excluem-se os 

cortes que coincidam com os adicionados em iterações anteriores. Volta ao passo 

1. 

Esta metodologia será utilizada nesta pesquisa, com o número de cortes 

adicionais igual a 4  em cada iteração e uma tolerância de 0,0001% para a 

aproximação no custo de geração térmica. 
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5.5.2  
Método de bisseção para obter um ponto na fronteira da região 
viável 

5.5.2.1  
Teoria do Método de bisseção 

O método da bisseção é considerado por alguns autores como o primeiro 

método numérico para encontrar as raízes de equações não lineares. O objetivo 

deste método é encontrar a raiz de uma determinada função contínua, dados dois 

pontos 𝑥𝑖𝑛𝑓  e 𝑥𝑠𝑢𝑝  desta função com sinais opostos, como ilustrado por duas 

funções na Figura 5.6. 

Teorema  [[78] capítulo 3]: 

Seja 𝑓(𝑥) uma função real contínua. Para a equação  𝑓(𝑥) = 0, existe uma 

raiz entre 𝑥𝑖𝑛𝑓 e 𝑥𝑠𝑢𝑝 se 𝑓(𝑥𝑖𝑛𝑓) ⋅ 𝑓(𝑥𝑠𝑢𝑝) < 0. 

 

 

Figura 5.6 – Situações em que se garante obter uma raiz para a equação f(x) = 0 pelo método da 

bisseção. 

O teorema anterior não é garantido para o caso em que 𝑓(𝑥𝑖𝑛𝑓) ⋅ 𝑓(𝑥𝑠𝑢𝑝) > 0 , de 

maneira ilustrativa a Figura 5.7 apresenta a não garantia da obtenção da raiz para 

o caso em que 𝑓(𝑥𝑖𝑛𝑓) ⋅ 𝑓(𝑥𝑠𝑢𝑝) > 0. 
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Figura 5.7 – Situações em que o método da bisseção não garante a obtenção de uma raiz para 

f(x) = 0., ou ela não é única. 

Para encontrar a raiz da equação, deve-se inicialmente obter um ponto 

médio entre os dois pontos dados 𝑥𝑖𝑛𝑓 e 𝑥𝑠𝑢𝑝, separando o intervalo original em 

dois intervalos distintos [𝑥𝑖𝑛𝑓 e 𝑥𝑚] e [𝑥𝑚e 𝑥𝑠𝑢𝑝]. A raiz desta função estará em 

um desses intervalos, para isso será verificado se 𝑓(𝑥𝑚) ⋅ 𝑓(𝑥𝑠𝑢𝑝) < 0. Caso seja 

verdadeiro, o novo intervalo será entre𝑥𝑖𝑛𝑓 e 𝑥𝑚,senão será o intervalo entre𝑥𝑚e 

𝑥𝑠𝑢𝑝 . Este procedimento será repetido neste trabalho até atingir um número 

máximo de iterações, ou até que a diferença entre 𝑥𝑖𝑛𝑓 e 𝑥𝑠𝑢𝑝 seja inferior a uma 

certa tolerância 𝜖. 

Enumerando os passos descritos anteriormente, tem-se:  

1) Escolha 𝑥𝑖𝑛𝑓 e 𝑥𝑠𝑢𝑝, dois pontos tais que 𝑓(𝑥𝑖𝑛𝑓) ⋅ 𝑓(𝑥𝑠𝑢𝑝) > 0. 

2) Estime a raiz, pela expressão𝑥𝑚  =
𝑥𝑖𝑛𝑓+𝑥𝑠𝑢𝑝

2
. 

3) Verifique: 

a. Se 𝑓(𝑥𝑖𝑛𝑓) ⋅ 𝑓(𝑥𝑚) < 0 , a raiz está entre 𝑥𝑖𝑛𝑓  e 𝑥𝑚 , então, 

𝑥𝑖𝑛𝑓 = 𝑥𝑖𝑛𝑓e 𝑥𝑚 = 𝑥𝑠𝑢𝑝. 

b. Se 𝑓(𝑥𝑚) ⋅ 𝑓(𝑥𝑠𝑢𝑝) < 0, a raiz está entre  𝑥𝑚e 𝑥𝑠𝑢𝑝,então 𝑥𝑖𝑛𝑓 =

𝑥𝑚 e 𝑥𝑠𝑢𝑝 = 𝑥𝑠𝑢𝑝. 

c. Se 𝑓(𝑥𝑚) ⋅ 𝑓(𝑥𝑠𝑢𝑝) = 0 então a raiz é 𝑥𝑚. Parar Algoritmo 
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4)  Encontre o novo estimador da raiz: 

𝑥𝑚 =
𝑥𝑖𝑛𝑓 + 𝑥𝑠𝑢𝑝

2
 

5) Encontre o erro absoluto estimado 

|𝜖𝑎𝑙𝑝ℎ𝑎| = |
𝑥𝑚
𝑛𝑜𝑣𝑜 − 𝑥𝑚

𝑣𝑒𝑙ℎ𝑜

𝑥𝑚
𝑛𝑜𝑣𝑜 | ⋅ 100% 

onde 𝑥𝑚
𝑛𝑜𝑣𝑜 é o estimador da raiz da iteração presente e 

𝑥𝑚
𝑣𝑒𝑙ℎ𝑜o estimador da raiz da iteração passada. 

6) Compare se o erro absoluto relativo é menor que uma tolerância pré-

estabelecida 𝜀 .Se |𝜖𝑎𝑙𝑝ℎ𝑎| < 𝜀, volte ao passo 3, se não pare.  

7) Se número iterações ≥ número máximo de iterações,pare o algoritmo. 

5.5.2.2  
Método da Bisseção implementado no Fortran 

O fluxograma do método de bisseção aplicado para obter pontos na fronteira 

da restrição probabilística é apresentado na Figura 5.8, onde 𝑝 é a probabilidade a 

ser atingida,  𝑝𝑐𝑢𝑟𝑟  é a probabilidade associada ao valor corrente da variável 

aleatória, 𝜖é a tolerância admitida para a diferença entre 𝑝 e a 𝑝𝑐𝑢𝑟𝑟, 𝐿𝑜𝑤𝑒𝑟𝑙𝑎𝑠𝑡 é 

um ponto inicial para realizar a bisseção (caso seja necessário), e 𝐿𝑜𝑤𝑒𝑟𝑟𝑒𝑓 é o 

ponto referência para cálculo do método da bisseção. Este procedimento está 

ilustrado graficamente na Figura 5.9, onde dois pontos tomado por valores da 

função com sinais opostos aproximam através da interpolação para o ponto na raiz 

da função. 
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Figura 5.8 –Método da Bisseção implementado para obter pontos na fronteira da região viável para 

a restrição probabilística. 

Para ilustrar a captura do ponto que atende o nível de probabilidade 

desejado respeitando uma determinada tolerância (Figura 5.9). Primeiramente 

ocorreu a discretização da variável do eixo x ( 𝜉1
1) entre valores de (−4 𝑒 + 4), 

depois é realizada a aproximação do ponto da fronteira eficiente pelo método da 

bisseção considerando uma distribuição normal padrão com distribuição das 

variáveis aleatórias. Considerando dois pontos com sinais contrários (−2 𝑒 + 2) 

do eixo y (𝜉2
1)  para essa construção da região. 
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Figura 5.9 –Ilustração da fronteira eficiente da região viável para a restrição probabilística, obtida 

pelo método da bisseção a partir de diversos valores fixos para a variável aleatória ξ1
1. 

Existem métodos alternativos ao método da bisseção para encontrar a raiz 

de equações não lineares, como por exemplo: o método falso positivo; método 

Newton-Raphson e método da secante (vide [78] para maiores informações destes 

métodos). Estes métodos possuem vantagens com relação à eficiência quando 

comparados ao método da bisseção, no entanto a forma de calcular é mais 

trabalhosa, como por exemplo o requerimento de derivadas parciais.  

5.5.3  
Cálculo do gradiente 

O cálculo do gradiente tem o objetivo de determinar a direção, no espaço 

de variáveis independentes 𝑥, de máxima variação de determinada função 𝑓(𝑥), 

avaliada em um ponto 𝑥̂.No contexto desta pesquisa é necessária para construção 

dos cortes das restrições probabilísticas, já que as curvas de nível para 

ℙ(𝑔(𝑥, 𝜉) ≥ 0) = 𝑝  são tangentes ao gradiente da restrição probabilística, 

avaliado em cada ponto. 
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Duas abordagens foram utilizadas para o cálculo do gradiente das probabilidades: 

a primeira utiliza o código de Genz e foi apresentada na seção 4.3; a segunda é 

pelo método de diferenças finitas, apresentado a seguir, que foi implementado 

apenas para fins de validação do uso do código de Genz nesse trabalho. 

5.5.3.1  
Aproximação da derivada por diferenças finitas 

A derivada de uma função unidimensional 𝑓(𝑥)no ponto 𝑥  é definido 

como: 

 

𝑓′(𝑥) = lim
Δ𝑥→0

𝑓(𝑥 + Δ𝑥) − 𝑓(𝑥)

Δ𝑥
 (5.36) 

Utilizado métodos de aproximação por diferenças finitas, a equação anterior pode 

ser escrita como: 

 

𝑓′(𝑥) ≈  
𝑓(𝑥 + Δ𝑥) − 𝑓(𝑥)

Δ𝑥
 (5.37) 

Conhecendo o valor de 𝑥, dado um valor de Δ𝑥 é possível encontrar 𝑓′(𝑥). 

A aproximação da derivada por diferenças finitas será utilizada apenas como um 

instrumento de validação para os valores de derivadas obtidos na fórmula 

recursiva da distribuição Gaussiana com o uso do código de Genz. 

Evidentemente, devido à sua perda de acurácia para dimensões maiores, conforme 

será visto no capítulo de resultados, sua utilização não é recomendada quando se 

dispõe de uma expressão para o cálculo da derivada para as probabilidades, como 

é o caso da distribuição normal. 

 

5.5.3.2  
Comparação entre as duas abordagens 

Considere uma distribuição normal univariada e seja ℙ(𝜉 ≤ 𝑧), tal que, 

𝑧 ∈ ℝ e 𝜉~𝒩(0,1). Utilizando uma variação Δ𝑧 → 0, ilustrada na Figura 5.10, e 
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segundo a equação (5.37), o interesse para o cálculo da derivada é a região 

ilustrada em vermelho conforme Figura 5.11. 

 

Figura 5.10 – Exemplo de cálculo da derivada da probabilidade de um a distribuição normal. 

 

Figura 5.11 – Exemplo de cálculo da derivada da probabilidade de um a distribuição normal 

extraindo umΔz. 

Desenvolvendo o numerador da equação (5.37): 

 

𝑓(𝑥 + Δ𝑥) − 𝑓(𝑥) = ℙ[𝜉 ≤ 𝑧 + Δ𝑧] − ℙ[𝜉 ≤ 𝑧] (5.38) 
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ℙ[𝜉 ≤ 𝑧 + Δ𝑧] − ℙ[𝜉 ≤ 𝑧] = Á𝑟𝑒𝑎𝐴 (5.39) 

 

Á𝑟𝑒𝑎𝐴 = 𝑏𝑎𝑠𝑒 ⋅ 𝑎𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 = 𝑓(𝑧) ⋅ Δ𝑧 (5.40) 

Adiciona-se em seguida a equação (5.40)em (5.37) 

 
𝑓′(𝑥) =

𝜕ℙ(𝑧)̂

𝜕𝑧
≈
ℙ[𝜉 ≤ 𝑧 + Δ𝑧] − ℙ[𝜉 ≤ 𝑧]

Δ𝑧
≈
𝑓(𝜉) ⋅ Δ𝑧

Δ𝑧

≈ 𝑓(𝜉) 

(5.41) 

Desta forma é verificada a possibilidade em utilizar apenas a função densidade de 

probabilidade no cálculo da derivada. 

Pode-se estender o caso univariado para o caso bivariado ℙ(𝜉𝑖 ≤ 𝑧𝑖), tal que, 

𝑧𝑖 ∈ ℝ  , 𝜉𝑖~𝒩(0,1)  e 𝑖 = 1,2 . A equação (5.37)será escrita como a 

equação(5.42).  

 
𝜕𝑓(𝑥̂, 𝑦̂)

𝜕𝑥
≈  
𝑓(𝑥̂ + Δ𝑥, 𝑦) − 𝑓(𝑥̂, 𝑦̂)

Δ𝑥
 (5.42) 

Utilizando uma variação Δ𝑧2 → 0 ilustrada na Figura 5.12 para a derivação da 

variável 𝜉2,pode-se desenvolve-se o numerador da equação (5.42). 

 

Figura 5.12 – Ilustração da derivação parcial da probabilidade da distribuição normal bivariada. 
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𝑓(𝑥̂, 𝑦 + Δ𝑦) − 𝑓(𝑥̂, 𝑦̂) = ℙ [

𝜉1 ≤ 𝑧1
𝜉2 ≤ 𝑧2 + Δ𝑧2

] − ℙ[𝜉 ≤ 𝑧] 

 

(5.43) 

 

ℙ [
𝜉1 ≤ 𝑧1

𝜉2 ≤ 𝑧2 + Δ𝑧2
] − ℙ[𝜉 ≤ 𝑧] = 𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒  (5.44) 

 

𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒 = Á𝑟𝑒𝑎𝑏𝑎𝑠𝑒 ⋅ 𝐴𝑙𝑡𝑢𝑟𝑎 (5.45) 

 

𝑉𝑜𝑙𝑢𝑚𝑒 = Á𝑟𝑒𝑎𝑏𝑎𝑠𝑒 ⋅ Δ𝑧2 (5.46) 

 

Á𝑟𝑒𝑎𝑏𝑎𝑠𝑒 ⋅ Δ𝑧2 = 𝑓(𝜉2) ⋅ ℙ[𝜉1 ≤ 𝑧1] ⋅ Δ𝑧2 (5.47) 

 

Adiciona-se em seguida a equação(5.43) em (5.37) 

 
𝜕𝑓(𝑥̂, 𝑦̂)

𝜕𝑦
=
𝜕ℙ(𝑧)̂

𝜕𝑧2
≈
ℙ[
𝜉2 ≤ 𝑧2 + Δ𝑧2

𝜉1 ≤ 𝑧1
] − ℙ[𝜉 ≤ 𝑧]

Δ𝑧2
 

 

(5.48) 

 
ℙ [
𝜉2 ≤ 𝑧2 + Δ𝑧2
𝜉1 ≤ 𝑧1

] − ℙ[𝜉 ≤ 𝑧]

Δ𝑧2
≈
Á𝑟𝑒𝑎 ⋅ Δ𝑧2

Δ𝑧2
 

(5.49) 

 
Á𝑟𝑒𝑎 ⋅ Δ𝑧2

Δ𝑧2
≈ 𝑓(𝜉2) ⋅ ℙ[𝜉1 ≤ 𝑧1] (5.50) 

Desta forma é possível mostrar a forma de derivação presente na seção 4.3 no 

contexto de derivação pelo método das diferenças finitas. 

5.5.4  
Uso do código de Genz 

A proposta em [59] para cálculo eficiente da probabilidade de uma 

distribuição padronizada normal multivariada é realizada através de 

transformações simples. A implementação deste algoritmo pode ser encontrada 
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em várias linguagens de programação como R, Matlab e Fortran. Pode ser 

encontrada também de forma acessível em [79]. 

A implementação o código de Genz foi programada para calcular ℙ(𝜉 ≥

𝑧) , ∀𝑧 ∈ ℝ𝑛 conforme ilustração na Figura 5.13. 

 

 

Figura 5.13- Ilustração da probabilidade (ξ ≥ z). 

Para utilização do código de Genz neste trabalho foi necessária a inversão 

de sinal da equação (4.23) para melhor adaptação. Assim: 

 

ϕξ(z) = ℙ(−ξ ≤ −z)    ∀z ∈ ℝn. (5.51) 

E o cálculo do gradiente será dado por: 

 
∂ϕξ

∂zi
(z) = −fξi(zi) ϕξ̌(zi)(z1, … , zi−1, zi+1, … , zs)(i = 1,… , n). (5.52) 

5.5.4.1  
Implementação no Fortran 

A entrada para a derivação pelo código de Genz é a matriz de covariância, 

que possui como dimensão o número de reservatórios multiplicado pelo número 

de períodos(𝑛𝑟𝑒𝑞𝑣 ⋅ 𝑛𝑝𝑒𝑟 × 𝑛𝑟𝑒𝑞𝑣 ⋅ 𝑛𝑝𝑒𝑟). 
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O primeiro passo é calcular 𝜉(𝑧𝑖)~𝒩(𝜇̂, 𝛴̂) para cada componente𝑖 cuja 

derivada parcial está sendo calculada. Assim, se a derivada parcial para a 

componente 𝑖 está sendo obtida, então devemos calcular a média e variância sem a 

componente𝑖. 

A “nova” média 𝜇̂ sem a componente 𝑖 será dada por: 

 

𝜇̂ = 𝜇 + 𝜎𝑖𝑖
−1(𝑧𝑖 − 𝜇𝑖) ⋅ 𝜎𝑖 (5.53) 

onde 𝜇 é a média da variável aleatória,𝜎𝑖𝑖
−1 é o inverso da variância da variável 𝑖, 

𝑧𝑖 é o valor encontrado para a componente 𝑖, 𝜇𝑖 é a média da variável associada à 

componente 𝑖  e 𝜎𝑖  a matriz Σ  excluindo-se as linhas e colunas referentes à 

componente 𝑖 

Com relação à variância, teremos uma matriz de covariâncias para cada 

componente da variável aleatória, cuja dimensão é nvar = nper ⋅ nreqv . 

Portanto, a matriz de covariância da variável que 𝑖  cuja derivada está sendo 

calculada será: 

 

𝛴𝑎𝑢𝑥(𝑖, : , : ) = 𝛴 − 𝜎𝑖𝑖
−1𝜎𝑖𝜎𝑖

𝑇 , (5.54) 

onde 𝛴𝑎𝑢𝑥  é a matriz de covariância atrelada a saída da variável 𝑖, que possui 

dimensão (𝑛𝑣𝑎𝑟  ×  𝑛𝑣𝑎𝑟 − 1 × 𝑛𝑣𝑎𝑟 − 1),𝜎𝑖  a matriz Σ eliminando o ponto 𝑖, 

𝜎𝑖𝑖
−1o inverso da variância da variável 𝑖 

Através dessa matriz de covariâncias é possível encontrar a correlação a 

ser aplicada no código de Genz implementado no Fortran. Ao realizar a 

padronização da normal é possível, portanto, encontrar  𝜙𝜉̌(𝑧𝑖). 

O passo seguinte é obter a função densidade de probabilidade da variável a 

ser derivada, que da normal será dada por: 

 

𝐹𝐷𝑃𝑖 =
1

√2𝜋
𝑒
(−

𝑧𝑖
2

2
)
. (5.55) 
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Assim é possível aplicar a fórmula: 

 
𝜕𝜙𝜉

𝜕𝑧𝑖
(𝑧) = 𝐹𝐷𝑃𝑖 ⋅ 𝜙𝜉̌(𝑧𝑖)(𝑧1, … , 𝑧𝑖−1, 𝑧𝑖+1, … , 𝑧𝑠)(𝑖 = 1,… , 𝑛). (5.56) 
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6  
LTHTP com restrições probabilísticas - Integração à PDDE 

O principal objetivo desta abordagem é a construção da região viável no 

subproblema LTHTP do NEWAVE, em relação aos valores de energia 

armazenada final (EARM) desse subproblema, que correspondem aos 

armazenamentos iniciais no subproblema CCP-SAR. Desta forma, serão 

construídos cortes de modo que não ocorra déficit no subproblema CCP-SAR com 

uma probabilidade igual ou superior ao valor p especificado como dado de 

entrada. 

Existe a possibilidade de aplicar dois métodos iterativos para construir a 

superfície de aversão ao risco CCP-SAR: o primeiro é a posteriori, no qual a 

CCP-SAR seja calculada ao longo da PDDE; o outro é o a priori em que a região 

viável é construída antes da PDDE [14]. Neste trabalho será considerada a SAR a 

priori, portanto será dissertado sobre a utilização da CCP neste contexto. 

Nos itens subsequentes serão explicadas as formas de discretização dos 

valores de energia armazenada e a construção do corte da superfície da CCP-SAR 

para o subproblema LTHTP, conforme realizado neste trabalho. 

6.1  
Discretização da Energia Armazenada 

O processo de discretização da energia armazenada objetiva gerar cortes 

para introduzir a CCP-SAR a priori na PDDE. A discretização é realizada pela 

combinação de (𝑛𝑟𝑒𝑞𝑣 − 1 ) armazenamentos, pois o armazenamento de um 

reservatório equivalente é fixado. Este reservatório equivalente fixo é mantido 

com a energia armazenada no valor máximo, enquanto os demais reservatórios 

variam entre a energia armazenada máxima e mínima. O armazenamento do 

reservatório que teve seu valor fixado inicialmente irá ser modificado pelo método 

de bisseção, para se chegar à fronteira eficiente da restrição probabilística, em 

função dos armazenamentos iniciais. 
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O número total de discretização (𝑛𝑑𝑖𝑠𝑐)  e o passo entre as energias 

armazenadas discretizados(Δ) são dados de entrada para o processo de partição 

das energias armazenadas iniciais dos reservatórios equivalentes. Para diminuir o 

esforço computacional neste processo, é estabelecido um número de 

discretizações (𝑙𝑖𝑚𝑖𝑛𝑓)  onde os passos são maiores do que as demais 

discretizações (𝑛𝑑𝑖𝑠𝑐 − 𝑙𝑖𝑚𝑖𝑛𝑓) . A Figura 6.1 ilustra para dois reservatórios 

equivalentes a forma de realizar a discretização e a representação das variáveis de 

entrada com o número de discretização (ndisc), limite inferior (liminf) e passo da 

discretização(Δ). 

 

Figura 6.1- Discretização dos valores de Energia Armazenada para obtenção da superfície CCP-

SAR a priori. 

Na construção da região viável do subproblema CCP-SAR, é necessário 

encontrar o valor da função objetivo na origem (energia armazenada inicial dos 

reservatórios equivalentes igual a zero) tal que esses armazenamentos provoquem 

déficit nesse subproblema. O ponto para construção do corte do problema SAR 

será encontrado através da distância entre a origem e o ponto da discretização, 

conforme ilustrado na Figura 6.2.  
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Figura 6.2- Distância entre cada ponto de discretização dos armazenados e a origem. 

A construção da região do subproblema CCP-SAR a priori é realizada 

encontrando o valor da função objetivo na origem que cause déficit e o valor do 

ponto da discretização que não cause déficit. Desta forma, o processo iterativo da 

bisseção é aplicado de tal forma que encontre um ponto na fronteira que atenda à 

tolerância do método e retorne um valor 𝛽  positivo (porém suficientemente 

próximo de zero), para que seja possível capturar os multiplicadores de Lagrange. 

Estes multiplicadores serão utilizados para construir os cortes para aproximação 

da região viável do subproblema LTHTP, em relação aos armazenamentos finais 

dos reservatórios, que são dados de entrada para o subproblema CCP-SAR. 

6.2  
Construção do Corte CCP-SAR a priori 

Assim como na abordagem estática da CCP, será utilizada a metodologia de 

planos cortantes para aproximar da região viável do subproblema LTHTP em 

relação à CCP-SAR a priori. Na Figura 6.3 é ilustrada a construção do corte para 

esse problema, que será realizada assim que um ponto atenda à tolerância do 

processo da bisseção e retorne uma função objetivo positiva. O corte construído 

será do tipo 〈Δ𝑉0, 𝑉0 − 𝑉̂0〉 ≤ 0 , onde Δ𝑉0 =
𝜕𝛽

𝜕𝑉0
(𝑉̂0) , obtido a partir dos 

multiplicadores de Lagrange do subproblema CCP-SAR para todas as restrições 

que envolvem o ponto 𝑉̂0, que é o ponto final encontrado após a utilização do 

método da bisseção. 
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Figura 6.3- Região viável CCP-SAR a priori. 

O processo iterativo do método da bisseção está representado na Figura6.4, 

por pontos azuis, e o ponto vermelho encontrado nesse método é o que atende 

todos os requisitos para construção do corte, representado pela linha vermelha. Na 

Figura 6.5 mostra-se o fluxograma para cálculo do corte da CCP-SAR, a partir da 

escolha de um dos pontos de discretização para os armazenamentos.  

 

Figura6.4- Pontos da bisseção e corte. 
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Figura6.5- Algoritmo CCP-SAR a priori. 

Ao realizar uma comparação da superfície de aversão a risco (SAR) com a 

superfície de aversão a risco com restrições probabilísticas (CCP-SAR), o sistema 

será protegido para determinado cenário crítica através de uma probabilidade de 

risco de déficit no futuro considerando uma dada distribuição de probabilidade 

conjunta das variáveis aleatórias.  

Como o trabalho [69] está em fase de preparação houve a necessidade da 

realização de comparação com essa pesquisa. Desta forma, o trabalho [69] 

também utiliza o conceito de restrições probabilísticas na superfície de aversão a 

risco (CCP-SAR), todavia o cálculo dos gradientes é realizado utilizando o 

conceito de diferenças finitas e a abordagem estática foi implementada. Nessa 

pesquisa utilizou-se a fórmula recursiva para obtenção de gradiente e duas 

metodologias foram apresentadas a abordagem estática e a priori na PDDE. 
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7  
Resultados Numéricos 

Neste capítulo, serão explicados os testes realizados neste trabalho e análises 

em relação aos resultados obtidos. Após a descrição da configuração do sistema 

na seção7.1 e da modelagem da variável aleatória na seção 7.2, será realizada na 

seção 7.3 uma validação do uso do código de Genz para cálculo das derivadas de 

distribuições normais multivariadas na abordagem estática de um problema de 

CCP. Para tal, é feita uma análise comparativa entre a obtenção do gradiente, para 

aplicação do método de planos cortantes, utilizando diferenças finitas (vide seção 

5.5.3) e a fórmula recursiva aplicando o código de Genz (seção 4.3). 

Em seguida, serão mostrados na seção 7.4 os resultados da resolução do 

subproblema da CCP-SAR em um caso bidimensional (2 reservatórios 

equivalentes e 1 período de tempo), para que sejam construídas ilustrações de 

todo o processo iterativo para obtenção da região viável do subproblema em 

relação às restrições probabilísticas. Posteriormente serão mostrados resultados 

com mais dimensões. 

Finalmente, na seção 7.5 serão ilustrados e apresentados os resultados de 

integração com a PDDE, por meio da obtenção "a priori" da superfície de aversão 

a risco (conforme realizado em [14]). Porém, neste trabalho utilizam-se restrições 

probabilísticas (CCP-SAR), ao invés de uma série crítica. 

Os testes realizados neste trabalho foram executados em um computador 

Pentium Intel Quad Core de 2.83 GHz e 4 GB de memória RAM. Toda a 

implementação deste trabalho foi executada através da linguagem de programação 

Fortran e os problemas de programação linear foram resolvidos através do pacote 

OSL [80] . 
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7.1  
Descrição do Sistema 

O primeiro caso em estudo é de dimensão pequena, 𝑛𝑝𝑒𝑟 = 1 e 𝑛𝑟𝑒𝑞𝑣 = 2, 

para que resultados ilustrativos sejam construídos. Estes resultados exemplificarão 

a construção do corte no processo de resolução do problema de otimização com 

restrições probabilísticas. Visando avaliar a estratégia para dimensões maiores, o 

número de períodos tornará a ser 𝑛𝑝𝑒𝑟 = 5 e o número de reservatórios será o 

mesmo do primeiro caso (𝑛𝑟𝑒𝑞𝑣 = 2). 

Para avançar ainda mais no aumento da dimensão, o terceiro caso terá o 

dobro de reservatórios equivalentes (𝑛𝑟𝑒𝑞𝑣 = 4 ) e um número de períodos igual 

ao do segundo caso (𝑛𝑝𝑒𝑟 = 5). 

7.2  
Modelagem da variável aleatória 

A limitação em relação à distribuição de probabilidade pela qual a variável 

aleatória será modelada é causada pela exigência da convexidade da região viável 

induzida pela restrição probabilística. Desta forma, a função densidade de 

probabilidade deve ser log-cônvava ou quasi-cônvava, como já descrito na seção 

5.1.1. 

Do ponto de vista matemático a distribuição Gaussiana possui 

propriedades de convexidade para a região viável da restrição probabilista [47]. 

Além disso, existe um código eficiente para cálculo de sua probabilidade [59] e 

uma fórmula recursiva para cálculo do gradiente, como descrito na seção 4.3. 

No entanto, o uso da distribuição Gaussiana para representar a afluência 

gera certa perda de acurácia na representação da realidade, pois não é possível 

capturar a assimetria que é comum em series de vazão, e há a possibilidade de 

gerar cenários de afluências negativas. De qualquer forma, como o objetivo de 

estudo deste trabalho é a utilização da restrição probabilística no problema de 

superfície de aversão a risco, um primeiro passo nesse sentido será representar a 

afluência como uma distribuição normal. Ressalta-se que é possível ajustar os 

parâmetros da distribuição normal para melhor representar a cauda da 

distribuição, conforme discutido em [69]. 
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No trabalho [69] são realizados estudos com relação à convexidade da 

modelagem da variável aleatória seguindo uma distribuição normal truncada e 

log-normal. Esse trabalho não descarta a utilização da primeira alternativa, que 

possui a vantagem de utilizar o código de Genz. Entretanto, para a segunda 

alternativa ainda não existe na literatura um código eficiente para cálculo das 

derivadas da distribuição de probabilidade conjunta. 

O arquivo utilizado para cálculo de correlação (“parp-conf1.dat”) contém 

o histórico das energias naturais afluentes (ENAS) para os nove reservatórios 

equivalentes do Sistema Interligado Nacional (SIN), utilizado para o programa 

mensal da operação (PMO) de Janeiro/2016. Este arquivo contém a energia 

natural afluente mensal de cada reservatório equivalente de 1931 até 2014. 

Para tornar o processo mais iterativo e eficiente, foi realizada a 

programação em Fortran para cálculo das correlações, onde a entrada do programa 

é o arquivo parp-conf1.dat. Deve-se fornecer como entrada a quantidade de 

reservatórios equivalentes (𝑁𝑟𝑒𝑞𝑣)  e a quantidade de períodos (𝑁𝑝𝑒𝑟) . O 

primeiro passo é calcular a variável soma de afluências, 𝜂𝑡
𝑖 = ∑ 𝜉𝑡

𝜏=1 𝜏

𝑖
, para cada 

período 𝑡 , na janela de tempo correspondente ao subproblema da SAR 

considerado
8
. Assim, a partir dos valores da variável "soma" é possível encontrar 

a média, variância e matriz de correlação. Como saída foram criados três 

arquivos: o primeiro com a média, nomeado como CCP_MEDIA.dat, como 

ilustrado na Figura7.1; o segundo arquivo CCP_VAR.dat apresenta a variância, 

ilustrado na Figura7.2; e o terceiro arquivo contém a correlação entre 

reservatórios equivalentes e períodos, que será abordado a seguir.  

                                                 
8
 Por exemplo, se o subproblema da SAR envolver os meses de Julho, a novembro, teremos 

𝑇𝑆𝐴𝑅 = 5 e as variáveis 𝜂𝑖
𝑡 envolverão a soma das energias afluentes deste t =1 (Julho) até cada 

período 𝑡 = 𝜏, em cada ano do histórico. 
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Figura7.1- Média dos dados de entrada com nreqv = 4 reqv enper = 5 (Janeiro até Maio), em 

MWmês. 

 

Figura7.2- Variância dos dados de entrada com nreqv = 4 reqv e nper = 5(Janeiro até Maio), em 

MWmês2. 

No contexto deste trabalho será considerada a correlação temporal, espacial e 

espaço temporal da variável aleatória. Estes dados serão apresentados como 

entrada em um arquivo separado chamado “CCP_CORREL.dat”. A organização 

do arquivo está apresentada na Figura 7.3 . 
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Figura 7.3- Correlações dos dados de entrada, calculadas a partir dos dados históricos. 

A Figura 7.4 apresenta a nova estrutura a matriz de correlação preenchida 

pelos dados da Figura 7.3: as células de cor verde indicam as correlações 

temporais, as células de cor amarelo as correlações espaciais e as células de cor 

vermelha as correlações espaço-temporais. Neste trabalho a matriz de correlação 

será estruturada no reservatório equivalente 𝑖 = 1, . . ,9 , para cada período 

𝑡 = 1,… ,12, conforme mostrado na Figura 7.4. 

 

Figura 7.4- Matriz de correlações dos dados de entrada. 

7.3  
Validação do uso do código de Genz 

Nesta seção serão comparados os resultados obtidos na utilização das 

diferenças finitas e a fórmula recursiva (seção 4.3) aplicando o código de Genz. O 

objetivo é verificar a correção na obtenção das probabilidades e gradientes 

associados à restrição probabilística. Além disso, essa análise é importante no 
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sentido de calcular a acurácia dos gradientes obtidos pelo método das diferenças 

finitas, já que este seria o método utilizado para algumas distribuições que não 

possuam fórmula eficiente para cálculo do gradiente. Desta forma, a utilização do 

método das diferenças finitas é utilizado neste trabalho como uma forma de 

validação dos valores de gradiente obtidos na fórmula recursiva da distribuição 

Gaussiana aplicando o código de Genz. 

Inicialmente, na seção 7.3.1 será comparado o cálculo do gradiente 

necessário para criar a aproximação linear por partes da região viável da restrição 

probabilística. Em seguida, na seção 7.3.2 a convergência para resolução da CCP 

será comparada, a fim de verificar se uma metodologia leva a um número de 

iterações maior do que a outra. O último aspecto comparativo será com realização 

ao tempo computacional gerado nas duas metodologias, presente na seção 7.3.3. 

7.3.1  
Comparação do cálculo do gradiente e restrições criadas 

A verificação do cálculo do gradiente ocorrerá através da comparação 

entre as restrições criadas dos coeficientes dos cortes obtidos para aproximação da 

região viável da restrição probabilísticas. 

Como métrica de comparação será utilizado o conceito de erro médio absoluto 

percentual (MAPE), definido na expressão (7.1) a seguir: 

 

 

𝑀𝐴𝑃𝐸 =

∑
|𝑌𝑑𝑖𝑓−𝑌𝑔𝑐𝑑|

𝑌𝑔𝑐𝑑

𝑛𝑐𝑢𝑡
𝑖=1 × 100

𝑛𝑐𝑢𝑡
 

(7.1) 

onde 𝑛𝑐𝑢𝑡  é total de cortes gerados no processo iterativo até convergência da 

probabilidade, 𝑌𝑑𝑖𝑓 é o valor encontrado utilizando diferenças finitas, e 𝑌𝑔𝑐𝑑 é o 

valor encontrado utilizando o código de Genz. 
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7.3.1.1  

Caso 01: 𝑵𝒑𝒆𝒓 = 𝟏  𝑵𝒓𝒆𝒒𝒗 = 𝟐 -Sem correlação 

No primeiro caso, 𝑁𝑝𝑒𝑟 = 1 𝑁𝑟𝑒𝑞𝑣 = 2, a comparação dos cortes será 

apresentada exatamente conforme a saída construída na sub-rotina implementada. 

Desta maneira, a Figura 7.5 compõe os cortes construídos utilizando diferenças 

finitas e a Figura 7.6utilizando a fórmula recursiva pelo código de Genz; 

 

Figura 7.5 – Cortes da aproximação das restrições CCP para o caso 01, pelo método de diferenças 

finitas. 

 

Figura 7.6 – Cortes da aproximação das restrições CCP para o caso 01, pelo código de Genz. 

MAPE- Erro Médio Absoluto Percentual 

A Tabela 7.1apresenta os valores médios dos erros obtidos aplicando a métrica do 

erro médio absoluto percentual (MAPE). Observa-se que as diferenças são muito 

pequenas para todos os valores de constante e coeficientes da restrição. 

Tabela 7.1 – Tabela MAPE para as diferenças entre os coeficientes dos cortes obtidos pelo método 

de diferenças finitas e código de Genz - caso 01 

RHS COEF 1 COEF 2 

0.0626% 0.0658% 0.1127% 

 

Gráfico Comparativo 
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Como no caso 01 o problema é bidimensional, é possível a ilustração do 

resultado comparativo entre os gerados utilizando diferenças finitas (𝐶𝑜𝑟𝑡𝑒𝑠𝑑𝑖𝑓)e 

o código de Genz no cálculo do gradiente (𝐶𝑜𝑟𝑡𝑒𝑠𝑔𝑐𝑑). 

 

Figura 7.7 – Comparação cortes diferenças finitas x código de Genz. 

A Figura 7.7 ilustra os cortes cujos coeficientes constam na Figura 7.5 e 

Figura 7.6, verificando-se por comparação visual que as diferenças são 

insignificantes. Nesta ilustração foi necessário o aumento de espessura do corte 

gerado utilizando o código de Genz ( 𝑐𝑜𝑟𝑡𝑒𝑐𝑔𝑑)  para que seja observada a 

sobreposição dos cortes obtidos com os dois métodos. 

7.3.1.2  

Caso 02: 𝑵𝒑𝒆𝒓 = 𝟓 𝑵𝒓𝒆𝒒𝒗 = 𝟐 -Sem correlação 

No segundo caso, serão estudados os mesmos resultados do item 7.3.1.1. 

No entanto a dimensão do problema será maior ( 𝑁𝑝𝑒𝑟 = 5 e 𝑁𝑟𝑒𝑞𝑣 = 2). Por 

este motivo a ilustração da utilização das diferenças finitas (Figura 7.5)e do 

código de Genz ( Figura 7.6) possui número maior de coeficientes. 
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Figura 7.8 – Cortes da aproximação das restrições CCP para o caso 02, pelo método de diferenças 

finitas. 
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Figura 7.9 – Cortes da aproximação das restrições CCP para o caso 02, pelo código de Genz. 

MAPE- Erro Médio Absoluto Percentual 

Na Tabela 7.2, onde se mostram os desvios médios entre os valores obtidos 

pelos dois métodos, observa-se que o coeficiente do terceiro período e segundo 

reservatório equivalente resultou no MAPE de 20%. Ressalta-se, porém, que este 

resultado é devido aos valores muito pequenos destes coeficientes. Por exemplo, 

no ultimo corte (iteração 20 ) a diferença entre os dois métodos é de 

aproximadamente 10−4,sendo valor deste coeficiente pelo método das diferenças 

finitas 111% maior do que o código de Genz. Observa-se, portanto, que o método 

das diferenças finitas tem dificuldades para tratar valores próximos de zero, por 

este motivo é recomendável o uso do código de Genz. 

Tabela 7.2 – Tabela MAPE para as diferenças entre os coeficientes dos cortes obtidos pelo método 

de diferenças finitas e código de Genz - caso 02 

RHS 0.11% 

CF11 0.11% 
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CF21 0.14% 
CF31 6.50% 

CF41 2.08% 

CF51 0.74% 

CF12 
0.01% 

CF22 
2.16% 

CF32 19.95% 

CF42 2.79% 

CF52 1.25% 

7.3.1.3  

Caso 03: 𝑵𝒑𝒆𝒓 = 𝟐  𝑵𝒓𝒆𝒒𝒗 = 𝟐 – Com correlação temporal 

No terceiro caso, 𝑁𝑝𝑒𝑟 = 2 𝑁𝑟𝑒𝑞𝑣 = 2  , observou-se a importância de 

avaliar casos correlacionados, já que gera impactos na construção da fórmula 

recursiva de obtenção do gradiente. Esta situação foi construída a fim de testar o 

uso do código de Genz em relação ao manuseio dos dados da matriz de 

correlação. Assim, a Figura 7.10 apresenta a saída com o uso das diferenças 

finitas e a Figura 7.11 saída aplicando a formula recursiva com o uso do código de 

Genz. 

 

Figura 7.10 – Cortes da aproximação das restrições CCP para o caso 03, pelo método de diferenças 

finitas. 
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Figura 7.11 – Cortes da aproximação das restrições CCP para o caso 03, pelo código de Genz. 

MAPE- Erro Médio Absoluto Percentual 

Como houve diferença no número de cortes gerados (8 para o caso de 

diferenças finitas e 9 para o uso do código de Genz) o erro médio absoluto 

percentual será calculado para cada corte gerado com índice semelhante (NCUT).  

Através da Tabela 7.3 grandes diferenças para valores próximos de zero, 

demonstrando uma possível perda de acuraria do uso das diferenças finitas. 

Tabela 7.3 – Tabela MAPE para as diferenças entre os coeficientes dos cortes obtidos pelo método 

de diferenças finitas e código de Genz - caso 03 

NCUT 1 
2 3 4 5 6 7 8 

RHS 2.85% 
1.02% 1.34% 2.49% 1.93% 1.84% 1.80% 1.02% 

CF11 10.92% 
9.79 12.12% 12.68% 12.87% 11.04% 9.62% 11.24% 

CF21 2.91% 
3.57% 3.06% 3.42% 3.89% 3.90% 6.70% 0.44% 

CF12 40.55% 18.65 21.97% 27.27% 17.33% 6.70% 11.16% 29.57% 

CF22 3.89% 1.43% 0.03% 8.03% 4.88% 3.87% 11.20% 6.78% 

7.3.1.4  

Caso 04: 𝑵𝒑𝒆𝒓 = 𝟓 𝑵𝒓𝒆𝒒𝒗 = 𝟐 – Com correlação temporal 

No quarto caso, além da correlação temporal conforme abordado na seção 

anterior houve a necessidade de aumentar a dimensão do problema. Desta 

maneira, o número de períodos (𝑁𝑝𝑒𝑟 = 5)  e o número dos reservatórios 

equivalentes (𝑁𝑟𝑒𝑞𝑣 = 2)  são utilizados assim como o caso 02 mas neste 

momento será observado a correlação temporal.  Assim, a Figura 7.12 apresenta a 

saída com o uso das diferenças finitas Figura 7.13e a saída aplicando a fórmula 

recursiva com o uso do código de Genz. 
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Figura 7.12 – Cortes da aproximação das restrições CCP para o caso 04, pelo método de diferenças 

finitas. 

 

Figura 7.13- Cortes da aproximação das restrições CCP para o caso 04, pelo código de Genz. 

MAPE- Erro Médio Absoluto Percentual 

Como houve diferença no número de cortes gerados ( 8 para o caso de 

diferenças finitas e 16 para o uso do código de Genz) o erro médio absoluto 

percentual ,no caso 4, será calculado apenas aos cortes com índices semelhantes. 

Os coeficientes dos cortes gerados pelo do segundo reservatório 

equivalente resultaram em uma grande variação do erro médio absoluto 

percentual. Ao analisar individualmente as restrições a primeira iteração do 

processo de convergência gera um corte diferente, no uso do código de Genz, do 

corte gerado pelas diferenças finitas, acarretando em diferenças significativas nos 

cortes posteriores. Portanto, essas diferenças não devem ser interpretadas como 

inacurácia do método de diferenças finitas em si, mas sim como uma diferença no 

processo de evolução na resolução do problema por ambos os métodos. 
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Tabela 7.4 – Tabela MAPE para as diferenças entre os coeficientes dos cortes obtidos pelo método 

de diferenças finitas e código de Genz - caso 04 

NCUT 1 2 3 4 5 6 7 8 

RHS 29.9% 33.8% 7.0% 1.2% 20.6% 6.6% 30.8% 3.0% 

CF11 93.3% 989.2% 58.8% 11.6% 38.1% 3.5% 1.7% 18.2% 

CF21 22.6% 11.7% 79.1% 450% 92.3% 46.7% 30.8% 50.2% 

CF31 15.0% 543.7% 240.5% 245.5% 70.4% 58.7% 154.8% 62.1% 

CF41 87.0% 1312.9% 56.6% 53.2% 71.1% 68.8% 71.0% 79.6% 

CF51 11.3% 771.8% 75.8% 24.9% 4.0% 18.7% 5.0% 51.3% 

CF12 1904.5% 246.1% 1526.3% 10415.3% 9920.0% 3000% 26172.7% 1195.2% 

CF22 216.1% 60.6% 613.1% 290.3% 124.4% 66.4% 4978.8% 56.1% 

CF32 186.7% 99.7% 79.6% 317.3% 3903.5% 2021.4% 71.4% 3007.1% 

CF42 62.6% 81.5% 71.1% 419.3% 44% 291.8% 136.9% 35.5% 

CF52 17.1% 17.8% 76.8% 441.1% 7.1% 37.8% 54.0% 40.5% 

7.3.2  
Comparação da convergência para resolução do subproblema CCP-
SAR estático 

A comparação da convergência para resolução do subproblema CCP- SAR 

estático possui a intenção de comparar a quantidade de iterações até a 

convergência da CCP, entre os métodos de diferenças finitas e o código de Genz. 

7.3.2.1  

Caso 01: 𝑵𝒑𝒆𝒓 = 𝟏 𝑵𝒓𝒆𝒒𝒗 = 𝟐 – Sem correlação 

A convergência da probabilidade da CCP, conforme Tabela 7.5, gerou o 

mesmo número de iterações entre as duas metodologias. Além disso, o erro médio 

absoluto percentual da probabilidade para cada corte foi insignificante. 

Tabela 7.5 – Tabela convergência para resolução do problema CCP-SAR - caso 01 

ICUT PROB DIF PROB CGC MAPE 

1 45.35% 45.35% 0.0% 

2 88.39% 88.39% 0.0% 

3 89.98% 89.97% 0.01% 
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7.3.2.2  
Caso 02: 𝑵𝒑𝒆𝒓 = 𝟓 𝑵𝒓𝒆𝒒𝒗 = 𝟐 – Sem correlação 

A convergência da probabilidade da CCP, conforme Tabela 7.6, gerou o 

mesmo número de iteração entre as duas metodologias. Além disso, o erro médio 

absoluto percentual da probabilidade para cada corte foi insignificante. 

Tabela 7.6 – Tabela convergência para resolução do problema CCP-SAR -  caso 02 

ICUT PROB DIF PROB CGC MAPE 

1 0% 0% 0.000% 

2 1.4% 1.4% 0.000% 

3 78.85% 78.85% 0.000% 

4 83.54% 83.55% 0.012% 

5 87.41% 87.41% 0.000% 

6 88.58% 88.59% 0.011% 

7 88.47% 88.47% 0.000% 

8 89.16% 89.16% 0.000% 

9 89.12% 89.12% 0.000% 

10 89.53% 89.53% 0.000% 

11 89.58% 89.58% 0.000% 

12 89.69% 89.69% 0.000% 

13 89.85% 89.85% 0.000% 

14 89.88% 89.9% 0.022% 

15 89.93% 89.91% 0.022% 

16 89.96% 89.96% 0.000% 

17 89.96% 89.95% 0.011% 

18 89.98% 89.97% 0.011% 

19 89.99% 89.98% 0.011% 

20 89.98% 89.98% 0.000% 

 

7.3.2.3  

Caso 03: 𝑵𝒑𝒆𝒓 = 𝟐 𝑵𝒓𝒆𝒒𝒗 = 𝟐 – Com correlação Temporal 

A convergência da probabilidade da CCP, conforme Tabela 7.7, produziu um 

número de iterações maior no método de cálculo do gradiente pela fórmula 
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recursiva utilizando o código de Genz. Além disso, o erro médio absoluto 

percentual da probabilidade foi baixo nos casos em que o cálculo foi possível. 

Tabela 7.7 – Tabela convergência para resolução do problema CCP-SAR -  caso 03 

ICUT PROB DIF PROB CGC MAPE 

1 11.69% 11.69% 0.00% 

2 78.08% 77.95% 0.17% 

3 87.34% 87.13% 0.24% 

4 89.11% 89.02% 0.10% 

5 89.8% 89.78% 0.02% 

6 89.94% 89.94% 0.00% 

7 89.95% 89.98% 0.03% 

8 89.99% 89.97% 0.02% 

9 - 89.99% - 

 

7.3.2.4  

Caso 03: 𝑵𝒑𝒆𝒓 = 𝟓 𝑵𝒓𝒆𝒒𝒗 = 𝟐 – Com correlação Temporal 

Na segunda iteração da Tabela 7.8 houve um nível de probabilidade muito 

inferior na utilização do código de Genz do que na utilização da metodologia de 

diferenças finitas. A explicação dessa ocorrência é a diferença de resultados no 

corte criado na primeira iteração do código de Genz, modificando a convergência 

da probabilidade nos passos seguintes. Neste caso, os valores são próximos de 

zero e o método das diferenças finitas perde a precisão, conforme já mencionado 

anteriormente. 

Tabela 7.8 – Tabela convergência caso 04 

ICUT PROB DIF PROB CGC MAPE 

1 0% 0% 0.00% 

2 63.02% 7.44% 747.04% 

3 73.9% 73.63% 0.37% 

4 88.08% 78.93% 11.59% 

5 88.56% 88.6% 0.05% 

6 88.59% 88.51% 0.09% 

7 89.41% 88.5% 1.03% 

8 89.35% 89.48% 0.15% 

9 - 89.44%  
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10 - 89.42%  

11 - 89.68%  

12 - 89.85%  

13 - 89.91%  

14 - 89.93%  

15 - 89.86%  

16 - 89.91% - 

 

Desta forma é visto que no aumento da dimensão do problema e a utilização da 

correlação entre as variáveis passa a gerar diferenças significativas na utilização 

das duas metodologias com relação à quantidade de cortes criados. 

7.3.3  
Comparação do Tempo Computacional 

Um aspecto de grande importância é com relação ao tempo computacional 

comparando os dois métodos para cálculo do gradiente. Esta seção aborda este 

ponto e analisa o quadro comparativo entre os casos apresentados nas seções 

anteriores. 

Tabela 7.9 – Tabela de tempo computacional para resolução do subproblema CCP-SAR. 

 Dif. Finitas Código de Genz 

ICUT 
Pacotes 
(s) 

Manip. 
Variaveis / 
arquivos(s) 

Pacotes 
(s) 

Manip. 
Variaveis / 
arquivos(s) 

Nper =
1Nreqv = 2 -
Sem correlação 

0.18 0.21 0.08 1.37 

𝑁𝑝𝑒𝑟 =
5𝑁𝑟𝑒𝑞𝑣 = 2 -
Sem correlação 

1.09 35.16 1.05 34.42 

𝑁𝑝𝑒𝑟 =
2𝑁𝑟𝑒𝑞𝑣 = 2 - 
Com correlação 
Temporal 

0.04 0.34 0.02 0.24 

𝑁𝑝𝑒𝑟 =
5𝑁𝑟𝑒𝑞𝑣 = 2 - 
Com correlação 
Temporal 

0.59 29.51 0.92 54.08 

 

O cálculo pela forma recursiva de cálculo de probabilidade e as 

reconstruções das matrizes de correlação com 𝑛 − 1variáveis gerou um tempo 
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maior na resolução e manipulação das variáveis, além de uma maior ocupação da 

memória, já que a cada derivação é necessário possuir a matriz de correlação sem 

a componente a ser derivada. Portanto, a utilização do cálculo do gradiente por 

diferenças finitas possui a vantagem com relação ao tempo de resolução e 

manipulação de variáveis, sendo este menos trabalhoso. Todavia, existe o lado 

negativo de ser menos acurado, o que pode gerar resultados pouco satisfatórios. 

7.4  
Resultados da abordagem estática 

Primeiramente será apresentado o resultado para um caso bidimensional, 

com 𝑁𝑟𝑒𝑞𝑣 = 2  e 𝑁𝑝𝑒𝑟 = 1  (caso 01) onde as variáveis aleatórias são 

independentes. Neste caso é possível criar gráficos ilustrativos para visualização 

dos cortes gerados na CCP e o processo iterativo da bisseção para criação destes 

cortes. 

Em seguida serão apresentados na forma de tabela os resultados para dimensões 

maiores:  

 𝑁𝑝𝑒𝑟 = 5  e 𝑁𝑟𝑒𝑞𝑣 = 2  (caso 02,onde as variáveis aleatórias são 

independentes, vide apêndice;  

 𝑁𝑝𝑒𝑟 = 2 e 𝑁𝑟𝑒𝑞𝑣 = 2 (caso 03onde as variáveis aleatórias são dependentes 

temporalmente)), vide apêndice, 

  𝑁𝑝𝑒𝑟 = 5  e 𝑁𝑟𝑒𝑞𝑣 = 2  (caso 04onde as variáveis aleatórias são 

dependentes temporalmente), vide apêndice; 

 𝑁𝑝𝑒𝑟 = 4 e 𝑁𝑟𝑒𝑞𝑣 = 5(caso 05onde as variáveis aleatórias são dependentes 

temporalmente); 

 𝑁𝑝𝑒𝑟 = 5 e 𝑁𝑟𝑒𝑞𝑣 = 2 (caso 06onde as variáveis aleatórias são dependentes 

temporalmente e espacialmente). 

7.4.1  

Caso 01: 𝑵𝒑𝒆𝒓 = 𝟏𝑵𝒓𝒆𝒒𝒗 = 𝟐 -Sem correlação 

Para este problema, a formulação completa é mostrada a seguir: 
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min(∑𝑐𝑔𝑡𝑒𝑟𝑚1
𝑖𝐺𝑇𝐸𝑅𝑀1

𝑖 + 𝑐𝑑𝑒𝑓

41

𝑖=1

𝐷𝑒𝑓1)  (7.2) 

𝑠𝑢𝑗𝑒𝑖𝑡𝑜 𝑎:  

−𝐸𝑉𝐸𝑅𝑇1 + 𝜒1 − 𝐺𝐻𝐼𝐷1 = 𝑉1 (7.3) 

−𝐸𝑉𝐸𝑅𝑇2 + 𝜒2 − 𝐺𝐻𝐼𝐷2 = 𝑉2 (7.4) 

∑𝐺𝐻𝐼𝐷𝑖
1

2

𝑖=1

+∑𝐺𝑇𝐸𝑅𝑀𝑖
1

41

𝑖=1

+ 𝐷𝑒𝑓1 = 𝐷1 (7.5) 

−𝛾𝑔
𝑖𝑔𝑡𝑒𝑟

+ 𝑐𝑔𝑡𝑒𝑟𝑚 ≥ −𝛾0
𝑖𝑔𝑡𝑒𝑟

𝑖𝑔𝑡𝑒𝑟 = 1,… ,𝑁𝐶𝑈𝑇𝑐𝑔𝑡𝑒𝑟 (7.6) 

𝐶𝐶𝑃𝐶𝑈𝑇%𝐷𝐸𝑅𝐼𝑉𝑖𝑐𝑢𝑡1 ⋅ 𝜒
𝑖𝑐𝑢𝑡

1
+ 𝐶𝐶𝑃𝐶𝑈𝑇%𝐷𝐸𝑅𝐼𝑉𝑖𝑐𝑢𝑡2 ⋅ 𝜒

𝑖𝑐𝑢𝑡
2

≥ 𝐶𝐶𝑃%𝑅𝐻𝑆𝑖𝑐𝑢𝑡 

𝑖𝑐𝑢𝑡 = 1,… ,𝑁𝐶𝑈𝑇𝑐𝑐𝑝 

(7.7) 

0 ≤ 𝐺𝐻𝐼𝐷1 ≤ 2000 (7.8) 

0 ≤ 𝐺𝐻𝐼𝐷2 ≤ 1000 (7.9) 

1760 ≤∑𝐺𝑇𝐸𝑅𝑀𝑖

41

𝑖=1

≤ 6150 (7.10) 

Gráfico da região viável para as restrições probabilísticas 

A ilustração dos cortes criados no caso 01 para aproximar a região viável 

da variável aleatória de atendimento de 90% do nível meta está representada na 

Figura 7.14. Foram necessários apenas três cortes serem construídos até a 

convergência da probabilidade sendo o primeiro corte o azul, depois o vermelho e 

por ultimo o corte verde. 
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Figura 7.14- Cortes para a aproximação da região viável do subproblema CCP - caso 01. 

Gráfico do processo iterativo 

A Figura 7.15 ilustra todo o processo de resolução do problema: os cortes 

são representados pelas linhas coloridas; os pontos encontrados na resolução do 

problema de programação linear são mostrados como círculo preenchido em 

preto; os pontos encontrados no método da bisseção para encontrar um ponto mais 

próximo da fronteira eficiente estão representados pelo quadrado; e a fronteira 

eficiente como uma função não linear côncava como a representação de uma linha 

preta. 
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Figura 7.15- Processo iterativo para resolução do subproblema CCP - caso 01. 

7.4.2  

Caso 05: 𝑵𝒑𝒆𝒓 = 𝟓 𝑵𝒓𝒆𝒒𝒗 = 𝟒 - Com correlação Temporal 

Devido à dificuldade em realizar a ilustração com 9 dimensões (𝑁𝑝𝑒𝑟 =

5e 𝑁𝑟𝑒𝑞𝑣 = 4), os resultados serão apresentados conforme saída implementada 

para a convergência da probabilidade, e o cálculo do corte para construção da 

região viável CCP. O tempo computacional deste caso será apresentado em 

formato tabela, já que esse caso não foi estudado na seção 7.3. 

O caso 05 objetiva aumentar a dimensão do problema e considerar a correlação 

temporal. Como saída da implementação a Figura 7.16 apresenta o corte gerado 

com 9 dimensões e a convergência do nível de probabilidade Figura7.17. 

Corte para construção da região viável da CCP 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1421635/CA



Capítulo 7 :Resultados Numéricos 130 
 

 

 

Figura 7.16- Cortes da aproximação das restrições CCP para o caso 05, pelo código de Genz. 

Convergência do nível de probabilidade 

 

 

Figura7.17- Convergência do atendimento à restrição probabilística para o subproblema CCP-SAR 

- caso 05. 

Tempo Computacional 
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O tempo computacional para o caso com uma dimensão maior começa a ficar 

intratável, visto que aproximadamente 40 minutos foram necessários para resolver 

o problema CCP-SAR a priori. Entretanto, ressalta-se que não se investiu muito, 

nesse trabalho, na eficiência computacional da implementação 

Tabela 7.10 – Tabela Tempo Computacional Caso 05  

 
Pacotes 
(s) 

Manip. 
Variaveis / 
arquivos(s) 

Caso 05 0.68 2399.31 

7.4.3  

Caso 06: 𝑵𝒑𝒆𝒓 = 𝟓 𝑵𝒓𝒆𝒒𝒗 = 𝟐 -Com correlação Espaço-Temporal 

A mesma dificuldade da seção anterior em gerar um gráfico ilustrativo 

ocorre neste caso. O principal objetivo do caso 06 é apresentar um caso com 

correlação espaço-temporal.Como saída da implementação a Figura 7.16 

apresenta o corte gerado com 10 dimensões e a convergência do nível de 

probabilidade Figura7.17. 

Corte para construção da região viável da CCP 

 

Figura7.18- Cortes da aproximação das restrições CCP para o caso 06, pelo código de Genz. 

Convergência do nível de probabilidade 
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Figura 7.19- Convergência do atendimento à restrição probabilística para o subproblema CCP-

SAR - caso 06. 

Tempo Computacional 

Tabela 7.11 – Tabela Tempo Computacional Caso 06  

 
Pacotes 
(s) 

Manip. 
Variaveis / 
arquivos(s) 

Caso 06 0.41 94.02 

 

Na verificação do tempo de manipulação das variáveis e arquivos para o 

caso 02 e caso 04 (respectivamente sem correlação, correlação temporal) que 

possuem a mesma dimensão que o caso 06 é visto que houve um aumento 

significativo (aproximadamente 63,4%  em relação ao caso 02 e 42,5%  em 

relação ao caso 04). 

7.5  
Resultados da integração com a PDDE 

Os casos abordados na integração com a PDDE possuem valores de 

armazenamento e demanda diferentes da abordagem estática. Por este motivo 

foram modificados os nomes dos casos.  

Para que o corte seja produzido, houve a necessidade da calibragem da 

demanda e do nível de armazenamento para que resulte em casos que não gerem 

déficit no sistema no subproblema de CCP com armazenamentos iniciais 
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máximos. Então o método da bisseção é aplicável possibilitando retorna um ponto 

para construção de cortes da região viável do problema. Nesta perspectiva, o 

método da bisseção é aplicável a fim de encontrar o ponto para construção do 

corte. 

Seguindo a mesma linha de raciocino da seção 7.4 um caso bidimensional 

será abordado para que sejam criados exemplos ilustrativos dos cortes da CCP-

SAR a priori e dos cortes gerados pelo CCP em uma iteração do processo de 

solução da CCP-SAR a priori. Em seguida serão apresentados na forma os 

resultados para dimensões maiores:  

 𝑁𝑝𝑒𝑟 = 2  e 𝑁𝑟𝑒𝑞𝑣 = 2 (caso 08 onde as variáveis aleatórias são 

dependentes temporalmente) ,  

  𝑁𝑝𝑒𝑟 = 5  e 𝑁𝑟𝑒𝑞𝑣 = 2  (caso 09 onde as variáveis aleatórias são 

dependentes temporalmente)  

 𝑁𝑝𝑒𝑟 = 5  e 𝑁𝑟𝑒𝑞𝑣 = 2  (caso 10 onde as variáveis aleatórias são 

dependentes temporalmente e espacialmente). 

7.5.1  

Caso 07: 𝑵𝒑𝒆𝒓 = 𝟏 𝑵𝒓𝒆𝒒𝒗 = 𝟐 -Sem correlação 

A superfície de aversão a risco CCP-SAR está ilustrada na Figura 7.20, na 

qual os cortes estão representados em vermelho e foram gerados pelos pontos em 

preto, que delimitam a região viável do problema CCP-SAR a priori. Desta forma 

é possível observar claramente a aproximação da região não convexa por cortes 

para uma região linear por partes. 
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Figura 7.20-Gráfico da superfície de aversão a risco CCP-SAR, construída a priori - caso 07. 

A tabela da Figura 7.21 contém os coeficientes dos cortes que construíram a 

superfície de aversão a risco CCP-SAR mostrada na Figura 7.20, que são 

representados conforme o arquivo de saída da implementação. As colunas 

indicam o índice do corte (ICUT), o valor da função objetivo (BETA), os pontos 

de energia armazenada inicial de cada reservatório equivalente (EARMI) e em 

sequência o corte gerado composto pelo lado direito e os coeficientes para cada 

componente. 
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Figura 7.21- Cortes da superfície de aversão a risco CCP-SAR, construída a priori - caso 07. 

O processo iterativo do método da bisseção está representado na Figura 

7.22, na qual o índice do corte (ICUT) está vinculado ao índice do processo da 

bisseção (IBIS) e os seus valores para a energia inicial armazenada (EARMI). A 

diminuição do valor da função objetivo até um ponto próximo de zero é vista na 

coluna “BETA”. Ressalta-se que o processo continua mesmo após a obtenção do 

primeiro valor de  = 0, a fim de encontrar um ponto com valor de  positivo mas 

suficientemente próximo de zero, a fim de obter os gradientes para construção do 

corte da superfície CCP-SAR.  
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Figura 7.22-Processo Iterativo da bisseção para construção dos cortes da superfície CCP-SAR - 

caso 07. 

Para ilustrar os cortes produzidos no subproblema da CCP-SAR foi 

capturada uma iteração com valor da função objetivo igual a zero (para que o 

corte CCP seja construído). Desta maneira, a Figura 7.23 apresenta os cortes de 

cores variadas para aproximação da região viável do subproblema CCP-SAR. 
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Figura 7.23- Cortes da aproximação linear por partes da região viável do subproblema CCP-SAR, 

em determinada iteração - caso 07. 

7.5.2  

Caso 08: 𝑵𝒑𝒆𝒓 = 𝟐 𝑵𝒓𝒆𝒒𝒗 = 𝟐 -Com correlação Temporal 

O caso 08 é um caso diferente do anterior pois apresenta a correlação 

temporal na variável aleatória. Da mesma maneira que foi apresentada na 

seção7.5.1, a Figura 7.24 mostra a superfície de aversão a risco CCP-SAR, com os 

cortes em vermelho e os pontos para a construção dos cortes em preto. 
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Figura 7.24-Gráfico da superfície de aversão a risco CCP-SAR, construída a priori - caso 08. 

Uma iteração do processo de convergência do método da bisseção está 

apresentada na Figura 7.25. Ocorreram 18 iterações da bisseção até encontrar o 

valor da função objetivo relativamente baixo para processo de construção da 

superfície de aversão a risco CCP-SAR. 

 

Figura 7.25-Processo Iterativo da bisseção para construção dos cortes da superfície CCP-SAR - 

caso 08. 
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Como este caso possui uma dimensão inviável para ilustração, o corte CCP 

para um caso do subproblema CCP-SAR a priori é apresentado na Figura 7.26,e a 

convergência da probabilidade é apresentada na coluna “PROB”. 

 

Figura 7.26-Cortes da aproximação linear por partes da região viável do subproblema CCP-SAR 

em uma iteração caso 08. 

7.5.3  

Caso 09: 𝑵𝒑𝒆𝒓 = 𝟓 𝑵𝒓𝒆𝒒𝒗 = 𝟐 -Com correlação Temporal 

O caso 09 é um caso com uma dimensão maior do que as apresentadas 

anteriormente e com correlação temporal na variável aleatória. 

A Figura 7.27 possui a mesma descrição realizada nas seções anteriores 

para representação da superfície de aversão a risco CCP-SAR.  

Um aspecto importante nesse caso são os números de pontos encontrados 

para a construção da região. Essa quantidade é explicada pela calibragem dos 

dados, pois apenas pontos da discretização com valores de armazenamentos 

iniciais mais altos são válidos para utilizar o método da bisseção.  

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1421635/CA



Capítulo 7 :Resultados Numéricos 140 
 

 

Figura 7.27-Gráfico da superfície de aversão a risco CCP-SAR, construída a priori caso 09. 

A convergência do método da bisseção está apresentada na Figura 7.28, no qual 

no primeiro corte foram necessárias 18 iterações do método da bisseção para 

encontrar o ponto desejado para a construção da região CCP-SAR a priori. 

 

Figura 7.28-Processo Iterativo da bisseção para construção dos cortes da superfície CCP-SAR - 

caso 09. 

A Figura 7.29 mostra os cortes construídos da CCP para um caso do problema 

CCP-SAR, e a convergência da probabilidade na coluna “PROB”. 
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Figura 7.29-Cortes da aproximação linear por partes da região viável do subproblema CCP-SAR 

em uma iteração caso 09. 

7.5.4  

Caso 10: 𝑵𝒑𝒆𝒓 = 𝟓 𝑵𝒓𝒆𝒒𝒗 = 𝟐 -Com correlação Espaço-Temporal 

O caso 10 é de dimensão igual ao caso anterior mas agora a v.a possui 

correlação espaço-temporal representada. 

A Figura 7.30 possui a mesma descrição realizada nas seções anteriores 

para representação da superfície de aversão a risco CCP-SAR.  
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Figura 7.30- Gráfico da superfície de aversão a risco CCP-SAR, construída a priori caso 10. 

O processo de convergência do método da bisseção para a segundo corte está 

representado na Figura 7.31, onde no segundo corte foram necessárias 18 

iterações do método da bisseção para encontrar o ponto desejado para a 

construção da região CCP-SAR a priori. 

 

Figura 7.31- Processo Iterativo da bisseção para construção dos cortes da superfície CCP-SAR -  

caso 10. 

Como este caso possui uma dimensão inviável para a ilustração, o corte 

CCP para um caso do problema CCP-SAR a priori é apresentado na Figura 7.32,e 

a convergência da probabilidade é apresentada na coluna “PROB”. 
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Figura 7.32- Cortes da aproximação linear por partes da região viável do subproblema CCP em 

uma iteração - caso 10. 

7.6  

Conclusões dos estudos de caso 

Validação do uso do código de Genz 

Na seção 7.3 foi realizado um estudo comparativo entre o uso das diferenças 

finitas e a fórmula recursiva aplicando o código de Genz, o objetivo é validar os 

resultados dos valores dos gradientes. Para realizar essa verificação o número de 

períodos variou em um, dois e cinco, enquanto o número de reservatórios 

equivalentes permaneceu fixado em dois. 

Em relação aos resultados obtidos para o caso de variáveis aleatórias 

independentes, os valores obtidos geraram uma diferença pequena. Todavia para o 

caso com correlação temporal e espacial a diferença foi significativa, constatando-

se certa perda de acúracia do uso das diferenças finitas para esses casos. Outro 

aspecto relevante é em relação a valores próximos de zero, onde o método das 

diferenças finitas tem dificuldades em tratar esses valores. 

A eficiência na implementação da fórmula recursiva não foi a prioridade desta 

pesquisa e para fins de avaliações, matrizes foram armazenadas gerando uma 

alocação excessiva de memória. Desta forma, com o aumento da dimensão do 
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problema CCP-SAR o tempo computacional também aumentou 

significativamente. 

Abordagem estática 

A abordagem estática da CCP-SAR possui como dado de entrada a energia 

armazenada inicial dos reservatórios equivalentes (𝑁𝑅𝐸𝑄𝑉) e desta forma é 

verificado se esta armazenada inicia irá atender a probabilidade predeterminada 

do nível meta para um número de períodos (𝑁𝑃𝐸𝑅). 

Os casos executados na validação do código de Genz são aplicáveis na abordagem 

estática e dois novos casos foram testados, com 4 reservatórios equivalentes e 5 

períodos com correlação temporal e 2 reservatórios equivalentes e 5 periodos com 

correlação espaço-temporal.  

A visualização desejável nessa abordagem é a visualização da região viável CCP-

SAR e convergência da probabilidade ao realizar a aproximação dos cortes CCP-

SAR. Assim, foi observada a convergência da probabilidade para 90% 

respeitando a tolerância de 0,01% e os cortes gerados para aproximação da região 

viável. 

Um ponto relevante foi o aumento computacional para a maior dimensão rodada 

(5 𝑁𝑃𝐸𝑅 𝑒 4 𝑁𝑅𝐸𝑄𝑉) , no qual a resolução do problema foi obtida em 40 

minutos. Desta forma, para dimensões maiores o problema foi intratável. 

Integração com a PDDE 

A integração da CCP-SAR com a PDDE é proposta para que seja realizada a 

priori a estratégia de solução da PDDE. Assim dado como entrada a demanda , as 

energias armazenadas iniciais serão discretizados para que cortes gerados 

aproximação a região CCP-SAR. 

O caso bidemensional é abordado para que sejam visualizados os cortes gerados 

na restrição probabilísticas e outros casos fixando o número de reservatórios 

equivalentes em 2 ,  variando o número de períodos de 2  a 5  com correlação 

temporal e com correlação espaço-temporal. 
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O objetivo dessa abordagem é visualizar os cortes construídos a priori da região 

viável CCP-SAR sendo estes mais suaves que a região da SAR, visto que a SAR é 

mais conservadora que a CCP-SAR. 

Devido ao aumento computacional gerado, os casos com dimensões maiores 

foram intratáveis. 
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8  
Conclusões 

Nesta dissertação propõe-se uma abordagem alternativa para consideração 

da aversão a risco como critério de segurança para o planejamento hidrotérmico 

resolvido por programação dinâmica dual estocástica (PDDE). Esta abordagem 

utiliza restrições probabilísticas para construir uma superfície de aversão a risco, a 

partir de um subproblema de segundo nível denominado CCP-SAR. O objetivo é 

fornecer uma metodologia menos conservadora do que a superfície de aversão a 

risco (SAR), que já foi avaliada anteriormente para o sistema brasileiro. 

Foram abordados dois procedimentos complementares para a introdução 

desse critério de risco: o primeiro consiste em resolver o subproblema CCP-SAR 

em um nó da arvore de decisão do problema da PDDE, para um dado vetor de 

armazenamentos iniciais; o segundo consiste em construir a priori uma superfície 

de aversão a risco para ser inserido na PDDE, a partir de um método de bisseção 

considerando uma dada discretização para os armazenamentos iniciais no 

subproblema CCP-SAR. O subproblema CCP-SAR possui características 

semelhantes ao subproblema da metodologia tradicional da SAR, porém as 

variáveis aleatórias são representadas por meio de uma distribuição contínua e 

multivariada, envolvendo todos os períodos de tempo e reservatórios equivalentes. 

A variável aleatória foi representada pela distribuição Gaussiana que gera 

perda de acurácia, já que é representa a afluência. Em relação aos valores 

negativos gerados é possível solucionar através da modelagem da distribuição 

normal truncada que também permite o uso do código de Genz. 

No trabalho analisou-se a questão da acurácia e eficiência do código de 

Genz, utilizado para obter os valores de probabilidade e os gradientes para a 

restrição probabilística, por uma forma recursiva proposta na literatura. Após a 

validação da correção na utilização desse método ao se comparar com um método 

de diferenças finitas, vimos que ele exige um maior esforço computacional e 
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questões de alocação da memória, porém o resultado é mais acurado à medida que 

se aumentam as dimensões do problema e se introduzem correlações entre as 

componentes da variável aleatória. 

Os resultados mostrados para instâncias pequenas do sistema interligado 

nacional, modelado a reservatórios equivalentes, mostrou que o método é 

promissor, visto que foram obtidas as superfícies de aversão a risco probabilísticas 

para esses casos, que podem ser introduzidas normalmente como restrições ao 

problema de planejamento da operação, resolvido por PDDE. 

8.1  
Trabalhos Futuros 

Vimos que na abordagem da CCP-SAR a priori, quando ocorreu o aumento 

do o número de reservatórios e períodos a resolução foi intratável, elevando o 

esforço computacional e tempo de execução. Portanto, um primeiro trabalho 

futuro é o de aprimoramento na eficiência da implementação realizada neste 

trabalho. 

Como pesquisas adicionais, mencionamos a possibilidade de:  

(i) realizar a integração do subproblema CCP-SAR ao longo do procedimento 

de resolução da PDDE, ou seja, resolvendo em cada nó o processo iterativo de 

construção da região CCP-SAR;  

(ii) analisar a concavidade de distribuições de probabilidade alternativas que 

se assemelham com a distribuição da série histórica e que possuam código 

eficiente na literatura para cálculo de gradiente e probabilidades;  

(iii) implementar as distribuições que atendam aos requisitos mencionados no 

item (ii); 

(iv) realizar a adaptação do PAR(p) para a modelagem conjunta da variável 

aleatória no CCP o que resultaria no aumento da dimensão das restrições SAR que 

serão utilizadas na PDDE;  
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(v) aprofundar a pesquisa para desenvolver algoritmos eficientes no processo 

de discretização do armazenamento dos reservatórios equivalentes para a 

construção da região viável CCP-SAR a priori;  

(vi) realizar testes de desempenho ao se aumentar a dimensão do problema, 

como o número de reservatórios equivalente e número de períodos;  

(vii) comparar os resultados com os obtidos para a superfície de aversão a 

risco (SAR), que considera como subproblema da PDDE a operação para um 

cenário crítico  

(viii) comparar os resultados obtidos no item (v) com o critério de aversão a 

risco utilizado oficialmente no sistema brasileiro (CVaR). 
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A Apêndice 
Sobre os dados utilizados nos resultados abordagem 
estática 

Tabela 9.1 – Tabela Composição do sistema e dados CCP 

Caso p 𝜖 NREQV NPER 

01 00,90 0,0001 2 1 

02 00,90 0,0001 2 5 

03 00,90 0,0001 2 2 

04 00,90 0,0001 2 5 

05 0,90 0,0001 4 5 

06 0,90 0,0001 2 5 

 

Tabela 9.2 – Tabela Demanda (MWmês) 

𝐷𝑡 
Caso 

01 02 03 04 05 06 

01 4500 4500 4500 4500 4500 4500 

02 - 5000 5000 5000 5000 5000 

03 - 5500 - 5500 5500 5500 

04 - 6000 - 6000 6000 6000 

05 - 6300 - 6300 6300 6300 

 

 

 

Caso 01 

Tabela 9.3 – Características Reservatório Equivalente 

Reservatório EARMAX(MWmês) GHMAX(MWmês) EARMI(MWmês) 

01 3000 2000 100 

02 2000 1000 1000 
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Tabela 9.4 – Dados da variável aleatória (afluência) 

Reservatório 
Período 

MédiaMWmês 
Variância 
MWmês² 

01 1 1800 810000 

02 1 900 202500 

 

Tabela 9.5 – Dados da variável aleatória (afluência) 

 Reservatório  1 2 

Reservatório Período 1 1 

01 1  - 

02 1 0  

 

 

Caso 02 

 

 

Tabela 9.6 – Características Reservatório Equivalente 

Reservatório EARMAX(MWmês) GHMAX(MWmês) EARMI(MWmês) 

01 3000 2000 100 

02 2000 1000 1000 

 

Tabela 9.7 – Dados da variável aleatória (afluência) 

Reservatório Período 
Média 

MWmês 
Variância 
MWmês² 

01 1 1800 810000 

02 1 900 202500 

01 2 3000 117000 

02 2 1650 343125 

01 3 3900 1372500 
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02 3 2250 433125 

01 4 4500 1462500 

02 4 2700 483750 

01 5 4900 1502500 

02 5 3000 506250 

 

 

Tabela 9.8 – Dados da variável aleatória (afluência) 

 Reservatório  1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 

Reservatório Período 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 

01 1           

01 2 0          

01 3 0 0         

01 4 0 0 0        

01 5 0 0 0 0       

02 1 0 0 0 0 0      

02 2 0 0 0 0 0 0     

02 3 0 0 0 0 0 0 0    

02 4 0 0 0 0 0 0 0 0   

02 5 0 0 0 0 0 0 0 0 0  

 

Caso 03 

Tabela 9.9 – Características Reservatório Equivalente 

Reservatório EARMAX(MWmês) GHMAX(MWmês) EARMI(MWmês) 

01 3000 2000 100 

02 2000 1000 1000 

 

Tabela 9.10 – Dados da variável aleatória (afluência) 

Reservatório Período 
Média 

MWmês 
Variância 
MWmês² 

01 1 1800 810000 

02 1 900 202500 

01 2 3000 117000 

02 2 1650 343125 
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Tabela 9.11 – Dados da variável aleatória (afluência) 

 Reservatório  1 1 2 2 

Reservatório Período 1 2 1 2 

01 1     

01 2 0.285    

02 1 0 0   

02 2 0 0 0.3410  

 

Caso 04 

Tabela 9.12 – Características Reservatório Equivalente 

Reservatório EARMAX(MWmês) GHMAX(MWmês) EARMI(MWmês) 

01 3000 2000 100 

02 2000 1000 1000 

 

Tabela 9.13 – Dados da variável aleatória (afluência) 

Reservatório 
Período Média 

MWmês 
Variância 
MWmês² 

01 1 1800 810000 

02 1 900 202500 

01 2 3000 117000 

02 2 1650 343125 

01 3 3900 1372500 

02 3 2250 433125 

01 4 4500 1462500 

02 4 2700 483750 

01 5 4900 1502500 

02 5 3000 506250 

 

 

Tabela 9.14 – Dados da variável aleatória (afluência) 

 Reservatório  1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 

Reservatório Período 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 

01 1           

01 2 0.71          

01 3 0.59 0.81         
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01 4 0.53 0.70 0.86        

01 5 0.47 0.63 0.77 0.89       

02 1 0 0 0 0 0      

02 2 0 0 0 0 0 0.71     

02 3 0 0 0 0 0 0.59 0.81    

02 4 0 0 0 0 0 0.52 0.70 0.86   

02 5 0 0 0 0 0 0.46 0.63 0.77 0.89  

 

Caso 05: 𝑵𝒑𝒆𝒓 = 𝟓𝑵𝒓𝒆𝒒𝒗 = 𝟒 -Com correlação Temporal 

Tabela 9.15 – Características Reservatório Equivalente 

Reservatório EARMAX(MWmês) GHMAX(MWmês) EARMI(MWmês) 

01 3000 2000 100 

02 2000 1000 1000 

03 2000 1500 500 

04 2000 1000 400 

 

Tabela 9.16 – Dados da variável aleatória (afluência) 

Reservatório 
Período Média 

MWmês 
Variância 
MWmês² 

01 1 1800 810000 

02 1 900 202500 

03 1 1832.91 229426.30 

04 1 3192.02 307628.34 

01 2 3000 117000 

02 2 1650 343125 

03 2 3966.63 661111.47 

04 2 7095.99 352503.97 

01 3 3900 1372500 

02 3 2250 433125 

03 3 6190.13 738966.85 

04 3 8774.97 466515.96 

01 4 4500 1462500 

02 4 2700 483750 

03 4 7966.31 893577.82 

04 4 9264.29 501710.29 

01 5 4900 1502500 
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02 5 3000 506250 

03 5 9102.50 997356.11 

04 5 9680.47 647470.36 

 

Tabela 9.17 – Dados da variável aleatória (afluência) –correlação temporal 

 Reservatório  1 1 1 1 1 

Reservatório Período 1 2 3 4 5 

01 1      

01 2 0.71     

01 3 0.59 0.81    

01 4 0.52 0.70 0.86   

01 5 0.47 0.63 0.77 0.89  

 

Tabela 9.18 – Dados da variável aleatória (afluência) –correlação temporal 

 Reservatório  1 1 1 1 1 

Reservatório Período 1 2 3 4 5 

02 1      

02 2 0     

02 3 0.59 0.81    

02 4 0.53 0.70 0.86   

02 5 0.47 0.63 0.77 0.89  

 

Tabela 9.19 – Dados da variável aleatória (afluência) –correlação temporal 

 Reservatório  1 1 1 1 1 

Reservatório Período 1 2 3 4 5 

03 1      

03 2 0.8931     

03 3 0.8023 0.9347    

03 4 0.7382 0.8796 0.9768   

03 5 0.7101 0.8495 0.9568 0.9945  

 

Tabela 9.20 – Dados da variável aleatória (afluência) –correlação temporal 

 Reservatório  1 1 1 1 1 

Reservatório Período 1 2 3 4 5 
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04 1      

04 2 0.8467     

04 3 0.8122 0.9477    

04 4 0.7826 0.9121 0.9799   

04 5 0.7361 0.8542 0.9393 0.9776  

 

Caso 06: 𝑵𝒑𝒆𝒓 = 𝟓𝑵𝒓𝒆𝒒𝒗 = 𝟐 -Com correlação Espaço-Temporal 

Tabela 9.21 – Características Reservatório Equivalente 

Reservatório EARMAX(MWmês) GHMAX(MWmês) EARMI(MWmês) 

01 3000 2000 485 

02 2000 1000 1380 

 

Tabela 9.22 – Dados da variável aleatória (afluência) 

Reservatório Período 
Média 

MWmês 
Variância 
MWmês² 

01 1 1800 810000 

02 1 900 202500 

01 2 3000 117000 

02 2 1650 343125 

01 3 3900 1372500 

02 3 2250 433125 

01 4 4500 1462500 

02 4 2700 483750 

01 5 4900 1502500 

02 5 3000 506250 

 

 

Tabela 9.23 – Dados da variável aleatória (afluência) 

 Reservatório  1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 

Reservatório Período 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 

01 1           

01 2 0.87          

01 3 0.82 0.95         

01 4 0.78 0.91 0.98        
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01 5 0.77 0.90 0.97 0.99       

02 1 0.05 0.12 0.16 0.19 0.21      

02 2 0.03 0.05 0.10 0.15 0.16 0.96     

02 3 0.06 0.06 0.10 0.15 0.16 0.89 0.96    

02 4 0.10 0.08 0.11 0.16 0.17 0.83 0.91 0.98   

02 5 0.16 0.13 0.15 0.19 0.20 0.79 0.87 0.95 0.98  
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B Apêndice 
Processo ilustrativo abordagem estática 

Passo 1: Resolver o subproblema CCP-SAR com aproximação inicial das 

restrições probabilísticas. 

 

Figura 9.1- Passo 01 do processo Iterativo CCP-SAR abordagem estática. 

Passo 2: Checar se o resultado obtido no passo 1 atende o nível de probabilidade 

desejado. 

 

Figura 9.2- Passo 02 do processo Iterativo CCP-SAR abordagem estática. 
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Passo 3: Se no passo 2 a probabilidade for inferior a desejada, interpolar 

progressivamente os pontos até encontrar a fronteira da região viável. 

 

Figura 9.3- Passo 03 do processo Iterativo CCP-SAR abordagem estática. 

Passo 4: Checar se a interpolação obtida no passo 3 atende o nível de 

probabilidade na fronteira da região viável. 

 

Figura 9.4- Passo 04 do processo Iterativo CCP-SAR abordagem estática. 

Passo 5: Se no passo 3 a probabilidade encontrada ao utilizar o código de Genz 

for diferente do nível de probabilidade respeitando uma certa tolerância, voltar ao 

passo 3. 
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Figura 9.5- Passo 05 do processo Iterativo CCP-SAR abordagem estática. 

Passo 4: Checar se a interpolação obtida no passo 3 atende o nível de 

probabilidade na fronteira da região viável. 

 

Figura 9.6- Passo 04 do processo Iterativo CCP-SAR abordagem estática. 

Passo 5: Voltar ao passo 3 até atender o passo 4. 
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Figura 9.7- Passo 05 do processo Iterativo CCP-SAR abordagem estática. 

Passo 6: Construir um novo corte de Benders para aproximação do subproblema 

CCP-SAR.

 

Figura 9.8- Passo 06 do processo Iterativo CCP-SAR abordagem estática. 
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C Apêndice 
Estudo de caso abordagem estática 

Caso 02: 𝑵𝒑𝒆𝒓 = 𝟓𝑵𝒓𝒆𝒒𝒗 = 𝟐 -Sem correlação 

Corte para construção da região viável da CCP 

 

Figura 9.9- Corte CCP caso 02. 

Convergência do nível de probabilidade 

 

Figura 9.10- Convergência da probabilidade caso 02. 

Tempo Computacional 
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Tabela 9.24 – Tabela Tempo Computacional Caso 02 

 
Pacotes 
(s) 

Manip. 
Variaveis / 
arquivos(s) 

Caso 02 1.05 34.42 

 

Caso 03: 𝑵𝒑𝒆𝒓 = 𝟐𝑵𝒓𝒆𝒒𝒗 = 𝟐 - Com correlação Temporal 

Corte para construção da região viável da CCP 

 

Figura 9.11- Corte CCP caso 03. 

Convergência do nível de probabilidade 

 

Figura 9.12- Convergência da probabilidade caso 03. 
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Tempo Computacional 

Tabela 9.25 – Tabela Tempo Computacional Caso 03  

 
Pacotes 
(s) 

Manip. 
Variaveis / 
arquivos(s) 

Caso 03 0.04 0.24 

 

Caso 04: 𝑵𝒑𝒆𝒓 = 𝟓𝑵𝒓𝒆𝒒𝒗 = 𝟐 - Com correlação Temporal 

Corte para construção da região viável da CCP 

 

Figura 9.13- Corte CCP caso 04. 

Convergência do nível de probabilidade 

 

Figura 9.14- Convergência da probabilidade caso 04. 

Tempo Computacional 
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Tabela 9.26 – Tabela Tempo Computacional Caso 04 

 
Pacotes 
(s) 

Manip. 
Variaveis / 
arquivos(s) 

Caso 04 0.92 54.08 

 

D Apêndice 
Sobre os dados utilizados nos resultados da integração 
com a PDDE 

Tabela 9.27 – Tabela Composição do sistema e dados CCP 

Caso p 𝜖 NREQV NPER 

07 00,90 0,0001 2 1 

08 00,90 0,0001 2 2 

09 00,90 0,0001 2 5 

10 00,90 0,0001 2 5 

 

Tabela 9.28 – Tabela Demanda (MWmês) 

𝐷𝑡 
Casos 

07 08 09 10 

01 7800 8800 7750 7750 

02  8000 3800 3800 

03   2800 2800 

04   4800 4800 

05   1540 1540 

Caso 07 

Tabela 9.29 – Características Reservatório Equivalente 

Reservatório EARMAX(MWmês) GHMAX(MWmês) EARMI(MWmês) 

01 3000 2000 100 
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02 2000 1000 500 

 

Tabela 9.30 – Dados da variável aleatória (afluência) 

Reservatório 
Período Média 

MWmês 
Variância 
MWmês² 

01 1 1800 810000 

02 1 900 202500 

 

Tabela 9.31 – Dados da variável aleatória (afluência) 

 Reservatório  1 2 

Reservatório Período 1 1 

01 1  - 

02 1 0  

 

Caso 08 

Tabela 9.32 – Características Reservatório Equivalente 

Reservatório EARMAX(MWmês) GHMAX(MWmês) EARMI(MWmês) 

01 3000 2000 500 

02 2000 1000 1000 

 

Tabela 9.33 – Dados da variável aleatória (afluência) 

Reservatório Período 
Média 

MWmês 
Variância 
MWmês² 

01 1 1800 810000 

02 1 900 202500 

01 2 3000 117000 

02 2 1650 343125 

 

Tabela 9.34 – Dados da variável aleatória (afluência) 

 Reservatório  1 1 2 2 

Reservatório Período 1 2 1 2 

01 1     
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01 2 0.285    

02 1 0 0   

02 2 0 0 0.3410  

 

Caso 09 

Tabela 9.35 – Características Reservatório Equivalente 

Reservatório EARMAX(MWmês) GHMAX(MWmês) EARMI(MWmês) 

01 3000 2000 700 

02 2000 1000 1000 

 

Tabela 9.36 – Dados da variável aleatória (afluência) 

Reservatório Período 
Média 

MWmês 
Variância 
MWmês² 

01 1 1800 810000 

02 1 900 202500 

01 2 3000 117000 

02 2 1650 343125 

01 3 3900 1372500 

02 3 2250 433125 

01 4 4500 1462500 

02 4 2700 483750 

01 5 4900 1502500 

02 5 3000 506250 

 

Tabela 9.37 – Dados da variável aleatória (afluência) 

 Reservatório  1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 

Reservatório Período 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 

01 1           

01 2 0.71          

01 3 0.59 0.81         

01 4 0.53 0.70 0.86        

01 5 0.47 0.63 0.77 0.89       

02 1 0 0 0 0 0      

02 2 0 0 0 0 0 0.71     
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02 3 0 0 0 0 0 0.59 0.81    

02 4 0 0 0 0 0 0.52 0.70 0.86   

02 5 0 0 0 0 0 0.46 0.63 0.77 0.89  

 

Caso 10: 𝑵𝒑𝒆𝒓 = 𝟓𝑵𝒓𝒆𝒒𝒗 = 𝟐 -Com correlação Espaço-Temporal 

Tabela 9.38 – Características Reservatório Equivalente 

Reservatório EARMAX(MWmês) GHMAX(MWmês) EARMI(MWmês) 

01 3000 2000 485 

02 2000 1000 1385 

 

Tabela 9.39 – Dados da variável aleatória (afluência) 

Reservatório Período 
Média 

MWmês 
Variância 
MWmês² 

01 1 1800 810000 

02 1 900 202500 

01 2 3000 117000 

02 2 1650 343125 

01 3 3900 1372500 

02 3 2250 433125 

01 4 4500 1462500 

02 4 2700 483750 

01 5 4900 1502500 

02 5 3000 506250 

 

Tabela 9.40 – Dados da variável aleatória (afluência) 

 Reservatório  1 1 1 1 1 2 2 2 2 2 

Reservatório Período 1 2 3 4 5 1 2 3 4 5 

01 1           

01 2 0.87          

01 3 0.82 0.95         

01 4 0.78 0.91 0.98        

01 5 0.77 0.90 0.97 0.99       

02 1 0.05 0.12 0.16 0.19 0.21      

02 2 0.03 0.05 0.10 0.15 0.16 0.96     

02 3 0.06 0.06 0.10 0.15 0.16 0.89 0.96    
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02 4 0.10 0.08 0.11 0.16 0.17 0.83 0.91 0.98   

02 5 0.16 0.13 0.15 0.19 0.20 0.79 0.87 0.95 0.98  
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E Apêndice 
Processo iterativo para construção da região viável 
CCP-SAR: apriori 

Passo 1: Resolver o problema CCP-SAR para armazenamento inicial de todos os 

reservatórios equivalentes igual a 0. 

 

Figura 9.15- Passo 1 processo ilustrativo da CCP-SAR a priori 

Passo 2: Se o passo 1 gerar déficit no sistema (𝛽 > 0), resolver o problema CCP-

SAR para a primeira discretização do nível de armazenamento inicial dos 

reservatórios equivalentes. 

 

Figura 9.16- Passo 2 processo ilustrativo da CCP-SAR a priori 
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Passo 3: Se no passo 2 gerar déficit no sistema (𝛽 > 0), resolver o problema 

CCP-SAR para a próxima discretização do nível de armazenamento inicial dos 

reservatórios equivalentes (voltar ao passo 2). Se não vá para o passo 4. 

 

Figura 9.17- Passo 3 processo ilustrativo da CCP-SAR a priori 

Passo 4: Interpolar progressivamente os pontos até encontrar a fronteira da região 

viável (𝛽 ≈ 0). 

 

Figura 9.18- Passo 4 processo ilustrativo da CCP-SAR a priori 

Passo 5: Checar se ponto obtido no passo 4 é (𝛽 ≈ 0). Se não voltar para o passo 

4. 
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Figura 9.19- Passo 5 processo ilustrativo da CCP-SAR a priori 

Passo 4: Interpolar progressivamente os pontos até encontrar a fronteira da região 

viável (𝛽 ≈ 0). 

 

 

Figura 9.20- Passo 4 processo ilustrativo da CCP-SAR a priori 

Passo 5: Checar se ponto obtido no passo 4 é (𝛽 ≈ 0). Se não voltar para o passo 

4. 
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Figura 9.21- Passo 5 processo ilustrativo da CCP-SAR a priori 

Passo 4: Interpolar progressivamente os pontos até encontrar a fronteira da região 

viável (𝛽 ≈ 0). 

 

Figura 9.22- Passo 4 processo ilustrativo da CCP-SAR a priori 

Passo 5: Se  (𝛽 ≈ 0) armazenar o ponto para construir o corte no passo 6. 
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Figura 9.23- Passo 5 processo ilustrativo da CCP-SAR a priori 

Passo 6: Construir um corte de Benders para aproximação do subproblema CCP-

SAR “a priori” 

 

Figura 9.24- Passo 5 processo ilustrativo da CCP-SAR a priori 

Passo 7: Se as combinações das dicretizações foram realizadas, fim de algoritmo. 

Se não, voltar para o passo 2. 

Passo 2: Se o passo 1 gerar déficit no sistema (𝛽 > 0), resolver o problema CCP-

SAR para a próxima discretização do nível de armazenamento inicial dos 

reservatórios equivalentes. 

 

Figura 9.25- Passo 2 processo ilustrativo da CCP-SAR a priori 

Passo 3: Se no passo 2 gerar déficit no sistema (𝛽 > 0), resolver o problema 

CCP-SAR para a próxima discretização do nível de armazenamento inicial dos 

reservatórios equivalentes (voltar ao passo 2). Se não vá para o passo 4. 
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Figura 9.26- Passo 3 processo ilustrativo da CCP-SAR a priori 

Passo 4: Interpolar progressivamente os pontos até encontrar a fronteira da região 

viável (𝛽 ≈ 0). 

 

Figura 9.27- Passo 4 processo ilustrativo da CCP-SAR a priori 

Passo 5: Checar se ponto obtido no passo 4 é (𝛽 ≈ 0). Se não voltar para o passo 

4. 
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Figura 9.28- Passo 5 processo ilustrativo da CCP-SAR a priori 

Passo 4: Interpolar progressivamente os pontos até encontrar a fronteira da região 

viável (𝛽 ≈ 0). 

 

Figura 9.29- Passo 4 processo ilustrativo da CCP-SAR a priori 

Passo 5: Checar se ponto obtido no passo 4 é (𝛽 ≈ 0). Se não voltar para o passo 

4. 
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Figura 9.30- Passo 5 processo ilustrativo da CCP-SAR a priori 

Passo 4: Interpolar progressivamente os pontos até encontrar a fronteira da região 

viável (𝛽 ≈ 0). 

 

Figura 9.31- Passo 4 processo ilustrativo da CCP-SAR a priori 

Passo 5: Checar se ponto obtido no passo 4 é (𝛽 ≈ 0). Se não voltar para o passo 

4. 
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Figura 9.32- Passo 5 processo ilustrativo da CCP-SAR a priori 

Passo 4: Interpolar progressivamente os pontos até encontrar a fronteira da região 

viável (𝛽 ≈ 0). 

 

Figura 9.33- Passo 4 processo ilustrativo da CCP-SAR a priori 

Passo 5: Se  (𝛽 ≈ 0) armazenar o ponto para construir o corte no passo 6. 
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Figura 9.34- Passo 5 processo ilustrativo da CCP-SAR a priori 

Passo 6: Construir um corte de Benders para aproximação do subproblema CCP-

SAR “a priori” 

 

Figura 9.35- Passo 6 processo ilustrativo da CCP-SAR a priori 

Passo 7: Se as combinações das dicretizações foram realizadas, fim de algoritmo. 

Se não, voltar para o passo 2. 

 

Figura 9.36- Passo 7 processo ilustrativo da CCP-SAR a priori 
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