PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1412751/CA

Lucas Lisb6a Vignoli

Um Estudo do Efeito de Concentracao de Tensao em
Materiais Anisotropicos Aplicado a Compodsitos Laminados

Unidirecionais

Dissertacao de Mestrado

Dissertacao apresentada como requisito parcial para
obtencao do titulo de Mestre pelo Programa de Pés-
Graduacao em Engenharia Mecanica da PUC-Rio.

Orientador: Prof. Jaime Tupiassu Pinho de Castro

Rio de Janeiro
Margo de 2016


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412751/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1412751/CA

Lucas Lisboéa Vignoli

Um Estudo do Efeito de Concentracao de Tensao em
Materiais Anisotropicos Aplicado a Compodsitos Laminados
Unidirecionais

Dissertacao apresentada como requisito parcial para
obtencdo do titulo de Mestre pelo Programa de Pés-
Graduacao em Engenharia Mecanica da PUC-Rio.
Aprovada pela Comissao Examinadora abaixo assinada.

Prof. Jaime Tupiassu Pinho de Castro
Orientador
Departamento de Engenharia Mecénica — PUC-Rio

Prof. Marco Antonio Meggiolaro
Departamento de Engenharia Mecéanica — PUC-Rio

Prof. José Roberto Moraes d'Almeida
Departamento de Quimica e de Materiais — PUC-Rio

Prof. Paulo Pedro Kenedi
Departamento de Engenharia Mecanica — CEFET/RJ

Prof. Marcio da Silveira Carvalho
Coordenador(a) Setorial do Centro Técnico Cientifico — PUC-Rio

Rio de Janeiro, 30 de marco de 2016


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412751/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1412751/CA

Todos os direitos reservados. E proibida a reproducio total ou
parcial do trabalho sem autorizacdo da universidade, do autor e do
orientador.

Lucas Lisbda Vignoli

Graduou-se em Engenharia Mecénica pelo Centro Federal de
Educagdo Tecnolédgica Celso Suckow da Fonseca (CEFET/RJ) em
2014. Tem atuado majoritariamente na darea de Mecanica dos
Sélidos com interesse principal em materiais anisotrépicos.

Ficha Catalogréfica

Vignoli, Lucas Lisboa

Um estudo do efeito de concentracdo de tensdao em materiais
anisotropicos aplicado a compdsitos laminados unidirecionais /
Lucas Lisbba Vignoli ; orientador: Jaime Tupiassu Pinho de
Castro. — 2016.

170 f. :il. color. ; 30 cm

Dissertacdo (mestrado)—Pontificia Universidade Catdlica do
Rio de Janeiro, Departamento de Engenharia Mecénica, 2016.
Inclui bibliografia

1. Engenharia mecéanica — Teses. 2. Concentra¢do de tenséao.
3. Laminados unidirecionais. 4. Formalismo de Stroh. 5. Critérios
de falha. I. Castro, Jaime Tupiassu Pinho de. Il. Pontificia
Universidade Catdlica do Rio de Janeiro. Departamento de
Engenharia Mecénica. Ill. Titulo.

CDD: 621



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412751/CA


VOITSLZTPT oN [enbig ogdeouniad - or4-dNd

N

A minha familia e a minha namorada.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412751/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1412751/CA

Agradecimentos

A Igreja, por sempre aliar a razao e a fé na busca da verdade e manter institui¢cdes

como a PUC-Rio.
A PUC-Rio, em especial ao DEM, e ao CNPq, pelas bolsas de estudo.
Aos meus pais e 2 minha namorada, pela pacié€ncia e incentivo.

Ao Professor Jaime, pela inestimdvel ajuda durante a orientacdo e pela confianca

depositada.

Ao Professor Marco Antonio, pelas valiosas sugestoes.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412751/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1412751/CA

Resumo

Vignoli, Lucas Lisbda; Castro, Jaime Tupiassi Pinho de. Um Estudo do
Efeito de Concentracao de Tensao em Materiais Anisotrépicos Aplicado
a Compositos Laminados Unidirecionais. Rio de Janeiro, 2016. 170p.
Dissertacdo de Mestrado - Departamento de Engenharia Mecanica,
Pontificia Universidade Catdlica do Rio de Janeiro.

Entalhes e mudancas bruscas de geometria sdo indispensdveis na pratica,
mas geram uma perturba¢do no campo de tensdes e sao responsaveis pela falha da
maioria dos componentes estruturais. O presente trabalho tem por objetivo estudar
o efeito de concentragdo de tensdo em materiais compoésitos. O formalismo de
Stroh € utilizado para obter a soluc@o analitica da distribuicao de tensao na borda
de furos elipticos em placas infinitas anisotrépicas sob tensdes nominais aplicados
genéricas no plano. A teoria cldssica dos laminados € aplicada para obter
propriedades equivalentes de laminados simétricos de tal forma que o mesmo
possa ser considerado uma placa ortotrépica homogénea de rigidez equivalente.
Os critérios de Tsai-Wu, Puck e LaRCO5 sdao estudados pelos seus destacados
desempenhos no WWFE (World-Wide Failure Exercise) e aplicados a diversas
condi¢des de carregamentos para furos circulares e elipticos para diferentes
laminados. O estado multiaxial da distribui¢do de tensdes na borda do furo
causado pelo efeito da espessura € estudado analiticamente considerando a
hipétese limite de deformacdo plana. A andlise de placas finitas € realizada
utilizando o software comercial de elementos finitos ANSYS® considerando-se
tensdo plana para comparar solu¢des aproximadas para as mesmas encontradas na
literatura. Por tltimo, um estudo com base na micromecanica utilizando o modelo
de Halpin-Tsai para estimar as propriedades de uma lamina em fun¢do da fracdo
volumétrica das fibras é apresentado para avaliar a importancia da mesma na
concentracao de tensdo.

Palavras-chave

concentracdo de tensdo; laminados unidirecionais; formalismo de Stroh;

critérios de falha
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Abstract

Vignoli, Lucas Lisbda; Castro, Jaime Tupiassd Pinho de (Advisor). A Study
of Stress Concentration Effects in Anisotropic Materials Applied to
Unidirectional Laminate Composites. Rio de Janeiro, 2016. 170p. MSc
Dissertation - Departamento de Engenharia Mecanica, Pontificia
Universidade Catoélica do Rio de Janeiro.

Notches and abrupt geometry variations are unavoidable in practice, but
they result in stress field irregularities and are the reason for failure in majority of
structural components. The aim of the present work is to study stress
concentration on composite materials. To accomplish, the Stroh formalism is
introduced to obtain the analytical solution of the stress distribution around the
border an elliptical hole in an infinity plate subjected to general in-plane applied
nominal stresses. The classical laminate theory is used to obtain equivalent
properties of symmetric laminates since it could be modeled as a homogeneous
plate with equivalent stiffness. Tsai-Wu, Puck and LaRCO5 criteria are discussed
in detail and applied for different load conditions for laminate plates with circular
and elliptical holes. The multiaxial stress distribution along the hole border caused
by the thickness effect is studied using the plane strain hypothesis. Finite plates
are analyzed using the commercial finite element package ANSYS® considering
plane stress hypothesis to compare the approximation solutions available in
literature. At last, a micromechanics based approach using the Halpin-Tsai model
to estimate the lamina mechanical properties according to the fiber volumetric

fraction is presented to evaluate its influence on stress concentration.

Keywords
stress concentration; unidirectional laminates; Stroh formalism; failure

criteria
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“... faith does not enter into conflict with science but co-operates with it, offering
fundamental criteria to ensure it promotes universal good, and asking only that science
desist from those initiatives that, in opposition to God's original plan, may produce effects
which turn against man himself. Another reason for which it is rational to believe is this: if
science is a valuable ally of faith in our understanding of God's plan for the universe, faith
also directs scientific progress towards the good and truth of mankind, remaining faithful to
that original plan.”

Papa Emérito Bento X VI, “It is rational to believe”
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1 Introducao

O presente trabalho tem o objetivo de estudar o efeito de concentracdo de tensdo em
materiais compodsitos por meios analiticos, considerando estruturas bidimensionais (2D)
com as hipéteses de tensdo plana e deformacgdo plana para placas infinitas, e pelo método
dos elementos finitos (EF), para avaliar efeitos de placas finitas, e aplicar diferentes
critérios de falha existentes para comparar a predi¢do dos mesmos.

Materiais compdésitos tém sido largamente utilizados em diversas areas da industria
pela sua caracteristica de baixo peso especifico e alta resisténcia. O presente texto serd
focado em laminados unidirecionais pela sua particular anisotropia intrinseca.

A Figura 1 mostra algumas aplicacdes em diferentes industrias. Na Figura 1.a sdo
mostradas pds de turbinas aeroespaciais, enquanto na Figura 1.b € mostrada a aplicacdo de
refor¢o estrutural na construcdo civil e na Figura 1.c um parque edlico offshore. Nas duas

primeiras aplicagdes sdo utilizadas fibras de carbono e na terceira de fibra de vidro.

() (b) (c)
Figura 1 — Exemplos de aplica¢des de materiais compdsitos: (a) pas de turbina; (b) refor¢o
estrutural de colunas; (c) turbinas edlicas. (CHAWLA, 2012)

Estruturas reais precisam de entalhes, o que gera concentradores de tensdes e
resultam em pontos criticos dos equipamentos. Focando a andlise em matrizes poliméricas,
segundo Puck e Schiirmann (1998), a falha possui caracteristicas frageis, consequentemente
niao hd escoamento aparente e o dano ao redor de entalhes pode gerar a falha repentina.
Dessa maneira, torna-se fundamental estimar o dano para cada condi¢do de carregamento.

Todavia, mesmo para carregamentos estaticos, essa ndo € uma tarefa simples. Na

etapa de andlise de tensdes apenas furos circulares e elipticos em placas infinitas possuem


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412751/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1412751/CA

19

solucdes exatas, assim como para materiais isotropicos, mas com o auxilio de métodos
numéricos se torna vidvel obter solu¢des aproximadas para casos mais complexos. Mesmo
com a possivel solucdo dos campos de tensdes e deformacdes, estimar a falha ainda € uma
etapa complicada do projeto. Diversos modelos sdo propostos na literatura, mas apesar de
todos os esfor¢os, ainda ndo hd um consenso sobre qual melhor descreve o mecanismo de

falha.

1.1 Revisao Bibliografica

Para materiais isotrépicos, a solucdo cldssica da distribuicdo de tens@do em uma
placa com furo eliptico foi apresentada por Inglis (1913) e mais tarde Muskhelishvili
(1954) apresentou uma solucdo alternativa com base na técnica de mapeamento conforme
(conformal mapping) no espago complexo.

Para materiais anisotrépicos, pelo menos quatro solucdes diferentes da distribuicao
de tensdo em placas grandes com furos sdo conhecidas: Lekhnitskii (1981), Savin (1970),
Green e Zerna (1968) e Hwu e Ting (1989). Nesse ponto, vale ressaltar que as datas citadas
ndo representam as datas de publicacio dos artigos originais, sendo entdo a data
cronolégica das solugdes diferentes, porque alguns dos autores citados (Lekhnitskii e
Savin) tiveram suas obras originais publicadas em russo, como citado até por Green e Zerna
(1968), dificultando a divulgacdo da mesma antes da publicacdo de suas obras em lingua
inglesa. Apenas as solucdes de Lekhnitskii e Hwu e Ting serdo discutidas.

Lekhnitskii (1981) propds uma extensdo do trabalho da teoria desenvolvida por
Muskhelishvili para aplicagdo em materiais anisotropicos, ndo se limitando apenas a
problemas 2D. Segundo o mesmo, a solucdo geral da distribui¢do de tensdo na borda de um
furo eliptico em um material ortotrépico foi obtida em 1961. Lekhnitskii (1987) apresenta
uma abordagem similar, mas apenas aplicada a placas. O formalismo de Lekhnitskii € o
mais popular no estudo de materiais anisotropicos, entretanto sua matemadtica pode se
tornar excessivamente exaustiva em alguns problemas, como no caso especifico da
concentracao de tensdo.

Hwu e Ting (1989) resolveram o mesmo problema utilizando a abordagem
conhecida como o formalismo de Stroh. O formalismo de Stroh tem se tornado mais

popular desde a publicacdo do livro Anisotropic Elasticity: Theory and Applications de
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Ting (1996), que foi o primeiro livro dedicado exclusivamente a discutir o formalismo,
juntando entdo uma abordagem introdutéria com uma colecdo de problemas j4 resolvidos
utilizando o método. O formalismo de Stroh tem uma base matemadtica mais elegante e
genérica do que o formalismo de Lekhnitskii, podendo ser utilizado para materiais
anisotrépicos gerais, nao se limitando apenas a materiais ortotrépicos, sem necessitar de
grandes alteragdes. Entretanto, a forma classica do mesmo € limitado a casos 2D, mas para
o estudo de concentragdo de tensdo o torna desvantajoso, visto que a solu¢do 3D ndo €
conhecida. O formalismo de Stroh serd apresentado em detalhe em uma secao especifica.

Tan (1987) propds uma forma de obter fatores de corre¢do para placas ortotrépicas
finitas com furo eliptico com maior semi-eixo localizado perpendicular a direcdo de
carregamento da placa e posteriormente (TAN, 1988) a validade da férmula foi discutida
em relacdo a razdo entre os semi-eixos da elipse. Um ponto interessante do estudo € a
avaliacdo do gradiente da tensdo na direcdo perpendicular ao carregamento, partindo da
borda do furo. O gradiente de tensdes influencia diretamente na propagacdo de trincas, que
normalmente se inicia junto ao entalhe (CASTRO; MEGGIOLARO, 2016a). Todavia, o
trabalho também parte do principio que o ponto de maior concentracdo de tensdao ¢é
coincidente ao caso de carregamento similar, mas material isotrépico, o que acaba
limitando a abrangéncia dos resultados.

Weixing e Xinlu (1991) estudaram a concentracdo de tensdo em uma placa
retangular com entalhes semi-elipticos laterais de forma numérica pelo método dos EF.
Uma limitacao conceitual do trabalho é o uso da simetria de um quarto da placa, o que ndo
representa toda a distribui¢do de tensdo para o caso ortotropico geral em que a direcdo em
que os eixos onde as propriedades mecanicas estdo definidas ndo coincidem com a dire¢dao
de carregamento. Todavia, mesmo sem ressaltar essa hipotese do modelo, chegou-se a uma
equagdo aproximada para estimar o K; em uma placa finita a partir do resultado do
formalismo de Lekhnitskii para uma placa infinita.

Toubal et al. (2005) utilizaram um método 6tico de medicdo de campos de
deslocamentos para avaliar a concentracdo de tensdo em placas ortotropicas, o que torna
vantajoso em relacdo ao uso de strain gages que s6 conseguem dados pontuais. Todavia, de
acordo com a comparagdo entre os resultados numérico, analitico e experimental, 0 método

nao foi capaz de medir de forma eficaz o campo de deslocamentos, ou houve alguma ndo
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linearidade do comportamento do material que nao foi levada em conta nos modelos
numérico e analitico e nao foi explicada.

Soutis e Filiou (1998) estudaram o efeito do carregamento biaxial na distribuicao de
tensdo na borda e na proximidade de um furo circular para laminados. Assim, como grande
parte dos modelos presentes na literatura, como os modelos de Whitney e Nuismer (1974),
Konish e Whitney (1975), Tan (1987) e Tan (1988), assume-se que o ponto critico €
conhecido e coincide com o tradicional caso isotrdpico, € apenas casos em que o angulo de
laminacdo das camadas é 0°, +45° e 90° sdo avaliados, o que restringe a aplicacdo do
modelo. Berbinau et al. (2001) fizeram uma abordagem similar para estudar furos com
preenchimentos, que possui vasta aplica¢do para reparo de compdsitos.

Soriano e Almeida (1999) desenvolveram um estudo experimental do efeito do
entalhe na resisténcia do laminado e compararam os resultados com algumas estimativas
tradicionais existentes na literatura: Critério da Tensdo Média; Critério da Tensdo Pontual;
e Critério de Mar-Lin. Segundo os autores, se um laminado possuir entre 40% e 60% de
suas laminas orientadas a 0°, essas ldminas iram comandar o mecanismo de falha e algumas
propriedades mecanicas do laminado.

Morais (2000) usou uma modelagem de EF mista, com elementos 3D na area
proxima da borda do furo e no resto da placa usou elementos 2D, o que, segundo o mesmo,
torna o modelo mais eficiente, e propds uma abordagem experimental baseada no ajuste de
dados experimentais que estima de forma simplificada a resisténcia a tracdo de uma placa
com furo circular e leva o diametro de furo explicitamente em consideracgao.

Iarve et al. (2005) e Mollenhauer et al. (2006) usaram um modelo de degradacdo da
propriedade mecanica do material aplicado a um programa de EF para estimar o dano
causado em placas com furos circulares e avaliar a distribuicdo das deformagdes em
diferentes niveis de dano. As estimativas foram comparadas com medi¢des experimentais
utilizando interferometria de Moiré. A modelagem 3D se mostrou necessdria para uma
melhor descricdo do dano segundo os mesmos.

Green et al. (2007) investigaram a influéncia do didmetro do furo na resisténcia
final do laminado de forma experimental e concluiram que a resisténcia diminui com o

aumento do didmetro do furo. Ensaios ndo destrutivos foram utilizados para avaliar os
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mecanismos de dano de acordo com o nivel de carregamento. Concluiu-se também que os
problemas de delamina¢@o sd@o mais representativos para pecas mais espessas.

Russo e Zuccarello (2007) propuseram uma abordagem para obter a aproximagdo da
solucdo pontual na borda de um furo circular de uma placa finita para um laminado, assim
como uma aproximagdo para o gradiente em conjunto com a aplicacdo do critério de falha
proposto por Whitney e Nuismer (1974) que diz que o material ird falhar se a tensdo
principal maxima a uma distancia caracteristica do furo for igual a resisténcia do material.
Como comentado anteriormente, a distribui¢do de tensdes ao longo de toda a borda do furo
precisa ser obtida para avaliar o processo de falha, sendo isso uma limitacdo de grande
parte dos trabalhos encontrados na literatura.

Lee e Soutis (2008) fizeram um estudo detalhado sobre efeitos de escala, ou seja, o
possivel erro gerado por testar CPs padronizados ao invés de estruturas em escalas reais. A
discussdo, baseada nos resultados experimentais, de cada fator estudado é mostrada de
forma detalhada e concluiu-se que a resisténcia diminui com o aumento do didmetro do
furo e, a principio, ndo se altera com o volume e a espessura, mas CPs mais finos podem
falhar precocemente por flambagem.

O’Higgins et al. (2008) testaram laminados com fibras de carbono e com fibras de
vidro (de alta resisténcia) sob tracdo usando corpos de prova (CPs) com e sem furo.
Verificou-se que fibras de carbono sdao mais resistentes e oferecem uma rigidez maior ao
laminado, enquanto fibras de vidro conseguem atingir uma maior deformacdo antes da
falha, o que pode ser interessante para aplicagdes nas quais se deseja absorver energia. Os
autores fizeram uma abordagem da sensibilidade ao entalhe de cada laminado (diferentes
sequencias de empilhamentos foram analisadas) classificando esse parametro como a razao
entre a resisténcia medida no CP entalhado e a resisténcia medida no CP sem entalhe. De
acordo com os mesmos, os laminados de fibra de carbono sdo menos sensiveis aos entalhes.

Hallet et al. (2009) deram continuidade ao trabalho de Green et al. (2007) e
propuseram uma modelagem de EF usando o LS-Dyna para comparar com as previsoes
obtidas. O modelo inclui elementos de delaminagdo entre laminas e elementos que
possibilitam a simula¢do da separacao de dois elementos consecutivos em zonas pré-

definidas.
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Shah et al. (2010) mostraram vantagens de simulagdes numéricas quando
comparadas a testes padroes com CPs com entalhes pela diferenca de tempo e custo, e
principalmente porque, segundo os autores, os ensaios produzem resultados limitados que
sO sao validos para a condi¢do de carregamento, empilhamento, orientagdo das laminas e
geometria de entalhe testada, o que aumenta a quantidade de testes necessdrios; ou seja:
para cada alteracdo de varidvel é necessario um teste adicional. O critério de Tsai-Wu foi
utilizado na modelagem de EF e os envelopes de falha resultantes foram comparados com
dados experimentais e com outros critérios de falha mais simples (o uso do critério de
Tresca para comparagdo, especificamente, ndo foi justificado, visto que o mesmo nao &
aplicavel). O modelo de EF simplesmente desconsidera o elemento que atinge a hipétese de
falha e elimina a necessidade de simular a propagacdo de trincas, o que necessitaria de uma
malha mais refinada, iterativa e aumentaria consideravelmente o custo computacional.

Huang et al. (2010) propuseram um novo design para CPs de testes biaxiais que,
segundo os autores, resulta em um campo de deformacdes mais homogéneo do que o CP
tradicional, gerando um resultado mais confidvel.

Kaman (2011) usou mecanica da fratura para modelar com o ANSYS® os resultados
obtidos experimentalmente no seu estudo da influéncia da inclinac@o da fibra em laminados
simétricos (a primeira lamina foi mantida a 0° e o 4ngulo da segunda foi variado). A Figura
2 mostra a grande tendéncia da trinca se propagar paralelamente a fibra.

Chen et al. (2013) desenvolveram um modelo de EF para estimar a resisténcia de
laminados com furos e avaliar a influéncia do tamanho do furo e da espessura (segundo os
autores, esse foi o primeiro trabalho a considerar a influéncia da espessura na tenacidade a
fratura translaminar). A importancia de usar elementos que consideram uma zona coesiva,
dependendo do tipo de fratura, foi demostrada pela comparacio do resultado de diferentes
elementos. Por ultimo, foi recomendado o uso de diferentes elementos de acordo com o
modo de falha esperado.

Kechai et al. (2014) utilizaram elementos baseados na Teoria Classica dos
Laminados (TCL), implementaram uma formulacdo de EF para avaliar a distribuicdo de
tensdo em placas compdsitas com furos circulares e aplicaram alguns modelos de falha para

estimar o carregamento maximo. Os autores usaram um modelo geométrico de um quarto
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de simetria, o que nao representa a realidade para materiais anisotrépicos, como sera

discutido em detalhe posteriormente.

[0°/45°/45°/0°]

Figura 2 — Exemplo da propaga¢do do dano paralelamente a dire¢do das fibras (KAMAN, 2011).

Sadeghi et al. (2014) propuseram uma modelagem de EF usando sub-rotinas no
Abaqus® para modelar o dano progressivo na matriz ao redor do entalhe através da lei
constitutiva baseado na micromecanica e na energia de deformacao.

Sevenois e Koussios (2014) fizeram uma breve revisdo sobre alguns métodos
analiticos, aplicacdes de EF e alguns resultados obtidos com abordagens mistas.

Xu et al. (2014) mostraram dados que indicam mecanismos de dano similares aos
observados por Hallet et al. (2009) para outros tipos de entalhes (ndo circulares).

Kalita et al. (2015) fizeram uma andlise de sensibilidade para avaliar a importancia

das propriedades mecanicas na distribuicio de tensdes em uma material ortotropico.
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Segundo os mesmos, os niveis de tensdes aumentam quando E,/E, aumentam € G,/E, €
v;, diminuem.

Kureemun et al. (2015) testaram laminados sob carregamento biaxial de
tracdo/compressao. Os autores reportaram a dificuldade de se testar biaxialmente laminados
planos, sem usar CPs tubulares, inclusive por ndo haver norma existente. Dessa forma, os
dados experimentais obtidos se tornam de grande valia e mostram boa compatibilidade com
as estimativas numéricas. Uma importante caracteristica do modelo de EF utilizado é o
alinhamento da malha com as fibras, o que permite um refinamento onde o dano seja
esperado, poupando esforcos computacionais, € também uma melhor caracterizagao dos
modelos de falha, visto que os mesmos sdo separados entre falhas das fibras e da matriz. O
efeito da orientacao das fibras em relacdo ao carregamento também foi estudado e mostrou-
se que a resisténcia aumenta conforme as fibras e os carregamentos tendem a ficar
paralelos.

Moure et al. (2015) desenvolveram uma subrotina de EF usando o Abaqus© para
simular a propagacdo da falha na matriz e falha das fibras em laminados com e sem furos e
compararam suas estimativas com diversos valores obtidos na literatura. Trés diferentes
critérios foram avaliados: de projeto, considera a falha no ponto de tens@o maxima da curva
tensdo/deformacao; local, considera a falha no ponto em que a curva tensao deformacdo
para de decair; e macro, considera a falha na deforma¢do méxima antes da ruptura (todos
esses pontos sdo definidos na curva tensdo/deformacdo para uma lamina a 0°). O critério
local mostrou ser o mais eficaz. Para maior detalhe sobre esses critérios ver a referéncia
original.

Su et al. (2015) estudaram a falha de laminados com furos sob compressao de forma
numérica (EF) usando elementos de casca e elementos coesivos para modelar a
delaminagdo. A abordagem foi similar a de Chen et al. (2013) (comentada anteriormente) ,
mas para compressao utilizando o critério de falha de Hashin.

Zappalorto e Carraro (2015) propuseram uma férmula, baseada em dados
experimentais e numéricos, para estimar a concentracdo de tensdo em placas ortotropicas
com diferentes entalhes sob tracdo. O valor do K; para o mesmo entalhe em um material

isotropico foi tomado como ponto de partida. Apesar das estimativas analiticas serem
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compativeis com os resultados numéricos e analiticos apresentados, todos os resultados sao
pontuais e nenhuma distribui¢do de tensdo em toda a borda do furo/entalhe € apresentada.
Uma abordagem micromecéanica do efeito de concentracdo de tensdo pode ser
também aplicdvel aos compdsitos, e.g., Sabuncuoglu et al. (2014) e Romanov et al. (2015),
considerando-os nao homogéneos, como mostrado na Figura 3, mas ndo serd parte do
presente estudo. Serd tomado como base, tanto para andlise de tensdes quanto para os
critérios de falha que serdo discutidos mais adiante, que apenas fendmenos em macroescala

serao modelados.

G

Figura 3 — Concentragdo de tensdo gerada pelo efeito das fibras na matriz (DANIEL; ISHAI, 1994)

1.2 Organizacao

Inicialmente serd mostrada uma abordagem da teoria da elasticidade para materiais
anisotrépicos, mais especificamente utilizando o formalismo de Stroh. Apesar de considerar
uma classe mais geral dos materiais do que usualmente abordado em livros cldssicos de
Teoria da Elasticidade, e.g. Timoshenko e Goodier (1951), segundo Ting (1996), as
ferramentas matematicas utilizadas no desenvolvimento do formalismo de Stroh sdo tdo
elegantes e simples que o tornam mais simples do que a classica abordagem para materiais
isotropicos. Vale ressaltar que o mesmo € valido para qualquer tipo de material com

qualquer anisotropia, ndo sendo restrito as particularidades dos materiais compdsitos.
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Posteriormente sera introduzida a TCL, um método tradicional e eficiente, baseado
na Teoria de Placas, para dividir a parcela de carga entre as laminas de acordo com o
carregamento.

Uma vez que a base analitica necessaria para estudar a distribuicdo de tensoes e
deformacdes estd posta, serdo entdo introduzidos os conceitos dos critérios de falha. Apenas
falhas estaticas serdo estudadas. De acordo com Christensen (2005), estimar a falha é um
ponto mais drduo durante o projeto de materiais compositos, sendo essa etapa mais dificil
do que obter a distribuic@o de tensdes e deformacdes, principalmente por causa dos avangos
dos métodos numéricos.

Por causa disso, na década de 1990 teve inicio o World-Wide Failure Exercise
(WWEFE) com o objetivo de avaliar os diversos modelos propostos para prever a falha de
forma imparcial. Basicamente, sdo selecionados diferentes tipos de laminados (todos
unidirecionais com matriz polimérica) e carregamentos e, apds testes inicias para medir as
propriedades dos materiais, os mesmo dados sdo fornecidos a todos os grupos participantes.
Com esse conjunto de informacdes (propriedades + carregamentos), cada grupo deve
aplicar o seu método/modelo para avaliar o efeito dos carregamentos e estimar algumas
respostas do material, como envelopes de falha e deformacdo, considerando o inicio e a
progressao do dano.

O WWEE-1 teve a intencdo de avaliar os principais materiais e carregamentos
(HINTON et al., 2004), todavia, devido a grande aplicacdo dos materiais compdsitos,
algumas lacunas importantes foram identificadas e concluiu-se a necessidade de haver o
WWEE-2, que teve foco no efeito de estados tridimensionais (3D) de tensdes (KADDOUR;
HINTON, 2012), e 0o WWEFE-3, que ainda ndo estd concluido até o presente momento e
visa avaliar o efeito de nao-linearidades, como por exemplo concentradores de tensao,
carregamentos ciclicos e expansdo térmica (KADDOUR et al., 2013). Os critérios de Tsai-
Wu, Puck e LaRCO5 foram selecionados para serem estudados em detalhe pelas suas
destacadas capacidades de estimar os danos.

Logo em seguida, serdo aplicados os trés modelos de falha selecionados para casos
de concentracdo de tensdo em placas com furos circulares e elipticos para comparar a

estimativa de cada critério, juntamente com uma andlise de sensibilidade do efeito da
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orientagdo das fibras em cada lamina. O estudo de sensibilidade serd preferido, ao invés de
aplicagdes de algoritmos de otimizagdo para placas com furos.

Como a abordagem analitica considera que as dimensdes da placa sejam
consideravelmente maiores do que as do furo, de tal modo que a placa possa ser
considerada infinita, o software comercial de Elementos Finitos (EF) ANSYS® serd
utilizado para avaliar o efeito de placas finitas, considerando ainda o estado plano de
tensdes e depois o efeito da espessura. O principal objetivo dessa etapa serd avaliar

modelos aproximados para placas finitas da literatura.

Tabela 1 — Propriedades mecanicas da lamina com V = 60%

Propriedades | Unidade | AS carbono/epdxi
E, [GPa] 140
5 =5 | IGPal 10
G, =G, [GPa] 6
G [GPa] 3.35
Vi =V - 0.3
Vi - 0.49
EY [GPa] 231
WD) - 0.2
S, [MPa] 1990
s, [MPa] 1500
st =5, | [MPa] 38
S, =55, [MPa] 150
S, =5, [MPa] 70
S, [MPa] 50

Fonte: Kaddour; Hinton (2012)
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Uma breve introdu¢do a micromecanica serd apresentada para estudar o efeito da
fracdo volumétrica das fibras na concentracido de tensdo. Para tal, serd utilizado o modelo
de Halpin-Tsai para estimar as propriedades mecanicas da lamina.

Apesar de a metodologia desenvolvida ser genérica, o material estudado em detalhe
serd o laminado constituido por laminas de fibras de carbono e matriz de epoxi. As

propriedades mecanicas estdo mostradas nas Tabelas 1-3.

Tabela 2 — Propriedades mecanicas da matriz

Propriedades | Unidade epoxi
B [GPa] 3.2
am [GPa] 1.2
) - 0.35

Fonte: Kaddour; Hinton (2012)

Tabela 3 — Propriedades mecanicas das fibras

Propriedades | Unidade fibra de carbono
EY [GPa] 231
EY [GPa] 15
Gy [GPa] 15
l/ig) = 0 . 2

Fonte: Kaddour; Hinton (2012)
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2 Teoria da elasticidade para materiais anisotropicos

Esta se¢do tem o objetivo de fornecer embasamento tedrico suficiente para avaliar o
efeito de entalhes em laminados unidirecionais. Inicialmente é mostrado o Formalismo de
Stroh, que € usado para obter analiticamente o efeito da distribuicao de tensdes em placas
anisotropicas infinitas com furos elipticos, e em seguida, com a introdu¢do da TCL, sua

aplicagdo em placas compdsitas serd estudada.
2.1 Formalismo de Stroh

O formalismo de Stroh serd mostrado a seguir para deduzir a tensiao na borda de um
furo eliptico de uma placa infinita ortotrépica. Apesar de receber o nome de formalismo de
Stroh, o mesmo tem base em trés trabalhos das décadas de 1950 e 1960, sendo o primeiro
desenvolvido por Eshelby, Read e Shockley e os outros dois por Stroh.

Esses artigos serviram como base para técnicas matemadticas que foram sendo
desenvolvidas durante décadas e foram organizadas e publicadas em Ting (1996). Com a
publicacdo do livro, as ideias ficaram expostas de formas organizadas, o que o tornou,
entdo, a fonte bibliogrifica unica com o Estado da Arte das aplicacdes do formalismo de
Stroh. Posteriormente, Hwu (2009) também publicou um livro com os avangos tedricos
mais atuais e algumas aplicacdes computacionais. Para evitar um nimero excessivo de
citagdes, todo o desenvolvimento mostrado nessa etapa usard como base Ting (1996) e
Hwu (2009) a menos que seja dito o contrério.

Por simplicidade, serd assumido o caso bidimensional de tensdo plana. Essa
hipdtese se justifica pelo fato de que o principal objetivo do presente trabalho € estudar o
fator de concentragdo de tensdo em placas, todavia posteriormente serd avaliado o caso de
deformacdo plana, mas o desenvolvimento matemdtico € semelhante e devido a praticidade
do formalismo, apenas os elementos de algumas matrizes precisam ser alterados.

Inicialmente, serao introduzidos conceitos basicos do formalismo de Stroh
considerando como base o sistema de coordenadas do material, que serd discutido
posteriormente, € nenhum indice serd utilizado. A principio, o material serd considerado
tendo uma anisotropia genérica, sem nenhuma restricio especifica, a menos que seja

explicitado o contrdrio. Como em qualquer problema de elasticidade, as equagdes de
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equilibrio (forcas de corpo nao serdo consideradas), a compatibilidade geométrica
(considerando a hipétese de pequenos deslocamentos) e a relacdo constitutiva precisam ser

respeitadas e sdo mostradas nas equacoes (1.a-c)

0, =0 (1.a)
67] :_(u7j +u]7) (1.b)
Ty = Siyuh (1.c)

Onde o;;; € a derivada do tensor da tensdo o;; em relagdo a coordenada z;, ¢, € o

tensor da deformacdo, u,

.; € a taxa de variagdo do deslocamento wu, em relagdo a

coordenada z; e s, € o tensor de rigidez.

Como a base da solucao dos problemas utilizando o formalismo de Stroh é descobrir
os deslocamentos para cada condi¢iao de contorno, vale a pena reescrever a lei constitutiva

como funcdo dos deslocamentos através do uso da compatibilidade geométrica, ou seja,

L ) @

Oy = Sinl 9

1)

Expandida a notagdo indicial e considerando a simetria do tensor, chega-se ao
seguinte resultado (lembrando que, como se trata de um problema plano, apenas os

deslocamentos no plano serdo avaliados, o que significa dizer que ¢, j = 1,2)

3)

Siik = Sin; 5

1
5(%]. + um)

Pode-se, entdo, reescrever a relacdo constitutiva como

“)

Tij = Sijh W
Seguindo o mesmo raciocinio, a equagdo de equilibrio pode ser reescrita da seguinte

forma

-0 &)

Skl Uiy
A solucdo geral do campo de deslocamento pode entdo ser expressa como

uy, :ka(z) (6)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412751/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1412751/CA

32

com k=123, onde v, sdo constantes que dependem das propriedades do material
e f(z) ¢ uma funcdo genérica que dependera do material e das condi¢des de contorno,

sendo ambas quantidades genéricas que precisam ser descobertas. Para o estudo de

problemas bidimensionais, espera-se que a solucdo dependa apenas das coordenadas z, e
z, , de tal forma que pode-se escrever, sem perda de generalidade
z =1z + pm, (7)
Para conseguir a solu¢do de um dado problema, as constantes v, e p precisam ser
obtidas e a fungdo f(z) deve ser determinada. Para isso, iremos utilizar as equagdes de

equilibrio, compatibilidade geométrica e a relacdo constitutiva obtidas como func¢ido do

deslocamento. Usando a regra da cadeia para derivar o deslocamento, tem-se

®)

onde 5, =1se1=je &, =0 se 1 = jé o delta de Kronecker. Derivando novamente
o deslocamento

Uy = U (511 + p512)(5j1 + pdj, )f" (Z) ©)

Usando essa relacdo, a equacao de equilibrio pode ser reescrita como

Syt Vi (611 + p612)(5j1 + péjQ )f" (z) =0 (10)

Expandindo os ndices e supondo [ (z) = 0, pode-se chegar & seguinte equacio

[37:11@1 + (3¢1k2 + 57:21@1)1’ + 8i2k2p2]vk =0 (11

Torna-se 1til nessa etapa definir as seguintes matrizes

Qi = Sitm (12.a)
Ry = S0 (12.b)

(12.0)
Ty = Siopo

Logo, a equacdo (11) pode ser escrita como

@y +(Ry + Ry )p + Typ? |y, =0 (13)
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Ou de forma matricial

[Q+(R+RT)p+Tp?|v=0 (14)

Q e T sdo matrizes 3x3 positivas definidas pelo fato de que fisicamente a energia
de deformacdo precisa ser positiva. Uma matriz € positiva se todos os seus n possiveis
determinantes forem positivos (VAZ et al., 2012). Para que a equagdo (14) tenha solugdo
ndo-trivial

HQ+(R+RT)p+Tp2H:0 (15)

Com as equagdes (14,15) é entdo possivel descobrir os valores de p e » que sdo
denominados como os autovalores e os autovetores do material, respectivamente. Os
autovalores do material sdo sempre nimeros complexos ou imagindrios puros; a
demonstracdo dessa afirmagao ndo serd feita nesse trabalho, mas pode ser justificada pelo
fato de que a energia de deformacgdo € necessariamente positiva.

Conhecendo-se p e v, as tensdes podem ser obtidas substituindo (8) em (4)

0y = (syu + D3y J0if (2) (16)
ou

oy = (Sip + P ) vt (2) = (@ + PRy, v, S (2) (17.a)
iy = (Sipp1 + PSjope )0 S (2) = (R + pTy ), f (2) (17.b)

Avaliando as equagdes (17.a,b), pode-se definir um novo vetor w, tal que

18

w:[RT+pT]v=—l[Q+pR]'v (18)
p

Essa igualdade pode ser obtida pela equacdo dos autovalores e autovetores do

material. As tensdes podem ser entdo expressadas, como o uso do novo vetor, como

oy = —pu,f (2) (19.a)
o, =w,f (z) (19.b)
Utilizando as fung¢des de tensdo de Airy, as tensdes podem ser escritas como

Oy =~ (20.a)
Ty = P (20.b)

Pela condigio de equilibrio (o), = 0,,)
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¢171 + ¢2,’2 =0 (21)
Comparando as equacdes (20) e (21), pode-se concluir que

¢ = wif(z) (22)

Assumindo que os 6 autovalores do material sdo 3 nimeros complexos distintos e
seus conjugados, as solucdes gerais do deslocamento e da funcdo de tensdao podem ser
escritas (lembrando que a soma de um nimero complexo com seu conjugado € igual a duas
vezes a parte real) como

u = 2Re[Vf(z)} (23.2)

¢ = 2Re[WF(z)] (23.b)

onde V.=|v v, w|, W=|w w, w|ef(z)=[f(z) (2] fB(zg)}T.Para

obter a solucdo completa dos campos de deslocamentos e das funcdes de tensdes, e
consequentemente das tensdes e deformacoes, € preciso avaliar as condi¢des de contorno.

Na etapa anterior foi suposto que o material possuia todos os autovetores diferentes,
no entanto, nem todos os materiais obedecem a essa regra. Um exemplo de material que
tem todos os autovalores iguais € um material isotropico. Os materiais que ndao obedecem a
essa regra s@o chamados de degenerados (degenerate materials).

Os autovalores e autovetores do material podem ser obtidos como mostrado
anteriormente, entretanto a forma em que sao obtidos nio € similar ao problema classico de
autovalores de algebra linear. Transformar o problema de autovalores para a forma classica
e utilizar os autovetores normalizados possibilitam a utilizacdo de algumas identidades
algébricas que tornam o formalismo de Stroh mais pratico.

Para transformar a forma do problema, primeiramente vamos escrever as matrizes
Q , R e T deforma expandida
St St Sus

Q =% S Sam (24.a)

83111 S3121 S3131

S1112 S22 S1132
R =189 Sy Sz (24.b)

S3112 3102 3132
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S19212 51222 S1232
T =595 S99 S (24.0)

S3212 S3222 332
A equacdo dos autovalores (14) pode ser reescrita das seguintes formas apds
simples manipulacdes algébricas
—Qu = p[Rv + (RT + pT)fv] (25.a)

—RTv — l(Q + pR)v = pTw (25.6)
p

Acrescentando 0w do lado direito da primeira e do lado esquerda da segunda e
utilizando a defini¢cdo do vetor w — equacgdo (18) —, tem-se

—Quv + 0w = p[R'v + I'w] (26.¢)

—(R)Tv+1w:p(Tv+0w) (26.b)

onde 1 € a matriz identidade 3x3. Para transformar as duas equagdes anteriores em

apenas uma, pode-se expressar como a seguinte relacao matricial

-Q 0w R I|[v 27
R” 1I||w|” T of|w

Uma identidade 1til que pode ser facilmente verificada é

o TR I] [I 0 (28)
I RT!||T of |0 I

Vale lembrar que T-' sempre existe porque T ¢ positiva definida. Com isso,

multiplicando ambos os lados da equacdo (27) pela matriz mostrada em (28), pode-se

escrever
~T'R” T |[v I ofw
“RT'R” ~Q —RT'|w| |0 I|w 29)
Nesta etapa € util definir as seguintes matrizes
N, = -T 'R’ (30.a)
N, =T! (30.b)
N, = -RT 'R” - Q (30.¢)

Agora é, entdlo, possivel rescrever a equacdo (29) de forma mais compacta como
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N, N, |[v v (3D
’ —
N, (Nl ) w w
ou
Ng = p§ (32)

T .
onde ¢ = [v w] , 0 que torna entdo o problema da forma classica de autovalor.

Pelas defini¢des anteriores, as seguintes propriedades podem ser citadas: N, e N, sdo

simétricas; N, € positiva definida; —N, € positiva semi-definida; N, € adimensional; N,

tem unidade [m2 / N }; N, tem unidade [N / mZ]. Por sua importancia no formalismo de
Stroh, a matriz [N] 6x6 é denominada como matriz fundamental da elasticidade.

L)
T, €z 9

v

Figura 4 — Eixos de coordenadas utilizados para modelar o furo eliptico

A partir desse ponto, torna-se util o uso de diferentes sistemas de coordenadas,
como ficard mais claro posteriormente. Para simplificar o entendimento da notacao que sera

adotada, os sistemas de coordenadas estdo mostrados na Figura 4. Quatro sistemas de

coordenadas serdo utilizados: o sistema de coordenada global, I§g>, que define os
carregamentos aplicados; as coordenadas naturais do material, z; , onde as propriedades

mecanicas sdo definidas e z, estd alinhado com as fibras (o dngulo entre =, e x{” é a);

1

para definir a geometria do furo utiliza-se 2{", em que o angulo entre 2!" e z, € 3; e as

1 1

coordenadas 2, que sdo definidas pelo angulo ¢ entre 2z e =

) sdo utilizadas para

1 9


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412751/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1412751/CA

mapear a borda do furo. Antes de continuar
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o desenvolvimento tedrico, serd introduzido o

seguinte operador para relacionar tensores em coordenadas diferentes (Sokolnikoff, 1956)

A :cos(x.,x.)
i i)

Os carregamentos sdo transferidos de

_ (9)
Oy = /\ik/\jlak;]

(33)

(9)
r;”’ para r, como

(34)

Note que os carregamentos o, e o sdo considerados como aplicados em uma

)

]

regido distante da placa de tal forma que os mesmos podem ser considerados como atuantes

no infinito. Uma vez que as tensdes sdo obtidas em relagdo aos eixos do material, se torna

conveniente definir os seguintes vetores de tensao

o1

Ty = |01

O13

Ty = |0

o1
Ty = |0
0
091
Ty = |0
0

A partir dessa etapa torna-se util

(35.a)

(35.b)

(36.a)

(36.b)

separar a solucdo usando duas coordenadas

diferentes: a do material, onde o carregamento € conhecido pela transformacao anterior, e a

local, que mapeia a borda do furo e define localmente as propriedades do material. A

principal vantagem de usar a coordenada local € que somente a componente da tensio

normal tangente ao furo ndo € nula, assumindo que nio ha pressdo interna ao furo, visto que

nao pode haver cisalhamento e tensdo normal perpendicular a superficie livre. Dessa forma,

pode-se definir
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QY = Qcos? 0 + (R + RT)sin90089 + Tsin® 0

RY = Rcos? 0 + (T — Q)sinﬁcosﬁ + R sin? 0

T = Tcos? 6 — (R + RT)SiH9C089 +Qsin’ 0

E as componentes da matriz fundamental da elasticidade
N = (10 )*1 (RO )T

N = (T(“ )*1

N = RO (10 )*1 (RV )T —q®

38

(37.a)

(37.b)

(37.0)

(38.a)

(38.b)

(38.0)

Durante o desenvolvimento do formalismo de Stroh, os tensores de Barnett-Lothe

sdo grandezas que aparecem de forma recorrente e torna-se, entdo, util explicitar os

mesmos como funcdo apenas das propriedades dos materiais. Wei e Ting (1994)

publicaram as expressOes desses tensores para materiais anisotropicos gerais. A forma

integral dos mesmos pode ser escrita como

™

1 1
Sy, == [ N{dd
i 0

™

1 1
H, = ;{N;>de

17
Ly, :;jU‘Ndee

(39.2)

(39.b)

(39.0c)

Note que os tensores de Barnett—Lothe sdo invariantes (constantes) para o material,

ou seja, independem do ponto em que estd sendo analisado. Para materiais ortotrépicos, a

seguinte relacdo explicita sdo obtidas para os tensores de Barnett—Lothe considerando-se

tensdo plana

0 0 0
(T )11 0 0
Ly =| 0 (Ly), O

(40.2)

(40.b)
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onde
1
E. E, |2
(50, = [_2 21— ) 2| (1= o) (41.2)
12 1
]
(SBL)m* ;2 E2 [5—2 +2(1— V121/21) 5 (1— 1/121/21>
[G2]+2(1\/V121/21) E—z 12 !
12 1
(41.b)
1
E E E, |2
(LBL)H = (1—@) [G—;]-l-Q(l—\/VlQVZl)\/i (1—«/V12V21) (41.c)
[71]4»2(1 1/1/121/21)\/?1 E -
(LBL)22 == 2 { O b [ﬂ +2(1—\¢V121/21>\/E72 (1—«/1/121/21>
(1*\/”121’21) [E2]+2<1_M) % G B
(41.d)

(Lo ), = VGiGis (41.e)

Para modelar tal problema central do presente estudo, faz-se ttil da técnica de
mapeamento conforme. A técnica de mapeamento no espaco complexo é amplamente
utilizada em problemas de elasticidade para simplificar a descri¢do matematica da solugdo e
uma introducdo desse método pode ser encontrada em Sokolnikoff (1956). A ideia base
usada é descrever a geometria da elipse como um circulo de raio unitdrio em um plano
complexo. Nessa etapa, o desenvolvimento feito € um pouco diferente do proposto por Ting
(1996) e Hwu (2009), onde o eixo da elipse coincide com o sistema de coordenadas do

material, o objetivo do presente texto € apresentar uma abordagem alternativa. Para o plano
real coincidente com a geometria da elipse (:chh)), pode-se descrever uma elipse de semi-
€ixos r, € 7, como

M= cos (1) + B) (42.2)

M= sin (¢ + ) (42.b)
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A relagdo entre as coordenadas do material(z; ) e do plano que define a elipse €

obtida por
T. = )\ x(h) (43)

i i)
onde 3 € o angulo entre z; e 1:}"’) (ver Figura 4). Com isso, a elipse pode ser
descrita em coordenadas locais como
1:1 :racos(w—i—ﬂ)cosﬂ—nsin(zﬁ%—ﬁ)sinﬁ (44.a)
z, :racos(w—f—ﬁ)sinﬂ+7bsin(z/1+ﬁ)cosﬁ (44.b)
Note que 0 <1 <27 para mapear a geometria do furo.
Para obter a solugdo z, =z, + p.z, € necessario o uso da seguinte transformagéo
2 = ¢ + d(c! (45)
onde ¢, representa um circulo de raio unitdrio no espago complexo. Basicamente, se
deseja obter uma relagao tal que seja possivel a transformagdo nos espagos z — ¢, onde

i(v+8)

|¢|=1, ou seja, ¢ =e = cos(¢ + ) +isin(¢ + 8). Comparando as duas equagdes

obtidas para z, , pode-se escrever a seguinte relagdo

ra(cosﬁ + pe sinﬁ)cos(lp +8)- Q(Sinﬁ + pg cosﬁ)sin(w +8) =

46
(cg—l-dg)cos(lb—kﬁ)—l—i(cg—dg)sin(l/J‘f'ﬂ) (40
Logo
- Ta(cosﬁ + pe sinﬁ) _2 m(smﬁ P COSﬁ) (47.a)
. T (cosﬂ + p; sinﬁ) + in, (Sinﬂ TP COSB) (47.b)

¢ 2

Uma vez que a transformagdo no espaco complexo € obtida e a condi¢do de
contorno pode ser descrita, convém também escrever as solucdes dos campos de
deslocamentos e das funcdes de tensdes, obtidas anteriormente de forma genérica, também
no espaco complexo

u = 2Re[Vf(()] (48.a)
¢ = 2Re[WE(¢)] (48.)
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Para resolver o problema da distribuicdo das tensdes, as seguintes condicdes de

contorno precisam ser satisfeitas
¢| = > (49.2)
d|r =0 (49.b)

onde I representa a regido da borda do furo e oo uma regido distante da mesma.

Para a soluc¢ao do problema, supde-se a seguinte solucio da funcao de tensdo
b =™ + 2Re{w<ggl>q} (50)
Note que para uma disténcia muito grande do furo (), ¢ ! — 0 e naborda do furo

¢|F = (ra Cos(lb + B)COSB— 7 sin(lb + B)sin@)‘r2 —

. 51

(Ta COS(¢+B)SinB+QSin(1b+B)cosB)Tl —|—2Re{87qu} (S1)
Usando as seguintes relacdes

—i(p+) o B (r;lcos(lb+B)cosB—irasin(w+B)cosB)—
€ (T“COSB ”}’SIHB)TQ N (z'rbcos(ib—FB)sinB+7"bsin(ib+ﬁ)sinﬁ) T (52.a)
) ) , L (racos(w+8)sin6—irasin(w—i—B)sinB)+

€ (aSIHB+ZbCOSB)T1 - (irbcos(ib+B)cosB+7"bsin(ﬂJ+B)cosB) m (52b)
a equacdo (51) pode ser, entdo, manipulada e reescrita como
cl)| r = Re{e*i(wﬁ) (2Wq + (7}1, cosf — i sinB)¢2 - (ra sin B + ir, cosB)‘r1 )} (53)

E entdo usando a condig¢@o de contorno 4| = 0, 0 vetor q pode ser escrito como
q= —%W*l ((ra cos3 — ir; sinB)‘r2 — (ra sin 3 + ir; COSB)T1 ) 54)

Com esse resultado, a solugdo geral da funcdo de tensdo de uma placa infinita
anisotropica com furo elitico submetida a um carregamento genérico no plano (no infinito)

pode ser, entdo, escrita como
O =27, — BT, — Re{(W<Qg1>W*1)((ra cos B — i, sinB)’r2 - (ra sinB + cosB)'r1 )}(55)
Na borda do furo, a tUnica componente de tensdo atuante € a tensdo normal na

direcdo tangente a borda, que pode ser obtida pelo seguinte produto escalar

0 _ _(ea) )T 99 (56)

o = 1 8e(21)

onde
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(egw )T = (cos(‘) sin 6 0) (57.2)
(e(zl) )T = (—sin@ cos 6 O) (57.b)
e a derivada pode ser expressa por
dp Oz O, B
56l ga 2 5ol !
2 2 . 2 (58)
a(c-
Re W< (c(&l) )>W1 ]((ra cosf} — ir sinB)'r2 - (ra sinf3 + in, cosB)'r1 )
Oe,

Para calcularmos a ultima derivada mostrada na equagdo (58) é necessdrio obter

uma relacdo entre ¢ e ¢. Supondo que a distincia entre o centro do sistema de

coordenadas e um ponto qualquer da elipse seja p, o comprimento de um arco infinitesimal

é

1 %59)
ds = pdy = (dxl2 +dx22)2

Usando as equagdes (44.a,b)

dz, = —((r, cos B)sin (1 + B) + (7 sin 3) cos (b + B) ) e (60.)

dzy = (—(r, sinB)sin (b + B) + (7, cos 3) cos (1 + B)) dy) (60.b)

e entao

p* = (1,2 sin” (p+B)+1, cos® (1 +8)) (61)

pelo triangulo de lados infinitesimais,

(pdy)cosd = dz, (62.2)

(pd¢))sinf = du, (62.b)

e entao

pcost = —((r, cos B)sin (b + B) + (1, sin 8)cos (v + B)) (63.a)

psin® = (—(r, sin B)sin (1 + B) + (7, cos §)cos (v + B)) (63.b)

Reorganizando as equagdes, pode-se obter

sin (v + 8) = —%cos(@—ﬁ) (64.2)
(64.b)

cos(lb + B) = ﬁsin(@ - B)

Ty
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Agora pode-se entdo aplicar a regra da cadeia,

o) _ olse) % oy [ 0% 0wy, 0% om ©5)
3e<21> e O 0z | O Be(ZD O, ﬁeg)
e resolvendo cada parcela separadamente
G(Cgl) - 2= _ A vt (66.2)
ac, ¢
i(b+8) (66.b)
% — M — el o)
o o
8z§ . . .
% = —(ra (cosﬁ + smﬂ)sm(ﬂ) + B) + 7 (smﬁ — P cosﬁ)cos(lb + B)) (66.¢)
0
o _
Oz, (66.d)
66.e
on = —sinf ( )
8e(2l)
0z (66.9)
o, ~ P
66.
oz, — cosd (66.2)
8e(2l)
e aplicando
G(Cgl) B je—i(0+B) ( (1)) (67)
aeg) a P Pt

Onde sao os autovalores em coordenadas locais. Um resultado interessante sobre os
autovalores em coordenadas locais é que o valor médio dos mesmos, independente do
material, no dominio, ou seja, 0°<6<180°, € +i que sdo os autovalores dos materiais

isotropicos (Hwu, 2009). Substituindo esse resultado na equacao (58)

6_¢ = —T,sinf — 7, cos6 +
el (68)
iRe{ieinrB) (W<p£l) >W—1>((Ta cosf — ir sinB) 7, — (7, sinB + in, cosB) T, )}

Torna-se, entdo, vantajoso o uso da seguinte relacdo, que por simplicidade ndo serd

deduzida e pode ser facilmente obtida em Hwu (2009),
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W< p§”>W*1 =GV +iGY (69)
onde

cl = [N<11> ]T ~ NS (70.a)
Gl — N (70.b)

. l D) .~ . e . .
Note que as matrizes N<1) e N<3) sdo definidas em coordenadas locais e as matrizes S

e L sdo constantes para o material (independem do ponto em que se esteja analisando), e
que a vantagem de utilizar a expressdo (69) é que ndo se torna necessdrio calcular os
autovalores do material, diminuindo esfor¢o computacional.

Utilizando essa identidade, a derivada da fun¢do de tensdo pode ser entdo reescrita

como
8;1(?): —T,8in® — T, cos® +
Oe, 1)
T r r
Re{{z’sin(e—ﬁ)__bcos(e_ﬁ) (G(ll)+1Gg>>[{—aCOSB_iSinB]Tz — —“sinB+icosB]T1 }
Ta T T

Por ultimo, juntando os resultados expressos na equacdao (71) e substituindo na

equagdo (56), a tensdo pode ser entdo calculada. Para evitar equagdes excessivamente

~ . . 1 , .. . ~ .
longas, a equacdo explicita de o{f serd omitida, todavia, todas as parcelas sdo conhecidas e

podem ser facilmente implementadas. Pode-se perceber que quando 3 = 0°, o resultado
coincide com a abordagem mostrada por Hwu (2009).

Hwu e Ting (1989) foram os primeiros a resolverem o problema de placas
anisotropicas com furos ou inclusdes elipticas com carregamentos no plano usando o
formalismo de Stroh. Duas conclusdes especialmente interessantes foram tiradas pelos
autores para o caso de um furo eliptico em material anisotropico sujeito a tensdo uniaxial
perpendicularmente ao maior semi-eixo da elipse: a concentragdo de tensdo em um ponto

sobre 0 menor semi-eixo da elipse independe do formato da mesma, isto €, da relagdo r, / n,

e a concentracdo de tensdo no maior semi-eixo da elipse apresenta uma forma simples; mas
vale ressaltar que esse ponto ndo € necessariamente o de maior tensdo, como acontece com
materiais isotropicos, resultando que, apesar da simplicidade evidente da solugdo para esse

ponto, a equacdo precisa ser avaliada ao longo de todo o dominio para ter sua criticidade
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avaliada de forma correta. Muitos outros autores, como serd mostrado posteriormente,
principalmente na busca de obter uma solucido aproximada para o caso de placas finitas,
consideram apenas a expressdo simplificada da concentracdo de tensdo no ponto sobre o
maior semi-eixo da elipse e ndo comentam em seus trabalhos que a tensdo méaxima pode
estar atuando em outro ponto para o caso geral, o que acaba resultando em um erro
conceitual que limita a utilizagcdo do modelo proposto. Para furos genéricos Hwu (1990,
1992) obteve a solucdo aproximada da distribuicdo de tensdes ao redor de furos com
diversos formatos em placas anisotropicas utilizando o formalismo de Stroh e avaliou a

validade das solucdes.

2.2 Teoria Classica dos Laminados (TCL)

Na prética, os carregamentos geralmente sdo multiaxiais, e a aplicacdo de um
laminado com todas as laminas na mesma dire¢cdo ndo se torna vidvel porque oferece a
resisténcia apenas em uma direcdo. Levando isso em consideragao, torna-se util a aplicagdo
de laminados, que pode ser definido como um conjunto de laminas sobrepostas.

Como base da TCL, as seguintes hipéteses serdo consideradas (Christensen, 2005):

e considera-se que as laminas sdo perfeitamente coladas, ndo podendo entio
haver separacdo, e que cada lamina é ortotrépica e pode ter uma orientacao
qualquer;

e aespessura da placa € muito menor do que as outras dimensdes da mesma;

® aandlise estd restrita a pequenos deslocamentos;

e deformagdes cisalhantes agindo em planos perpendiculares as laminas
podem ser desprezadas (estado plano de tensdes);

e 0s deslocamentos no plano sdo fungdes lineares da coordenada que define a
espessura da placa (hipotese de Kirchhoff-Love);

e aespessura da placa € constante;

e deformacdo normal na direcdo da x3; € suposta constante ao longo da
espessura.

Seguindo as hipdteses mencionadas, o campo de deslocamentos em coordenadas

globais pode ser escrito como
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ﬁ§g) _ ﬁ{g) ; (x{g),xég)) + xég)fl(x{g)wég))

ﬂég) — 79 i (l,{g)yx;g)) + Zég)fz(xig)yx(g))

a9 — 5l (xfg),x@))—!— x(ﬁ)fg(%g)’x(g))
0

onde *|0 se refere ao valor da grandeza quando )

46

(72.2)

(72.b)

(72.c)

9) a:@),o) , €

— @ = 59 (o
=0,e.g. =, (2", w,

o simbolo * serd utilizado todas as vezes que as grandezas fisicas forem referentes ao

laminado e ndo a lamina, dessa forma ficard claro a diferenciacdo dos mesmos. Como esté

sendo considerado o estado plano de tensdes,

~(9)

2 - 3|
8m§-")
~(g)

sl - 198
23 al’ég)

ol 1] -
3 = —
*ou| T3 |henm)
ol :
0 i+
2

. o1
_ 3
f1(x17I2) - (913?)
i o
_ 3
fZ(Il’IQ) - axég)

oal?

(73.2)

(73.b)

(74.2)

(74.b)

Com esses resultados, as deformagdes no plano podem ser escritas como

~(9)
zlo) — 01y —
1 99
1
~(
=2
(9)
oz’
~(g)
o) _ 1|99’
12 ) 895;‘”

Ry

(75.2)

(75.b)

(75.¢)

z M ~ ~ . . 2 N ~
onde %, € acurvatura associada a flexdo se i=j (i, = 0%} / ) (xfW) ) € a tor¢do se

i#j (f, = o*u?) / 8x§9)8x§9) ). O tensor das deformacgdes pode, entdo, ser escrito como
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g9 = glo)
) 1)

_ xz()’y),;(y) (76)

0

e a relacdo constitutiva de cada lamina como

@] —19 (9) 77
Uijg m - siﬁc‘l m 515 m ( )
onde [ol(j”] st e [e,i?] s30 os tensores das tensdes, deformacgdes e rigidez da

m —th lamina em coordenada global. Pela condicio de compatibilidade, a deformacdo
precisa ser continua, ou seja, 52(7.9) — 52(7%’) e ;W = 4k

ij [/

As forgas e os momentos por unidade de comprimento sao

B =3 f [[S%]m ) +x§ﬂ>mg>]dz§ﬂ> (78.2)
m=l ('T;Z(Sg))m—l
@,

wg =30 [ [l [, + e sty (78)

n | @D n
(9) — (9) (91— (9) (9) (9)
m=1 (z(z“> » m=1
n | @ . ) ,
(9) — (9) @) 0| _ 1 (9) (9) (9)
0 =S [ ] sw) - 52“ o] o] ) H 19b)
m=1 (I'(;M) » m=1 m m—1
n | @ ) " X 5
1
of =221 [l ) ey = gEUsﬁ% =) ]} (19)
m=1 (I(gJ) ) m=1 ) m m—1
3 /m—1
E entdo a seguinte relacdo matricial pode ser obtida
F| [4 B¢ (80)
M| |B D|k

Com essa relagdo se torna evidente o acoplamento entre 0 momento aplicado e a
deformacao normal no plano médio, assim como a for¢a e a curvatura para o caso genérico.
Entretanto, o presente trabalho visa analisar apenas laminados simétricos e com essa

restri¢do, B = 0, ou seja, ndo hd o acoplamento entre esses efeitos.
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Considerando apenas os carregamentos de forgas distribuidas ndo nulos e o
laminado simétrico,

9] = (4% | N (81)

ij

Assumindo que o conjunto de laminas ortotropicas resulta em um laminado
ortotrépico € o0 mesmo pode ser considerado como uma tunica camada homogénea com
rigidez equivalente para se obter o campo de deformacdes (Vasiliev e Morozov, 2001), a

matriz de flexibilidade equivalente pode ser obtida por

alo) _ t( A0 )’1 (82)

Para se obter as tensOes atuantes em cada lamina deve-se primeiro calcular as
deformacdes obtidas pelo laminado de rigidez equivalente e depois aplicar a relacdo
constitutiva da lamina que se deseja estudar; utilizar as propriedades equivalentes para
calcular as tensdes € um erro conceitual. Um exemplo claro dessa ideia é a associacdo de
molas em paralelo para obter a rigidez equivalente do sistema; para o caso de molas, pode-
se obter informagdes sobre os deslocamentos do sistema equivalente, mas ndo se pode
utilizar diretamente a forga total que estd atuando na estrutura para estudar o que acontece
em cada mola, € necessdrio fazer a divisdo da for¢a e avaliar a parcela da forca que atua em
cada mola.

A vantagem de calcular as propriedades equivalentes do laminado € que o
desenvolvimento do formalismo de Stroh pode ser diretamente aplicdvel para calcular as
deformacdes.

E sabido que quando camadas consecutivas possuem propriedades diferentes, uma
tensdo interlaminar € intrinsicamente resultante devido a diferenca entre as propriedades
mecanicas de acordo com a dire¢cdo (Kant e Swaminathan, 2000), o que influencia
principalmente em problemas de delaminagdo. Todavia, esse fendmeno ndo serd

considerado no presente estudo.
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3 Critérios de falha para laminados unidirecionais

Na presente secdo serdo mostrados critérios de falha baseados em condigdes de
carregamento estdtico. Serd considerada como falha da estrutura o momento em que a
primeira lamina falhar (FPF — First Ply Failure); o dano progressivo nao é objetivo deste
trabalho.

Na década de 90 deu-se inicio um desafio global com o objetivo de avaliar qual dos
presentes modelos existentes melhor descreveria a falha em materiais compdsitos
poliméricos com fibras unidirecionais. De acordo com Hinton et al. (2004), mesmo com
diversas teorias propostas, 90% dos projetistas de materiais compdsitos usam as cldssicas
teorias da maxima tensdo, da mdxima deformacdo ou algum ajuste polinomial. De modo a
testar cada teoria, foram apresentados dados experimentais de propriedades das fibras, das
matrizes e das laminas como valores de entrada para as estimativas dos modelos. Para
verificar a aplicacdo, alguns casos importantes de carregamentos e arranjo das laminas nos
laminados foram também escolhidos e fornecidos aos autores.

Uma vez que os dados bdsicos foram disponibilizados, cada autor estimou
caracteristicas como o envelope de falha e a curva tensdo deformacdo do laminado de
acordo com o carregamento e foram publicados. Posteriormente, os organizadores
divulgaram os resultados experimentais e compararam as estimativas e depois, entdo, os
autores tiverem uma nova oportunidade de melhorar a sua previsio com os resultados
experimentais previstos e justificar os ajustes do modelo. Por dltimo, os organizadores
fizeram um artigo com as recomendacdes finais e as conclusdes do exercicio.

Essa competicdo foi denominada como World Wide Failure Exercise (WWEFE) e
estd em sua terceira edicdo. Como o WWEFE-III ainda ndo estd concluido, apenas os
resultados do WWEFE-1 e WWEFE-II serdo utilizados como base.

De acordo com Soden et al. (2004), os seguintes modelos obtiveram uma melhor
predicao dos resultados no WWFE-I: Tsai-Wu, Puck and Cuntze (na maioria das vezes os
modelos serdo chamados de acordo com o nome do principal pesquisador). Desses
modelos, a abordagem de Cuntze € a tnica que ndo serd estudada a seguir, porque, de
acordo com o proprio autor (2004), para andlises de danos iniciais (FPF), os resultados sao

similares a abordagem proposta por Puck (que serd detalhadamente estudada
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posteriormente), a principal diferenca entre elas € a maneira em que a progressao do dano é
avaliada. Kaddour e Hinton (2013) apontaram o modelo proposto por Carrere e LaRCO0S5
como os melhores do WWEFE-II, incluindo os dois em posicdes de destaque. A abordagem
de Carrere inclui aspectos da micromecanica, o que nao estd no escopo do presente
trabalho, dessa forma, o mesmo nao serd detalhado. Para uma comparagcdo entre os
principais resultados do WWEFE, os envelopes de falha estdo apresentados no Anexo II.

Os modelos fenomenoldgicos ndo sdo tdo populares quanto o de Tsai-Wu por serem
mais trabalhosos para implementar. A questdo de ser mais trabalhoso € justificada pelo fato
de que sdo diferenciados tipos de falha da fibra e da matriz, resultando entdo em
mecanismos de falha concorrentes que precisam ser verificados, enquanto no modelo de
Tsai-Wu tem-se apenas uma equacgdo. Todavia, o acréscimo de trabalho € justificado por
um maior entendimento fisico da falha em materiais compdsitos, mas, consequentemente,
restringe o modelo ao caso de laminados unidirecionais. Vale lembrar que como Tsai-Wu
usa um ajuste polinomial genérico, pode-se aplica-lo de forma geral a qualquer material
anisotropico.

Tsai e Melo (2014) propuseram uma nova metodologia para projetar compdsitos de
fibra de carbono. Eles consideraram o trago da matriz de rigidez como sendo invariante
para as laminas com fibras de carbono, o que resulta na diminui¢do do nimero de testes
necessdrios para a caracterizacdo do material, e de acordo com os autores, pode-se
considerar a posi¢do das fibras como se estivessem variando de uma forma genérica e,
mesmo na posicdo que resulte em maior dano considerando a abordagem de FPF, o nivel de
deformacdes é maior do que usualmente admissivel na industria aeroespacial e entdo a
orientacdo das fibras pode ser definida baseada apenas em requisitos adicionais da
estrutura, como rigidez. Essa metodologia tem grande aplicagdo prética principalmente pelo
fato de que o processo de otimizacdo de laminados inclui uma grande gama de varidveis.
Esse método ndo serd utilizado no presente estudo porqué: i) ndo hd uma estrutura
especifica a ser projetada; ii) em casos de concentradores de tensdes, os niveis de
deformacdes da pior posi¢ao possivel das fibras resultaria em um superdimensionamento
estrutural.

Para todos os modelos que serdao apresentados, a falha € considerada quando a

funcdo proposta € igual a um. Inicialmente, os modelos serdo apresentados em sua forma
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tridimensional genérica e posteriormente o caso bidimensional (estado plano de tensdes)

sera estudado de forma mais detalhada.

3.1 Critério de Tsai-Wu
3.1.1 Caso Geral

Tsai e Wu (1971) propuseram um critério de falha genérico para materiais
anisotrépicos. A ideia central dos autores ndo era ter a discriminagao exata do tipo de falha,
tendo em vista os varios mecanismos possiveis de falha, especialmente para materiais
compdsitos (ruptura e micro-flambagem das fibras, cavitacdo e propagacdo de trincas na
matriz e delaminacdo, por exemplo), mas sim obter uma func@o de facil implementagao e
utilizagdo.

Segundo os mesmos, era consenso entre os pesquisadores e projetistas a forma de
estimar falha para materiais submetidos a um estado uniaxial de tensdo em relagdo ao
sistema de coordenada utilizado para definir as propriedades mecanicas, como a resisténcia.
Todavia, o que diferenciava os critérios de falha era a forma utilizada para quantificar o
efeito de iteragdes em estados de tensdes multiaxias.

Usando notacdo indicial, a seguinte fun¢do pode ser definida

frw = 0,0, + 00,04 (83)

onde f., ¢ a fungdo polinomial utilizada para descrever um estado de tensdo, O,

sdo os termos que representam o efeito linear de cada carregamento, inclusive se sdo

positivos ou negativos, e O;W sd0 os termos que representam o efeito nao-linear dos

carregamentos, assim como a interagdo das tensdes em estados multiaxiais. A falha
ocorrera se

—1 (84)

Frw
Uma das vantagens citadas pelos autores € que, uma vez que as fungdes que

representam as resisténcias (O, € O

J ) 880 tensores, as mesmas podem ser rotacionadas e

pode-se, entdo, obté-las nas dire¢des em que o carregamento estd sendo aplicado. O que

difere de outros critérios similares é que na maioria deles necessariamente as tensdes
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precisam ser transformadas, enquanto no critério de Tsai-Wu pode-se escolher entre
rotacionar as tensoes ou as resisténcias.
Uma forma alternativa de utilizar o critério de Tsai-Wu € escrevé-lo em fun¢do das

deformagdes, ou seja

_ : 85
frw = Y& T Yougicu (85)

'

onde Y, e Y, tém fungdes similaresa O, e O,

ijhl
Para um material tridimensional que seja caracterizado por uma anisotropia de
forma mais genérica possivel sdo necessdrias 27 constantes independentes para se
caracterizar o modelo. Entretanto, se for considerado o material ortotrépico, a equacdo (83)
pode ser reescrita de forma simplificada como
Jrw = a0y 095009 + A33055 + 015015 + 013015 + Ayy055 +
U107y F OOy + gy 05 + ygy07y + 307y + By 05, + (86)

41199011099 T Q1133011033 + 9933099055 + Q1119011019 F Q113071015 + Q1193011055 +

9919099019 F G9913099013 F Q993099093 + A3519033015 + Q313033073 + (339303304

Considerando que os laminados sdo transversalmente isotrépicos, pode-se
reorganizar a expressao anterior para se obter

frw = a0y, +ay (022 + ‘733) +ay, (‘712 + ‘713) + 00 + 1107 F o (‘7;2 + 033) +

%919 (‘7122 + ‘7123) + a2323<7§3 9,07, (‘722 + ‘733) 0953099033 + 011150, (‘712 + ‘713) + 87)

41193911993 T agyo (‘722 + 033) (‘712 + ‘713) T 09993099093 F Ug393033093

0 que diminui o nimero de incégnitas de 24 para 15. Considerando que para um
dado material fossem realizados testes de tracdo e compressao uniaxial e cisalhamento em
todas as direcdes (considerando o sistema de coordenadas do material), pode-se substituir

na equacdo (87) cada condicdo de teste e obter as seguintes solucdes

S SR (88.a)
11~ & ac
S1t1 Sy
1 (88.b)
a e
o S1t1S1c1
NS S (88.c)
2" o qc
552 S99
1 (88.d)
Q999 = W

22722
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Ay = Ay =0 (88.e)
L (88.0)
Qo190 = 75
(52
1 88.
Qo393 = (88.¢)

E considerando que o efeito do cisalhamento nio pode depender do sinal

~0 (89)

G111 = Q193 = Ggo1g = G993 = (3393

Note que foi considerado que a resisténcia ao cisalhamento independe do sinal e que
as propriedades sdo de um material transversalmente isotrépico. Pode-se entao reescrever a

equacao (87) como

2 2 2

0121 (022 + 033) C7122 + 0123 993
w = VT a e 2 o | 7% (‘722 ‘*‘%3)‘*‘
511511 522522 (S ) 523
12 (90)
“ n 1 1 1 n
2033922933 T\ 7 T o |01 T 0 T e (022 033)
Sho Sh Sy gy

Restando entdo apenas mais duas constantes a serem calibradas experimentalmente.

Segundo Liu e Tsai (1998), na falta de dados experimentais pode-se usar

o 1 (91.a)
2
VSI15111552522
! (91.b)
G933 = — o o

22722
O modelo de Tsai-Hill, que também ¢ bastante popular na literatura, € um caso
particular do modelo de Tsai-Wu para quando a lamina tem resisténcia a tra¢do igual a

resisténcia a compressdo. O mesmo € mais recomendado se a matriz for ductil.
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3.1.2. Tensao Plana
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Figura 5 — Principais envelopes de falha pelo modelo de Tsai-Wu

Considerando a hipé6tese de tensdo plana, a Figura 5 mostra exemplos de envelopes

de falha o,,-0,, € 0,,—0,,. O envelope de falha o,,—0,, ndo serd avaliado porque todas
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as informagdes necessdrias ja estdo expostas nesses dois planos selecionados. O primeiro é

o plano das tensdes normais e o segundo € o plano utilizado para descrever a falha da

matriz nos outros modelos que serdo estudados. Lembrando que foram utilizadas as

propriedades mostradas no capitulo 1 para obter esses resultados, assim como as mesmas

serdo aplicadas em todo o desenvolvimento.

Para estudar o efeito do estudo do termo que quantifica o efeito da interacao entre as

tensoes normais no mecanismo de falha, a equagado (90) serd reescrita como

a,, [MPa]

100

50

2

P 2
g . (o * g,,0
fooo=—Al 42 71, u» 1 BESN 92)
T™W St S¢ St S¢ S 1122 L e ot oo g¢ St p 29
11711 22722 12 «/511511522522 1 9 o
T T T T T N
—1,,10
T 05
//h— 84455~ 0.0
8409~ 0
ayy0,= 10

-50

-100
-150
-200

-250

*
Note que a,,,, = a,,,, /

1
-3000

I I
-2000 -1000 0

I 1 I
1000 2000 3000

s,, [MPa]

Figura 6 — Influéncia do pardmetro

t qc ot @c
SIISHSQZS%

*
Q1199

1
4000

no envelope de falha de Tsai-Wu

. . *
. Dessa forma, a Figura 6 mostra o efeito de a,,,,

* P
no envelope de falha. A curva para q,,, = —1 estd destacada por ser a recomendada.

1
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Figura 7 — Efeito da terceira componente de tensdo (para tensao plana) nos envelopes de falha de

Tsai-Wu.

Pode-se concluir que quanto maior o médulo desse parametro, maior € a tendéncia

de ndo haver falha para valores compressivos de o,, € o sinal do mesmo influi em qual

quadrante esse envelope de falha ird aumentar.
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Os envelopes de falha das Figuras 5 consideram que a terceira componente da
tensdo, que ndo estd representada no gréafico, seja nula. Todavia, isso normalmente ndo €
verdade e se torna interessante estudar o efeito dessa componente. Nas Figuras 7, os
resultados dessa interacao sao mostrados. A tensdo de cisalhamento diminui o tamanho da

superficie da falha no plano o, —0,, enquanto a tensdo normal na fibra, além de alterar as
dimensdes da curva, muda também a posi¢do do seu centro no plano o,,-0,,. Fazendo

uma analogia a nomenclatura comum em Teoria da Plasticidade, a tensdo de cisalhamento

atua no plano o,, —o,, de forma similar ao endurecimento isotrépico e a tensdo normal na
fibra atua no plano o,, -o,, semelhantemente a uma condi¢do de endurecimento isotrépico

e cinematico combinados.

3.2 Critério de Puck
3.2.1 Caso Geral

A teoria desenvolvida por Puck e seu grupo tem sido amplamente utilizada,
principalmente na Alemanha, incluindo sua implementacao em normas (VDI, 2006), e tem
se tornado mais popular ao redor do mundo pelo desempenho no WWFE (HINTON et al.,
2004) e o livro Analysis of Failure in Fiber Polymer Laminates — The Theory of Alfred
Puck (Knops, 2008) que contém a visdo detalhada de sua teoria em inglés (a maioria das
publicagdes originais do grupo estdo em alemao).

De forma geral, o modelo separa os diferentes mecanismos de falha como sendo
falha da fibra e da matriz sob tracdo ou compressdo. Para a falha da fibra, a tradicional
Teoria da Tensao Normal Maxima (Jones, 1998) foi utilizada como base. Supondo
inicialmente um carregamento trativo (o mesmo desenvolvimento pode ser feito de forma
similar para compressdo), considera-se que havera falha se a tensdo normal na fibra for
igual ao seu limite de resisténcia, ou seja,

o =5, >

1

Note que consideram-se as fibras e a matriz como um modelo simplificado de molas

em paralelo; os deslocamentos e as deformacdes devem ser iguais pela compatibilidade
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geométrica. No entanto, como as fibras e a matriz t€m propriedades diferentes, alguns
efeitos adicionais precisam ser levados em consideracao.
A deformacao normal na fibra na direc@o paralela as mesmas pode ser escrita
() 94)
n__L _wn_Ya ) 4 o)
ey =——0 ——mf(02 —|—a33 )

R R A
El EZ

onde m, € uma constante criada para quantificar o efeito das propriedades eldsticas

diferentes da matriz e das fibras e pode ser ajustado experimentalmente. Na falta de dados

experimentais, m, = 1.3 para fibras de vidro e m, = 1.1 para fibras de carbono podem ser

utilizados (ambos os valores consideram matriz polimérica). Lembrando que pela simetria

da matriz de rigidez, 14/ / EY =) / EY) | a tensfio normal na fibra pode ser entdo escrita

por

o) = )+, (ol + o) ©s)

A deformacdo normal na direcdo da fibra pode ser escrita pela relacdo constitutiva

da lamina como

1 v (96)
1= %1 _ﬁ(am +‘733)

1 1

Pelas condi¢cdes de compatibilidade, considerando a equivaléncia com molas em

séria, /) =¢ , e por equilibrio, considerando como molas em paralelo, o) =0,, €
o—éf;) = 0,,, pode-se manipular as equagdes (93-96) e concluir que, no momento da falha,
D _ gD o0 (o o) B g
oy = Eey tvpymy (022 + 033 ) =—5)
El
1 v B
f 12 f f NY_ ™ t
Ef ) E_Un - E_(UZQ + 033) + 1/§2>mf (U§2> + U;(ag)) = S
1 1 1 97)

E o _gt
Oy ~Vip |09 + 053]+ 7 Vip My (Tgg + 033 | = Oy

B
ey
El

(
1
ot
oyt (022 + 033) =5,

2

As fungdes que descrevem a falha da fibra do modelo de Puck podem ser entdo

escritas como
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E
o L L
13 o |0 * B vigm — v (022 +‘733) (98.a)
1 1
c 1 B
f}gf’ )= ge o, + ETlﬁl’g)mf Vo (522 + 533) (98.b)
11 1

Baseado na experiéncia do grupo, Puck e Schurmann (1998) propuseram que para

carregamento compressivo a seguinte modificagdo empirica seja adotada

2
e = 10%} 99)

12

B o
10 Vipg My = Vi, |0y T 055 | +
1

Figura 8 — Plano critico no modelo de falha da matriz

Experimentalmente, pode-se verificar as falha da matriz com caracteristicas frageis,
sem plasticidade macroscopica considerdvel. Com esse conhecimento prévio, o modelo de
falha da matriz usa como base o critério de Mohr. Uma das hipéteses fundamentais do
presente modelo é que a falha ocorre exclusivamente pelo estado de tensdes atuantes no
plano critico, 0 que consequentemente resulta em uma previsdao adicional: o plano da

fratura, e ndo apenas se a mesma ocorrera ou nao.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412751/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1412751/CA

60

O plano critico tem uma componente coincidente com a direcdo z, € a outra precisa

ser encontrada em qualquer dire¢do no plano z, —z,, para isso o indice superior * serd

utilizado. As componentes de tensdo nesse plano podem ser obtidas por

o =X\ o, (100)

onde i, j,k,1=1,2,3 € o angulo entre z, e 2 é 7, como mostrado na Figura 8.

2

o2

5 (23)
, as tensdes o 5> O

s e oY podem estar

Considerando entdo o plano z —:1:;23>

atuando no caso geral. Tratando as tensdes de cisalhamento como vetores, a tensdo de

cisalhamento efetiva nesse plano é (Knops, 2008)

o - i 1oy

2
23 23
12 (U§2 )) T (U‘g3

O indice @ foi adotado por causa de seguinte defini¢dao

23
052 )

(23)
O3

(102)

® = atan

Usando as equagdes (100-102) como base, as seguintes funcdes de falha podem ser

escritas
p ) . o (103.a)
flgm,c) _ S% +2S_§g£és) + 11
12 12 Xll
AL st ) o29)
g = | Q2| g P s Ny g P || %0 | ) %0 (103.b)
P '3 '3 t X
Sis Sy S1a | S 11

_ t _ c z A
onde X, =115, se 0, >0 e X, =—1.1S], se 0, <0 € n, € um pardmetro que

t

pode ser calibrado experimentalmente. De acordo com Puck e Schiirmann (1998),

tipicamente 6 <n, <8, para esse estudo serd considerado n, =8 .82

c t =
120 Pg (& Dy Sao

definidos de forma simplificada — uma definicdo mais genérica pode ser encontrada em

Deuschle e Puck (2013) — como

2 2 2 (104.a)
@ (23) 23
G| _ %2 ‘7§3 )
> 23
Sy Sy Sés )
¢ _go Ply. (104.b)
Py = 919
SIZ
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(104.c)

t
Py

t D
p¢:S
12 S

12
Onde, na auséncia de dados experimentais, p;, € pfz podem ser assumidos iguais a
0.25 e 0.3 para fibras de vidro ou 0.3 e 0.35 para fibras de carbono (Knops, 2008), e

/
c 2

14 2p;, 2
512

. S
23 2
S§3 )= lc

-1 (105)

Py

Apesar do efeito da tensdo normal na direcdo da fibra ndo ser inicialmente
considerado na modelagem da falha da matriz, foi verificado que altos niveis de
deformacdo acumulam danos considerdaveis na matriz antes da falha da fibra, sendo entio
acrescentados os ultimos termos nas equagdes (103.a,b). Usando as equagdes anteriores, 0
modelo de Puck esta inteiramente estabelecido, entretanto, um estudo detalhado sobre o
caso de tensdo plana serd realizado a seguir devido a sua importancia prética e para obter

melhor entendimento do significado fisico de alguns parametros ajustdveis.

3.2.2 Tensao Plana

As equacdes que descrevem a falha da fibra podem ser escritas de forma semelhante

mostrada na se¢do anterior como

. 1 FE .
f(f’f’) — o 4| =L A — v e
P S{l 11 Eif) 12 7 121722 (1063.)
2

1 FE o

f}gf"c) = T Vg)mf =V |0y | 102 (106.b)

ol EU

11 1 12

Se o material estiver submetido a um estado plano de tensdes em relacio ao sistema

global, as tensdes no plano critico da falha da matriz podem ser escritas como

o)) = 0,y cos’y (107.a)
0y = oy, cosy (107.b)
Ugs) = —0,, sinycosy (107.c)

Considera-se, entdo, que trés diferentes tipos de falha podem acontecer,

denominados modos A, B, e C. No modo A, a matriz estd sob tracdo e o plano critico
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ocorre com y=0°, como normalmente pode ser assumido para materiais frageis. Nos

modos B e C, a matriz estd sob compressao e o que diferencia os dois € o plano critico; no

modo B y=0° e no modo C 0°<y<180° precisa ser encontrado.

Figura 9 — Modos de falha da matriz para tensdo plana

A
c_sll

A
Oy

G.,

Para o modo A, as seguintes relacdes podem ser obtidas

(23)
992

(23) _
Oy = 0
0'¢ = 0.
12— Y12
0'¢ ’
12| _ “12
Se S

= Oy

E entdo pode-se escrever o critério de falha como

f}gm,A)

S

919

12

2

Jr

t
522

999

2

¢
+2pﬁa

S

12

22

t
S2 2

1 T2

+

911

X

11

Vl"

:.-rf-‘x

B

(108.a)
(108.b)
(108.c)
(108.d)

(108.e)

(109)

Para o modo B, as equacdes (108.a-e) continuam sendo vélidas, sendo necessario

apenas

P

f(m,B) _

919

S

12

2

+2
S

Para o modo C,

(23)

992

(23)

O19

(23)

O93

= —0

= 09y

O19

2

cos” ¥

cos 7y

, Siny cosy

C
Py

12

09y T

X

11

11

aplicar a equacao do critério de falha para compressao

(110)

(111.a)
(111.b)
(111.c)
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! (111.d)
ali = cos7y (0122 + 0222 sin’ 7)4
e 2 , 2 (111.e)
O, | |0y cO8Y 0y, SIN Y COS Y
P (23)
Sia Sy o3
T T T I T T T T
0
Ay
p
— )
[43]
& ot p |
= F(MA)
— p
o £(mC)
© oo} e .
160 - .
1 1 1 1 1 1 1
-1500  -1000 -500 0 500 1000 1500 2000
o, IMPa]
a0 \ _
60 - B
a0} -
— 20} -
©
o
=
o FmA)
e a0t p -
f(m.B)
P
A0 f(m.C} B
P
GOk _
80 - / -
1 1 1
-150 -100 -50 0
s,, IMPa]

Figura 10 — Principais envelopes de falha pelo modelo de Puck
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E a funcdo que descreve a falha pode ser, entdo, escrita como

2 2 n,
ff()mp) _ | %12 €957 %99 Sm(z’z)cos i 49 &022 cos? v + 91 (112)
SIQ 523 12 Xll
Como no plano critico € um ponto médximo da funcao
4 gmo) _ (113)
d~y P B

Como siny=0 € a solugdo do modo B e assumindo que exista a solucdo ndo trivial

(cosvy = 0), de acordo com Knops (2008)

1 2 o ’ ?
Yo =acos 23 7124 (114)
2(1+pr) S On

l T T T T T l
] i
i i
0= i
s =3 a
! ng=6 i
— k 1
(4] 1 _nftza T
A0F 1 ! T
= ] ng= 15 !
i 1
._(.\I 1 r'|it: 50 :
o |
A00F ! ;
I
!
1
1
1
As0F  f 1
1 1
1 [}
1 1
JII :I

1 1 1 1 1
1500 1000 -500 0 500 1000 1500 2000
s, IMPa]

Figura 11 — Influéncia do parametro n, no envelope de falha de Puck

t
Dessa forma, todas as equagdes necessdrias para calcular o plano critico para o caso
de tensdo plana estdo explicitadas e a busca numérica pode ser eliminada, diminuindo

consideravelmente o custo computacional.
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No momento de transicdo entre a falha em modo B e modo C (PUCK;

SCHURMANN, 1998)

0y = =S5 (115.a)
VA (115.b)
oy =5, |142p), ;,_3
12
100

c,, [MPa]

40

20F

480  -160 140 120 100 -80 60 40 20 0
G.. [MPa
5 [MPa]

a0 F T T T T T T T T =

4, [MPa]

0 ] 10 15 20 25 30 35 40 45
c,, [MPa]

Figura 12 — Influéncia dos pardmetros pj, e pIQ no envelope de falha de Puck
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Uma vez que as equagdes sdo obtidas, pode-se facilmente gerar envelopes de falha

nos planos oy, —0,, € 0,, —0;, como mostrados nas Figuras 10.

0
— 0 MPa
— o, =25 MPa
£ sof 12 -
= 5,,= 50 MPa
o
o
o 100 F .
160 F .
-1500 1000 -500 0 500 1000 1500 2000
o,. [MPa]
11
100 . : . .
80 B
60 B
a0t .
= 20+ 1
o
=
& i
b -20r 011:-1000 MPa []
40k 011:-500 MPa |
s0f —CTﬂ:OMPa |
0,,= 500 MPa
80k 4
0,,= 1000 MPa
100 1 1 1 | |
-160 -100 -60 0
c,, IMPa]

Figura 13 — Efeito da terceira componente de tensio (para tensdo plana) nos envelopes de

falha de Puck
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Trés parametros sdo ajustdveis experimentalmente no modelo de Puck: », pf, e p|,.
Os graficos das Figuras 10 foram obtidos utilizando 8, 0.30 e 0.35, respectivamente. A
seguir, serd mostrada uma andlise de sensibilidade de cada uma dessas grandezas.

O expoente » quantifica a influéncia de o, na falha da matriz; quanto maior esse
valor, menos sensivel é o material ao acimulo de dano, tendendo entdo a falhar sem dano
progressivo aparente.

pi>, € pi, sdo definidos fisicamente como (Knops, 2008)

c day,
Py =—1—
Doy, e (116.a)
; do, (116.b)
P =~
P ot

0y
Tornando, entdo, claro o seu significado fisico, como ilustrado na Figura 12.
Na Figura 13, os resultados da interacdo entre tensdes no envelope de falha sdo
mostrados. Uma importante conclusdao é que o modelo de Puck se mostra muito menos

sensivel a essa terceira componente de tensdo do que o de Tsai-Wu.

3.3 Critério LaRCO05

3.3.1 Caso geral

Enquanto os modelos anteriores foram inicialmente desenvolvidos na metade do
século passado, o critério LaRCOS5 tem sido desenvolvido desde o inicio dos anos 2000,
todavia, tem demostrado boa capacidade de descrever mecanismos de dano. Embora Pinho
et al. (2012) mostrarem dados experimentais que indicam ndo-linearidades em relacdo a E,
e G, para elevados niveis de deformagdo e os mesmos recomendem levar esses efeitos em
consideragdo, no presente trabalho serd assumida a resposta linear para tornar aplicdvel o
desenvolvimento do formalismo de Stroh mostrado anteriormente, o que € uma hipdtese
razodvel uma vez que o estudo serd baseado na filosofia damage-free (FPF).

As principais referéncias que serviram de base para o modelo que serd apresentado

foram Pinho et al. (2005) e Pinho et al. (2012).
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Para a falha da matriz o modelo de Puck é usado como base. Baseado também na
ideia de que a fratura ocorre no plano critico € que o carregamento trativo gera mais dano
do que o compressivo em materiais frageis (como é o caso da matriz), a fun¢do que
descreve a falha da matriz pode ser escrita como

@) )
12

23
Sy — bL"éQ )

o

2
m e O e W (117)
fL = 23) +
2

23 ¢
553 ) b]‘gé 559

onde b, e b, sdo experimentalmente calibrados e Sg“‘) € a resisténcia ao

T

cisalhamento no plano z, —a{*.

Note que a unica diferenciacdo entre o carregamento trativo € o compressivo € o
ultimo termo. Esse termo considera implicitamente que os defeitos e cavidades intrinsecos
na microestrutura sé se propagam sob tracdo, assim como a quebra das cadeias poliméricas
— para relembrar a ideia do plano critico ver a Figura 8 e a equacao (100).

Uma das grandes vantagens do LaRCOS5 € levar em consideragdo todas as possiveis
conclusdes resultantes de observacdes em mesoescala mas manter a andlise de tensdes em

escala macroscopica.

De acordo com Davila et al. (2005)

1 (118.a)
by = —
tan 290
23 e ol cos (118.b)
Ség ) — Sy, cos [sm 0, + — 2;0]

onde pode-se assumir 51° < 6, < 55° na falta de dados experimentais. Serd assumido
0, =53° e b, =0.082, e entdo b, e S-” podem ser obtidos.

Para a fibra sob tracdo, o Critério da Maxima Tensdo Normal pode ser diretamente
aplicado, ou seja,
[0 =% (119)

Para a fibra sob compressdao, dois diferentes mecanismos podem ocorrer:
microflambagem e separacdo das fibras; entretanto, para a andlise linear (sem progressao

do dano) a modelagem de ambos os fendmenos é a mesma.
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Se todas as fibras estiverem inicialmente alinhadas, uma rotacdo de ¢ no plano

Z.

2—17

, deverd ser considerada, com 0°<¢ <180°, para procurar o plano critico que

maximizard a fun¢do. Uma vez que esse procedimento seja executado, o plano =, —xéq”

deverd ser analisado. Para calcular as componentes de tensdes atuantes no plano =" —z{?,

pode-se utilizar a seguinte transformacgao

Uff) = N Ao (120)

onde ¢ € o angulo entre :EQC"’) e =, . Entretanto, o desalinhamento inicial das fibras €

um defeito inevitdvel resultante dos processos de fabricacdo e deve ser considerado. Entdo
quando o mecanismo de falha sob compressdo € analisado, este desalinhamento contribui

significativamente para a instabilidade da fibra por causa de sua inicial deflexdo,

necessitando, assim, de outra transformac¢do no plano z —a:gﬁ) para considerar as

componentes das tensdes na direcao do desalinhamento, ou seja,

027."”5) = )\Z.k)\jlal(j) (121)

k)l
X(lmis) X1: XI

(Po

\
g

=1 )¢

Figura 14 — Plano critico considerando o desalinhamento das fibras

Mas a transformagdo anterior ndo € conhecida porque o angulo de desalinhamento
(¢) ainda € uma incégnita. De acordo com Pinho et al. (2005) e Pinho et al. (2006), o
seguinte procedimento pode ser seguido para obter o desalinhamento.

Considerando o desalinhamento inicial e a rotagdo devido ao cisalhamento, pode-se

escrever

© = sign (Uﬁ)apo + 25&”“) (122)
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e a funcao de falha pode ser escrita como
2 0 (mis) 2
max 10,0,

t
S??

(mis)

12

(mis)
Sy = bpoy

(mis)

23

(23 mis
Sa3 = bTU§2 )

g a.

fU) = (123)

A ilustragdo do plano de falha estda mostrada na Figura 14.
Considerando que o material falha sob compressao pura quando o, =S/;, 0 angulo
mostrado na equagio (122) é ¢ = ¢° e as componentes das tensdes mostradas na equacao

(123) sdo, independentemente do valor de ¢,

UégLiS) =M A00, = =5 sin” ¢* (124.)
ag”:s) = A\, 0, = 8] sing’ cos ¢° (124.b)
U(mis) =0 (124C)

23

Substituindo na equacao (123), tem-se

S}, sin® cos 1 (125)

c 2 ¢
Sy + b, 5], sin” @

E reorganizando

2 S (126)
b, sin” ¢ — sin ¢* cos ¢* —5—% =0
1,1
Dividindo todas as parcelas por cos” ¢, e usando a identidade - = tan® ¢° +1
cos” °
s s (127)
%-ﬁ-bL tan? p° — tan ¢° +%: 0
Sll 11
que tem como solucao
S. S.
1— 1—4|22+p |12
¢ 11 S
¢ = atan
S (128)
2 12 4 b[,
SC
11

Usando que para pequenos angulos ¢° =~ tan ¢°
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S S
1= [1—4] =2+ |2
of = 511 St
5, (129)
)
11

Para os valores mostrados na Tabela 1, ¢° = 2.688°, utilizando a equagdo (128) e

©° =2.69° utilizando a equagdo (129), o que ilustra que o erro em considerar as
aproximacodes para pequenos angulos € pequeno, todavia como a solugdo exata é obtida e o
custo do seu célculo ndo justifica a utilizagdo da equagdo (129), a equacao (128) deve ser
utilizada.
Na equagdo (122) o valor de ¢, ainda precisa ser determinado. No momento da
falha por compressao,
N Sy, sin¢° cos ¢ (130)
G

12

Como discutido anteriormente, pode-se utilizar a aproximagao de pequenos angulos

para ¢° e entdo a equacao (130) pode ser reescrita como

s s
1— [1—4| 2240, |22
c , Sp' c S(,
0y = |1- L |p" = _AJatan & & (131)
12 12 5 S 5,
S(Z
11

E de forma genérica, a parcela da rotacao na equacgdo (122) pode ser reescrita como

2€(mis) _ C(mis)o_(mis) _ QC(mis)a_(mis)

12 124

1] 1212 712

(132)

Note que na dire¢do do desalinhamento a coordenada «{™"*) € paralela as fibras, logo

todas as outras componentes do tensor de flexibilidade se tornam nulas no somatdrio

tensorial.

A tensdo de cisalhamento pode ser calculada como

12

onde

(¢)

2751

(mis) __ (@)
a = ()‘11)‘21‘71(1D +A

171911

272 22

1752

_ Ao+ AN O +)\1.3)\].3033+

T (A Ao + (A AN,

137771

1773

Jou

12)‘220g) + ()‘12)‘21 + )‘11)‘22) Ug))

A + A

(133)

(134)
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ou, explicitando,

0’{? =0, (135.2)
Jé‘;)) =0,, cos® ¢ + Oy sin? ¢ + 20,, sin ¢ cos ¢ (135.b)
Jg) =0,,C08¢ + 0, sin¢g (135.¢)
crgm"s) = (Ué‘;) - crf?)singo cos ¢ + [cos? ¢ — sin® <p)cr£§> (135.d)

e considerando pequenos angulos

agﬂs) = (022 cos> ¢ + O sin? ¢ + 0, Sin 2¢ — 011)4p + (012 cos ¢ + 0, sin d)) (136)
a equacdo (122) pode, entdo, ser escrita como

p = sign (012 cos ¢ + 0, sin (b) ¢, +

(022 cos® ¢ + Ty sin® ¢ + 0yq SIN20 — 0’11)<p + (012 cos¢ + o, sin ¢) (137)
G

12

ou

sign (012 cos ¢ + 0, sin (15) Giapy + (012 o8¢ + 0y sin ¢) (138)

(p =
2 .2 .
(011 — 0,y COS” ) — 0,4, 8IN° ¢ —0,,8In2¢ + G12)

Uma vez que todas as quantidades necessarias para formular o critério sao obtidas, o
mesmo ja estd plenamente definido. Todavia, a implementagdo do célculo das tensdes
atuantes no plano critico para a fibra sob compressdo podem ser expressas de formas mais

simples. Relembrando, as tensdes em notagdo tensorial sdo escritas como

Uiym ) = Az‘kAjlo—IS)) = AikAlekmAanmn (139)

Como € necessdria a rotacdo em dois planos diferentes, pode-se simplificar a

equagao escrevendo a mesma em nota¢ao matricial

o,(mis) _ QO’QT (140)
onde a matriz de rotacdo € definida como (RAND; ROVENSKI, 2005)
Q= Q’(m)ﬂg‘()??') (141.a)

cosp sinp 0

.(2;12): —sing cosg 0 (141.b)
0 0 1
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1 0 0

(2;23): 0 cos¢ sing (141.c)
0 —sing cos¢

3.3.2 Tensao Plana

Considerando o caso de tensdao plana, a tnica funcdo de falha que possui solucao

analitica explicita € a que modela a falha na fibra por tracdo, que pode ser reescrita

exatamente como a equacdo (119), ou seja,

FUD = s (142)
Sy
Para a falha da matriz, pode-se escrever
2
. ’ 3 . max {0 0,, COS° 'y}
f[(/m) _ O'l2 COs 7y 0'22 s1n 7y Cos 7y + 22 (143)

5123 broy, cos® S;z

2
Syy = b0y, COS™ 7y 23

Sendo ainda necessdrio calcular o valor de y que maximiza a fun¢do, no entanto,

para tensdo plana, 0<y<90°, o que diminui o custo computacional na busca pelo plano

critico.
A funcdo de falha para fibra sob compressao é
T ]2 o5 ]2 oot} 2 (144)

Sy — bLaégm Sé;zag) - bTU%ms) Séz

onde
Jé;ms) = Jﬁb) sin® p + aé‘;)) cos® p — 20@> sin ¢ cos (145.a)
ag”is) = (Ué‘é’) - U{‘{’) ) sin ¢ cos ¢ + Ug’) (0032 o —sin’ @ (145.b)
Jgg"“) = —og) sin p + O'é(g)) Cos ¢ (145.0)
€
U}‘f) =0, (146.a)
Jég) =0, cos? ¢ (146.b)

o9 = 0y, COS P (146.c)

12
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ol = —0,,sin¢ (146.d)
aé";) = —0,,sinpcos¢ (146.e)
T T T I i T T
0
{fh
rL
-
o -50 b .
m,
= i
m f[m.':}
L
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11
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= 20t 1
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=
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a0k i
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Figura 15 — Principais envelopes de falha pelo modelo de LaRCO05
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Figura 16 — Influéncia do pardmetro b no envelope de falha de LaRCO5

Explicitando as equagdes (145.a-c) em funcdo do carregamento utilizando as
equagoes (146.a-¢), tem-se

O’égm) =0, sin® p + Ty cos® ¢ cos® ¢ — 20, cos ¢ sin ¢ cos ¢ (147.a)
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(mis)

o = (022 cos® ¢ — all)singocosgo +0,,c08¢ (0052 - sin® %) (147.b)

(mis)

093

= 0y, sin¢sin g — 0,,, sin ¢ cos ¢ cos (147.¢)

E a definicdo do angulo ¢ pode ser simplificada para

sign (012 cos gb) Gy + (012 cos ¢) (148)

Y= 5
(0’11 — 0y, COS ¢+G12)

Uma discussd@o para casos de tensdo plana pode ser encontrada em Dévila e
Camanho (2003).

Utilizando as equagdes anteriores pode-se, entdo, obter os envelopes de falha nos

planos o,, - 0,, € 0,, —0;, como mostrados nas Figuras 15.
A influéncia do parAmetro ajustavel b, se torna clara nas Figuras 16.

O significado fisico dos parametros 6, e b, podem ser entendidos pelo circulo de

Mohr, como mostrado por Pinho et al. (2005). Considerando o caso de compressao uniaxial

na dire¢do perpendicular as fibras, o circulo de Mohr no plano x{* —x{*» esté representado

pela Figura 17 e as componentes de tensdes podem ser escritas como (CRANDALL et al.,
1978)

¢ 149.
oé?) =—S—§2(1+cos 26) ( 2)
c (149.b)

S5 .
0;%3) ="2in260
2

>

O,

Figura 17 — Circulo de Mohr para compressao uniaxial perpendicular as fibras

Assumindo um critério de falha para a matriz do tipo Mohr-Coulomb, pode-se
escrever

%) 4 b o) = S (150)

(
99 7922
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onde, por definicao,

! (151)
tan290

by

E substituindo as equagdes (149) e (151) na equacao (150)

cos 90 (152)
tan 26,

23) _ qc .
S;S = 522 cos 00 sin 90 +

Note que esse procedimento deduz as equacdes (118.a,b) — as mesmas sdo iguais a
(151) e (152) — e que o critério de Mohr-Coulomb mostrado na equagdo (150) € uma caso

especifico da equagdo (117) que define a falha da matriz.

T T T T T T T T I
//-,/r 1
U /
& sof
Z
™
™
© -100F
— 012: 0 MPa
g, =25 MPa
150 F 12
0,5~ 50 MPa
-1600 -1600 -1400 -1200 -1000  -BOO  -600 400  -200 0
.. [MPa]
11
Figura 18 — Efeito da terceira componente de tensdo (para tensao plana) no envelope de
falha LaRCO05

O efeito da terceira componente da tensdo, para o caso de tensdo plana, s6 precisa

ser avaliado para o envelope o, —0,, (Figura 18), visto que os modelos de falha da matriz e
da fibra sob tracdo ndo sdo influenciados pelas componentes o, € oy,, respectivamente,

nem para o caso genérico 3D — ver equagdes (117) e (119).
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3.4 Comparacao entre os envelopes de falha

Para uma melhor avaliacdo dos envelopes de falha mostrados anteriormente e uma
comparacgdo direta entre os modelos, na Figura 19 estdo mostrados os envelopes de falha

sobrepostos.

100
—
JE—
50 - II_lf;' _
— S ﬁ
.-""f
0
- |
a
= &0} \ .
£ \
o~ |
o] 4
00} i
AN
50} — 1
_ZDD 1 1 1 L 1
3000 2000 1000 0 1000 2000
c,, [MPa]
11
100 - ,
| \ |
©
a
=
4
e
50k i
—
—
100 F j
— 1
1

=
o
(=1

—1é0 —1EI][J —SI[J
o, [MPa]

Figura 19 — Comparacao entre os envelopes de falha
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Pode-se perceber que a predicdo de falha na matriz € bem similar em todos os
modelos. Esse fato pode ser explicado porque o modelo LaRCO05 usa a teoria do modelo de
Puck como base, principalmente, para a modelagem da matriz, enquanto o modelo de Tsai-
Wu, que € um ajuste de dados experimentais, também tem uma forma bem similar. A
equagao do modelo de Tsai-Wu € um ajuste polinomial e € natural que a mesma se adeque
melhor a modelagem da matriz uma vez que a quantidade de dados experimentais desse
tipo de falha € mais vasto na literatura, todavia, por considerar a interacdo entre as
componentes de tensdo, quando o;, #0 o envelope de falha se torna consideravelmente
diferente dos outros.

Por outro lado, no plano o,,-0,, a diferenca entre as predicdes se tornam mais
claras, principalmente do modelo de Tsai-Wu. Como comentado anteriormente, o
mecanismo de falha da fibra sob compressdao é o mais dificil de ser modelado, e como

esperado, € onde as diferencas se tornam mais significativas.
3.5 Estimativa da resisténcia de laminados

A TCL mostrada no capitulo 2 pode ser aplicada a qualquer tipo de laminado,
independente de qualquer simetria. Entretanto, para se obter uma comparagao direta entre
os resultados obtidos para laminas, os laminados classificados como angle-ply, ou seja,

[ta], serdo estudados.

A matriz de rigidez de cada camada pode ser obtida em coordenadas globais como

s = A A A s (153)

ijkn 0" ip” kq” nr-opqr
onde o angulo entre z) e 2z é a, mas a rotagio é realizada no sentido

trigonométrico, por exemplo, para as camadas +« , a rotacdo é —«. Considerando que todas
as laminas tém a espessura de 1mm, por simplicidade, e que deseja-se apenas estudar os
casos de tracdo e compressdo uniaxial, os elementos das matrizes A € B podem ser

escritos como

AN AR AN AR FARA AN (154.2)
1
s =] a-a)efsn] fo-n)+[sa] (o] (1-1))=0  asap)
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E importante ressaltar que considerar a espessura de 1mm nao perde a generalidade

da andlise, apenas fica mais claro o resultado. Entdo, cada elemento da matriz A pode ser

explicitado como (note que a mesma € simétrica)

A =2||s1

A =2

A, =2||si9,

(9) — (9)
922 = 2||539

AQ(giQ =2 Sgg)u N

A =24

Aijkl [GPa.mm)]

Lra

+a

600

500

400

300

200

100

-100

-200
0

Figura 20 — Variagado das propriedades dos laminados [&], e [ta],,

(9)
+1510

+ S<9>

2222

(9)
+ {51919

T |S12|

]

—«

(155.a)

(155.b)

(155.¢)

(155.d)

(155.e)

(155.1)

Utilizando as propriedades mostradas na Tabela 1, a variacdo dos valores dos

elementos da matriz 4 de acordo com « estdio mostrados na Figura 20. E importante
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ressaltar que os elementos A, A, Anym € Ay, SA0 iguais para os laminados [«], €

[ta],, € os elementos A, € Ay, sd0 nulos para [te],, e estdo representados pelas linhas

A

pontilhadas para [«],. Note que os unicos elementos diferentes sdo os responsaveis pelo

acoplamento entre as tensodes e deformacdes normais e cisalhantes.
Para calcular o efeito do carregamento, com base na teoria desenvolvida no capitulo
2, pode-se seguir o seguinte procedimento:
i.  considera-se a aplicacdo de uma tensdo no 6‘®* laminado, que resulta em
uma forca por unidade de espessura N =6'¢'r, onde 1 € a espessura do total;
ii.  pode-se entdo calcular a deformagdo resultante usando e = A™'N ;
ili.  uma vez que as deformacdes sdo obtidas e as mesmas sdo continuas, ou seja,

a deformacao de todos as laminas s@o iguais para o carregamento de forcas,

a tensdo na ldmina k pode ser calculada como [a(g )L = [s(g )L £

iv.  as tensOes em cada lamina podem ser, entdo, computadas em coordenadas
locais, de acordo com a orientacdo das fibras em cada lamina como

o) = 4,2

i AisOrs s

v. por ultimo, o dano para um dado carregamento pode ser calculado
substituindo as tensdes em cada lamina em coordenadas locais nas funcoes
que definem os critérios de falha.

Dessa forma, pode-se estimar a resisténcia dos laminados [e¢], € [ta], em

n
comparacdo com a resisténcia da lamina, como mostrado na Figura 21. Torna-se vélido
entdo definir a resisténcia que serd utilizada como referéncia para todos os resultados nesse

trabalho: define-se S,

o valor da tensdo nominal (aplicada) necessdria para inicio do
dano, podendo haver um indice superior para definir o tipo de carregamento (e.g. os indices
superiores ¢ € ¢ na Figura 21 indicam tracdo e compressdo, respectivamente).

Segundo Pinho et al. (2005), a estimativa usando o critério LaRCO05 ¢é compativel
com dados experimentais para compressdo e a justificativa da diferenca do resultado do
mesmo com outros critérios fenomenol6gicos, como por exemplo o de Puck, é a

consideracdo do desalinhamento inicial das fibras.
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Figura 21 — Comparagao da estimativa da resisténcia a tracao e a compressao de laminados

(@], e [ra],
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A Figura 21 mostra a vantagem na utilizacdo dos laminados [t«],, para a maioria

dos valores de «. Embora apenas o caso de carregamento uniaxial tenha sido mostrado, o

resultado pode ser expandido para carregamentos genéricos.
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4 Efeito de furos em placas sob tensao plana

Na maioria dos casos praticos, adota-se a hipdtese de tensdo plana na modelagem de
laminados tanto para abordagens analiticas, pois casos 3D nem sempre tém solucdes
conhecidas, quanto para métodos numéricos, para diminuir o custo computacional.

Antes de avaliar o efeito de um furo na resisténcia de uma placa torna-se util uma
comparacdo entre problemas de concentracdo de tensdes entre materiais isotrépicos e
anisotropicos. Furos circulares em placas isotropicas sdao devidamente estudados no
dominio 0°<6<90°, onde & é a posi¢do angular na borda do furo. Todavia, a simetria de
um quarto ndo € aplicdvel para materiais anisotrépicos por causa da periodicidade da
solucdo da distribuicdo de tensdo. Na verdade, a utilizacdo de condi¢des de contorno em
modelos numéricos deve ser evitada para materiais anisotrépicos mesmo quando a
periodicidade da solugdo € respeitada. A Figura 22 mostra um exemplo importante de erro
conceitual gerado pela aplicacdo de simetria. Supondo que a utilizagdo de da simetria seja
aplicdvel, a representacdo fisica da geometria completa resulta em uma ndo continuidade do
campo de deformacdes, consequentemente nao respeita a condi¢do de compatibilidade
geométrica, uma vez que a taxa de variagdo do campo de deslocamentos ndo pode ser
continua. Posteriormente, no estudo de placas finitas pelo MEF, essa conclusdo sera

utilizada.

v

@
—» Oy

v

Figura 22 — Ilustracao do efeito da condi¢@o de simetria

Os efeitos de concentracdo de tensdo induzidos por um furo circular em uma placa
muito grande de um laminado [a] , com os 4ngulos das fibras iguais a « = 0°15°,...,90° ou

a = —60°,-45°...,90°, dependendo do carregamento, sdao avaliados na Figura 23 para alguns

importantes casos.
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o9=5 69=0 &9=0
11 7n

22 12

| |—a=0°
q——a=15°
: a = 30°
| ——a=45°
| a=60°
Cl|——a=75°
S A a =900

~ /| |—*—isotropic

|7 a=0°

q|—a=15°

' o =30°
— o =45°
— o =60°
17— a=75°
= a=90°
e isotropic

Figura 23 — Razdo entre a distribui¢do da tensdo tangencial na borda do furo e a tensio

nominal (0'1“1) / o, ) para uma placa com furo circular e diversos valores de & sob diferentes

condig¢des de carregamento (continua)
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(9= (9)— (o)
0,150, Opp= 12—0

2279, 0

11

—qa = 00
—a=15°
c a=30°
L ——a =45
SD:: — . = 60°
—a=75
—a=90°
—*—jsotropic

(o) (9)_ (g~
01170, 05,=0, 55=0,

—a =-60°
a = -45°
—a=-30°
— = 00
—a=230°
—a =45°
—a=60°
o =90°
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Figura 23 — Razdo entre a distribui¢do da tensdo tangencial na borda do furo e a tensio

nominal (0'1“1) / o, ) para uma placa com furo circular e diversos valores de & sob diferentes

condig¢des de carregamento (continua)
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Figura 23 — Razdo entre a distribui¢cdo da tens@o tangencial na borda do furo e a tensao

nominal (01("1) / o, ) para uma placa com furo circular e diversos valores de & sob diferentes

condi¢des de carregamento (continuagdo)

Comparando esses resultados com os equivalentes para materiais isotrépicos, que

estdo sobrepostos no grafico, as seguintes conclusdes podem ser postas:

i.

il.

para uma tensdo nominal uniaxial ¢'¥ = o (aplicada na dire¢do horizontal

da figura), a distribuicdo da tensdo tangencial ao longo da borda do furo

varia de —40, até quase 70, , enquanto para materiais isotropicos a faixa de
valores € de -lo, até 30 ;

para a solugdo classica de vasos de pressdo cilindricos com paredes finas,

ol =ol¥) / 2 =0, a tensdo tangente na borda do furo pode ser maior do que

40 e também pode ser compressiva, enquanto para materiais isotropicos a

mesma € sempre trativa e varia entre 0.56, € 2.50 ;
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para o carregamento biaxial aff) = aggz) =0, hd uma pequena variagdo na
distribuicdo da tensdo tangencial para o caso anisotropico enquanto para o
isotrépico € constante e igual a 20 ;

para materiais isotropicos, os carregamentos biaxial de tensdo/compressao

o) =-olY) = e cisalhamento puro ¢'¥ = o sdo equivalentes e induzem
n 12 n

um concentra¢do de tensdo de 4o , enquanto para materiais anisotropicos o
efeito desses dois carregamentos sao significativamente diferentes, como

mostrado nas figuras anteriores, por causa da ndo-simetria gerada pelas

fibras, sendo um resultado ndo intuitivo a priori.

1\012 5 (Al ,A2) S (Bl,BQ)
-0 G
Al l—*‘{n “\ A
G, «— /é\
B2 B1 t-c (B1,B2) t-c(A1,A2)
G, 0, _ci“
- —» Oy 011‘@(5“
A2 T 7

12 T T T T T T T T
: —&—a=0°(s)
K %ﬁ —=—o = 45%(s) ({%
ire —=—a=90°(s) &7
6l & —— o =-45° (t-¢) . 2
k o = 0° (t-c) ;
o~ 4 —— o = 45° (t-c)
T~ 2
:D‘—

_E 1 1 | | | 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

0[]

Figura 24 — Diferenga entre os carregamentos de cisalhamento puro e tragdo/compressao
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A diferenga entre o cisalhamento puro (s) e tensdo/compressdao (t-c) € devida a
influéncia da direcdo das fibras. A Figura 24 mostra o circulo de Mohr, que € igual para
ambos os casos e um elemento diferencial, considerando @=0° por simplicidade. A
concentracdo de tensdo € similar para ambos, como deveria ser, mas precisa ser considerada
uma rotacdo de 45°. Em outras palavras, a resisténcia ao cisalhamento pode ser obtida
experimentalmente em um teste de tensdo/compressao, mas a resisténcia obtida é referente

a fibras com dire¢des diferentes.
4.1 Estimativas de resisténcias para laminados [a], com furo circular

Para aplicar os critérios de falha vistos anteriormente € necessdrio transformar as
tensoes obtidas de coordenadas locais para coordenadas do material. Para carregamentos
uniaxiais, as concentragdes de tensdes em coordenadas do material sd3o mostradas na Figura
25 para varios valores de a, de acordo com o angulo # que mapeia a borda do furo.
Estimativas de resisténcias utilizando esses utilizando os trés critérios de falha estudados
sao mostrados na Figura 26 de acordo com o angulo « . Para tragao, os modelos de falha
chegaram a resultados parecidos, mas para compressdo os resultados gerados foram
significativamente diferentes. Os resultados foram normalizados em relacdo a maior
resisténcia possivel de acordo com o carregamento, o que para tracdo e compressdo €
equivalente a dizer que foi normalizando em relagdo as resisténcias obtidas na direcao

paralela as fibras. Note que, de acordo com a Tabela 1, i, / S, =524 e S / S5, =10, ou

seja, a falha da matriz tende a ser dominante.
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Figura 25 — Tensdes ao longo da borda do furo em coordenadas do material para uma placa

grande de laminado unidirecional com furo circular e carregada uniaxialmente (continua)
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Figura 25 — Tensdes ao longo da borda do furo em coordenadas do material para uma placa

grande de laminado unidirecional com furo circular e carregada uniaxialmente (continuago)
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Figura 26 — Estimativas de S}, / St e Sepp / S¢, para placas grandes de laminados

unidirecionais com furos circulares (continua)
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Figura 26 — Estimativas de S}, / St e Sepp / S¢, para placas grandes de laminados

unidirecionais com furos circulares (continuac¢ao)

A seguir, trés diferentes condigdes de carregamento sdo analisadas (¥ =90MPa €
a=0°; o' =—T0MPa € a=15°; ¢ o8 =-60MPa e a=75°) para ilustrar a diferenca entre as
estimativas dos critérios de falha estudados.

Para carregamentos trativos, quando a =0°, € esperado que a falha se inicie quando
90MPa < 0¥ <100MPa de acordo com todos os modelos. Como Puck e LaRC05 modelam a
falha da matriz e de fibra de forma separada, a estimativa de falha para cada elemento &
mostrada separadamente, e a falha da matriz € esperada para todos os casos. A Figura 27
mostra as estimativas para o'¥’ =90MPa e «=0°; embora ndo haja a falha porque f<1, é
possivel avaliar o ponto critico. Note que ao contrdrio do esperado para materiais

isotrépicos, 0 ponto critico € 8 = 20°,160° ao invés de 6 = 0°.
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a=0°, c‘ﬁ) = 90MPa

1 T T T T T

Tsai-Wu ]
Puck (f)

Puck (m)
LaRCO05 (f) 8
LaRC05 (m)

= L = 1
0 30 60 90 120 150 180
6 [°]

Figura 27 — Variagdo das fun¢des de falha na borda do furo para o carregamento de tracao uniaxial

com al(f) =90MPa e o = 0° no laminado unidirecional
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Figura 28 — Variagdo das fungdes de falha na borda do furo para o carregamento de compressao

uniaxial com al(i” =-70MPa e o =15° no laminado unidirecional
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A Figura 28 mostra a estimativa para uma placa com carregamento compressivo de
-70MPa e angulo « =15°. Nesse caso, a diferenca entre os critérios de falha se torna mais
significativa. Apenas o modelo LaRCO5 indica a falha das fibras na posi¢do 6 =170°, que é
parecida, mas ndo coincide, com a posicao critica apontada pelos outros critérios, porém
sem haver falha.

A Figura 29 mostra tendéncia das funcdes de falha para um carregamento
compressivo de -60MPa e « =75°. Novamente as estimativas entre os critérios se torna
significativa. Nenhum modelo indica falha, mas todos eles indicam que o ponto critico é
6 = 100°, novamente também diferente do caso isotrépico. E interessante ressaltar que o
modelo LaRCO05 estima um tendéncia bastante parecida para a falha da matriz e da fibra,
enquanto o modelo de Puck estima um valor muito menor da resisténcia da matriz. Esse
caso poderia ser um bom teste para verificar qual dos critérios € o melhor para descrever os

mecanismos relacionados a falha.
o =75, c‘ﬁﬁ = _60MPa
1 T T T T T

09 Tsai-Wu SN 7

sl Puck () s |
’ Puck (m) !

07F LaRCO05 (f) -

06 LaRCO05 (m)

a0 1;20 1%0
6]
Figura 29 — Variagao das fungdes de falha na borda do furo para o carregamento de compressao

uniaxial com O'I(f) =-60MPa € o = 75° no laminado unidirecional

As distribui¢des de tensdes em coordenadas do material para um carregamento de
cisalhamento puro sdo mostradas na Figura 30. Para materiais isotropicos, cisalhamento

puro € equivalente ao carregamento biaxial de tragdo/compressao e induz tensdes maximas
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¢ minimas de +4c , uma vez que o carregamento trativo resulta em mdximos € minimos de

30, € —lo, e o principio da superposi¢do pode ser diretamente aplicado, enquanto para

materiais anisotropicos, mesmo em regime eldstico, € necessdrio tomar cuidado com a
direcdo das coordenadas do material, pois 0 mesmo carregamento pode ter efeito diferente

se o0 angulo entre 0 mesmo e as fibras, no caso de laminas unidirecionais, for diferente.

Por exemplo: considerando um carregamento de cisalhamento puro tal que ¢! = o
e as fibras tenham uma orientagdo genérica « , pode-se utilizar o principio da superposi¢ao

para somar o efeito de um carregamento trativo com oY =¢, e um carregamento
compressivo com ol =-o , ambos considerando a orientagdo das fibras a-45° (ou

0¥ =-c, e o)) =0, com orientagdo das fibras o +45°). O principio da superposi¢do é de
fundamental importancia na modelagem de sistemas mecanicos e pode ser utilizado em
quaisquer materiais em regime linear e eldstico. A unica condi¢do necessaria para aplica-lo
€ que a resposta da estrutura seja relacionada com a solicitacdo de forma linear,

independente de qualquer tipo de anisotropia. Note em particular que o valor de o,

mostrado na Figura 30 € muito maior do que o K; para materiais isotropicos.

(@)
[u]n ! 612 Gn

5 . -

c — o= -60°
o]
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0 30 &0 g0 120 150 180
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Figura 30 — Tensdes ao longo da borda do furo em coordenadas do material para uma placa grande

de laminado unidirecional com furo circular e carregada por cisalhamento puro (continua)
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Figura 30 — Tensdes ao longo da borda do furo em coordenadas do material para uma placa grande

de laminado unidirecional com furo circular e carregada por cisalhamento puro (continuagao)

As estimativas de resisténcias para o carregamento cisalhante sio mostradas na
Figura 31. Pode-se notar de forma clara duas regides de comportamento bem distintos: para

40° < <50°, as resisténcias estimadas sdo praticamente constantes e aproximadamente
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iguais a 0.785,,, onde S|, € a resisténcia ao cisalhamento medida em um corpo de prova

122
sem entalhe; caso contrario, a curva de resisténcia tem um comportamento suave, sendo
minima para «=-45°. Apesar da curva de resisténcia para o carregamento biaxial de
tracdo/compressao nao ser mostrada para evitar informacdes excessivas nao necessarias no
grifico, a mesma pode ser utilizada para um entendimento da Figura 31 seguindo o
raciocinio desenvolvido anteriormente para o principio da superposicdo. A resisténcia €
maxima quando a tensdo trativa estd atuando paralelamente as fibras e o compressivo esta
atuando na matriz (a=45° para cisalhamento puro e «a=0° para tracdo/compressiao) e
minima quando a tragdo estd atuando na matriz e a compressao nas fibras (a=-45° para
cisalhamento puro e a=+90° para tracdo/compressao) porque a matriz tem comportamento
fragil, logo, tem resisténcia menor a tra¢do, ao contrario da fibra que suporta melhor o

carregamento trativo.
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Figura 31 — Estimativas de S}, / S,, para placas grandes de laminados unidirecionais com

furos circulares

As resisténcias normalizadas para os carregamentos de tracdo e compressdo t€m
valores menores que 8%, tendo em vista que as mesmas sao comparadas com resisténcias

medidas em corpos de prova ndo entalhados. No entanto, as resisténcias utilizadas para a


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412751/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1412751/CA

98

normalizacdo sdo as medidas paralelamente as fibras, que € a dire¢io em que a lamina €
mais resistente. Por outro lado, para o caso do cisalhamento puro aplicado, a falha de placas
grandes com furos circulares alcancam valores entre 20% e 80% da resisténcia ao
cisalhamento da lamina. Este fato se d4 porque, quando ha entalhe, a falha da matriz tende
a ser o mecanismo dominante na maioria dos casos, como por exemplo, quando se aplica
cisalhamento. Dessa forma, esta € a razdo pela qual a resisténcia normalizada ao
cisalhamento ndo € tao sensivel ao entalhe, ao contrario do que acontece com a resisténcia a
tracdo e a compressao para placas com furos circulares, que sdo normalizadas utilizando as
resisténcias das fibras. Para exemplificar o raciocinio desenvolvido, a Figura 32 mostra as

resisténcias normalizadas em relagdo as propriedades medidas perpendicularmente as

fibras. Para tragdo, a razdo Si,. / 5%, pode chegar a valores maiores do que 200%. Todavia,

a comparacdo com as maiores resisténcias € mais importante, como feito na Figura 26,
porque as propriedades mecanicas da matriz ndo sdo suficientes para a maioria das
aplicacdes. Se as resisténcias e a rigidez da matriz ja fossem uteis nao haveria a necessidade
de reforca-las com fibras.

Duas condig¢des de carregamento diferentes foram selecionadas para um estudo mais
detalhado dos critérios de falha aplicados ao carregamento de cisalhamento puro:

o8 =425MPa € a=30°; € 0¥ =50MPa € a=45°. A Figura 33 mostra as estimativas das

funcdes de falha para um carregamento cisalhante de tensdo nominal igual a 42.5MPa e
inclinacao da fibra o =30°. Apesar das diferentes estimativas ao longo da borda do furo, o
ponto critico indicado por todos os critérios € similar, i.e. 8 = 20° (menos para a fibra sob
compressao de acordo com LaRC05, mas o mesmo critério indica falha da matriz anterior a
falha da fibra). Esse grafico também ilustra a tendéncia que pode ser estendida para todos
os outros graficos de que para a matriz sob tracdo, Tsai-Wu tende a indicar o maior dano,
enquanto para a matriz sob compressao, Tsai-Wu normalmente indica o menor dano. Nessa
conclusdo, “dano” refere-se ao valor da funcdo que descreve a falha, podendo a falha

ocorrer ou nao.
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Figura 32 — Estimativas de S}pp / St oe Sipp / S5, para placas grandes de laminados unidirecionais

com furos circulares
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Figura 33 — Variagdo das fun¢des de falha na borda do furo para o carregamento de

cisalhamento puro com O'fg) =42.5MPa e a =30° no laminado unidirecional
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Figura 34 — Variacao das funcdes de falha na borda do furo para o carregamento de cisalhamento

puro com afg) =50MPa e a = 45° no laminado unidirecional
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A Figura 34 mostra a variagcdo dos modelos de falha para um carregamento de
cisalhamento puro de 50MPa e inclinagdo das fibras de @ =45°. Para essa tensdo nominal,
nenhum critério indica falha, no entanto, suas tendéncias podem ser analisadas. Novamente,
pode-se perceber a uma grande diferenca entre as estimativas de dano da fibra de acordo
com Puck e com LaRCO05; enquanto Puck estima f < 0.1 para 8 =90°, LaRCOS5 resulta em
f=09, tornando mais uma vez evidente a necessidade da validagdo das hipdteses
assumidas por cada modelo durante sua formulagdo para verificar qual obtém melhor
resultado na estimativa de falha das fibras sob compressao.

Uma vez que os trés possiveis tipos de carregamentos simples foram estudados
torna-se util avaliar o efeito de carregamentos multiaxiais. Para isso, dois diferentes
carregamentos biaxiais foram estudados: tracao/tracdo (t-t) e compressao/compressao (c-c).
Ambos os componentes de tensdes sdo independentes do valor de «, como mostrado na
Figura 35. Esse resultado se torna evidente pelo circulo de Mohr; nesse plano, o circulo se
torna um ponto ou, com outras palavras, um circulo de raio igual a zero, e nenhuma
diferenga é percebida quando ha uma rotacdo do elemento diferencial no plano. Dessa
forma, a inclinacdo das fibras ndo deve influenciar o resultado.

Todos os modelos resultaram em estimativas de resisténcia exatamente iguais para

ambos os carregamentos: S, =17.7MPa € S}, =—-68.1MPa . Note que esses dois valores
podem ser reescritos como: S;;, =2.25, e S;7 =225, o que indica que a matriz falha

por tragdo ou compressdo pura, justificando entdo as estimativas iguais. Todavia, para
comprovar essa afirmacao, a funcao das fun¢des de falha ao longo da borda do furo devem
ser analisadas.

As Figuras 36 e 37 mostram que, apesar das funcdes serem diferentes antes da falha
(principalmente para c-c), isto €, o =15MPa para t-t € o =-60MPa para c-c, quando a
tensd@o nominal se aproxima da resisténcia estimada os modelos se tornam equivalentes,
porque para € =90°, que é onde acontece a falha, a matriz estd sob carregamento axial puro
(ver a varia¢do de o,, de acordo com ¢ na Figura 35). Outro ponto interessante € que
apesar das estimativas de resisténcias para carregamento estitica serem iguais para esses

carregamentos biaxiais, estimativas de resisténcia para carregamentos ciclicos tendem a ser

diferentes.
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Figura 35 — Tensdes ao longo da borda do furo em coordenadas do material para uma placa grande

de laminado unidirecional com furo circular e carregada biaxialmente (continua)
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Figura 35 — Tensdes ao longo da borda do furo em coordenadas do material para uma placa grande

de laminado unidirecional com furo circular e carregada biaxialmente (continuagao)

Tendo em vista que, para ligas metdlicas, o material pode falhar por fadiga mesmo
sem haver escoamento do ponto de vista macroscopico, espera-se que os laminados falhem
por fadiga para valores da funcdo de falha estdtica menor do que um, sendo entdao a forma
da funcdo para valores menores do que um também importante. Todavia, esse tépico nao
faz parte do escopo do presente estudo e ndo serd aprofundado, mas vale lembrar que
concentradores de tensdes influenciam principalmente a vida da fadiga.

Como resultado genérico das Figuras 25-37, estima-se que a matriz falhe antes das
fibras, exceto para alguns casos da fibra sob compressdo pelo modelo LaRCO0S. Todos os
modelos tiveram resultados que indicam que para tra¢do uniaxial e para cisalhamento puro,
as diregdes das fibras a=0° e a=45°, respectivamente, apesar de resultarem em uma
maior concentracdo de tensdo, sdo condi¢cdes Otimas em relacdo as resisténcias. Dessa
forma, fica claro que minimizar a concentracdo de tensdo ndo € necessariamente uma boa
metodologia de projeto, sendo desejavel em alguns casos até mesmo maximizar a
concentracdo de tensdo para aumentar a resisténcia. A afirmagdo anterior deve ser
interpretada com cuidado; concentradores de tensdo ndo sao desejaveis do ponto de vista de

integridade estrutural e devem ser evitados, todavia em alguns casos, como discutido
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anteriormente, se o concentrador de tensdo for inevitdvel, a posicdo das fibras que
maximizem a tensio ao redor do entalhe pode apresentar a condicdo em que as funcdes de

falha sejam minimizadas.

o, o9 = c‘g_,} = 15MPa

11 2
1 T T T T T
09l Tsai-Wu |
Puck (f)
08t Puck {m) -
LaRCO05 (f)
07F LaRCO5 (m) | ]

0.6
w— (.5
0.4
0.3
0.2
0.1
UU 3IU 60 Bl[] 120 1é0 TBU
6]
a, 69 =0c) = 17.5MPa

1 T T

Tsai-Wu
0.9r Puck (f)
05| Puck (m)
’ LaRCO05 (f)
07 LaRC05 (m)
06 .

0.4

0.3

0.2

0.1

0 3IU 60 BlU 120 1é0 TBU
6 "]
Figura 36 — Variagdo das fun¢des de falha na borda do furo para o carregamento de biaxial com

O'I(f) = 0'5’;) =15MPa e O'I(f) = oégz) =17.5MPa para qualquer valor de & no laminado unidirecional
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Figura 37 — Variagao das fun¢des de falha na borda do furo para o carregamento de biaxial com

11

ol = O'g) =—60MPa e O'I(f)

=o' = —68MPa para qualquer valor de & no laminado unidirecional

22

Vale também ressaltar que, embora o modelo LaRCO5 possa subestimar a

resisténcia das fibras sob compressao porque ndo necessariamente o desalinhamento da
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mesma coincide com a regido de concentracdo de tensao, esse desalinhamento ¢ um valor
pequeno, normalmente menor do que cinco graus. A principal diferenca entre as estimativas
para falha da fibra sob compressao entre Puck e LaRCO05 se deve as diferentes hipdteses de
falha assumidas. LaRCO5 modela a falha da fibra sob compressdao considerando sua
instabilidade.

Outro ponto importantissimo mostrado € que enquanto o valor nominal da tensdo
que pode ser aplicada sem resultar em escoamento de uma placa grande de material
isotropico diminui 3 vezes quando um furo circular € incluido em uma placa grande sob
tracd@o ou compressao e 4 vezes quando se tem uma condicao de cisalhamento puro, para o
laminado estudado a resisténcia (ao inicio do dano) diminui aproximadamente 20 vezes
para tracdo, 12,5 para compressdo e 1,25 para cisalhamento. Mostrando, entdo, claramente

0s possiveis perigos em problemas de concentragdes de tensdes em materiais anisotropicos.

4.2 Estimativas de resisténcias para laminados [ta],s com furo circular

Na pratica, o uso de laminados unidirecionais ([a],) € limitado por aumentar a
resisténcia e a rigidez da estrutura em apenas uma direcdo e carregamentos reais sao
normalmente multiaxiais. Por outro lado, o entendimento do laminado [«], € justificado
pelo entendimento fenomenoldgico da modelagem. Ao mesmo tempo, fazer um estudo
sobre materiais compdsitos envolvendo todas as possiveis varidveis ndo se torna vidvel,
como comentado por Tsai e Melo (2014). Por conta disso, os laminados do tipo [t«],,
(angle-ply) serdo estudados a seguir.

Na Figura 21 foram mostradas as estimativas de resisténcia a tragao e a compressao
para laminados [«], e [te],, sem entalhes utilizando os 3 critérios de falha estudados. O
objetivo dessa secdo € estender essa andlise para placas grandes com furos circulares.
Primeiro, usando a TCL, é possivel concluir que para [t«],, ndo existe o acoplamento entre
tensoes e deformagdes normais e cisalhantes porque os elementos nas matrizes de rigidez e
de flexibilidade equivalentes responsdveis por esse efeito sdo nulos, ao contrario do que

acontece para os laminados [«], se a # 0°,£90°. Outro ponto importante € que [+«], € [-a],

sdo dois laminados diferentes, enquanto [te],, € um laminado que contém laminas nas


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412751/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1412751/CA

107

quais as fibras tém orientacdo +a e -« . Entdo, para carregamentos ndo simétricos, como
por exemplo o caso do cisalhamento puro, as ldminas +a¢ € -« nao t€ém o mesmo efeito,
como discutido anteriormente, e a falha (ou pelo menos a falha inicial que € o objetivo de
estudo do presente trabalho) serd dada pela lamina mais critica. Para carregamentos
uniaxiais ambas tém o mesmo efeito e a distribuicdo de tensdo é mostrada na Figura 38.
Note que apesar das distribuicdes de tensdes parecerem similares as mostradas na Figura
25, uma diferenca significativa € notada em alguns casos como para «=30°.

As estimativas de resisténcias a tracdo e a compressdo para os laminados [tea],, s@o

mostradas na Figura 39. As mesmas estdo sobrepostas as resisténcias para os laminados

unidirecionais para obter uma comparagcdo direta. Claramente [0], e [90], devem ser

equivalente a [+0] . e [+90] , , respectivamente, mas a variacdo da resisténcia de acordo com

ns ’

a inclinagdo das fibras em relagdo ao carregamento resulta em estimativas bem diferentes.

Para tracdo e compressdo, as curvas de resisténcia sdo menos suaves para [ta] , a0

ns

contrério do que acontece para laminados nao entalhados como mostrado na Figura 21.

(9)_
[ia]ns » 94175,

B ' ' : ' ' |
— 00"
A — =15 (
; a=30° '
=457
=60
a=75°
=90

0 30 60 90 120 150 180
6]
Figura 38 — Tensdes ao longo da borda do furo em coordenadas do material para uma placa grande

de laminado angle-ply com furo circular e carregada uniaxialmente (continua)
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Figura 38 — Tensdes ao longo da borda do furo em coordenadas do material para uma placa grande

de laminado angle-ply com furo circular e carregada uniaxialmente (continuagio)
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Figura 39 — Estimativas de S}, / St e Sepp / S¢, para placas grandes de laminados angle-

ply com furos circulares
A Figura 40 mostra como variam as fun¢des de falha ao longo da borda do furo para

as mesmas condicdes de carregamento estudadas em detalhes para [«], nas Figuras 27-29
(nomeadamente o8’ =90MPa € a=0°; 6% =—70MPa € a=15°; € o8 =—60MPa € a=75°)

para facilitar as comparacdes.
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o) =90MPa , g=0° o O|f =—60MPa , g=75°

Para os casos de € , ambos o0s

. e e~ . - O-(g) =_70MPa
laminados resultam em distribui¢cdes parecidas de funcdOes, mas para “11

e
@=15° todos os modelos indicam falha para o laminado angle-ply, enquanto apenas
LaRCO05 estima a falha para o laminado unidirecional. Dessa forma, fica exemplificado,
entdo, que, pelo menos para projetos em que seja necessario garantir que nao ocorrera
inicio do dano, utilizar laminados angle-ply ao invés de unidirecionais niao ¢
necessariamente a melhor op¢do do ponto de vista da resisténcia.

As distribui¢des de tensdes para uma placa grande de um laminado do tipo angle-
ply submetida a uma tensdo de cisalhamento puro sdo mostradas na Figura 41. Por esse
grafico e os apresentados na Figura 38 pode-se concluir que esse tipo de laminado resulta

em concentragdes de tensdes maiores do que os laminados unidirecionais para os casos

estudados.

a=0°, 0'(191) = 90MPa

1 T T T T T

Tsai-Wu
Puck {f)
Puck (m)
LaRCO05 ()
LaRCO05 (m)

= 1 = 1
0 30 60 90 120 150 180
6 [°]

Figura 40 — Variagdo das fungdes de falha na borda do furo para carregamentos uniaxiais no

laminado angle-ply com: O'I(f) =90MPa € a =0°; O'I(f) =-70MPa e ¢ =15°;¢ O'I(f) =-60MPa €

o = 75° (continua)
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Figura 40 — Variagdo das fun¢des de falha na borda do furo para carregamentos uniaxiais no
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laminado angle-ply com: O'I(f> =90MPa e ax=0°; O'I(f> =-T70MPa e a=15%; ¢ O'I(f> =—60MPa €

a =75° (continuagdo)
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Figura 41 — Tensdes ao longo da borda do furo em coordenadas do material para uma placa grande

de laminado angle-ply com furo circular e carregada com cisalhamento puro (continua)
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Figura 41 — Tensdes ao longo da borda do furo em coordenadas do material para uma placa grande

de laminado angle-ply com furo circular e carregada com cisalhamento puro (continuagdo)
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Figura 42 — Estimativas de S§pp / S,, para placas grandes de laminados angle-ply com furos

circulares
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De uma forma geral, esse resultado pode ser entendido pela TCL; como ndo hd o
efeito do acoplamento entre tensdes e deformacdes normais e cisalhantes, as matrizes de
rigidez e de flexibilidade equivalentes t€m uma forma similar, com relacdo aos elementos
nao nulos, as matrizes dos laminados unidirecionais para as fibras com inclinag¢des
a =0°190°, que sdo exatamente os casos em que a concentracdo de tensdo € maior. Ou seja,
os laminados angle-plies resultam em um estado de deformagdes equivalentes aos casos de
laminados unidirecionais com « = 0°,+90°, resultando entdo em um maior nivel de tensdes.

Como as tensdes sdo maiores, € esperado que as resisténcias diminuam. A variacao
da resisténcia para o caso de cisalhamento aplicado é mostrada na Figura 42 e essa
tendéncia pode ser observada, assim como para os casos de tracdo e compressdo. Em
especial para o cisalhamento, a curva deve ser simétrica em relacio ao ponto em que

a =0°. Como ndo ha simetria para esse carregamento, +a € -« sofrem danos diferentes,

como j4 mencionado, € a camada com maior dano controla a falha. Note que [te], €
equivalente a [Fa],, .

Para um angle-ply a condicdo 6tima da inclinacdo das fibras em relagdo ao
carregamento € «=0°190°, enquanto a melhor condicdo para laminados unidirecionais
(a=45°) representa a pior possivel. Para placas sem entalhes, o desacoplamento entre
efeitos cisalhantes e normais pode aumentar a resisténcia da peca, mas, pelo menos para a
andlise de inicio de dano, para placas entalhadas essa afirma¢do ndo € necessariamente
verdadeira. Por outro lado, para a propagacdo do dano, € esperado que a resisténcia de
angle-plies também seja maior do que de unidirecionais porque o dano € mais distribuido
entre as camadas.

Para evidenciar a diferenca entre camadas +o € —a que estejam no mesmo
laminado sob um determinado carregamento, a variacao das fun¢des de falha na borda do
furo sdo mostradas na Figura 43 para ambos, considerando uma tensio nominal de

cisalhamento de 8.5MPa em um laminado[+45] . Enquanto todos os modelos indicam a

ns

falha para as laminas com orientacdo «=-45°, o valor mdximo estimado pelos modelos
para as camadas com inclinacdo a =45° ¢ perto de 0.5, resultando em danos completamente

diferentes.
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Figura 43 — Variac@o das fungdes de falha na borda do furo para carregamentos cisalhantes de

12

o9 = 8.5MPa no laminado angle-ply para laminas com a = +45°
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4.3 Estimativas de resisténcias para laminados [a], com furo eliptico

Furos elipticos necessitam de duas varidveis adicionais para serem descritos: a razao
entre os semi-eixos (r,/r, ) € a inclinagdo da elipse ( ), o que resulta em uma andlise mais
trabalhosa. Algumas vezes se torna ttil plotar os resultados usando a seguinte defini¢do
para a inclinagdo da elipse: S =fB+a, que € a inclinagdo da elipse em relagdo aos eixos
globais que definem o carregamento, ao invés de definir a inclinacdo em relacdo as
coordenadas do material. Apesar de mais elaborados, furos elipticos sdo especialmente
uteis para aproximar outros entelhas sem solucdo analitica conhecida e estudos sobre
gradientes de tensdes e mecanica da fratura (INGLIS, 1913 e GRIFFITH, 1921). Trés
diferente razdes dos semi-eixos serdo estudadas (r,/r, =2,5,10) € apenas carregamentos
uniaxiais serdo considerados nessa etapa.

As Figuras 44-46 mostram as componentes das tensdes (em coordenadas do
material) para vérios laminados unidirecionais considerando a elipse definida por r,/n, =2.
Para uma melhor e mais eficiente intepretacdo dos resultados, cada componente de tensdo é

mostrada em uma mesma escala de cor para todos os valores de « .

(9) — (9) —
S fcﬂ , raf’rb 2, [0]n S fcﬂ , raf’rb 2, [15]n
a0 T . . T 90 . . . e
50 [ot =] F@Vm 2Vl ] I
60 60
a0t 1 30 -
B
o'_' ity 2 o.—. fsd Lt P
-kl_. 0 -kl_. 0
«a a
5 = =4 p-3
30} . -30
60 F it / o 60 [l ey
-0 . il I 1 L L s 90 =+ ) . )
0 30 60 90 120 150 180 0 30 60 90 120
0[] 6 [°]

Figura 44 — Variag@o de o;, ao longo da borda do furo placa grande de laminados unidirecionais

com furo elitico (r, / n, = 2) e carregada uniaxialmente (continua)
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Figura 44 — Variagdo de o, ao longo da borda do furo placa grande de laminados unidirecionais

com furo elitico (r, / n, = 2) e carregada uniaxialmente (continuagao)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412751/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1412751/CA

118

A Figura 43 mostra que o;, ¢ maximizado quando «=0°, o que € o oposto do que
acontece com o,,, que tem seu valor maximo para «=90°. O mais importante resultado
dessas figuras € que a inclinagdo da elipse que maximiza a concentragdo de tensdo em
modulo ndo é necessariamente para B =90°, como € sabido para materiais isotrépicos. o,

¢ maximizado quando 90°<‘,6’*‘<90°+a (ou seja, 90°—a<|,6’|<90° ), como pode ser

claramente percebido para [30] na Figura 43, e o,, tem o seu valor absoluto maximo

n

ﬁ*

quando 60°<

<90° (ou 60°-a<|f|<90°~a), e.g. para [60] na Figura 44. Apesar de o,

também influenciar na falha, o,, € 0,, desempenham um papel de compreensao fisica mais

direta uma vez que a influéncia dos mesmos € normalmente separada na falha da matriz ou

da fibra, enquanto o,, influencia em ambas. Note que ndo € vidvel plotar os resultados em

graficos 2D pelo grande nimero de varidveis.

()
Gyl o 11

90 v ..' V {;y
le 60
n 30}
4 *-; ok
n a0t

|

| 60F

ll'"'|'|"

Nl 2
1

90 1[] 150 80 0 30 60 90 12I0 1%0 180
01°] 6 [°]
Figura 45 — Variagdo de o,, ao longo da borda do furo placa grande de laminados unidirecionais
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com furo elitico (r, / n, = 2) e carregada uniaxialmente (continua)
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Figura 45 — Variagdo de o,, ao longo da borda do furo placa grande de laminados unidirecionais

com furo elitico (7, / r, = 2) e carregada uniaxialmente (continuagio)
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Figura 46 — Variagdo de o,, ao longo da borda do furo placa grande de laminados unidirecionais

com furo elitico (7, / n, = 2) e carregada uniaxialmente (continua)
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Figura 46 — Variag@o de o, ao longo da borda do furo placa grande de laminados unidirecionais

com furo elitico (r, / n, = 2) e carregada uniaxialmente (continuagao)

Hwu e Ting (1989) provaram analiticamente que para carregamentos uniaxiais

0¥ =0, e inclinagio da elipse f=90°, a concentragdo de tensio na borda do furo sobre o

menor semi-eixo da elipse (#=0°), que para materiais isotrépicos é igual a -1, para
materiais anisotropicos também ¢é independente da geometria do furo, depende apenas das
propriedades do material. Todavia, apesar da maxima tensdo definir a falha para materiais
isotropicos, para materiais anisotropicos € necessario avaliar toda a distribui¢do de tensao
na borda do furo, como jé feito anteriormente.

Para avaliar a influéncia da inclina¢do do furo na falha, assim como a influéncia da
razdo entre 0s semi-eixos, um estudo paramétrico para carregamento trativos e
compressivos foi desenvolvido para estimar as suas respectivas resisténcias e os resultados
sao mostrados nas Figuras 46 e 47. Note que as escalas sdo iguais para todos os graficos
que mostram a resisténcia a compressdo e o mesmo nao € verdade para os resultados das
resisténcias a tracdo; escalas diferentes foram utilizadas no eixo vertical para possibilitar
uma boa interpretacdo de todos os grificos. Essa observacdo indica que a resisténcia a

tracdo € mais sensivel ao valor de r, /r, .
Para tensdo, g =-«a, que significa que o maior eixo da elipse € paralelo a direcdo do

carregamento, € a posi¢ao que resulta em menor dano, ou em outras palavras, a posi¢cao de

elipse em que a placa tem uma maior resisténcia, concordando que a tradicional abordagem
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feita para materiais isotrépicos. Por outro lado, a posi¢do mais critica de elipse estd no
intervalo 90°-a < 8 <90°, ou seja, 0 maior eixo da elipse entre xgg) e z,.Logo, se a=0°, hd

uma tendéncia do dano progredir perpendicularmente ao carregamento e as fibras (que para
esse caso tém a mesma direcdo) o que pode ser visto pela Figura 46 que, principalmente

para valores maiores de r,/r, , resultando uma falha final dominada pela ruptura das fibras.

Para o =90°, é esperado que a matriz falhe, como claramente mostrado pela diferenca dos
valores das resisténcias. Pela grande diferenca entre os valores das resisténcias estimadas, é
esperado que a falha final seja dominada pela matriz pelo menos para « > 15°, o que estd de

acordo com os resultados apresentados por Kaman (2011).
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Figura 47 — Estimativas de S}, / St, para placas grandes de laminados unidirecionais com furos

elipticos (continua)
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Figura 47 — Estimativas de Si,, / St, para placas grandes de laminados unidirecionais com furos

elipticos (continua)
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Para a resisténcia a compressao, a tendéncia de LaRCO5 indicar falha, por causa da
fibra sobre compressdo, continua existindo mas diminui quando a razdo r,/r, aumenta. Isso
se deve ao fato de que quanto maior o valor de r,/r, , mais o ponto critico se aproxima do
ponto sobre o maior semi-eixo (menor raio da elipse). Por exemplo, para o caso extremo
em que a elipse tende a se tornar uma trinca, o ponto critico sempre serd na ponta da trinca
pela singularidade das tensdes. Logo, a fibra sé ird falhar se estiver perpendicular ao maior

eixo da elipse.

(@)
[U]n » 01179,
10 . .
9 L _
8 L -

Y -

—a&— Tsai-Wu (r_fr, =2)

:_jqj— —8— Puck (rﬂfrb=2}
& —=— LaRCO05 (r /1 =2) .
o

—e&— Tsai-Wu (r_fr, =5) .
Puck (r/r,=5)
—— LaRC05 r_fr =5)
Tsai-Wu (r_/r,=10) 7
—— Puck (rﬂ.-’rb=1[]}
—— LaRC05 (r /r,=10)
30 B0 80

0
Pl

Figura 48 — Estimativas de S§pp / S¢, para placas grandes de laminados unidirecionais com furos
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Pela Figura 46 € possivel perceber que para [0],, quando r,/5, aumenta, maior € a
tensd@o nominal aplicada necessaria para a falha se f=0° e consideravelmente menor € a
tensdo necessdria para 4 =190°, mesmo para menores razdes r, /5 . Entdo, para um furo

circular, € esperado que a falha se inicie na regido perto de 8=15° (ver Figura 27) e a sua
progressao tenda a tornd-la perpendicular as fibras (8=0°), resultando em uma falha final

dominantemente controlada pelas fibras. Para [90],, um desenvolvimento oposto pode ser

desenvolvido, resultando em uma falha dominada pela matriz.

As Figuras 49 e 50 mostram resultados retirados da literatura e mostram alguns
tipos de falha para ilustrar o que foi discutido. Na Figura 49 sdo mostrados resultados que
indicam que a falha se inicia em pontos diferentes de diversos tipos de falha final e na
Figura 50 sdo mostradas as progressdes do dano para vdrias laminas com orientacdes
diferentes das fibras. Nessa tltima, inicialmente o laminado foi comprimido e depois
tracionado, ambos uniaxialmente, sendo as imagens de laminas diferentes (cada uma com

uma orientacdo) do mesmo laminado.

Figura 49 — Diferentes tipos de falhas de um laminado: (a) inicio do dano em regides diferentes; (b)

ruptura fragil; (c) pull-out; (d) delaminacao (adaptada de Hallett et al., 2009).
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Figura 50 — Diferentes modos de progressdo da falha em uma ldmina com furo circular de acordo

com a direcdo de laminagdo: (a) 0% (b) 45°; (c) 90°; (d) -45° (adaptada de Nikishkov et al., 2015)
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5. Efeito de furos em placas sob deformacao plana

Apesar do efeito da espessura normalmente ndo ser considerado em problemas de
concentracdo de tensdo mesmo para materiais isotropicos, Goes et al. (2014) apresentaram
resultados que mostram a influéncia da geometria 3D na distribuicdo de tensdes ao redor do
entalhe. Baseado nessas conclusdes, € esperado que materiais anisotrépicos também sofram
essa influéncia na distribuicdo de tensdes e principalmente nas estimativas de falha. Para
quantificar esse efeito serd utilizado o fator de restri¢do transversal definido por (GOES et
al., 2014)

0 (156)

33

l l
oA+l

C

Note que o mesmo € definido em relacdo as coordenadas locais. A relacdo
constitutiva de uma forma genérica pode ser escrita para as coordenadas locais como

RONENORST (157)

ij igkm " km

0
C.. , g eqe .
Note que “*» ¢ o tensor de flexibilidade em coordenadas locais. Para as

coordenadas do material, o tensor 3D de flexibilidade pode ser definido de forma matricial

como (LEKHNISKIL, 1981)

I VIt 0 0 0
£ By By
B TR S 7 0 0 0
E2 E2 EQ
TR (158)
c = 3 ES E3
0 0 0 x 0 0
Gy
1
0 0 0 0o — 0
Gy
1
0 0 0 0 0o —
Gy

Para calculd-lo em coordenadas do material é necessdrio realizar a seguinte

transformacdo
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0 _
Cijkl - )\imAjnAkoAlpcmnop (159)

0 — —
para tensdo plana, 733 — 0 e consequentemente =9 Para deformacao plana, na

borda do furo

I n o no(
a(as) = C:(a3)11‘7§1) + Cé:a)33‘7é3> =0 (160)

E entdo o fator de restri¢ao transversal pode ser escrito como

0 0
=8 __ Ssu

) 0

11 C3333 (161)
0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

| 1 1
0 30 60 90 120 150 180
6]
Figura 51. Variacdo do fator de restricao transversal na borda do furo para o caso de deformacao

plana

E importante perceber que cgglg =0e Uélg = 0,, ao longo da borda do furo porque o

eixo de rotagdo é ao longo do plano #, —z,. Para um material isotrépico, ¢, = c,,, €

c{)sy = €445, resultando em T, =v, como observado por Gées et al. (2015). O fator de

restri¢ao varia ao longo da borda para um laminado unidirecional, jd que as propriedades
ndo sdo constantes, e utilizando as propriedades mostradas na Tabela 1, a variacdo do

mesmo estd mostrada na Figura 51. Como o fator de restricdio ndo € constante, as

componentes da tensdo ndo sdo multiplicadas pelo mesmo valor ao longo da borda,
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resultando entdo em uma distribui¢cao de tensdes completamente diferentes das obtidas para
o caso de tensdo plana.

Considerando a hipétese de deformacdo plana como um limite extremo para placas
espessas, os critérios de falha podem ser aplicados e para qualquer espessura é esperado
que os resultados das resisténcias estejam entre a resisténcia para tensdo plana e a
resisténcia para deformacao plana. Dessa maneira, o maior erro possivel gerado por assumir
a hipétese de tensdo plana pode ser avaliado.

O formalismo de Stroh precisa sofrer algumas pequenas adaptacdes para o caso de
deformacdo plana, mas os detalhes serdo omitidos para evitar excessos na abordagem
matemadtica e podem ser encontrados em Ting (1996) e Hwu (2009).

Para uma placa grande com um furo circular sob carregamento uniaxial, assim como
considerado anteriormente para o caso de tensdo plana, as componentes das tensdes ao
redor da borda do furo sdo mostradas na Figura 52. Note que agora tem uma componente a

mais, o,,,

que pode ser até maior do que a tensdo nominal, logo ndo é desprezivel.

As resisténcias a tracdo e a compressdo foram obtidas seguindo o mesmo
procedimento mostrado anteriormente para a hipdtese de tensdo plana e estdo mostradas na
Figura 53. As resisténcias para tensdo plana também sdo mostradas nesse grafico para
facilitar a comparagdo. Os resultados da resisténcia a tracao continuam com uma tendéncia
similar, mas para compressao as estimativas sdo bastante diferentes tanto na forma das
curvas, quanto na magnitude das resisténcias. A maior variacdo notada é para LaRCO05

porque o estado 3D de tensdes influencia na instabilidade da fibra, como discutido por

Pinho et al. (2006).
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Figura 52 — Tensdes ao longo da borda do furo em coordenadas do material para uma placa grande
de laminado unidirecional com furo circular e carregada uniaxialmente considerando a hipétese de

deformacdo plana (continua)
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Figura 52 — Tensdes ao longo da borda do furo em coordenadas do material para uma placa grande

de laminado unidirecional com furo circular e carregada uniaxialmente considerando a hipétese de

deformacdo plana (continuagdo)
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Figura 53 — Comparagdo entre as estimativas de S}.,. / St e Sipp / S¢, para placas grandes de

laminados unidirecionais com furos circulares sob estado plano de tensdes e estado plano de

deformagdes (continuacao)
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Figura 54 — Casos selecionados para carregamentos uniaxiais em uma placa grande com furo

circular assumindo deformagdo plana (continua)
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Figura 54 — Casos selecionados para carregamentos uniaxiais em uma placa grande com furo

circular assumindo deformacdo plana (continuagao)

Alguns casos foram selecionados para um estudo detalhado e estio mostrados na

Figura 54. No primeiro, para ¢{f’ =90MPa e a=0°, apenas Tsai-Wu indica falha devido a

soma direta de uma componente a mais na funcao polinomial, enquanto os outros modelos
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avaliam o plano critico que ndo é tdo sensivel a uma componente adicional de tensao

normal. Para os carregamentos compressivos trés diferentes resultados sdo mostrados: para

o8 =—T0MPa e g=15° apenas LaRCO5 estima a falha (das fibras); para oif’ ==710MPa ¢

@ =45° Tsai-Wu é o tnico modelo que indica uma condi¢io segura de carregamento (sem
falha); e para o8’ =—60MPa € =750 apenas LaRCO5 ndo estima falha. Baseado nesses

resultados, nenhuma conclusido definitiva sobre conservadorismo dos critérios pode ser
apontada pela grande variagdo entre as estimativas, mas os resultados do WWFE-II
(KADDOUR; HINTON, 2013) indicam que a busca pelo plano critico consegue descrever
adequadamente a falha para casos 3D, tornando os critérios com embasamento
fenomenoldgicos mais recomendados (pelo menos para casos 3D de tensoes).

Goes et al. (2014) e (2015) obtiveram uma diferenca menor do que 10% na
estimativa das resisténcias usando os critérios de Tresca de von Mises para materiais
isotrépicos. Para o laminado estudado, as razOes entre as resisténcias estimadas
considerando as hipéteses de deformacgdo plana e de tensdo plana sdo mostradas na Figura
55. Considerar que a estrutura estd sob tensao plana pode ser uma hipétese conservadora ou
ndo, dependendo do critério de falha, do carregamento aplicado e do angulo entre a direcao

de carregamento e das fibras.
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Figura 55 — Razio entre as resisténcias estimadas considerando deformacao plana e tensdo plana
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No entanto, alguns resultados alarmantes sobre a consideragao da hip6tese de tensao
devem ser destacados: Tsai-Wu e Puck estimaram resisténcias que t€m variagdes maiores
do que 20% quando as duas diferentes hipdteses 2D (tensdo plana e deformacgdo plana) sdo
assumidas, o que € um resultado que ressalta a atencdo que deve ser tomada; LaRCO05
estimou diferenca maior do que 50% entre as resisténcias, reforcando ainda mais o cuidado
que deve ser tomado durante as hipéteses do projeto e a necessidade de validagdo dos

modelos.
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6 Estudo de outros parametros afetam a concentracao de tensao

Nesse capitulo serd feita uma breve abordagem sobre dois parametros que afetam a
distribuicao de tensdo na borda do furo: o efeito das bordas em placas finitas e a fragdao
volumétrica da quantidade de fibras na matriz. Para placas finitas, serd mostrada uma
aproximacao popular na literatura para estimar a concentracdo de tensdo. Para avaliar o
efeito das fibras serdo utilizados conceitos bdsicos da micromecanica para estimar as
propriedades mecénicas e entdo a distribui¢do de tensdo. Ambos os casos irdo considerar

um carregamento uniaxial em uma placa com furo circular.
6.1 Estudo de placas finitas

As solugdes analiticas disponiveis na literatura consideram placas infinitas, como
visto anteriormente. Apesar de essa aproximacgdo ser bastante util para muitos problemas
praticos, em alguns casos se torna necessario considerar a influéncia de efeitos de borda na
distribuicdo de tensdes. Para tal, serd utilizada uma abordagem numérica utilizando o
Método dos Elementos Finitos (MEF). Apenas o carregamento uniaxial serd considerado
nessa se¢ao.

Para materiais isotropicos, a principal aproximacgao utilizada para obter o fator de

concentracdo de tensdo (K, ) é (YOUNG; BUDYNAS, 2002)
2 3
K, = 3.00—3.13[ij+3.66(ij —1.53(ij (162)
H H H

onde d € o didmetro do furo e H ¢é a largura da placa. Mesmo para materiais
isotropicos pode ser interessante obter toda a distribui¢do de tens@o na borda do furo, pois
mesmo a resisténcia sendo independente da direcio em que sendo analisada, materiais
frageis podem ter resisténcia a tracdo diferente da resisténcia a compressdao (CRANDALL
et al., 1978).

Para materiais anisotrdpicos a distribuicdo de tensdao na borda do furo se torna ainda
mais importante pela influéncia da direcio no critério de falha como discutido

anteriormente. Todavia, a aproximagdo mais popular na literatura é apenas para o K, e é

mostrada abaixo (TAN; KIM, 1990).
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d

I[ZQMJF;(CIMK' j6(K,°°—3)£1—(%MKI T] (163)

onde K;” € 0 K, para o placa infinita e

H
M2 = (164)

Supondo que a aproximagdo mostrada na Equacao (164) possa ser estendida para se

obter toda a distribuicdo de tensdo, tem-se

O'l(i;‘:o: 3(1_;3} +l(iMj6(al(?w_3)(1_(iMTJ (165)

3 2\H H
2+(1—dj
H

onde o serd utilizado para representar a tensdo para a placa infinita definida

anteriormente na se¢ao.

Para comparar as estimativas do modelo de Tan serd utilizada uma simulagdo
computacional através do MEF. Considerando as geometrias 2D e assumindo o estado
plano de tensdes, o elemento PLANE183 foi utilizado pela capacidade quadrética de obter a
solucdo que se torna util para descrever geometrias irregulares com concentradores de
tensdes. O elemento PLANEI183 pode ter 8 ou 6 nds, dependendo se o mesmo for
retangular ou triangular.

Para obter uma melhor qualidade da malha, a placa foi subdividida em sete regides
mas com trés principais formas diferentes (ver Figura 56): um anel concéntrico ao furo (1);
quatro partes iguais que dividem um quadrado (2); e as duas partes externas a essas

subdivisdes que formam a geometria da placa (3).
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Trés principais parametros foram utilizados para definir as diferentes malhas: o

nimero de divisdes tangenciais na borda do furo; o nimero de divisdes radiais do anel; e

nimero de divisdes retangulares na regido 2. A Tabela 4 mostra o resumo dos parametros

para as malhas convergentes e a Figura 57 mostra um exemplo para d/H =0.5. A malha foi

considerada convergente considerando um erro menor do que 1%.

Tabela 4 — Parametros das malhas convergentes

d/H 0.1 0.3 0.5

Div. Tangenciais 240 240 240

Div. Radiais 10 10 10

Div. Retangulares 50 15 10
Nos 51086 26796 23890
Elementos 16834 8682 7678
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Figura 57 — Exemplo de malha utilizada para d/ H=05

Para evitar informacgdes excessivas, apenas um exemplo do erro gerado pela
utilizacdo dessa aproximacdo estd mostrado na Figura 58. Note que o erro pode ser maior
do que 30%, mostrando que essa aproximagdo ndo gera resultados aceitdveis na maioria dos

Ccasos.

]
-
o
T~ 2
© =0.1 (Tan)
at —— d/H = 0.3 (Tan)

d/H = 0.5 (Tan)
¢ d/H=0.1(EF)

%%? @ d/H=0.3 (EF)
o d/H = 0.5 (EF)

120 150 180

0 30 60

Figura 58 — Comparagao entre as estimativas para placas finitas utilizando o modelo proposto por

Tan e as solugdes utilizando o MEF
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Dessa forma, conclui-se que ndao hd nenhuma aproximacdo razoavel na literatura
para estimar a tensdo na borda de furo para placas ortotrépicas finitas (pelo menos do

conhecimento do autor deste trabalho), sendo os métodos numéricos indispensaveis.

6.2 Uma breve abordagem sobre o efeito das fibras na concentracao de
tensao

A anisotropia de um laminado € resultado da adi¢do de fibras em uma matriz
isotrépica, resultando assim em propriedades diferentes de acordo com a direcdo. Dessa
forma, serdo introduzidos conceitos bdsicos de micromecanica nesse capitulo para estimar
as propriedades mecanicas equivalentes de acordo com a fracdo volumétrica de fibra e
entdo avaliar o seu efeito na distribui¢do de tensao.

A abordagem mais tradicional de se estimar as propriedades mecanicas de uma
lamina € conhecida como a Regra das Misturas (JONES, 1998) que considera que as fibras
e a matriz se comportam de forma semelhante a molas em série e em paralelo, de acordo
com o carregamento, e pode-se entdo obter as estimativas das propriedades mecanicas

equivalentes como

E = EDY) 4 glmym) (166.a)

5 - ) gim) (166.b)
20 gy 4 gmym

v, = vy ) 4 pmyy(m) (166.c)

e (166.d)

2y 4 qlmym)

Apesar de essas equagdes serem baseadas em hipdteses simplistas, sdo de grande
valia para um estudo inicial e o entendimento fisico do problema. Muitas outras abordagens
podem ser encontradas na literatura baseadas em métodos de elasticidade, principios
variacionais, representacdo da célula de simetria por elementos finitos e teoria da
homogeneiza¢do (CHRISTENSEN, 2005 e YOUNES et al., 2012).

Halpin e Tsai (1969) ressaltaram o fato de que a regra das misturas ndo proporciona

resultados aceitdveis para estimar E, e v,, € que os métodos baseados na teoria da
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elasticidade resultavam em equacdes muito trabalhosas, propondo entdo o uso das seguintes

equacgoes:
E = EVyW 4 gl (I_V(f)) (167.a)
_ 1+ é:Ez ﬂEzV<f> (m) (167b)
E, () B
1- 77E2V
v, = vV 4pm ( 11—y ) (167.c)
1+§Glznclzy(f) o (167.d)
G = o ¢
1- 77G]2V
onde
g — glm) (168.a)
My, =— o
B, B 4 sz Em
a) — qm (168.b)
Ng =

2 )4 'fﬁ Gm
12
sendo .sz e fGIZ parametros que podem ser calibrados experimentalmente. Halpin e

Kardos (1976) fizeram um estudo detalhado sobre a base teérica do modelo apresentado
anteriormente e mostraram que na auséncia de dados experimentais pode-se estimar como
funcao da fracdo volumétrica

£, = 2+40(V(f) )10 (169.a)

10 (169.b)

£ =1+40(V<f>)

1
Entretanto, para fibras transversalmente isotrOpicas ao invés de isotrépicas, as

seguintes alteracoes serdo feitas

E, = EOVY) 4 g (1_V<f>) (170.a)
v, = VPV 4y (1 _ V(f)) (170.b)
Eéf) — g(m) (170.¢)
R ——
B gD g B
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alh _ gtm (170.d)
Mo, = =5 5 o
e g 6
12

Considerando que as propriedades mecanicas sdao conhecidas para a ldmina com

V. =0.6 (ver Tabela 1), pode-se ajustar as Equagoes (169.a,b) da seguinte forma

10 (171.a)
_ 0 )
¢, =&, +a0 (V)
10 (171.b)
_ 0 )
§GIZ B §GIZ +40(V )
E entdo, manipulando algebricamente, obtém-se
m () =0. m (.
0 ( ENE™ _ ENEY=00) ( B - B >) EY 06)V(f)) 0
& = —4o(v<f>) (172.2)
: m ( B0 _ plm) _ ( B - E<m>)v<f>)
m (1) =. m () =p.
o (atem —adol o (o —ame )
& - —4o(v<f>) (172.b)
12 G(m) (Gl(;/(f):o_é) _ G(m) _ (Gl(g) _ G(m) ) V(f))

Dessa forma, como o objetivo do presente trabalho ndo ¢ a abordagem
micromecanica, apenas essa breve introdugdo serd mostrada e as Equagdes (167-172) serdao

utilizadas para estimar as propriedades mecanicas eldsticas.

1.8 T T T T T T T T T

16F -

1.4r .

p /P

0 01 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 59 — Variagado das propriedades mecanicas da ldmina de acordo com a fragdo volumétrica de

fibras
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As resisténcias ndo serdo estimadas, uma vez que as aproximacdes mostradas nao
reproduzem satisfatoriamente os resultados experimentais para as mesmas, sendo entdo o
presente estudo restrito a andlise de distribui¢do de tensdes. Para as propriedades das fibras
e da matriz mostras na Tabela 1, as propriedades mecanicas da lamina de acordo com a
fracdo volumétrica sdo mostradas na Figura 59, onde as mesmas sdo normalizadas em
relacdo as propriedades da fibra.

Uma vez que as propriedade sdo obtidas, pode-se aplicar as equacdes desenvolvidas
anteriormente para calcular a concentracdo de tensdo atuando na borda do furo. Para um

carregamento uniaxial, as distribuicdes de tensdes considerando V, =0.0,0.3,0.5,0.8 sdo

mostradas na Figura 60 para fibras com inclinagdes « = 0°,45°,90° . Pode-se, entdo, concluir
que a fracdo volumétrica das fibras ndo altera de forma significativa a distribui¢do de

tensoes, mas espera-se que as resisténcias tenham alteracdes considerdveis.

(@)=
541 %, [a]n

: ——V,=0.0

o [V, =03 (a=0")

L] |V, =05 (a=07)

. V, = 0.8 (a=0°)
o V, = 0.3 (¢=45°)
=5 ——V, = 0.5 (a=45")
S [T Ve= 08 (0=457)
SO0 7|V, =03 (a=90°)
1 |—V, =05 (0=90")
1| —V,=0.8 (a=90")

Figura 60 — Influéncia da fracdo volumétrica de fibras na concentracio de tensio ao longo da borda

do furo
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7 Conclusoes

A utilizacdo de entalhes € necessaria, apesar de diminuir a resisténcia mecanica, em
todas as aplicacOes praticas por requisitos de funcionamento do equipamento. Esses
entalhes, por resultarem em mudanca brusca na geometria, resultam em perturbacdes nos
campos de tensdes que geram efeitos concentragdes de tensoes.

O objetivo desse trabalho € estudar efeitos de concentragdes de tensdes em materiais
anisotropicos, particularmente compositos laminados. Inicialmente foi mostrada a base
tedrica necessaria para o estudo analitico de forma mais breve possivel, mas sem ser
simplista no rigor matematico necessdrio. O formalismo de Stroh e a TCL foram as
ferramentas apresentadas e utilizadas no desenvolvimento do trabalho para a abordagem
analitica que, apesar das facilidades computacionais atuais, ¢ sempre de fundamental
importancia para o entendimento fisico.

Uma vez que a distribuicao de tensdes pode ser obtida, torna-se necessario estudar
os critérios de falha. Os critérios de Tsai-Wu, Puck e LaRCO05 foram detalhadamente
estudados, considerando sempre a falha como inicio do dano (mecanismos de progressao
do dano nao foram estudados). Os mesmos foram escolhidos com base nos resultados e
recomendacdes do WWFE.

Tendo, entdo, toda a base tedrica necessdaria para o estudo do efeito de
concentradores de tensdes em laminados, mais especificamente furos circulares e elipticos,
alguns casos de interesse praticos foram estudados, sempre com o objetivo de comparar os
resultados da metodologia apresentada com os resultados conhecidos para materiais
isotrépicos.

Mesmo para o laminado mais simples, que € o unidirecional, com furo circular e
apenas com carregamento uniaxial, foi mostrado que a concentracdo de tensido pode chegar
a aproximadamente sete vezes a tensdo nominal enquanto para o material isotropico esse
valor € igual a trés. O efeito na resisténcia do laminado unidirecional tem um resultado
ainda mais alarmante, a resisténcia ao inicio do dano pode diminuir até vinte vezes.

A diferenca entre o carregamento de cisalhamento puro e o carregamento biaxial de
tracdo/compressdo (que para materiais isotropicos sdo equivalentes) para materiais

anisotrépicos foi mostrada. Os mesmo nao devem ser diretamente relacionados por causa
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da importancia do angulo entre a dire¢do de carregamento e as fibras (vale ressaltar mais
uma vez que o principio da superposi¢ao continua sendo vélido uma vez que o material estd
em regime linear eldstico, mas deve ser aplicado com cuidado por causa da importancia da
direcdo das propriedades do material).

Apesar de entalhes ndo serem desejados do ponto de vista estrutural, sdo inevitaveis
em muitos casos. Supondo que exista o entalhe e a inclinacdo das fibras seja a varidvel, foi
mostrado que diminuir a concentracdo de tensdo ndo deve ser uma condicao de projeto.
Pelo contrdrio, em alguns casos ter a concentracdo de tensdo maxima € equivalente a
maximizar a resisténcia porque a tens@o maxima estd atuando nas fibras.

Foi visto também que laminados do tipo angle-ply tendem a ter uma resisténcia ao
inicio do dano menor do que para o laminado unidirecional equivalente se a placa tiver
furos. O que ndo € um resultado esperado uma vez que o contrdrio acontece para placas
sem entalhes.

A hipoétese de tensdo plana foi posta a prova comparando os resultados da mesma
para os resultados de casos de placas similares com carregamentos iguais, mas
considerando a hipétese de deformacao plana. Dessa forma, o efeito da espessura pode ser
avaliado de forma simples e eficiente pelas duas hipéteses extremas, sendo esperado que
qualquer espessura resulte em valores entre esses dois limites. A diferenca entre as
estimativas chegou a ser maior do que 20% para os critérios de Tsai-Wu e Puck e maior do
que 50% para o LaRCO05.

Os critérios de falha tenderam a apresentar estimativas proximas na maioria dos
casos, sendo a maioria das falhas estimadas da matriz. A maior diferenca verificada foi na
modelagem da falha da fibra sob compressdao pelo modelo LaRC0S5, que resultou em
estimativas de resisténcia consideravelmente menores. Sendo, entdo, uma sugestdo para
possiveis trabalhos futuros, a realizacdo de testes experimentais para verificar essas
estimativas.

Por dltimo, mostrou-se que as aproximagdes existentes na literatura para estimar o
efeito de placas finitas ndo alcancam resultados satisfatdrios, sendo a modelagem numérica
a melhor abordagem para estudar o efeito de concentra¢des de tensdes em placas onde a

dimensao do furo ndo seja muito menor do que as dimensdes da placa. Viu-se também que
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a fracdo volumétrica das fibras ndo altera de forma significativa a concentra¢io de tensao,
todavia espera-se a resisténcia seja bastante influenciada.

Como sugestdo para trabalhos futuros, vale mencionar a necessidade do
desenvolvimento de testes experimentais para valida¢do dos resultados previstos e o estudo
da propagacao do dano até a ruptura total da peca.

Resumidamente, foram mostrados aspectos tedricos da modelagem de furos em
placas compositas de laminados e mostrou-se que os mesmos podem ser bem mais danosos
do que os equivalentes em placas isotropicas. Por ultimo, vale lembrar que toda a
distribuicao de tensdao ao longo da borda do furo € necessdria para estimar a falha; o valor

pontual nunca deve ser utilizado.
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APENDICE A — Concentracdo de Tensdo em uma Placa

Anisotrépica com Furo Circular
O objetivo dessa secdo € apresentar uma forma simplificada que facilita a
implementacdo para casos de furos circulares, que sdo os mais comuns na pratica. A
utilidade de se estudar furos elipticos € pela sua capacidade de aproximar outros problemas
e sua aplicacao no estudo de furos circulares com danos (também aproximado).
Para se modelar o furo circular também se faz uso de mapeamento conforme.
Todavia, a equacao final € bem mais compacta pela simplicidade do mapeamento. Para um

furo circular de raio r, pode-se escrever sua equagao paramétrica como

T, = rcosy (A A.l.a)
T, = rsinyg (A.A.1.b)
Usando a transformagdo mostrada na Equacao (45), mas agora fazendo

¢ = e = cosy +isiny, pode-se escrever a seguinte relagio:

reosy + persing = (¢, + d, Jeostp + (¢, — d, )ising (A.A2)
Logo

r(1-in) (A.A3.2)
T T
0, = M (A.A.3.b)

Supondo as solucdes dos campos de deslocamentos e das funcdes de tensdes da
mesma forma que foram mostradas no Capitulo 2, pode-se utilizar as Equacdes (48) e (50).
As condi¢des de contorno representadas pela Equacdo (49) também devem continuar sendo

vélidas e vetor q pode ser entdo calculado como

q= f%W’l (72 — T )7" (A-A4)
E a solugdo da fungdo de tens@o pode ser reescrita como
O =T, — 2T — Re{(W<Qg1>W’1)(T2 —iT )r} (A.ADS)

E a sua derivada em relagd@o ao vetor unitario tangente a borda do furo é
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90 _

PXC (67, (1469 )r, Jsind— ((T+ G )7, +G'r, Jeostd (A.A.6)
2

onde I € a matriz identidade 3x3. Por ultimo, utilizando a Equagao (56), obtém-se
o) =iy( GV, + 6, |~ iy (67, — 6T, | (A.A7)
onde iy =[1 0 0] e i,=[0 1 0]. Note que a Equagdo (A.A.7) reproduz o

resultado desenvolvido na se¢do 2 para r, =5, =, mas tem uma equagdo final que pode ser

expressa de forma muito mais simples e compacta, o que facilita sua aplicagao.
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APENDICE B - Relacio Entre Notacoes

A notacdo tensorial € ttil e elegante porque apresenta de forma compacta as
equacgdes, mas nao € uma ferramenta tdo popular na engenharia quanto as matrizes. Para
expandir a aplicabilidade do presente texto, serd apresentada a seguir a equivaléncia entre
ambas as notagdes. Por simplicidade, serdo mostradas apenas as transformacdes da matriz
das tensdes e da matriz de flexibilidade, que sdo tensores de segunda e quarta ordem,
respectivamente, e serd considerado que se deseja transformar uma matriz definida em

relacdo ao sistema de coordenada dos materiais para o sistema de coordenadas genérico.

Denotando por z; o sistema de coordenadas que se deseja obter as transformacdes e

que seja feita uma rotagdo 6 no plano z, -z, € uma rotagdo ¢ no plano z, —z,, as tensoes

1 1

em coordenadas locais podem ser escritas como (CASTRO; MEGGIOLARO, 2016b)
o =Q0o Q" (A.B.1)
onde

cos@cos¢ sinfcosg —sing
Q=| —sind cos @ 0 (A.B.2)

sin ¢ sin @ cos @
A transformacdo das tensdes € direta por ser um tensor de ordem dois, tornando
simples a relacdo matricial. Para a matriz de flexibilidade, que € um tensor de quarta ordem,

a transformacao ¢ escrita como (Ting, 1996)

¢ =(K") ek (A.B.3)
onde

[k, 2k,
K_L% KJ (A.B.4)

K =072 o2 Q.2 (A.B.5)

Q,0; Q;0, Q,Q,
K, =1Q,0,; Q3Q, 0,0, (A.B.6)
Q.Q., Q.Q Q. Q

327733 337731 317732
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'Q'ZIQ31 QZZ'Q'32 QZ3Q33
K3 = Q3I'Q'11 'Q'SZQIZ 933913
_'Q'llQﬂ QIZ'Q'ZZ QIS'Q'ZS

'Q'ZZQ33 + 923932 QZS'Q'SI + 'Q'ZIQSS 'Q'ZIQSZ + QZZ'Q'SI

K4 = 'Q'32913 + 933912 933911 + 'Q'SIQIS 931912 + Q32Q11

_QIZQB + Ql3'Q'22 '9'13921 + 'Q'llQZS QllQZZ + QlZ'Q'Zl

Uma forma alternativa da equacgdo (A.B.1) é (Ting, 1996)

*

o =Ko

163

(A.B.7)

(A.B.8)

(A.B.9)
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ANEXO Il - Envelopes de Falha do WWFE
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Figura 61: Envelopes de falha do WWFE I (SODEN et al., 2004 e HINTON et al., 2004)
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Figura 62: Envelopes de falha do WWFE II (Kaddour e Hinton, 2013)
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