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5
Formulagao Dinamica Nao Linear no Dominio da
Frequéncia

No Capitulo 2, foram apresentadas as formulagdes para a analise dindmica
de estruturas reticuladas no dominio do tempo, sendo uma informagao importante
vinda desta analise a resposta da estrutura na regido de ressonancia. Porém, para a
obten¢do da resposta em frequéncia através da analise no dominio do tempo, ¢
necessario obter a resposta do sistema estrutural na fase permanente do
movimento, como pode ser visto, por exemplo, em Galvao (2004) e Silva (2009).
Isto pode resultar em um grande esfor¢o computacional para estruturas com
grande numero de graus de liberdade. Este esforco aumenta ainda mais se a
estrutura apresenta um comportamento nao linear. Neste caso, a resposta em
frequéncia se torna bem mais complexa que no caso linear em virtude da
possibilidade de solugdes coexistentes para certas frequéncias de excitagdo,
estaveis e instaveis, e bifurcacdes que dao origem a diversos pontos limite ao
longo da curva de ressonancia. Além disto, muitos algoritmos de integracdo
numérica apresentam um amortecimento numérico que comprometem o calculo
da magnitude da resposta permanente, em particular em sistemas com longos
transientes.

No caso de estruturas submetidas a excitacdes sismicas, ha um grande
interesse em conhecer suas propriedades em frequéncia, ja que a vulnerabilidade
da estrutura durante os eventos sismicos depende do contetido de frequéncias e da
faixa de valores que concentra a maior poténcia sismica. Na presente tese, propde-
se uma técnica incremental-iterativa para o calculo da resposta em frequéncia de
sistemas estruturais reticulados nao lineares.

A transformacdo das equagdes discretizadas de movimento através de
elementos finitos para o dominio da frequéncia ¢ feita através do método do
balango harménico classico para o caso linear, seguindo a formulacdo apresentada
em Pasquetti (2008), juntamente com o método de Galerkin no tempo e de

técnicas de continuacéo.
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Para a analise ndo linear, ¢ usada uma variante do método do balango
harmonico juntamente com o método de Galerkin para obten¢do das equagdes
algébricas nao lineares no dominio da frequéncia. A formulagdo ¢ uma adaptagéo
particular do método proposto por Cheung ¢ Chen (1990) e generalizado para o
uso em modelos de elementos finitos por Chen et al/ (2001). Para a andlise ndo
linear ¢ considerada apenas a nao linearidade geométrica dos elementos

estruturais.

5.1.
Obtencgao de Curvas de Ressonancia Através da Analise no Tempo

Para a obtengdo das curvas de ressonancia de uma estrutura através da
analise no tempo ¢ necessario submeter a estrutura a uma excitagdo harmoénica
com uma frequéncia de excitagdo w que é multiplicada por um vetor de cargas de

referéncia. Neste caso, a Equacdo (2.54), pode ser reescrita como:

Mii(t) + Cu(t) + Fi(t) = F cos(wt) F, (5.1)

onde F e o s3o a magnitude e frequéncia da excitacdo harmonica,
respectivamente.

A técnica mais simples para obter as curvas de ressonancia para sistemas
ndo lineares sob uma excitagdo harmonica consiste em fazer varias analises no
tempo, variando-se a frequéncia de excitacdo. As analises no tempo sdo
geralmente feitas por integracao direta das equacdes de equilibrio. Estas analises
devem ser feitas até se alcancar a fase permanente do movimento, tal como

mostrado na Figura 5.1.
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Figura 5.1 — Variaciao do deslocamento no tempo de um sistema de um grau
de liberdade submetido a uma carga harménica com frequéncia de excita¢io
w; fase transiente e fase permanente.

A curva de ressonancia ¢ obtida mapeando os deslocamentos méaximos na
fase permanente correspondente a cada valor de frequéncia considerado. Para o
caso de andlises lineares o deslocamento maximo negativo e positivo tem a
mesma magnitude. Porém, em analises ndo lineares, ha a possibilidade de que
estes valores sejam diferentes, como ¢ o caso de estruturas com ndo linearidade
geométrica quadratica. A curva de ressonancia pode ser expressa pela relacdo
entre a frequéncia de excitagdo e a norma do deslocamento maximo.

Uma desvantagem deste método, mesmo em andlises lineares, ¢ a
necessidade de continuar a analise no tempo até se alcangar a fase permanente.
Isto depende diretamente das propriedades de amortecimento da estrutura e das
ndo linearidades, podendo levar a um grande esfor¢co computacional em sistemas
com um grande numero de graus de liberdade. A principal dificuldade ¢,
entretanto, mapear pontos onde ha multiplicidade de solugdes, incluindo solugdes

instaveis.

5.2
Método do Balango Harménico

O M¢étodo do Balango Harménico (MBH) ¢ um dos métodos mais simples
usados para transformar um sistema do dominio do tempo para o dominio da
frequéncia. Este método permite a transformacdo de um sistema de equagdes

diferenciais, lineares ou ndo lineares, em um sistema de equagdes algébricas. A
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ideia basica deste método estd na aproximagdo da solu¢do de uma equagdo
diferencial por uma série truncada de Fourier. Portanto, uma fungio solugdo x(t)

pOdC SCT eXpressa como:

N
x(t) = Z[Ancos(nwt) + B,sen(nwt)] (5.2)

n=0

onde A, e B, sdao amplitudes do enésimo harménico e N ¢ o numero de
harmdnicos usados na aproximacao. Esta aproximagao deve ser substituida na
equacdo diferencial, e, apos se fazer a transformagdo de poténcias e produtos de
fungdes harmodnicas em somas de harmonicos, deve ser feito o balango de
harmonicos coletando todos os coeficientes de cada um dos harmonicos presentes
na equagdo e igualando-os a zero. Este processo tem como resultado um sistema
de equacdes algébricas onde as variaveis a serem determinadas sdo as amplitudes
modais 4, e B, e a frequéncia de excitacdo, w. Para ndo linearidades polinomiais
em que a fungdo solugdo x(t) esta elevada a uma poténcia inteira na equagdo
diferencial, ¢ util expandir as potencias dos termos trigonométricos, através das
relacdes de identidade com angulos multiplos. Por exemplo, considerando

poténcias cubicas e quarticas, podem ser consideradas as seguintes relagdes:

(cos(na)t))3 zcos(nwt) + %cos(3nwt)

(cos(nwt))4 = % + %cos(ant) + %cos(4nwt) (5.3)

O processo descrito anteriormente € aplicado sob a premissa que a equagao
diferencial é homogénea ou que o termo independente f(t) é também expresso
como uma combinagdo dos harmonicos. Porém, se este ndo for o caso, ainda ¢
possivel usar o MBH expandindo o termo independente f(t) em uma série de
Fourier que contenha os mesmos harmonicos empregados na aproximacdo da

fungéo solugdo x(t), ou seja:

N
fl) = E[Cncos(nwt) + D,sen(nwt)] (5.4)
n=0
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onde os coeficientes da série C, e D, podem ser obtidos levando em conta a

ortogonalidade dos harmonicos.

5.3.
Formulagao Linear do Equilibrio Dindmico na Frequéncia

Usando o MBH, descrito na se¢@o anterior, a resposta no tempo do campo

dos deslocamentos pode ser determinada como:

N
u(t) = Z[Ancos(na)t) + B, sen(nwt)] (5.5)

n=0

onde A, e B, sdo os vetores que contém as componentes nodais da amplitude do
enésimo harmonico e N é o nimero de harmoénicos usados na aproximagao.
Considerando o sistema linear, onde o vetor de forcas internas é dado por

F it (t) = Ku(t), é necessario apenas o segundo termo da Equagéo (5.5), isto ¢é:
u(t) = A,cos(wt) + B;sen(wt) (5.6)
Substituindo a equagdo anterior na equagao (5.1) obtém-se:

(wC.A; — (w?*M — K).B,)cos(wt) — ((—w*M + K).A; + wC.B;)sen(wt)
= F.F,.cos(wt) (5.7)

Fazendo o balang¢o dos harmonicos, obtém-se o seguinte sistema:

wC —w’M + K {Al}_ F.F,
[—w2M+K —wC B, ‘{ 0 } (5.8)

A equagdo (5.8) pode ainda ser representada de forma mais compacta da

seguinte forma:

R(w)A-F=0 (5.9)
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onde:

=N _ wC —w?’M + K —_{A1} = _(F.F,
K(w) = [—w2M+K o A= B,y F _{ 0 } (5.10)

sendo a frequéncia de excitagdo w e o vetor de amplitudes modais A as varidveis a
serem determinadas. A matriz K(w) é conhecida como matriz de transferéncia ou
matriz de impedancia. Cabe salientar que, apesar de ser uma analise linear, o
sistema de equagdes ¢ ndo linear. Portanto, é necessario o emprego de um método

de solucdo para sistemas de equagdes nao lineares.

5.4.
Formulagao Nao Linear do Equilibrio Dinamico na Frequéncia:
Método do Balango Harmonico-Galerkin

Para a consideragdo do comportamento ndo linear nas estruturas, ¢ usada
uma variante do MBH descrito anteriormente. Neste caso, considerando que na
fase permanente do movimento ha somente vibragdes periodicas, ¢ conveniente a
mudanga da variavel do tempo t para uma variavel de tempo adimensional

através de:
T=wt (5.11)

onde w ¢ a frequéncia do movimento periddico, Substituindo a equagdo (5.11) na

equacdo (5.1), chega-se ao seguinte sistema de equagdo de movimento:
w?Mii(t) + wCi(t) + Fi(u(z)) = F cos(7)F, (5.12)
Da mesma forma que no caso do balango harmonico tradicional, o campo de

deslocamentos ¢ aproximado por uma série truncada de Fourier. Logo, cada

componente do vetor de deslocamentos pode ser aproximada por:

N
u; (1) = Z[ai,ncos(nr) + bilnsen(nr)] (5.13)
n=0
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onde a;, € b; , sdo as componentes dos vetores de amplitude modal do enésimo
harmoénico. Para a consideracdo de ndo linearidades de natureza quadratica e
cubica, a minima aproximacao possivel ¢ dada pela soma dos dois primeiros
termos da série de Fourier. Adotando entdo esta aproximacdo a componente de

deslocamento ¢ aproximada por:

u;(t) = a;o + b;1c05(7) + c;15en(1) (5.14)

E importante ressaltar que esta aproximagio ¢ adotada supondo que o efeito
da ndo linearidade ¢ pequeno. Para estruturas com forte ndo linearidade
geométrica devem ser adicionados mais termos da série descrita pela equacdo
(5.13), aumentando a ordem do sistema algébrico a ser resolvido. No caso linear e

para sistemas com nao linearidade ctbica, pode-se usar a aproximagao:

u;(t) = a;,cos(t) + b;1sen(r) (5.15)

De uma forma mais compacta a equagdo (5.14) pode ser rescrita como:

onde:
C(1) = (1, 5en(2), cos(D)), e &; = (ay0, by1, 1) (5.17)

A partir das componentes nodais, pode ser obtida a seguinte rela¢do:

u(t) =Sk).A (5.18)

com:
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C(7) 0 0 0 0
0 C» o 0 0
| o 0o C O 0
SO=lo 0o o cm .
: 0
0 0 0 0 C()ygianee
AT = (apaz' ---raNGL)1x3NGL (5-19)

onde NGL ¢ o numero de graus de liberdade.
Substituindo entdo a equagao (5.18) na equagao (5.12), obtém-se:
w?’M.S(1)A + wC.$(t)A + Fi(5(1).A) = F.cos(7)F, (5.20)
Para eliminar a varidvel temporal 7, o residuo ponderado calculado
multiplicado ambos os lados da equacao (5.20) por uma fungdo peso e integrando-
0s com respeito a variavel peridodica T no intervalo T = 0 — 21 ¢ minimizado.
Para esta ponderagdo ¢ adotado o método de Galerkin, onde a funcdo peso ¢ a

propria fun¢do de aproximagdo, ¢ que, neste caso, ¢ dada pela matriz S(7).

Realizada esta ponderagdo, obtém-se a partir de (5.20):

f Zn [S(‘L’)T (wZMS(r)Zl + wCS(T)A + Fi(S(r)Z))] dr
0

2n
= f S(t)TFycos(r)dr (5.21)
0
Reescrevendo a equagdo anterior de uma forma mais compacta, tem-se:
w*MA+wCA+Fi(A) = F (5.22)

com:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1012320/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1012320/CA

137
2
Il_’lzf S()"MS(7).dt
0
21
Z'zf S(TCS(r).dr
0

2T
F =f S(®)T F cos(t)F, dr
0

Fi(4) = JZHS(T)TFi(S(T),ﬁ)dT (5.23)

0

A equagdo (5.22) define um sistema algébrico de equagdes ndo lineares, que
tem como incognitas a frequéncia w e o vetor de amplitudes modais A. A
determinagiio do vetor Fi(4) depende da expressdo usada para a determinagio
Fi(u(t)) que contém a fonte do comportamento ndo linear do sistema estrutural.
Para a aplicacdo do método anteriormente descrito, ¢ necessaria uma expressio
expedita de Fi em funcdo dos deslocamentos, resultando em um vetor dependente
das amplitudes F1(4). Uma vez determinado F1(A), o passo seguinte ¢ a solugio

do sistema algébrico de equagdes ndo lineares, como mostrado a seguir.

5.5.
Solugao do Sistema de Equagdes Nao Lineares na Frequéncia:
Controle de Arco

Como visto nos itens anteriores, a andlise no dominio da frequéncia recai na
solucdo de um sistema de equagdes ndo lineares, mesmo para problemas com
comportamento linear, como mostrado nas equagdes (5.9) e (5.22). Faz-se entdo
necessario o emprego de um algoritmo de solugdo de equagdes nao lineares para a
determinagdo da relagdo entre a frequéncia de excitagdo ¢ o vetor de amplitudes
modais. Neste contexto, as equagdes (5.9) e (5.22) podem ser definidas de forma

mais geral como:
R(w,A) =0 (5.24)

Através da analise incremental, pode ser estabelecido que o equilibrio

dinamico no dominio da frequéncia para um incremento i ¢ dado por:
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onde o valor das incognitas no incremento i ¢ calculado a partir do equilibrio do

incremento anterior ja conhecido. Tem-se entdo:
wW; = Wj_1 + A(l)i, Zl’ = Zi—l + AZL (526)
Substituindo a equagdo anterior na equagao (5.25), obtém-se:

R(wi_l + Aa)i,Zli_l + AZL) =0 (527)
Os incrementos Aw; e AA; sdo as novas incognitas a serem obtidas, as quais
podem ser calculadas usando um processo iterativo, a saber:

k-1 —= k

A(A)ik = Awik_l + &Uika Azik = A4, + 84; (528)

k — k .~ . A -
sendo dw; e §A; as variagdes ou corretores dos incrementos de frequéncia e

amplitude respectivamente e o indice sobrescrito k indica o nimero da iteracgao.

—k . , o
Os corretores 6wik e 64; podem ser obtidos através da aproximacao de Newton,

variando a equacao (5.27), ou seja:

5w = R (529)

ou, de maneira mais compacta, como:
Km*164," + s f<—1 = Rk1 (5.30)

Para resolver o sistema de equacdes (5.30), ¢ necessaria a adi¢do de uma
equacdo de restricdo. Na presente se¢do ¢ empregada a restrigdo do comprimento
de arco formulada por Crisfield (1981) e por Ramm (1981) com a finalidade de
passar pelos diversos pontos limites presentes nas curvas de ressondncia nao
lineares. A adaptagdo da restricao de arco para solugdo de sistemas ndo lineares na

frequéncia pode ser vista nos trabalhos de Ferreira e Serpa (2005) e de Pasquetti
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(2008). No presente trabalho ¢ usada uma adaptagdo particular do método do
controle do comprimento de arco para a solugdo do sistema de equagdes
algébricas ndo lineares vindas da aplicacdo do método do MBH. Para este

problema especifico, a equagdo de restrigdo do comprimento de arco ¢ dada por:
— — K\ _ — -
g (84" 80) = (04) .04 + (80) (P . F —al* =0 (5.31)

onde Al ¢ o pardmetro de controle prescrito e que permanece constante durante

todo o processo iterativo. Combinando as equagdes (5.27), (5.28), (5.30) e (5.31),

r A s k
chega-se ao calculo do corretor de frequéncia, dw; , a saber:

( Al
+ sek=1
\/vT.v i
S = 4 (5.32)
rk’ ok
——7 sek>1
\ vk vk
com:
vk = (Km*1)~1 fk=1 rk = (Kmk-1)~1 Rk (5.33)

O sinal do primeiro corretor (preditor) de frequéncia, Sa)il, ¢ determinado

seguindo o critério de trabalho positivo, ou seja:
sign(Sw;") = sign((@*)T. f<1) (5.34)

onde sign(.) é o operador que devolve o sinal da expressdo dentro do paréntese.
O corretor do vetor de amplitudes pode ser calculado a partir da equagao (5.30)

Ccomo:

—k
84, =1k — sw . v (5.35)
Para o caso do método do balango harmonico classico usado na analise linear,

as seguintes particularizacdes podem ser obtidas:
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wC —-w’M+ K
—-w’M+ K —wC

F=l_l, %M (5:36)

|

Analogamente, para o MBH-Galerkin na andlise ndo linear, podem ser

deduzidas as seguintes expressoes:

R = w1 + o + O

m= =

F=20M+T (5.37)
5.6.

Nao Linearidade Geométrica na Frequéncia

Como visto na se¢do 5.4, o equilibrio dindmico no dominio da frequéncia
precisa de uma solucdo expedita para a determinagdo das forgas internas
dependentes dos deslocamentos. Em virtude da analise incremental, o vetor de

deslocamentos pode ser expresso como:

u(t;) = u(ti_q) + Au(t) (5.38)

e o vetor de forgas internas pode ser calculado como:

Fine(t)) = Fine(ticq) + AF i (t) (5.39)

O incremento do vetor de forgas internas pode ser deduzido a partir das
relagdes cinematicas de deformacao e deslocamento e levando em consideracdo as
relagdes constitutivas entre tensdes e deformacdes. Essas relagdes dependem do
tipo de formulagdo ndo linear adotada. Este topico ja foi tratado no Capitulo 2. Na
presente tese ¢ estudada apenas a ndo linearidade geométrica, dependente dos
esforcos internos. Desta forma, o incremento de forgas internas pode ser

aproximado por:

AFint = (KL + KNL)Au (540)
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onde K; ¢ a matriz de rigidez linear elastica e Ky, € a matriz que contém os
efeitos ndo lineares, ambas definidas na equagdo (2.22). Considerando uma
formulacado linearizada, a matriz de rigidez geométrica para um elemento plano de

viga-coluna em coordenadas locais ¢ expressa por Silva (2009) como:

TP MI+M2 P  MI+M2 T
L L? L L?
MI + M2 6P P MI+M2 6P P
L? 5L 10 L? 5L 10
0 PoPL P _PL (41
‘- 10 15 10 30
melop _MIsM2 P Ml +M2 0
L L2 L L?
 MI+M2 6P P MI+M2 6P P
L2 5L 10 L? 5L 10
P PL P PL
0 0 "3 0 00 15

sendo P o esfor¢o normal médio e M1 e M2 os momentos fletores do no inicial e
final, respectivamente. Em um elemento de barra, os esforgos internos sdo fungao
do campo de deslocamentos longitudinal u(x) e transversal v(x). No caso de uma

barra de se¢do constante, tais esfor¢os sao dados por:

ou(x) 1 (/v
P=EA< - +Zf0<6x ) .dx>

azv(x)>

(5.42)

M=E]|——
<6x2

Os campos de deslocamentos longitudinais u(x) e transversais v(x) sio

obtidos de acordo com a equacdo (2.19) como:

2 6
u() = Y Hi@u ,v@) = ) K@) w (5.43)

onde as fungdes de interpolagdo, H;(x), estdo descritas em (2.20). Os incrementos
dos deslocamentos nodais podem ser expressos em fun¢do dos incrementos das

amplitudes modais, de forma analoga a equacao (5.18), logo:
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Au(t) = S(1).AA (5.44)

Combinando as equagdes (5.18), (5.39), (5.40) e (5.44), o vetor de forgas

internas F ., pode ser obtido como:

Finti = KLS(T)Z + Finti—l + KNLS(T)AZ (545)

Finalmente, o vetor de forgas internas no dominio da frequéncia, definido na

equacdo (5.23), pode ser calculado como:
F_ll(Z) = I_(in + I_(NLAZ + F_li_l(Z) (546)

onde:

2m
K, =f S(OTK, S(t)dt
0

21
I_(NL = f S(T)TKNLS(T)dT
0

2T

ﬁi_l(Zl) = f S(T)TFNLi_ldT (547)
0

E importante salientar que, se for desconsiderado o comportamento nio
linear, ou seja, se Fi;_;(A) = K, A;, o sistema de equacdes de equilibrio no
dominio da frequéncia definido na equacao (5.22) resulta no mesmo obtido

através do MBH classico, definido através da equagdo (5.9).

5.7.
Rotagdo da Matriz de Rigidez Nao Linear no Dominio da Frequéncia e
Montagem do Sistema Global

Para a montagem do sistema global de equagdes, as matrizes M, C, K; ¢
Ky definidas nas equagdes (2.55) e (2.22), respectivamente, devem estar no
sistema global de coordenadas. As dedugdes feitas para M, C, K; sao aplicaveis a
qualquer sistema de referéncia, sendo possivel se trabalhar com as matrizes ja

transformadas para o sistema global. Ja& Ky, definida na equacdo (5.41), esta
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formulada em referéncia ao sistema local do elemento, sendo necessaria sua
transformacdo para o sistema de coordenadas globais. Com base na expressao

(2.48), amatriz Ky, pode ser reescrita como:

. 2T

KNL = f S(T)TTTKNLTS(T)dT (54‘8)
0

onde T ¢ a matriz de rotacdo definida em (2.46) e que esta em fung¢do do angulo a,
que ¢ a inclinagdo do elemento com respeito ao eixo horizontal das coordenadas
globais. Este processo pode ser inconveniente em termos da implementacdo de um
codigo de programacio para a montagem de Ky, ja que os elementos de Ky tém
expressoes extensas, quando expressos em fung¢do dos deslocamentos nodais,
mesmo no sistema global. Estas expressdes seriam ainda mais extensas se feita a
transformagdo para um angulo arbitrario a apos a transformacg@o. Neste contexto,
¢ conveniente contar com uma matriz de transformacdo que opere apds a
integragdo com respeito a variavel 7, de tal forma que Ky, possa ser obtida em

coordenadas globais como:

2T
Ky =T" f SO Ky, S()dzT’ (5.49)
0

onde T' ¢ uma matriz de rotagdo equivalente que cumpre com a seguinte

igualdade:
TS = S(@)TTT (5.50)

Aproveitando a condi¢do de matriz diagonal em blocos de S(7), da
ortogonalidade da matriz de rotagcdo T e por meio de manipulagdes matriciais,
pode ser obtida uma expressdo para obter as componentes da matriz T' em fungéo
dos elementos da matriz de rotagdo T, que pode ser montada por blocos da

seguinte forma:
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tll,l tll,NGL
T=| : - : (5.51)

t'nera - EneLneL
onde componente t'; ; sdo submatrizes calculadas através de:
t';j=T;l; (5.52)
onde I3 ¢ a matriz identidade de ordem 3x3. Por fim, a montagem do sistema

global ¢ feito de forma similar ao procedimento adotado no método da rigidez

direta, de forma analoga ao processo feito na analise no dominio do tempo.
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