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Formulagao Nao Linear Estatica e Dinamica no Dominio do
Tempo

Neste Capitulo sdo descritas todas as formulagdes necessarias para a analise
ndo linear estatica e dindmica no dominio do tempo de estruturas reticulares no
plano. Estao incluidos neste Capitulo: a formula¢do do elemento finito de tipo
barra, a discretizagdo do sistema estrutural, a consideragdo da flexibilidade da
base, o equilibrio dindmico no dominio do tempo, as técnicas para solugdo de
sistemas de equagdes nao lineares e os algoritmos empregados na integragao

direta das equagdes de movimento linear e ndo linear.

21.
Formulacao do Elemento Finito Nao Linear

Muitos pesquisadores tém estudado diversas formulagdes para a medicao de
deformagdes nos elementos estruturais que consideram os efeitos de grandes
deslocamentos e grandes deformacdes. Neste contexto, podem ser citados os
trabalhos feitos por Wen e Ramhimzadeh (1983), Chajes e Churchill (1987), Goto
e Chen (1987), Wong e Tin-Loi (1990), Alves (1993), Torkamani et al. (1997),
Pacoste e Erikson (1995, 1997), Galvao (2000,2004) e Silva (2009), os quais
fornecem contribui¢gdes importantes no estudo de formulagdoes Lagrangianas ou
materiais. Nesta se¢do sdo descritas as formulacdes de elementos finitos para
elementos tipo barra, usadas no presente trabalho. Cabe salientar que, como o foco
da presente tese esta no estudo de estruturas esbeltas, sdo consideradas apenas as
deformacgdes geradas pela flexdo dos elementos estruturais, ou seja, seguindo a

teoria de Euler Bernoulli.

21.1.
Medidas de deformagao nao linear

Na presente tese sdo empregadas duas formulacdes ndo lineares para

medidas de deformacdo que utilizam o referencial Lagrangiano atualizado. Estas
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formulacdes estdo baseadas na hipdtese de viga-coluna de Eulher-Bernoulli, as

quais estao descritas a seguir.

211.1.
Formulagao Nao Linear FN1

Andrade (1993) apresenta uma formulacdo baseada na teoria de Euler-
Bernoulli que emprega o referencial Laringiano atualizado. Considerando o tensor
de deformagdes de Green Lagrange, o incremento de deformacdo axial total do ¢

dado por:

dAu  1[/dAw? /dAw\?
At = T3 (K) +(E) 21

onde Au ¢ o incremento do deslocamento longitudinal e Av ¢ o incremento de
deslocamento transversal da se¢@o, considerado constante para toda a secdo, tal
como pode ser visto na Figura 2.1. A equagdo (2.3) pode ser expressa na seguinte

forma aditiva:
Agyy = Aeyy + ANy (2.2)

onde Ae,, ¢ An,, sdo as parcelas linear e ndo linear, respectivamente, e que sio

expressas em fun¢do dos deslocamentos da linha neutra através de:

dAu d?Av
dx y dx?

o 1 (dAu)Z J (dBud?av) ( d*av 2+<dAv>2
o= 7 [\ Tax Y\ dx “dx? Y ax? dx

Aeyy =

(2.3)
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Apos a deformagio

i Antes da

1 ‘Ify deformagio
X

Figura 2.1 — Comportamento da secdo transversal do elemento barra. Ref.
Silva (2009).

Cabe destacar que, como mencionado em Galvao (2000) e Silva (2009), esta
formulagdo ¢ conveniente quando ha pequenas rotagdes. Portanto, para analise de
rotagcdes moderadas é necessario adotar uma formulagdo que contenha mais

termos nao lineares para minimizar o erro da aproximagao.

21.1.2.
Formulacao Nao Linear FN2

Esta teoria, formulada por Yang e Kuo (1994) e usada por Galvao (2004), e
mais recentemente por Silva (2009), ¢ também baseada na teoria de Euler-
Bernoulli e utiliza o referencial Lagrangiano atualizado. Nesta formulagdo, sao

consideradas duas componentes do tensor de Green-Lagrange, ou seja:

Aeyy = Aexy + ANy, A&y = Aeyy + ANy, (2.4)

sendo as parcelas lineares e nao linear de cada componente sdao dadas por:

dAu d?Av
Aex = dx 2 dx?
dey, =0

P (d4u>2 ,, (dud?av\ ([ d*Av\ (ddv)z
Mex =5 (g Y\ dx dx? Y dx? dx
1/dAuddy dAvd?Av
Anxy =5 +
2\ dx dx dx dx?

(2.5)
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Cabe ressaltar a existéncia de outras formulagdes que consideram o aporte
da deformagdo cisalhante, baseadas na teoria de Timoshenko ou similares, como a
mostrada em Silva (2009). Porém, o presente estudo destina-se a analise de
estruturas aporticadas compostas por elementos esbeltos onde o efeito cisalhante ¢
reduzido. Como ¢ mencionado em Silva (2009), o emprego de funcdes lineares
para aproximag¢do da deformacdo axial pode levar ao efeito de membrana. Para

reduzir este efeito, ¢ adotada a sugestdo de Crisfield (1991) que considera um

2
L, e dAv - . - . . ,
valor médio do termo (E) na parcela ndo linear da deformacao axial, isto ¢é:

1 (dAu)z y, (dlud*av ( dav ’ 1 fL (dAv)z J Ve
e =5 e Y\ dx dx? Y dx? LJ, \dx * (2.6)
A equacdo anterior também ¢ valida para a formulacao nao linear FN1.

21.2.
Forgas Internas Resultantes e Energia Potencial Total

Para o caso da andlise utilizando o referencial Lagrangiano atualizado, os

esforgos internos resultantes em um instante de analise ¢ sdo calculados a partir de:

IN = f T dA g = j “TydA, ‘M = j L ydA (2.7)

A A A

onde N, Q e M sdo a forga axial, for¢a cortante ¢ momento fletor, respectivamente,
€ Txx € Tyy 830 as componentes axial e cisalhante do segundo tensor de tensdes de
Piola-Kirchhoff (PK-II). A configuracdo deformada inicial no instante t, assim
como os esfor¢os iniciais nos extremos do elemento no mesmo instante de tempo,

sd0 mostrados na Figura 2.2.
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Figura 2.2 — Configuracio deformada inicial e esforcos nas extremidades.

Segundo a configuragdo mostrada na Figura 2.2, os esfor¢os internos ao

longo do elemento podem ser calculados como:

tN = tNi
tx
‘M=—"M+ ('M; + th)t—L

(‘M;+ 'M;)

‘0=- g (2.8)

Seguindo a teoria de Bernoulli e considerando material elastico linear, a

componente de tensdo axial longitudinal pode ser escrita como:
Tx = E Teyy (2.9)

onde E ¢ o modulo de Young. J4 a componente cisalhante da tensdo pode ser

calculada, seguindo o proposto por Yang e Kuo (1994), por:

. _E[(, h? d3Av+ 5 h?\ dAu d3Av (2.10)
Txy =5 4 | dx3 YT 4 ) ax dx? '

onde h ¢ a altura da se¢do. O incremento energia potencial total do sistema, All,

pode ser expresso como:
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All = AU + AW (2.11)

onde AU ¢ o incremento da energia de deformacdo e AW ¢ o trabalho das forgas

externas. Estas parcelas sdo dadas por:

_ t t E 2
AU = | ((tpxleny + 2 tTypdeyy)dV + 58" + 24T,y Asyy av
74 |4

AW = —f 'F,Au,dS — ] AF,Au;dS (2.12)
S S

onde F; e AF; sdo o campo de forcas externas e o incremento de estas,
respectivamente. A primeira integral em AU corresponde a energia devida as
tensdes iniciais no instante t, que ¢ igual em modulo ao trabalho das forgas
internas no instante t, portanto cancelam-se dentro do funcional. Levando em

conta as expressoes (2.3) e (2.5), o funcional AT pode ser reescrito como:
All = U, + Uy, — f AF;Au;dS (2.13)
s

onde U, ¢ a parcela de energia que independe dos deslocamentos, e portanto,

pode ser considerada como a parcela linear da energia de deformagao:

E
U, =J5Aexx2dV (2.14)
%4

A parcela Uy, que depende das tensdes e que a sua vez dependem dos
deslocamentos, pode ser calculada de duas formas. A primeira ¢ considerando o
sistema linearizado, ou seja, os diferenciais de ordem superior sao desprezados

(Galvao, 2004). Com esta hipotese, e levando em conta (2.8), Uy, ¢ definido por:
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L

N sdAu dAnZ T (d?Av\
UM=*%=f z(dx)+(zz)+z oz ) |

0

L L

f ‘M dAu dzAud tQ dAu dAvd 515
dedxzx 2 dx dx (2.15)

0 0

A segunda forma consiste em considerar as parcelas de ordem superior

(Silva, 2009; Yang e Kuo, 1994). Assim, tem-se:

UNL = U-,_— + Ul + UZ (2.16)

com:

d’? dAvZ 4 g 390u d?Av 2+
dx 2 dx \ dx?
dAudAv d3Av
dx dx dx3
dAu? dAv2 2 EIfdAu? dAv? [d2Av
+— + +
dx dx 8 \ dx dx dx?
Lddud?dv | ddu’® ddvd®av\]
2 dx dx? dx dx dx3 X

- [[36

0

(2.17)

Exemplos comparativos de formulagdes ndo lineares feitos em Silva (2009)
mostram que ndo ha diferenca importante entre a consideragdo completa e
linearizada, desde que sejam considerados pequenos incrementos na analise.
Portanto, na presente tese, ¢ adotada a formulagdo considerando o sistema
linearizado. Silva (2009) chama a atencdo que pelo fato que na formulagdo do
elemento finito ¢ usado um referencial Lagrangiano atualizado, ¢ importante

conhecer o estado de tensdes ou de deformacgdes no instante de analise t, a saber:

tP y ¢ ( tMi + tM])
—_—X

=EATE | M (2.18)
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21.3.
Discretizagao do sistema por elementos finitos

A discretizacao no espago do sistema estrutural ¢ feita através de uma malha
de elementos finitos de viga-coluna, cuja formulacdo cinematica foi descrita na
secdo anterior. Os campos de deslocamentos axial e transversal destes elementos,
u e v respectivamente, sdo aproximados por duas familias de funcdes. Os
deslocamentos axiais sdo aproximados através de funcdes de interpolacdo
lineares. Ja os deslocamentos transversais sdo aproximados através de fungdes
polinomiais de terceiro grau conhecidas como fun¢des Herminitianas. Portanto, os

deslocamentos desses campos de deslocamento podem ser obtidos como:

2 6
Au = Z H;(x) Au; ,Av = Z H;(x) Ay; (2.19)
i=1 i=3

Onde Au; € o deslocamento do i-éssimo grau de liberdade do elemento (ver Figura

2.3), e as fungdes de interpolacdao H;(x) sao dadas por:

X x 3x%2  2x3
Hl(x) = Z'Hz(x) =1 _Z,H3(x) =1 —L—2+?
2 2 X3 3x2 2x3 x2 x3
Ho() =x ==+ Hs() = = He) ==+ (220)

Figura 2.3 — Graus de liberdade do elemento finito de viga-coluna.
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21.4.
Matriz de rigidez, vetor de forgas internas e equilibrio estatico

Introduzindo (2.20) em (2.13) e levando em conta as relagdes cinematicas
(2.5) e (2.6), assim como as relagdes constitutivas dadas em (2.9) e (2.10), chega-
se ao funcional do incremento de energia total em funcdo do incremento dos

deslocamentos nodais (Alves, 1993; Galvao, 2004; ¢ Silva, 2009) através de:
1
All = EAuT (K, + K)Au + Au” tF;,, — AuT A F, (2.21)

onde, Au é o incremento dos deslocamentos nodais, ‘Fj,; ¢ o vetor de esforgos
internos no instante t, F,. ¢ o vetor de referencia das forgas externas, 4 é o
parametro de intensidade de carga externa, K; ¢ a matriz de rigidez elastica linear
e K, a matriz de rigidez dependente dos esfor¢os internos. As matrizes de rigidez

sdo dadas por:

K = 02U,
Lij— aAuiaAuj
02U,

K, =——— 2.22
Tij aAuiaAuj ( )
E importante salientar que a matrizes de rigidez K, e K,, definidas em
(2.22), encontram-se no sistema local de coordenadas x, y. Aplicando o principio
de energia potencial estacionaria, chega-se a seguinte equacdo de equilibrio

estatico do sistema em coordenadas locais, a saber:

(K, + K)Au+ ‘Fipe — "29F, =0 ,0u
AFipe + Fipe — "20F,. =0 (2.23)

Para eliminar modos espurios decorrentes de deslocamentos de corpo rigido,
Yang e Kuo (1994) propdem calcular o incremento de forga interna através dos

deslocamentos naturais de cada elemento. Assim, tem-se:

AF i = (K, + K)Auy (2.24)
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onde:
duy™=[0 0 65 & 0 6] (225)
com:
S="HL b g = NG - W, 0. =00, —¥ (2.26)

sendo W a rotacdo de corpo rigido.

2.1.5.
Formulagao do elemento com ligagado semirrigida

A idealizacdo de ligagdo perfeitamente rigida ou completamente flexivel é
pouco presente na realidade, principalmente nos sistemas estruturais compostos
por porticos de barras ligadas através de dispositivos externos, como ¢ o caso de
edificacdes em aco. Neste caso o comportamento das conexdes ou ligagdes ¢ um
estado intermediario entre os comportamentos perfeitamente rigido ou flexivel,
existindo rotagdes relativas entre os elementos que sdo conectados por estas
ligagdes. Nesta se¢do, ¢ resumida uma formulagao para a inclusdo da presenga de
ligacdes semirrigidas nas extremidades do elemento finito, caso este possua tal
ligacdo. Galvao (2004) e Silva (2009) apresentam formulagdes para a inclusao da
ligacdo semirrigida com base nas formulagdes propostas por Chen et al (1996) ¢
Chan e Chui (2000). Neste item ¢ apresentada de forma resumida a formulagao
descrita em Galvao (2004) e Silva (2009).

Dado que a o grau de liberdade mais afetado pela existéncia de uma ligagao
semirrigida ¢ a rotagdo do no, a liga¢do pode ser idealizada como uma mola com
uma determinada rigidez a rotagdo S.. Entdo, pode ser considerada uma rotagdo

relativa entre o no, assumido externo, e a barra, tal como se mostra na Figura 2.4.

Figura 2.4 — Idealizagdo de ligacdo semirrigida.
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Na Figura 2.4, M, 6. e M, 6, sdo os momentos e rotagdes da conexao e do
elemento de barra, respectivamente. Do equilibrio de momentos na conexao, tem-

S¢:
M. =—-M, = S.(6. — 6p) (2.27)

A relagdo incremental entre as rotacdes ¢ momentos pode ser expressa de

forma incremental como:

AM) TS —SC] {AGC}
v =155, 5o, (2.28)
A rigidez tangente da ligagdo semirrigida, S, ¢ obtida por:

M

S, = E , com ¢= 6.—86, (2.29)

Considerando os dois extremos das barras, ¢ possivel identificar as

seguintes relagdes:

AMy, Se =S¢ 0 0 Ay,

{AMcil _|=Sc Sc+ Kz K;g O {Aecil
AMb}' B 0 Kg3 Sct+Kes —Sc Aebf
AIVICj} 0 0 _SC Sc AQC}'

(2.30)
onde os termos Kj; correspondem aos termos da matriz de rigidez elastica do
elemento viga-coluna. Os esfor¢os nodais rotacionais e cisalhantes do elemento

podem entdo ser representados pela seguinte expressao:

!AMil 1 0
AM; (=] 0 1 {AMCJ-} (2.31)

\ag,) -1/t -1/L

sendo os deslocamentos nodais dados por:
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A8,
{Aeci}_ 1 1/L 0 1/L {Avi}
Abc;J o 1/L 1 —1/L])AG;

AU]'

(2.32)

Combinando as equagdes (2.28), (2.29), (2.30), (2.31) e (2.32), pode-se, por

fim, obter a relagdo entre os esforgos e deslocamentos nodais, ou seja:

{AF} = [Ke]{Au} (2.33)
onde:
[ = [41] ([8:1 = 5 [S11[8,]0841) [4a]7 (2.34)
com:
-
[ar=| 44
0 7 1 -7
Sej+Kee —Ks
[SZ] - [ ]_K6,366 SCi +3](63,3:|
Sei 0
s1=[%" s,
p = (Sci + K3,3)(Scj + K6,6) - K3,6K6,3 (2-35)

A dimensao da matriz Ke ¢ de ordem 4x4 e corresponde aos graus de
liberdade de rotagdo e deslocamento transversal do elemento. Finalmente, a
matriz de rigidez incluindo a possibilidade de ter duas molas nas extremidades ¢

dada por:

K11 Kip Kis Kix K Ki3 1
K1 Ke;, Keyn Kyi Keye Keys
_|K31 Keip Keys Kzi1 Keyg Kegs (2.36)
K51 Kesp, Kegn Ksy Kege Kespg
[Ke1 Kes, Kes; Kega Kegs Kess |
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Quando houver um elemento com apenas uma conexao semirrigida, pode se
utilizar a mesma formulagdo, em que se consideram valores de S, apropriados a
cada situacdo, ou seja, se um dos extremos for rigido, S, sera igual a uma

constante de grande magnitude e se for uma articulagao, S, = 0.

Outra abordagem ¢ considerar um sistema auxiliar onde as molas aparecem

como graus de liberdade adicionais externos, tal como se mostra na Figura 2.5.

Figura 2.5 — Sistema auxiliar de barra com molas.

A matriz de rigidez do sistema auxiliar ¢ dada por:

AM; S; 0 0](A0;
AF Y =10 K O0]|{Au ou,
AMj 0 O S]- Aej
AF gy = Ky Agyx (2.37)

onde AM; , AM;, S;, S;,A0;, AB; sido os vetores de momento, rigidez a rotagdo,
e a rotacdo das extremidades inicial e final, respectivamente, definidas em (2.28).
AF, K e Au sao o vetor de esforgos nodais, matriz de rigidez tangente e vetor de
descolamentos nodais do elemento sem ligagdes, respectivamente. Considerando

o sistema aumentado dado por:

AF, = K,.Au, (2.38)

onde:
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AF Au
AF, = {AMm-}, Au, = {Aem}, (2.39)
AMy; ABy;

¢ possivel obter uma relacdo cinematica entre o sistema aumentado original e

auxiliar, que relacione esfor¢os e deslocamentos nodais, ou seja:

onde:

(2.41)

O rRrO OO OO O
O RO OO OO O
S OO RO OO O
_ OO0 OO0 OO O
_ OO0 OO0 OO O
OO OO OO0 O

cCocoococoRrRro O
coocoococooco R
coocococor o
cocoocoorRr oo o

A matriz K, pode ser calculada como:

K, =T"K,,T (2.42)

As duas ultimas filas e colunas da matriz K, correspondem aos graus
internos aumentados e identificados com o subscrito b. Assim, (2.37) pode ser

reescrita como:

{AF}:[K%C Kacb]{Au} (2.43)
AM, K K,,,| 46, :

Apc

Através da condensacdo estatica ¢ possivel estabelecer uma relagdo entre

AF i+ e Au considerando as ligacdes semirrigidas, dada pela seguinte expressao:

AF i, = Ke.Au (2.44)
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onde Ke ¢ a matriz de rigidez equivalente do elemento que inclui o efeito da
ligagdo semirrigida. A matriz Ke pode ser obtida por condensacdo. Desta forma,
tem-se:

Ke=K 1K (2.45)

2.1.6.
Matriz de rotagcao e montagem do sistema global estatico

As dedugoes feitas para a obtengdo do equilibrio incremental estatico sdo
realizadas em nivel de elemento finito e considerando o sistema de coordenadas
locais x, y. Para a montagem do sistema global de equilibrio estatico ¢ necessaria
a obtencdo do equilibrio do elemento coordenadas globais, X,Y. Para isto, faz-se
necessaria a transformag¢ao da matriz de rigidez, assim como do vetor de forgas

externas. Define-se entdo a seguinte matriz de rota¢ao no plano, T, (Bathe, 1996):

cos(a) sen(a) O 1
—sen(a) cos(a) O 0343
B 0 0o 1
r= cos(a) sen(a) O (2.46)
03,3 —sen(a) cos(a) O
0 0 1

onde a ¢ o angulo que faz o elemento reto com respeito ao eixo horizontal do
sistema global. A matriz de rigidez do elemento em coordenadas globais, Keg,

sera dada por:
Ke, = TT KeT (2.47)

Analogamente pode ser estabelecida a relacdo entre o vetor de forgas

internas no sistema global, Fig, € no sistema local, a saber:

Fin. = TFi, (2.48)

Finalmente, pode ser estabelecido o equilibrio global do sistema definido

por:
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AFi+ 'Fi— 2% Fe =0
AFi = K. AU (2.49)

onde Fi, Fe U sao vetores de forcas internas, forcas externas de referencia e
deslocamentos nodais do sistema global, e K ¢ a matriz de rigidez tangente do
sistema global. Para a montagem dos vetores e matrizes globais ¢ empregado o

método da rigidez direta (Bathe, 1996).

2.2,
Formulagao para Analise Dinamica no Dominio do Tempo

Nesta se¢do ¢ apresentada a formulacdo para a andlise dindmica ndo linear
do sistema estrutural submetido a uma excitacao de base. Nesta se¢ao, € descrita a

formulacdo para analise no tempo.

2.21.
Energia potencial e equagao de movimento

Considerando nas equagdes de movimento apenas a inércia translacional do
elemento e o amortecimento associado a este movimento (hipdtese compativel
com a teoria de Euler-Bernoulli), a equacdo de equilibrio dindmico para um

instante t pode ser obtida através do principio dos trabalhos virtuais como:

f FOSU(t)dS = f T(t)8e(t)dV + f pi(t)SU(L)dV +
S

4 14

f cu(t)su(t)dv (2.50)
14

onde u(t) é o campo dos deslocamentos dependentes do tempo, p a densidade do
material e ¢ o coeficiente de amortecimento e f(t) é o campo de forgas externas

dependentes do tempo.
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Considerando a teoria de viga-coluna de Euler-Bernoulli, o campo dos
deslocamentos pode ser obtido através da interpolacdo dos deslocamentos nodais

da equagdo (2.19), que ¢é expressa na sua forma matricial como:

u(x,t) = H(x) u(t) (2.51)

onde u(t) ¢ o vetor dos deslocamentos nodais, H(x) ¢ a matriz que contém as

funcdes de interpolacdo definidas em (2.20). Analogamente, os campos de

velocidade e aceleragdo podem ser obtidos como:

u(x,t) =H(x)u(t) e iilx,t) = H(x)u(t) (2.52)

A relagdo cinematica entre deformagdes e deslocamentos ¢ dada por:

e(x,t) = B()u(t) (2.53)

onde B(x) é obtida por diferenciacdo da matriz e combina¢do da matriz H(x),

(Galvao, 2004). Introduzindo (2.51), (2.52) e (2.53) em (2.50), obtém-se,

finalmente, a expressdo matricial de equilibrio dindmico ndo linear do elemento, a

saber:
Mii(6) + C.it(t) + Fypy(£) = Fe(t) (2.54)
onde:
L L
M= JpH(x)TH(x)dx ,C = ] cH(x)TH(x)dx
0 0
L L
Fint :J.B(x)T‘rdx, F.(t) = fH(x)Tf(x, t)dx (2.55)
0 0

O vetor de forgas internas F;,; em um instante de analise t + At, pode ser

obtido como:
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O F it = Fing + AF iy (2.56)

O vetor incremental de for¢a AF;,, pode ser obtido através da equacao
(2.25) e dependera do tipo de formulacdo que estiver sendo empregada. Da
mesma forma, ¢ possivel adotar F.(t) como o produto do vetor de forgas de

referéncia F,. e uma de intensidade no tempo f(t):

F.(t) =F.f(1) (2.57)

O vetor F, ¢ obtido através da integral (2.55). Considerando a funcdo de

carregamento externo f(x,t) = fe(x)f(t), tem-se:
F, = [ HO) fe(x)dx (2.58)

onde fe(x) é a fung¢do que descreve as cargas ao longo do elemento. O vetor de

referencia, F,., ¢ também conhecido como carregamento nodal equivalente.

2.2.2.
Matriz de massa considerando ligagoes semirrigidas

Como destacado em Galvao (2004) e Silva (2009), para manter a
consisténcia na analise, no caso de presenca de ligacdes semirrigidas, ¢ necessario
definir a forga de inércia com base no campo de deslocamentos que incluem o
efeito da ligacdao semirrigida. Chan e Chui (2000) propdem a definicdo de uma
funcdo de interpolagdo do deslocamento transversal baseada em um campo de

deslocamento consistente definido por um polindmio ctbico:

3

Av(x) = Z Ax (2.59)
i=0

onde os coeficientes sdo determinados a partir das condi¢des de contorno:

dAv dAv
Av(0) = Av; Av(L) = Av; W(O) = Aebi,W(L) = ABy; (2.60)
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Pode-se entdo expressar (2.59) na forma matricial de acordo com:
ABy; Av;
MG = (H2HL —H2H L) [l | +1G = 2H0Hy G =2mH] [ (261)

onde H; e H, sdo as fungodes definidas em (2.20). Levando em conta as equagoes

(2.30), (2.31) € (2.32), chega-se a:

[Av%]

Av]
)
ABy;

Av(x) = H*

com:

1 1/L 0 -1/L
0 1/L 1 -1/L

[0 (3—2H)H, 0 (3—2H,))H,] (2.62)

H* = [H,?H,L —H,*H,L]S;”".5,. +

Por fim, pode ser definida a matriz H modificada da seguinte maneira:
H = [H1 H*l H*z H4, H*l H*4] (2.63)

2.2.3.
Matriz de amortecimento e sistema global de equilibrio

A determinagdo da matriz de amortecimento expressa na equacao (2.55) é,
na pratica, extremamente complicada. Para contornar este problema ¢ usual
definir uma matriz de amortecimento proporcional a matriz de massa ou a matriz
de rigidez ou a uma combinag@o linear de ambas, como indicado na seguinte

expressao:
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Um procedimento wusual para a obtencdo dos coeficientes de
proporcionalidade y; e u, ¢ seguindo o método de Rayleigh (Clough e Penzien,

1993), calculando estes coeficientes como:

2(4)1(1)2 2

= , = 2.65
251 Ew1+w2 Uz Ewsz ( )

onde w; e w, sdo frequéncias naturais de vibracdo distintas, e § ¢ uma taxa de
amortecimento definido pelo usuario, muitas vezes baseada em resultados
experimentais.

Para a obtencdo do sistema global de equilibrio dindmico ¢ necessario que
todas as matrizes e vetores sejam transformados para este sistema. Para isto, as
matrizes de cada elemento devem ser transformadas através da matriz de rotagao
T. Obtendo as matrizes e vetores de for¢a no sistema global, o sistema final pode
ser montado somando a incidéncia nodal de todos os elementos, que resulta

finalmente em:

MU(t) + CU(t) + Fi(t) = Frf(t) (2.66)

2.2.4.
Equacao de movimento para excitagao de base

A excitagdo sismica geralmente ¢ representada por um deslocamento de
base dependente do tempo, u,(t). Esta excitagdo geralmente tende a deslocar
uniformemente todos os graus de liberdade do apoio, deslocando assim toda a
estrutura, o que gera forgas de inercia que produzem por sua vez deslocamentos

relativos a base, tal como mostrado na Figura 2.6.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1012320/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1012320/CA

62

Ug(?)

Figura 2.6 — Sistema Estrutural submetido a deslocamento de base.

Sob a hipdtese de que a base se desloca uniformemente, como mostrado na
Figura 2.6, ¢ possivel reescrever o sistema global de equagdes de movimento em

funcgdo dos deslocamentos relativos a base como:
MU(t) + C U(t) + Fi(t) = —MFil, (¢) (2.67)

onde U representa o vetor de deslocamentos nodais relativos a base e T é o vetor
que define o deslocamento de corpo rigido de cada grau de liberdade relativo ao
deslocamento que sofre a base (Clough e Penzien, 1993 e Chopra, 1995), e ii,(t)

¢ a aceleragao de base.

2.3.
Solugao no dominio do Tempo

Nesta secdo sdo abordados os métodos de solugdo linear e nao linear para o
problema de vibragdo livre e forgada do sistema (2.66). Sdo destacados os
algoritmos mais usados na literatura para obtengdo das frequéncias e modos de

vibracdo, assim como para a integragdo direta do sistema de equagoes.

2.3.1.
Frequéncias naturais e modos de vibragao
Considerando que a estrutura vibra livremente, ou seja, com i, (t) = 0, e

desprezando o efeito do amortecimento, o sistema descrito em (2.67) pode ser

rescrito como:
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MU(t) +KU(t) =0 (2.68)

onde K ¢ matriz de rigidez. Supondo que a soluc¢do de deslocamentos é dada pela

solug@o harmonica:

U(t) = Ae™tp (2.69)

onde ¢ ¢ o vetor modal de vibragdo, A ¢ amplitude e w ¢ a frequéncia de

vibragdo da solugdo, e substituindo (2.69) em (2.68), obtém-se:

(K — w?M)Ae®tp =0 (2.70)

Para que equagdo anterior tenha uma solug@o ndo trivial, é necessario que:

IK — 02M| = 0 (2.71)

A equagdo (2.71) ¢ conhecida na algebra linear como um problema de
autovalor generalizado, sendo o autovalor w? o quadrado das frequéncias de
vibragdo e os autovetores ¢ os modos de vibragdo correspondentes a tal
frequéncia. Para resolver o problema de autovalor, ha diversos algoritmos que
podem ser usados como ferramenta de calculo para obter w ¢ ¢. Dentre estes
métodos, pode ser destacado o método de Jacobi usado por Galvdo (2004) e
Silva (2009), e que ¢ descrito detalhadamente por Brebbia e Ferramte (1986).

Para o caso de uma estrutura com comportamento ndo linear na presenca de
carregamento estatico (estrutura pré-carregada), o calculo das frequéncias e
modos de vibragdo ndo pode ser efetuado diretamente, (Galvao, 2004; Silva,
2009), ja que a matriz de rigidez K depende dos esforcos internos. Para isto, ¢
necessario fazer uma andlise estdtica ndo linear para obter a configuracio
deformada da estrutura correspondente ao carregamento existente e assim
conhecer os esforgos internos para o calculo de K e, posteriormente, utilizar o

método de Jacobi para o calculo das frequéncias e modos de vibragdo.
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2.3.2.
Analise transiente e integragao direta no dominio do tempo

A resposta na fase transiente da vibragdo ¢ muito importante no estudo de
varios problemas de vibracdo forcada. Esta importancia ¢ ressaltada no caso de
excitacdo sismica, onde as maiores amplitudes de vibracdo ocorrem usualmente
nesta fase do movimento. Para isto sdo necessarias técnicas de integracdo
numérica do sistema de equagdes de movimento, que calculam a resposta no
tempo de forma incremental partindo de certo conjunto de condigdes iniciais.

Na literatura podem ser encontrados diversos métodos de integracao passo
a passo que tém sido desenvolvidos para a analise linear ¢ ndo linear. Estes
métodos podem ser divididos em dois grupos: explicitos e implicitos. Os métodos
explicitos consistem basicamente no calculo da resposta do sistema para o tempo

t + At em fungdo da resposta do no instante de tempo t, ou seja:

U(t + At) = £(U(D),U(1), U(1)) (2.72)

Por outro lado, os métodos chamados implicitos utilizam também

informacdes da resposta do sistema no proprio instante de analise, isto €:

U(t + At) = F(U(t + At), U(t + At), U(t + At), U(t), U(t), U(t)) (2.73)

Geralmente os métodos implicitos levam a processos de calculo mais
demorados, particularmente no caso de andlises ndo lineares, porém tém a
vantagem de serem mais estaveis que os métodos explicitos. A estabilidade do
método ¢ exigida principalmente na analise de sistemas fortemente ndo lineares.
Um aspecto que influi de maneira importante na estabilidade do método de
integracdo ¢ a correta escolha do incremento de tempo At. Bathe (1996) sugere

que o valor de At seja limitado por:

At < , (2.74)
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onde w4, ¢ @ maxima frequéncia do sistema. Cabe salientar que em muitos casos
a importancia de certas frequéncias diminui no decorrer da analise. Portanto, usar
um At muito pequeno em toda a andlise pode levar a um esfor¢o de
computacional desnecessdrio. Para isto, resulta conveniente uma técnica que

permita uma adaptacdo do tamanho de At.

2.3.3.
Métodos de integragao para analise linear

A seguir sdo apresentados alguns dos métodos implicitos e explicitos de

integracdo direta para a analise transiente linear.

2.3.3.1.
Método implicito de Newmark

O método de integragdo de Newmark é um dos mais utilizados em
problemas de dindmica estrutural. A simplicidade da implementacdo e a
estabilidade fazem deste método um dos mais populares na andlise transiente. O
método ¢ baseado na expansdo dos campos de deslocamentos e velocidade em

séries de Taylor de acordo com:

AR A
U= U A T — T T

. . . At
t+AtU — tU + At tU + 7 tU + .- (2.75)

Desprezando os termos de quarta ordem e superiores, assume-se que a
aceleragdo varia linearmente. Newmark generalizou esta aproximagao na seguinte

forma:

. A%
Aty = Y 4+ AL U+ — 'O+ pAtd U

A =t AL U +y U (2.76)

Através da correta combinagdo de (2.76), chega-se as as formulas de

Newmark:
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t+AtU — tU + (1 _ }/)At tl"l + ]/t+AtU

. 1 .. ..
Aty =ty + AL U+ (E — 3) 0+ pAL2. T (2.77)
Substituindo (2.77 em 2.66), obtém-se:

tHAty — R-1 tF
|4

K=K+ M+—C
BAt? BAt
B _ _wmpttats ¥ o r ) tr (L_ ) t")
F Mr u9+c(ﬁAt U+<,8At 1) "U+ At 25 1) "U)+
Y 1 .. (1 )t>
-M U U+At|—=-1) U 2.78
(ﬁAtZ +BAt * 2B (2.78)

Os coeficientes y e [ determinam a eficiéncia e estabilidade do algoritmo e
dependem do tipo de aproximacao para a varia¢ao da aceleragdo. Para o caso da
aceleracdo linear, y = 1/2 e f = 1/6. Subbaraj e Dokainish (1989) mostram que
o método de Newmark ¢ incondicionalmente estavel para: y >1/2 ¢ f =
(2y + 1)2/16. Na literatura ¢ usual se trabalhar com y =1/2 ¢ B =1/4
(Newmark, 1959).

Um problema frequente nos algoritmos da familia de Newmark é a exatiddo
dos resultados, principalmente em problemas fortemente nao lineares, ja que, além
do erro da propria aproximagdo, em alguns casos ha evidéncia de erros
acumulados ao integrar-se as equacdes de movimento ao longo de uma grande
quantidade de ciclos em virtude do amortecimento numérico do algoritmo. Para
verificar a exatiddo dos resultados ¢ conveniente comparar os resultados do
método de Newmark como métodos que ndo possuam estes problemas de erro.

Dentre eles pode-se destacar os métodos da familia Runge-Kutta.

2.3.3.2.
Métodos explicitos de Runge-Kutta

Conhecidos pela sua exatidao e simplicidade de implementacdo, os métodos

de integragdo de Runge-Kutta sdo empregados em grande numero de problemas
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de integracdo de equagdes diferenciais lineares e ndo lineares uma vez que o
processo de integracdo ¢ igual para ambos os casos desde que sejam conhecidas
com precisdo as expressdes de ndo linearidade. Os métodos de Runge-Kutta tém
como base o método de Euler (Figura 2.6), onde o valor de uma fun¢do no
instante t + At ¢é calculado como a soma do valor da funcdo no instante t,
multiplicado pelo valor da tangente avaliada em algum ponto do intervalo entre ¢

e t + At (Butcher, 2003).

x(t; + At) = x(t) + At.x(t; + BAL)
x(t:)

t: t+BAt  t;+ At

Figura 2.7 — Esquema de integracio do método de Euler.

Os métodos de Runge-Kutta seguem a ideia do método de Euler,
empregando um ou mais pontos para interpolar o valor da tangente equivalente
usada no método de Euler.

Para entender a mecéanica dos métodos Runge-Kutta, considere-se uma

equacdo diferencial de primeira ordem do tipo:

1= F(u,1) (2.79)

tendo como condigao inicial:

u@)y=u" (2.80)

A resposta do sistema para um incremento de tempo At pode ser expresso

Ccomo:
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od
u" =u" + Athikl.

P (2.81)
ki =gW",a;,¢;)

onde od ¢ o nimero de etapas de calculo, a;;, b; e c;, sdo coeficientes que
dependem da ordem da aproximacdo e da regra de quadratura usada. Butcher
(2003) organizou estes coeficientes em tabelas conhecidas como Arranjos de

Butcher.

Tabela 2-1. Estrutura do Arranjo de coeficientes de Butcher

b; aj ajps... ajod

b, a; as .. az,od

bod Aod 1 dod?2 --- Aod od
Cy Co.... Cod

Neste contexto, o método de Runge-Kutta pode ser entendido como uma
generalizacdo do método de Euler, ja que a resposta do sistema no passo seguinte
¢ avaliada através da soma da resposta no passo anterior mais o produto do
incremento do tempo com uma inclinacdo ou tangente aproximada. Assim, o
método de Euler pode ser considerado como um método de Runge-Kutta de
primeira ordem que usa um ponto para o calculo da tangente aproximada.
Conforme a ordem do método aumenta, sdo usados mais pontos no calculo da
tangente e o calculo da resposta torna-se mais preciso.

As constantes k; presentes em (2.81) podem ser obtidas por:

i—1
k = F(u™ + Atz @i ki, ty+cAt), i =1..0d (2.82)
=1

Na presente proposta sdo empregados trés tipos de interpolagdes explicitas.

A primeira interpolacdo, e mais conhecida, é a correspondente ao método de
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Runge-Kutta classico de quarta ordem e quatro etapas cuja tabela de calculo ¢
apresentada na Tabela 2-2. No presente trabalho o método classico de Runge-

Kutta de quarta ordem sera denominado pela sigla RK4.

Tabela 2-2. Arranjo de Butcher do método classico de RK4 (Butcher,2003)

0

1 1

2 2

1

1 0 1

2 2

1 0 0 1
1 1 1 1
6 3 3 3

Também ¢ empregada uma aproximacdo explicita de sexta ordem e sete
etapas obtida por Nistrdm que sera identificada com a sigla RK6, a qual ¢

mostrada na Tabela 2-3.
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0
1 1
3 3
2 2
z 0 z
3 3
1 1 1
3 12 3 12
5 25 55 35 15
6 48 24 48 8
1 11 1 1 1
5 20 24 ~3 5 10
) 261 % 43 118 % %
260 156 39
13 0 11 11 x & 13
200 20 20 25 25 200

Existem algoritmos da familia Runge-Kutta que consideram a adaptagdo do

passo de tempo At, dentre eles, um dos mais populares € o proposto por Fehlberg

(1969). O método de Fehlberg de quarta ordem, ou também identificado pela sigla

RKF45, utiliza uma tabela Unica de seis etapas para o calculo de duas

aproximacdes. Para isto, sdo definidos dois vetores de constantes c;, sendo uma

para calculo de uma aproximacao de quarta ordem e outra para uma aproximagao

de quinta ordem, a qual é usada como referéncia para a estimativa do erro local

(Tabela 2-4).
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Tabela 2-4. Arranjo de coeficientes para o método de RKF45 (Butcher,2003)

0
1 1
2 3
3 3
8 32 32
12 1932 7200 7296
13 2197 2197 2197
. 439 o 3680 845
216 3513 4104
1 8 , 3544 1859 11
2 27 2565 4104 40
25 . 1408 2197 1 .
Cide 4“ordem > 216 2568 4104 75
C;de 5¢ordem > i 0 6656 28561 _i i
135 12825 56430 50 55

Assumindo a diferenca das duas aproximagdes como o erro local, tem-se

que:

1k 128k 2197k+1 zk )83
360 1 427532 75240 * ' 50 6 (2:83)

E = too

ks

Se o erro local ndo satisfizer a medida de tolerancia desejada, um novo

incremento de tempo pode ser adotado como:

AtF = s At

1/4

tol (2.84)

S = k

k
2yj+l - Zj+l

onde o/ é a medida de tolerancia desejada, y € a aproximagdo de quarta ordem, e z
¢ a aproximagdo de quinta ordem. No método de RKF-45 ¢é necessaria a

determinagdo de limites maximos e minimos para At.
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Para analisar o sistema cuja excitagdo ¢ dada por uma série discreta de
dados, como ¢ no caso de acelerogramas reais, ¢ necessario adaptar o método de
Runge-Kutta, ja que ele precisa do valor da excitagdo em tempos que estdo
registrados de forma explicita nos acelerogramas. Uma forma de resolver esse
problema ¢ através da interpolacdo de dados, i.e., interpolar o valor da excitacdo
no tempo desejado a partir de valores da excitagdo em tempos adjacentes ja
conhecidos. Na presente tese ¢ adotada a interpolacdo linear nos exemplos em que
¢ analisado o sistema submetido a um sismo determinado por um acelerograma
discreto (sismo conhecido). Uma vantagem deste método sobre o convencional
RK4 esta na quantidade de etapas para estimar o erro local. Enquanto o método de
RK4 precisa de oito etapas, RKF45 usa apenas seis. Uma comparagao interessante

destes dois métodos ¢ feita por Mathews e Fink (2004).

2.3.3.3.
Integragao do sistema dinamico linear pelos métodos Runge-Kutta
explicitos

No item 2.3.3.2 foi mostrada a integragdao de Runge-Kutta para uma equacgao
diferencial ordinaria, EDO, de primeira ordem. Os sistemas dinamicos lineares
sdo compostos por EDOs de segunda ordem. Portanto, para o emprego dos
métodos RK, ¢ necessaria a transformacao do sistema de segunda ordem em outro
sistema de primeira ordem. Neste caso, o sistema definido em (2.71) pode ser

reescrito como:

U=z
Z = —Tii,(t) —~-M™1(C.Z+KU) (2.85)

Organizando matricialmente, obtém-se:
7) _[-M~1C —M-ll(] Z { 0 }
G=1"C 7% 8 ) o
U*(¢) = AU*(t) + rriiy (t) (2.86)

O sistema (2.86) tem a forma descrita em (2.79) e pode ser resolvido

diretamente por qualquer um dos métodos apresentados. A resposta obtida em
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U*(t + At) contém os deslocamentos e velocidades do sistema. As acelerag¢des do

sistema podem ser obtidas através do equilibrio da expressao (2.71).

2.3.3.4.
Método implicito de Runge-Kutta-Gauss

Observando a formulagdo dos métodos Runge-Kutta explicitos. Pode ser
notado que estes métodos sdo de facil implementagdo. Porém, o problema dos
métodos explicitos estd na sua estabilidade diante de problemas denominados Stiff’
ou rigidos, caracterizados por serem problemas em que a resposta possui
frequéncias muito afastadas entre si. Isto significa que na resposta do sistema ha
participagdo de frequéncias muito baixas e muito elevadas ao mesmo tempo,
obrigando a utilizar valores de passo de tempo muito pequenos. Estes problemas
sdo mais evidentes em sistemas com forte ndo linearidade. Diante desta situacao,
torna-se favoravel o uso de algoritmos implicitos, os quais tém regides de
estabilidade maiores que os métodos explicitos. No entanto, estes métodos
precisam de um numero consideravelmente maior de operagdes. No presente
trabalho ¢ utilizado como método de integracdo implicita 0 método de duas etapas
¢ de quarta ordem que emprega a quadratura de Gauss, denominado no presente
trabalho com a sigla RKG4, conhecido também como o método de Gauss-

Legendre (Butcher, 2003).

Tabela 2-5. Arranjo de Butcher para o método de RKG4

1 3 1 1 3
2 6 4 1" 6
1 3 1 3 1
21% it 4
1 1
2 2

Nos Métodos de Runge-Kutta explicitos, o calculo das constantes k;, dadas

na expressao (2.81), ndo ¢ mais sequencial. Porém, em sistemas dindmicos
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lineares, como o mostrado em (2.86), ¢ possivel obter uma expressao direta. Por

exemplo, para um método implicito de duas etapas, tem-se:

kl = F(un + a11k1 + alzkz, t n + ClAt)
kz = F(un + a21k1 + azzkz, t n + CzAt) (287)

Susbtituindo em (2.86), e combinando em (2.82), tem-se:

kl = A(U*(t) + a11k1 + a12k2) + l‘*ﬁg(t + ClAt)
kz = A(U*(t) + a12k1 + alzkz) + r*ﬁg (t + CzAt) (2.88)

Organizando matricialmente, obtém-se:

I-a,A —a,A ]{kl} B {Ku*(t) +rrig (¢ + clAt)} (289

_a21;€ I - azzg kZ B AU*(t) + r*ug(t + CzAt)

onde I ¢ a matriz identidade. Como pode ser observado na expressdo anteior, o
calculo de k; envolve a resolu¢do de um sistema de ordem 4 vezes maior que o

sistema original.

2.3.4.
Integracgao direta para analise nao linear

Nos itens anteriores foram desenvolvidos algoritmos para a integragao direta
do sistema (2.66) para o caso linear. No presente topico ¢ apresentada a adaptagao

de dois destes algoritmos para a resoluciao do problema nao linear.

2.3.41.
Método Implicito de Newmark para analise nao linear

Ao contrario do processo descrito em 2.3.3.1, onde o vetor de forgas
internas era dado diretamente pela multiplicagdo da matriz de rigidez linear e o
vetor de deslocamentos, a solucdo direta ndo € possivel no caso ndo linear, ja que
o vetor de forgas internas depende do campo de deslocamentos. Por tal motivo, ¢

necessaria uma técnica iterativa para o calculo da resposta no instante ¢ + At. No
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presente trabalho ¢ adotada a técnica descrita em Villaverde (2008), usada
também por Galvao (2004) e Silva (2009), que combina o algoritmo de integracao
no tempo de Newmark com o esquema iterativo de solu¢do de equagdes ndo

lineares de Newton-Raphson, descrito de forma resumida na Tabela 9-9.

Tabela 2-6. Algoritmo de Newmark para o problema nio linear

1) Inicializar Dados de entrada para o instante t: *U, U, ®0

2) Estabelecer os parametros iniciais de anlise: Fixar 4¢ montar M, C,'Fi e K

3) Determinar o incremento excitagcdo sismica :

4) Montar as matrizes de rigidez efetiva e de carregamento efetivo: K, F — eq(2.78)
5) Calcular os deslocamentos incrementais : AU® = K~1F

6) Processo Iterativo para k=1,2,...:

i. Calcular ™t = U + AUXL, t0, ' - (2.77).

ii. Calcular o vetor de forgas internas: *F2'Fi = 'Fi + K. AUK™!

iii. Calcular o vetor de forgas residuais: R - (2.66)

iv. Calcular a correcio dos deslocamentos incrementais: U =: K~!R

v. Atualizar os deslocamentos incrementais: AUX =: AUX=* + §U

vi. Verifique a convergéncia:

|AU|

|fu+au|
Sim: ir ao passo 7.
Nio: Atualizar todos os parametros de rigidez K, M e retornar a “i”.

< fator de convergencia ? - (sim , nao)

ot AU - (2.77). "2%Fi = Fi + KAUK,

K, M, C e todos os parametros susceptiveis a variagdo em fungao dos
deslocamentos.

8) Atualizar o tempo de andlise para o seguinte passo de integracao: t =t + At
ir para o passo 1) e iniciar um novo incremento.

2.34.2.
Método de Runge-Kutta para analise nao linear

Ao contrario do método de Newmark, onde é formado um vetor de forgas
efetivas e uma matriz de rigidez efetiva, possibilitando desta forma o uso de um
esquema iterativo de tipo Newton-Rhapson, os métodos de Runge-Kutta precisam
de uma adaptagdo distinta para solucdo iterativa de sistemas ndo lineares. Vale
lembrar que o método de Runge-Kutta ndo precisa de adaptacao quando a fonte de

ndo linearidade ¢ dada por alguma expressdao expedita. Porém, ndo € este o caso
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na grande maioria dos problemas de analise estrutural ndo linear, onde as fontes
de nao linearidade ndo sdo conhecidas de forma expedita, principalmente quando
ha ndo linearidade do material. Por tal motivo, na presente proposta apresenta-se
um esquema iterativo de aproximagdo secante, ao qual o método de Runge-Kutta

pode ser facilmente adaptado (Figura 2.8).

51,[1 ou

t t+At
u u

Figura 2.8 — Aproximacio iterativa secante.

No presente trabalho ¢ proposto um esquema de aproximacdo de Runge-
Kutta iterativa para analise ndo linear seguindo a mecanica da aproximacgao
secante. Na Tabela 2-7 ¢ mostrado o esquema iterativo proposto para solugdo de
sistemas dinamicos ndo lineares empregando o método de Runge-Kutta. Na
presente tese, sera usado o apenas o método implicito RKG4 para a integragdo de
sistemas dinamicos ndo lineares, devido a que este método apresenta maior
estabilidade, condi¢do necessaria para a avaliagdo dindmica de sistemas com ndo

linearidade acentuada.
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1) Inicializar Dados de entrada para o instante t:*U, ‘U, *0

2) Estabelecer os parametros iniciais de analise: ~ Fixar At, montar M, C,'Fi ¢ K
3) Determinar o incremento excitagao sismica :

4) Obter a resposta incremental pelo método de Runge-Kutta: AU?, AU

5) Calcular as aceleragdes incrementais : AU® — (2.77)

6) Processo Iterativo parak=1,2,... :

i. Calcular ™At = U + AUK?, THAY0 = 1 4 AUKT?, HHAY = 1 + ATK?

ii. Calcular o Vetor de Forga interna: *2'Fi = 'Fi + K. AUX"!

iii. Calcular o Vetor de Forgas residuais: R — (2.67)

iv. Calcular a corre¢do incremental através de Runge-Kutta, para um incremento
de excitagdo externa R a través de (2.81), (2.86), (2.89) .

v. Atualizar: AU* = AUX™! + 8U, AU* = AUX"? + 80, AU = AUR? + 80

vi. Verificar a convergéncia:

|8U]

|tu+av|
Sim: ir a proxima ao passo 7).
Nao: Atualizar todos os pardmetros de rigidez K, M e retornar a “i”

< fator de convergencia ? = (sim, nio)

7) Atualizar ®AtU = WU + AUK, 200 = ' + AUK, ©Aty = 0 + AU

AR} = 'Fj + KAUX, K, M, C ¢ todos os pardmetros susceptiveis a variagio

em fun¢do dos deslocamentos.

8) Atualizar o tempo de analise para o seguinte passo de integracdo: t = t + At

ir para o passo 1) e iniciar um novo incremento.

Aspectos da Solucao Estatica Nao Linear

Na secdo anterior foi formulado o problema dindmico nao linear e a sua

solugdo no espago pelo método dos elementos finitos e no tempo através dos

métodos de integragdo direta do sistema de equacdes de movimento. Embora o

foco do presente estudo esteja orientado a analises dinamicas, em alguns casos,

sd0 necessarias analises estaticas ndo lineares como parametros de referéncia para

alguns problemas dindmicos. Por este motivo, faz-se necessario descrever a

metodologia de resolucdo de sistemas estaticos nao lineares. Na presente secio

sdo descritos de forma sucinta alguns dos métodos de solucdo de sistemas

estaticos ndo lineares empregados na presente tese. Os detalhes da formulagéo
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destes métodos podem ser encontrados em Silveira (1995), Galvao (2004), Silva

(2009) e Crisfield (1991).

24A1.
Método iterativo de Newton-Raphson

O método de Newton-Raphson ¢ amplamente usado tanto na andlise ndo
linear estatica quanto na analise dindmica de estruturas. A mecanica deste método

esta baseada em uma aproximacao tangente, como visto na Figura 2.9.

¢ +4t u
Figura 2.9 — Aproximacao tangente no método de Newton-Raphson.

Para um problema com incrementos de carga especificados, a equacdo

(2.23) pode ser rescrita como:

(K, + K,)AU — AAF, = 0
KAU + AAF, =0 ou AFi— AAF, =0 (2.90)

Como K ¢ funcdo dos deslocamentos, admite-se como uma primeira
aproximacado o valor de K no instante t, ou seja, a rigidez tangente no instante t.
Calcula-se em seguida o incremento de deslocamentos AU e, com este resultado,
sd0 atualizadas a matriz de rigidez e vetor de for¢as internas. A correg¢do para cada

iteracdo ¢ dada por:

85U = (‘K1) Rk!
AU¥ = AU*=! + 68U (2.91)
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onde R ¢ o vetor de forgas desbalanceadas calculado a partir da expressao (2.23).
Este método ¢ a base para o desenvolvimento de outros métodos de analise

nao linear. As iteragdes sdo feitas até atingir uma precisdo desejada.

2.4.2,
Método do controle de arco

Como ¢ sabido na andlise ndo linear, 0 método de Newton-Raphson falha
quando a resposta do sistema apresenta um ponto limite de carga (snap-through)
ou um ponto limite nos deslocamentos (snap-back). Para contornar estes
problemas existe uma diversidade de métodos chamados de métodos de
continuagdo, dentre eles, o método de controle de arco destaca-se por ser um
método simples e com bom desempenho nos problemas ndo lineares geométricos.
O método consiste em adicionar ao sistema descrito em (2.90) uma equagdo de
restricao, baseada na expressdo do comprimento de um segmento de curva ou arco

de curva, resultando no seguinte sistema aumentado:

KAU — AAF, = 0
AUTAU + @ANF,TF, = Al? (2.92)

onde ¢ ¢ um parametro de escala que define o tipo de método de controle de arco,
e Al é o parametro de incremento de arco. Este método pode ser combinado com o
esquema de solugio de Newton-Raphson. O incremento de carga AA® e de

deslocamento AU° sdo dados por (Crisfield, 1997):

Al?
A\ =+

( *K-'F,)"( *K~'F,) + ¢F,"F,

AU® = AR, ( 'K~F,)" (2.93)

A correcdo de carga e deslocamentos dentro do processo interativo de

Newton-Raphson, incluindo a restri¢do de arco, ¢ dada por:
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th-1

K —F, ] sU {R"‘l}
_ _ =1 k-1 (2.94)
20UK1 290AN1E,TF, {57\} 9

onde g¥~1 ¢ o residuo resultante da equagdo de restrigdo adicional. Para ¢ =1, a
restricdo ¢ chamada de controle de arco esférico, enquanto ¢ = 0 define o método
de arco cilindrico. Na literatura podem ser encontrados outros métodos da familia
dos métodos de controle de arco, tal como as aproximacdes linearizadas de Risk
(1979) e Ram (1982). Embora o método de controle de arco seja eficiente em
grande niimero de problemas ndo lineares, este ndo ¢ uma “panaceia” (Felippa,
2014), ja que existem certas condi¢des geométricas nas quais o algoritmo do
controle de arco falha. Alguns exemplos, onde acontecem essas falhas, sdo
mostrados por Carrera (2004). Além disto, Paullo e Roehl (2011,2013) mostram
que o método de controle de arco apresenta problemas na analise de estruturas

com materiais com comportamento nao linear.

Na Figura 2.10 ¢ mostrado o esquema iterativo do algoritmo de
aproximacao pelo método de controle de arco esférico para um sistema de um

grau de liberdade

t t+At

Figura 2.10 — Aproximacao por arco esférico.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1012320/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1012320/CA

81

2.5.
Consideragao de Base Flexivel

Na presente se¢do sdo descritas, de forma resumida, as formulagdes basicas
usadas na inclus@o de uma base flexivel modelada por meio de modelos discretos

e continuos.

2.51.
Formulagao dinamica do modelo continuo com subestruturagao

Suponha o sistema base-estrutura mostrada na Figura 2.11.

Superestrutura

Structure . .
«» Porg¢do do sistema de base que

interage com a estrutura

Por¢do do sistema de base que
ndo interage com a estrutura

General structure-soil interface

Far-field soil, “g”
Unbounded medium,

Figura 2.11 — Sistema base-estrutura (Halabian,2002).

A equagdo matricial de movimento do sistema conjunto ¢ dada por:
Mpp Mbi] U, [Cor Cui][Ub) , [Kep Kni {Ub} { 0 }
.+ + 2.95
Mo M6V lew callu )t K Kolog =R  *%%

onde o indice b identifica os graus de liberdade do sistema base-estrutura menos
os graus de liberdade correspondentes a interface entre a por¢do de sistema de
base proximo e o sistema de base afastado, o qual ¢ idealizado como um
semiplano infinito. Os graus de liberdade da interfase sdo identificados através do
subscrito 7, R(t); é o vetor de regdes na interfase (base-afastada) — (por¢do de
sistema de base que interage), o qual pode ser calculado como:

M M
R(t); = — [ bb bi

M M”] (1}, (2.96)
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onde U9; é a aceleragdo na interfase, que pode ser calculada através da
propagacao de ondas do campo livre.

Identificando os graus de liberdade exclusivos da estrutura com o subscrito
s, os do sistema de base que interage com o subscrito r os graus de liberdade da
interfase base-estrutura com o subscrito f e a interface sistema (base-proxima)—
(Base-afastada), ja identificada com o subscrito i, o sistema descrito em (2.95)
pode ser reescrito como:

_Mss Msf 0
My Mgr My,
0 Mrf M, M;
L0 0 M, MiiJ

Css  Cyf 0 0] l.JS [Kss Ksf 0 07(Us 0

Crs Cp G OJJUFL  [Kps Kpp Ker O 1)U( ) 0 (2.97)
0 Cy Cp C"J U, 0 Ky K, Ki||U; 0 :
Lo 0 Gy Cyl(y,) 0 0 Ky Kyul\U; R(®);

As componentes correspondentes a estrutura podem ser adotadas com base
nas formula¢des descritas nos itens anteriores. No entanto, as componentes do
sistema de base e interfaces devem ser avaliadas segundo as caracteristicas
proprias de cada elemento. Um exemplo ilustrativo de como avaliar estas

componentes pode ser encontrado em Halabian (2002).

2.5.2.
Formulagao dindmica com modelos discretos

Seja o sistema estrutural com base flexivel representado por um sistema
discreto que tem apenas a possibilidade de deslocamento na direcdo horizontal

quando submetido a deslocamento de base, tal como mostrado na Figura 2.12.
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1 tat)
 E———

tgft)

Figura 2.12 — Sistema unidimensional discreto solo-estrutura. (Wolf, 1985).

A flexibilidade da base estd representada pelo sistema discreto mola-
amortecedor com valores de constantes de rigidez k;, ¢ amortecimento Cy. No caso
convencional de base fixa, ou seja, quando o valor de kj, tende para infinito, o
deslocamento u;(t) € nulo, e o sistema pode ser reduzido a um grau de liberdade

descrito pela equagdo de movimento:
mz. ﬁz (t) + Csl:lz (t) + ksuZ (t) == _mzﬁg (t) (298)
Esta reducdo ¢ obtida impondo a condi¢do de contorno u;(t) = 0. Porém,

quando uy(t) ¢é diferente de zero, o sistema completo deve ser considerado. Tem-se

entao:

my 0 l"'12 Cs —Cs uz ks —ks] uzy _ mqy ..

[ 0 mz] '{u1} + [_Cs Cs ]{fll} + [—ks Kk {ul} - {mz}uy (2.99)
Para o sistema descrito na equacdo anterior ndo ser singular, as constantes de

mola e amortecimento devem ser adicionadas aos correspondentes graus de

liberdade, obtendo-se:

m1 0 ﬁz Cs _CS uz kS _kS u2 _ m1 .
K B R cs+ch]{u1}+[—ks ks+kh]{u1}“{mz}“g (2.100)

Generalizando para um sistema com varios graus de liberdade, a inclusdo da

flexibilidade da base pode ser entendida como a adicdo de uma matriz diagonal de


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1012320/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1012320/CA

84

rigidez e amortecimento nos graus de liberdade correspondentes a base. Entdo, o

sistema descrito em (2.67) pode ser modificado para:
MU(t) + (C + C,) U() + (K + Ky)T(t) = —Mrii, (t) (2.101)

onde as matrizes Cg e K s@o diagonais e com termos nulos nos graus exclusivos a

estrutura.

2.5.3.
Elemento de Base Elasto-plastica

Na presente tese, ¢ considerado que a base flexivel tem comportamento
elasto-plastico. A base ¢ modelada por sistemas de molas unidimensionais com
comportamento elastico ou elasto-plastico bi linear com endurecimento isotropico
(Souza Neto et al, 2008). A rigidez da mola (seja translacional ou rotacional) no
regime elasto-plastico € considerada como proporcional a rigidez da mesma no
regime elastico, tal como mostrado na Figura 2.13, onde & e &, sdo as constantes
elasticas das molas translacional-horizontal e rotacional respectivamente, assim
como Fp e Mp sdo os valores das forcas e momentos de escoamento, para

translagdo e rotagdo respectivamente.

F A

(Regime elasto-plastico)

FpMp [r---=-=------~

Regime elastico

d
Regime eldstico (descarga)
(carga) /
: kh’ kr /// i k;,: kk
/. ,
1
> (A
(A, 6.) | (A.0)

Figura 2.13 — Relacdo de forca vs. Deslocamento de mola translacional ou
rotacional unidimensional com comportamento elasto-plastico bi-linear.
(Wolf, 1985).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1012320/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1012320/CA

85

Para os exemplos desenvolvidos na presente tese, as constantes de mola 4;,
k., assim como os valores de for¢a e momento de escoamento Fp ¢ Mp sdo
escolhidos de maneira arbitraria com a finalidade de que as molas entrem em
regime elasto-plastico no decorrer das simulagdes, ja que o intuito da presente tese
estd na avaliagdo da mudanca da resposta quando a base perde rigidez por
plastificacdo. A determinacdo das caracteristicas destas molas com fins de projeto
devem responder as caracteristicas proprias do meio que esta sendo modelado,

como feito nos trabalhos de Halabian (2002) e Viana (2012).
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