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Abstract

Despite their wide use in engineering and due to it’s complexity, the subject of curved beams is
not a common subject in undergraduate Solid Mechanics courses. The aim of this project is to
present a sound procedure to perform stress analysis and calculate displacements of curved beams,
regardless their initial geometries and loadings. Thus, the obtained analytical results for four tested
cases — a semicircular aircraft fuselage beam, a fish hook, a crane hook and a frame - were com-
pared to solutions provided by numerical simulations based on Finite Element method procedures.
These comparative analyses result that the proposed calculation technique is appropriate to appli-
cations to a wide range of curved beam geometries.

Keywords: Curved beams, stress analyses, Finite Element method, numérical model



Resumo

Por conta da sua complexidade, vigas curvas sdo um objeto de estudo ocasionalmente negligenci-
ado em cursos de graduacdo, apesar da sua ampla utilizacdo na engenharia. Este trabalho se destina
a demonstrar o procedimento adequado para se realizar andlises de tensdes e para se calcular des-
locamentos em vigas curvas, independente da sua geometria. Resultados analiticos para quatro
geometrias testadas — a caverna da fuselagem de um avido, um gancho, um anzol ¢ um uma viga
em U — foram comparados com solugdes fornecidas pela simulagdo numérica baseada no método
dos Elementos Finitos. A analise comparativa das respostas permitiu validar o procedimento de

calculo utilizado para as geometrias selecionadas.

Palavras-chave: Vigas curvas, andlise de tensdes, Elementos Finitos, modelo numérico
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1. Introducio

Viga ¢ a denominacao utilizada para um elemento estrutural sujeito a a¢do de esforgos laterais.
Apesar de ser um dos topicos mais explorados em cursos de graduac¢do por conta da sua ampla
ocorréncia em problemas de engenharia estrutural, o estudo de vigas curvas ndo ¢ usualmente feito,
apesar da sua, também extensiva, utilizacdo. No cotidiano alguns exemplos que podem ser obser-

vados, tais como arcos, olhais, elos de corrente, anzdis, molas curvas, dentre outros.

A extensdo da sua importancia pode ser equiparada a sua complexidade: o modelo classico de
vigas de Euler-Bernoulli ndo ¢ adequado para descrever as deflexdes de vigas curvas em flexao.
Isso acontece em decorréncia do acoplamento de esforgos axiais e momentos fletores no caso de
vigas planas e axiais com fletores e torgores no caso de vigas em 3D. A curvatura inicial de uma
viga carrega consigo consideracdes que devem ser levadas em conta nos calculos de distribui¢ao

de tensoes, pois as fibras longitudinais na viga ndo possuem o mesmo comprimento inicial.

Figura 1: Arco de Clyde, em Glasgow, Escécia, um exemplo de viga curva



O proposito deste trabalho ¢ descrever a analise de tensdes e o calculo de deslocamentos em
vigas curvas e apresentar as solug¢des utilizando uma unica equacao que seja valida para quaisquer
vigas curvas, independente das suas relagdes geométricas. Além disso, desenvolveu-se uma abor-
dagem de modelo benchmark com o intuito de verificar as solugdes analiticas comparando-as com
as solugdes numéricas obtidas utilizando o método dos Elementos Finitos. Os objetos escolhidos
nesta analise foram a fuselagem de um avido, um anzol, um gancho e uma viga em U. A selecao
se baseou nas diferentes relagdes entre os raios de curvatura iniciais e as espessuras das vigas para
observando-se o seu comportamento quando sujeitas ao carregamento, sejam elas delgadas, espes-

sas, com curvatura acentuada ou nao.

Uma viga ¢ solicitada por forcas transversais se deforma, alterando a sua curvatura inicial e
adquirindo uma posi¢ao espacial correspondente ao deslocamento dos pontos que compdem a es-
trutura. Determina-se a equagdo da curva de deflexdo empregando-se o Teorema de Castigliano,
que, baseado no principio da conservacao da energia — 1* Lei da Termodinamica —, fornece os

deslocamentos associados a cada ponto da viga.

Naturalmente, um dos aspectos praticos que diferenciam a analise de tensdes e deslocamentos
de vigas curvas e retas ¢ a diferenca nas suas geometrias. Desta forma, a energia de deformagao
em uma viga reta resultante dos estados de tensdo e deformagdo provocados pela distribuigdo de

momentos fletores M (x) resulta da solucdo classica de Euler-Bernoulli [4] na equagdo:

2

1 (EM(x)? (1)
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Por outro lado, a equacdo utilizada para vigas curvas com raio de curvatura inicial constante

R, de acordo com [7], € a que segue:

goLm +1fLFV2Rd +1fLN2Rd j‘LMNd o
~2), aEe™ T 2), Tac Y T2), A ), aE

Como mostrado mais adiante, alguns termos das integrais utilizadas no calculo da energia de
deformacao — o momento fletor M, o esfor¢o cortante V e o esforgo normal N — sdo fungdes da
forca atuante. Os demais termos sdo func¢des da geometria — a drea transversal A, o raio inicial de
curvatura R, a distancia e entre a linha neutra e o eixo baricéntrico e o fator de forma F — e do

material do componente — o modulo de elasticidade E e o modulo de cisalhamento G .

Quanto a analise de tensdes, existem premissas a serem consideradas. A primeira ¢ que, dife-
rentemente do que se observa em vigas retas (teoria de Euler-Bernoulli), a distribui¢do de tensdes
em vigas curvas nado ¢ linear ao longo da espessura da viga, o que implica a ndo-coincidéncia do
ponto de passagem da fibra neutra no baricentro da secdo reta quando esta ¢ submetida a flexao
pura. Para cada tipo de geometria foi desenvolvida uma rotina de célculo especifica para a avalia-

¢ao das tensdes atuantes em pontos da viga.

A segunda € que nas vigas curvas existe uma outra componente de tensao que € a tensao radial
associada ao momento fletor interno. Em via de regra, a tensdo radial ¢ substancialmente menor
do que a tensao circunferencial, podendo, portanto, ser omitida, salvo por vigas cujas se¢des trans-

versais sao compostas de mesas ou flanges e almas [7].
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2. Deflexoes em Vigas Curvas

O método utilizado neste trabalho para calcular os deslocamentos nas vigas curvas estudadas
foi o Teorema de Castigliano [4]. Esse teorema afirma que, ao se expressar a energia de defor-
macao de uma estrutura linear elastica como fun¢do de uma forga P, o calculo da derivada par-
cial da energia de deformagdo em relagdo a forca P resulta na equacao dos deslocamentos da es-

trutura na direcao da forca P, isto é:

au
_%9 3
5=—> 3)

e para as rotagdes na estrutura, tem-se, tomando a derivada parcial da energia de deformagdo em

relacdo a um momento M, no sentido de M:

ou
b= (4)

Desta forma, torna-se necessario estabelecer a energia de deformacao da viga estudada em
relacdo a carga transversal P, ao momento M e a forca normal N. A equacdo (2) utilizada para o

calculo representa as contribuicdes desses esfor¢os para a deformacao da viga.

E importante destacar que a equagio (2) representa uma aproximacio da energia interna
obtida com a hipdtese de que as se¢des planas permanecem planas e que o efeito da tensdo radial

¢ desprezivel. Essa ultima hipodtese ¢ adequada desde que a se¢do transversal ndo tenha a forma de
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H, I ou T [7]. Nesses casos, a tensdo radial pode inclusive exceder a tensdo circunferencial, e
portanto a formula acima nao seria mais adequada. No presente estudo tais geometrias nao sao
contempladas e os calculos serdo imitados aos casos em que as tensoes radiais podem ser negli-

genciadas. O primeiro termo da equagao:

Rdx==| —d
AEeR" T 2), AEe™

2

1L M2 1 L M2
f )
0

¢ utilizado como uma boa aproximagdo para a energia de deformac¢do de vigas com curvatura
acentuada, mais especificamente naquelas em que o raio de curvatura da viga ¢ até 10 vezes menor
do que a espessura da secao transversal. Para raios de curvatura crescentes, esta expressao tende a
se aproximar da equagdo (1) para calcular a energia de deformacdo de vigas retas. Conforme a
relacdo R/d cresce — na qual R € o raio de curvatura e d ¢ a espessura da viga —, mais o produto
AeR —no qual A ¢ a area da sec¢do transversal e e € a distancia entre o eixo centroidal e o eixo
neutro — se aproxima do momento de inércia da se¢do. De acordo com [3], para vigas em que

R/d > 8, vale fazer a aproximagao:

Ie (6)

Por meio de manipulacdes algébricas simples € possivel chegar-se a formula da energia de defor-

macgado em vigas retas, dada pela equagao (7):
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U ZfOEICdx (7

Igual conclusao pode ser tomada da Tabela 1, na qual estao apresentados os valores de

AeR /I, para diversas sec¢des retas com diferentes curvaturas, com R /d aproximando-se de 10:

Tabela 1: Valores para AeR/Ic considerando-se varias geometrias de se¢io transversal de vigas curvas [7]:

SECAO RELACAO R/d
TRANSVERSAL
1 3 5 10
Retangular 1.077 1.008 1.003 1.001
Circular 1.072 1.007 1.003 1.001
Triangular (base | o>7 | 595 | 0976 | 0,988
voltada para dentro)
Triangular (base | 4 558 | 1054 | 103 | 1.014
voltada para fora)

Considerando-se as demais vigas com relagdo R/d < 8, o pardmetro e é obtido fazendo-

S€:

e=R—rn=R—m
=

na qual 7;, define a localizagdo da fibra neutra. Os dois termos seguintes da equagdo (2) de defle-

xao da viga sdo representados pelas equacdes (9) e (10):

13
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2), Tac ™

1 (EN2R

Ef ——dx (10)
0

Essas equacdes representam as energias de deformacgao relativas ao cisalhamento e ao es-
forgo normal, respectivamente. Elas tém resultados mais significativos em vigas espessas € em
vigas com curvatura acentuada [2]. Isso acontece pois o efeito da normal N e do esforco cortante

V' sdo menores caso a viga tenha uma curvatura grande e caso seja mais delgada.

Na primeira dessas duas equacdes apresentadas acima, o termo definido anteriormente
como fator de forma F depende da geometria da se¢ao transversal. Por representar a inica contri-
bui¢do das tensdes e deformagdes de cisalhamento, nota-se que no calculo dessa integral tem-se o

moédulo de cisalhamento G.
O quarto e ultimo termo da equacgao (2):

fLMNd
—ax
o AE (11

representa o termo de acoplamento dos esfor¢os normais N e momentos fletores M presentes em
vigas curvas. Este termo envolve a energia complementar desenvolvida a partir do acoplamento

das tensdes provocadas pelo momento fletor M e pela for¢a normal N.

Sua utilizag@o € objeto de discussdo de autores. Ken Tepper [5] destaca a importancia do
uso do termo de acoplamento no calculo da energia de deflexdo de vigas, especialmente com cur-

vatura acentuada. Boresi [2] salienta o resultado da multiplicagdo do momento fletor pelo esforco

14



normal: Caso estes termos tenham o mesmo sinal, o efeito do termo de acoplamento sera negativo
e recomenda-se que ele seja descartado. Isso acontece para atenuar a aproximagdo que se faz

quando se despreza a tensao radial.

Como comentado anteriormente, os termos da equacao (2) sdo fungdes da forca atuante na
viga. Essa afirmacdo ¢ verificada pelo diagrama de corpo livre da viga, ja que por meio deste,
encontra-se expressoes para o0 momento fletor e os esforcos normal e cortante em fungdo da soli-

citagdo.

Apbs entender a contribui¢do de cada um dos termos da equacdo (2) de deflexdo, os co-
nhecimentos serdo colocados em pratica. Para determinar as curvas de deflexdes das pecas, estas
equacdes foram aplicadas a cada uma das geometrias selecionadas e as solu¢des foram comparadas
com resultados decorrentes de simulagdes por Elementos Finitos efetuadas no programa So-

lidWorks.

Antes de se entrar no mérito dos resultados analiticos, sera explorada a forma como opera

a rotina empregada pelo programa.

15



2.1 Solucao Utilizando o Método dos Elementos Finitos

O método dos Elementos Finitos ¢ hoje, provavelmente, o método numérico mais confiavel
e utilizado em engenharia no dimensionamento e verificagdo de projetos. Um dos softwares mais
empregados nesta tarefa, SolidWorks ¢ um CAD — Computed Aided Design — cujo complemento
de simulag¢des utiliza o0 método dos Elementos Finitos como ferramenta computacional para resol-

ver problemas com diferentes graus de complexidade.

Os modelos sdo formados por uma malha composta de subdivisdes do dominio cujo com-
portamento ¢ descrito por fungdes aproximantes associadas aos graus de liberdade do problema.
O refino da malha, isto é, o aumento do niamero de elementos utilizados, esta diretamente relacio-
nado com as aproximacdes obtidas pelo método numérico. Isso acontece pois as fungdes interpo-
ladoras, descritas mais adiante, sdo polindmios que descrevem o comportamento da solu¢do em
cada subdivisdo do dominio. Conforme o tamanho do elemento utilizado é reduzido, melhora-se a
aproximacao a solucao exata. Em contrapartida, a complexidade dos calculos ¢ aumentada e mais

memoria computacional € exigida para realiza-los.

Figura 2: Exemplo de geracio de malha a partir do modelo de um rolamento no SolidWorks

16



Inicialmente, por se tratar de uma técnica de discretizacao, os deslocamentos locais referi-
dos ao sistema coordenado global sao utilizados como variaveis de estado do problema em uma

equag¢ao matricial na seguinte forma:

[Uq ] r U1 T

Uy U1

Wy Wi

i,| = Rnxn % (12)
~ ‘l]z

U, w,

w

- ...Z_nxl e Tnx1l

A matriz transformag¢ado R, € utilizada para calcular os deslocamentos (i, ¥, W) em coordenadas
locais em fun¢do dos deslocamentos (u, v, w) em coordenadas globais. Esse primeiro passo ¢ im-
portante porque é mais objetivo obter-se as matrizes (rigidez, por exemplo) referidas ao sistema
local coordenado do elemento para depois, com a matriz R,,,,,, obter a mesma matriz referida ao

sistema global, assim expresso pela relagao:

(13)

=
I
=
h\]
=
=~}

Desta forma a analise parte de um sistema local coordenado utilizando coordenadas 7, s, t de
um ponto em um elemento com g pontos nodais associados. Nos modelos tridimensionais, as co-

ordenadas globais de qualquer ponto do elemento de viga sdo entdo expressas de acordo com as

equagoes (14), (15) e (16):

17



t

Lx(r,s,t) = Shoy i "+ S D aihy 'V 2T bihy 'V (14)
t

y(rs,t) = Sio i i + 5 S0 ahi 'VE +SX_ bk VS (15)

t
'2(r,5,6) = Xy hu 'z + S X ach 'V + ST bichy 'V (16)

Nas quais:

e ay, b, sao dimensdes da secao transversal do elemento;

o th’fs(x,y'z) sdo as componentes do vetor unitdrio nas diregdes t, s no ponto nodal k;

e O sobrescrito 1 representa um dado instante de tempo;
o A hi(r) k =1,q da-se o nome de fungido de interpolagio referidas ao n6 k. No presente
estudo essas sdo fungdes de Lagrange, nas quais possuem valor nulo em todos os pontos

exceto no ponto referente ao nd em que ¢ avaliada, cujo valor ¢ unitario.

Avaliando-se os deslocamentos dos nos, tem-se:

t

u(r,s,t) = bx =% = 22:1 hyuy + gzizl akhkvtlgc + %Zizl bkthslfc (17)
t

v(r,s,t) = 13’ - 0)’ = Zzzl hyuy + 522:1 akthtl; + %Zizl bkthsl;(z (13)
t

w(r,st)="'2z-"z= 22:1 hyuy + gzizl ahi Vi + %ZZ:l bihy Ve (19)

Existem ainda trés outros graus de liberdade associados as rotagdes dos nos e representados pelo

vetor 6y, na equagao (20):

18



0%
O, = |05 (20)

Que sdo utilizados na avaliagdo dos vetores normais referidos aos planos das secdes retas. Desta

forma,

Vtk — IVtk _0 Vtk (21)

AR ARN A (22)

Os vetores incremento sao relacionados com os vetores rotagdes nodais, nas coordenadas x, y, z,

na forma:

vk= 6, xVF (23)

=
I

O XV (24)

Substituindo-se o resultado acima nas equagdes das coordenadas em (14), (15) e (16), tem-se:

t

'x(r,s,0) = Doy i oo+ Ty iy (B XOVE) + X0 brehy (0 XOVE) (29)
t

by(r,s, t) = Z=1 hy 'y + 522:1 aghy (6 x° Vt’§/) + %Zﬁzl bichy (6 x° Vs’fz) (26)

t
Yz(r,s,t) = Zzzl hy 'y + 522:1 arhy (6, x°VE) + %ZZzl bihy (6, x Vi) (27)
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Figura 3: Modelo tridimensional de uma viga curva [1].

Dessa maneira € possivel encontrar-se a matriz H, cujos termos sdo as fungdes de interpo-
lagdo que fornecem os campos de deslocamentos no interior dos elementos em fungao dos deslo-
camentos nodais. Definida a cinemadtica do elemento (a forma como ele se deforma), obtem-se as

tensdes no elemento de viga.

O passo seguinte consiste em definir a equacao (28) de compatibilidade geométrica, resul-

tado do somatdrio do produto entre a matriz By, € os graus de liberdade, #i;, do modelo:

20



€nn a
[m] - b, @8)
Yng k=1

em que o vetor dos graus de liberdade ¢ representado por:

af = [ug v wy 05 65 0¥ ] (29)

Portanto, as componentes do tensor das deformagdes do elemento de viga sdo expressas por:

e Vv Yaz
XX 2 2
e(x,y,2) = y;—x Eyy % (30)
Yox Yoy
2 2 ZZ

que, em coordenadas locais 7, s, t, fica expresso na forma global:

grs,t)=T"e(x,y,2) T (€2
[ Yn& g
Em
I} _ yf”l yf(
g(rs,t) = > Egg > (32)
Yo Yo,
) 2 ¢
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Considerando o elemento esbelto, apenas as componentes &,,, Yn¢ € Vy¢ S0 relevantes € a matriz

constitutiva do elemento de viga se reduz a:

E 0 0
c=0 G o 33)
0 0 Gy

Assim, pode-se determinar a matriz de rigidez local do elemento, que resulta em:

K= jg(r, s,t)TC B(r,s,t) AdX dydz = jﬁ(r, 5,t)"C B(r,s,t) AJdr (34)
v v

Na equagéo (34), J ¢ a matriz Jacobiana, obtida da derivada das coordenadas globais x, y,z em

relacdo as coordenadas naturais 7, s, t, isto ¢:

rdx  O0x 0x7

Jr 0ds Ot
dx dr dr

Jdy dy 0
dy| =12 2 DHasl =7 lds (35)
dZ aT aS at dt - dt

0z 0z 0z

Ldor 0ds Ot

A matriz de rigidez global do sistema ¢ obtida a partir da matriz de rigidez local por:

=
I
[
2,
=
[

(36)
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Resolvendo-se o sistema de equacgdes:

3
I
[~

(37)

obtem-se o vetor i dos deslocamentos nodais e, com ele, recuperar as componentes de deforma-
coes e de tensdes empregando-se a Equacao de Compatibilidade Geométrica e a Lei Constitutiva

do material, respectivamente:

T E 0 O07[&m
[Tné’ =10 G O [an ] (33)
Tng 0 0 Gllryg
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2.2 Calculo dos Deslocamentos

Por meio do célculo das deflexdes, serdo fornecidas as equacdes de deflexdo referente as quatro

geometrias de vigas propostas no inicio do trabalho.

Aqui ¢ importante destacar as duas hipoteses adotadas:

i. O material das vigas ¢ homogéneo e isotropico;

ii.  As vigas so tridimensionais e o material segue o comportamento linear elastico.

A primeira viga curva que serd estudada é o gancho, uma viga curva com grande aplicabilidade

na engenharia.

Dos diagramas de corpo livre determinou-se, para cada caso, o momento fletor e os esforgos
normal e cortante. As dedugdes para cada caso, bem como a solucao para os deslocamentos, estao
apresentadas no Apéndice A. Dessa forma, foi possivel encontrar-se solu¢des para a energia de
deformacdo da barra e, posteriormente, com a aplicagdo do Teorema de Castigliano, os desloca-

mentos associados a cada termo da equagao.

Os resultados obtidos estdo apresentados na Tabela 2. A intengdo € evidenciar a contribui¢do
de cada termo referente a equacdo de energia de deformacao no célculo dos deslocamentos e com-
provar a condi¢do de que vigas com um alto valor da razdo raio de curvatura por espessura podem

ser tratadas como vigas retas.
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2.2.1 Especificacoes do Gancho

O gancho considerado ¢ fabricado de aco AISI 1020 (E = 200 GPa; G =77 GPa; Y =
351,6 MPa) e esta representado na Figura 4, como modelado no programa SolidWorks. Mais
abaixo, na Figura 5, estdo mostradas as cotas na vista frontal e da secdo transversal do gancho

delimitada pela linha tracejada na sua porg¢ao inferior:

Figura 4: Modelo do gancho feito no SolidWorks.

)
YR
5 100 __124
170 Bl = [ 3
Q N, ;
a % =
R34

Figura 5: Vista frontal e de secio do gancho.
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2.2.2  Especificacoes da Viga em U

A viga em U ¢ uma viga curva com caracteristicas semelhantes a do gancho (espessa e com
curvatura acentuada), mas com razao entre raio de curvatura inicial e didmetro maior. Ela ¢ feita

de Liga de A¢o (E = 210 GPa; G = 79 GPa; Y = 62 MPa), tem comprimento da secdo reta L =

100 mm e sua geometria esta mostrada nas Figuras 6 e 7:

Figura 6: Modelo da viga em U feita no SolidWorks.

50

Figura 7: Vistas frontal e lateral da viga em U.
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2.2.3 Especificacoes do Anzol

O anzol é uma peca visualmente semelhante ao gancho, mas diferentemente da viga em U ja
que tem uma razao entre raio de curvatura e espessura muito maior. Observar-se-a que ele tem
caracteristicas de uma viga reta. Foi selecionado um anzol de Liga de Ago (E = 210 GPa; G =

79 GPa; Y = 62 MPa) cuja representacdo estd a representada a seguir, nas Figuras 8 ¢ 9:

Figura 8: Modelo do anzol! feito no SolidWorks

&0

Figura 9: Vistas superior e frontal do anzol.

'O corte que forma a ponta do anzol s6 foi representado para fins estéticos. Quando se aplica um carregamento no
ponto mais inferior do anzol, essa extremidade se comporta como corpo rigido e pode ser excluida da analise. As
imagens posteriores ndo mostram essa ponta pois ela torna a geragdo da malha mais complexa, prejudicando dessa
forma a simula¢ao sem influenciar na analise de tensoes.
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2.2.4 Especificacoes da Fuselagem de Aviao

A viga selecionada representa a caverna da fuselagem de um avido. Ela ¢ um elemento estru-
tural que tem uma espessura razoavel, mas que apresenta, comparativamente as outras geometrias,
um raio de curvatura muito maior. Como mostrado na Tabela 1, pode-se considerar que a viga se
comporta como uma viga reta. No entanto, esse exemplo difere do caso do anzol exatamente por

ter uma espessura muito maior, nao sendo, portanto, uma viga delgada.

A fuselagem ¢ feita de Liga de Aluminio 1060 (E = 69 GPa,G = 27 GPa,Y = 27,6 MPa) ¢

sua geometria estd mostrado nas Figuras 10 e 11:

Figura 10: Modelo da Caverna da Fuselagem de um avifio feito no SolidWorks.

& 0
< Q%

Figura 11: Vistas frontal e inferior da fuselagem.
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2.3 Resultados Analiticos dos Deslocamentos (Comparacao)

Substituindo-se os valores dos parametros de cada viga nas equagdes de deslocamentos, deter-

minou-se os resultados finais para os deslocamentos associados a cada termo da equacdo da ener-

gia de deformacdo. Os resultados estio apresentados na Tabela 2, que mostra, nas quatro primeiras

linhas, a contribui¢do de cada integral no valor total do deslocamento, que esta mostrado na tltima

linha da tabela:

Tabela 2: Resultados comparativos dos deslocamentos para cada geometria.

DESLOCAMENTOS
ETIEJng géE GANCHO VIGA EM U ANZOL FUSELAGEM
EQNER%IA o R/d = 0,94 R/d = 1,1 R/d = 6,67 RId =25
DEFLEXAO
% sobre 0 % sobre & % sobre & % sobre &
& [ total & (o] total & [ total Sl total
1 [* M2
5 f TEo W | 0243325 | 718% | 0256204 | 943% | 3762493 | 999% | 9604054 | 100,0%
0
1 (*FV?R
> f T4 | 004917 | 145% [0,0049868| 1,8% 0,0016 00% | 001309 | 00%
0
1 (*N2R
7| g dx |oo015414 | 46% [00015633| 06% | 0000520 | 00% | 0004268 | 00%
Q
X MN
—F 9% | 0030820 | 91% [00088114| 32% [00000011| 00% |0,0000085| 0,0%
0
ou
5=— 0338739 | 100,0% | 0271656 | 100,0% | 3,764586 | 100,0% | 96,05789 | 100%
dP

Verifica-se a evolucao da influéncia do primeiro termo na composi¢do do deslocamento

total de cada viga expresso na ultima linha da tabela. Percebe-se também a diminui¢ao da influén-

cia dos termos associados aos esfor¢os cortante e normal, representados, respectivamente, na se-

gunda e na terceira linha da tabela. Essa evidéncia estd envolvida com o aumento da linearidade
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da distribuicao de tensdes ao longo da se¢do reta de vigas curvas conforme aumenta a sua razao
de curvatura para a espessura. Por esta conclusdo, no limite, para R — oo, tem-se uma viga reta

que possui distribuicdo perfeitamente linear de tensdes ao longo da sua espessura.
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2.4 Resultados Numéricos

Nos proximos topicos serdo mostrados os resultados dos deslocamentos obtidos pelas simula-
¢oes feitas no SolidWorks. Além disso, uma comparagao entre os valores encontrados ird mostrar

a eficacia do método empregado no calculo dos deslocamentos.

Foi utilizado o gerador padrao de malha do programa. Na Tabela 3 estdo apresentados os pa-

rametros das malhas utilizadas nas simulagdes para cada geometria:

Tabela 3: Pariametros das malhas utilizadas para o calculo dos deslocamentos.

A GEOMETRIA DE VIGA
PARAMETROS
DA MALHA GANCHO VIGA EM U ANZOL FUSELAGEM
Formato do | Tetraédrico de | Tetraédrico de | Tetraédrico de | Tetraédrico de
Elemento Quatro Noés Quatro Né6s Quatro No6s Quatro Noés
Tamanho do g 50500, 4,88508 0556365 11,225
Elemento [mm]
Tolerancia [mm] 0,476442 0,244254 0,0278182 0,561249
Pontos 16 16 16 16
Jacobianos
Numero de Nos 77768 76447 58508 97396
Numero de
51830 52203 37286 60724
Elementos
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2.4.1 Deslocamentos no Gancho

Segundo o Teorema de Castigliano, a solu¢do dos deslocamentos foi obtida no ponto de apli-

cacdo da forga. Naturalmente, portanto, selecionou-se o ponto nodal correspondente para obtencao

do deslocamento no gancho:

Pl i
Local ¥ ¥, &
Walor:

114

-1-497 -1 mm

S5.406e-001 mm

Figura 12: Resultado numérico do deslocamento no gancho.

URES [mm)

1.0532e+000

9,458e-001

§.595e-001

7.73ge-001

- 6.879e-001

6.019e-001

5,158e-001

4,299e-001

3.439e-001

2.579e-001

1.720e-001

4.595e-002

1.000e-030
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Adicionalmente, foi calculado o erro relativo em relagdo a solugdo exata:

6solugﬁo numérica é‘exato _ 0;540600 —0,338739

= 59,599
Sorato 0,338739 %

Erro =

O elevado erro obtido com a analise resulta do acoplamento do modelo. A mudanga de
curvatura da porcao inferior do gancho para a haste de fixacdo, como pode ser observado na Figura
5, desloca o ponto de avaliagdo. Esta afirmacao ¢ verificada tomando-se o deslocamento em outro

ponto da malha:

LRES [rnmn]
1.032e+000

9.455e-001

. 8.598e-001

- T.F38e-001

- B.879e-001

M a: TRI6A
Local X ¥ & |-22.7 -493 -1 mm
“Walar 3.285e-001 mm

. B.0189e-001

5.159e-001

4,299e-001

3.439e-001

. 2.57%e-001

1.720e-001

§.595e-002

1.000e-030

Figura 13: Resultado numérico mais préximo do valor analitico do deslocamento no gancho.
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Recalculando o erro entre as solugdes:

6solugﬁo numérica ~ Sexato _ 0;328500 - 0,338739
Sexato 0,338739

Erro = = 3,02%

Comprovando-se assim o deslocamento do ponto de avaliagdo por conta do acoplamento.
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2.4.2 Deslocamentos na Viga em U

O resultado do deslocamento no ponto de aplicacdo da forga e erro associado esta mostrado na

Figura 14:

UIRES [mrm)
4,145e-001

l 3.800e-001

3.454e-001

_ 3.109e-001

M 685
Local X ¥, Z: [-0.5,30.-25 mm _ 2.7683e-001
Walor: 3.538e-001 mm

_ 2.418e-001
2.073e-001
1.727e-001
_ L382e-001
_ L036e-001
6.908e-002

3.454e-002

1.000e-030

Figura 14: Resultado numérico do deslocamento na viga em U.

Além do resultado obtido, calculou-se o erro relativo em relagdo a solugdo exata:

6501ug€10 numérica ~ 6exato _ 0;3538000 - 0;2716556
Sexato 0,2716556

Erro = = 30,24%



Novamente, verifica-se que o erro obtido foi elevado. Como pode ser observado nas Figu-
ras 6 e 7, existe um acoplamento entre um trecho curvo e outro reto na viga. Dele, decorre o

deslocamento do ponto na qual a deflexao ¢ avaliada.

Verificando-se esta hipotese por meio da avaliagdo em outro ponto afastado do ponto nodal

na qual ¢ feita a aplicacdo da forga:

URES [mrm)
4,145e-001

3.600e-001

3.454e-001

3.109e-001

&.7a3e-001

M a: 695

Lacal ¥ ¥, & [-24.2,30-0.5 mm 2 415e-001
“alar 2.676e-001 mm

&.073e-001

1.727e-001

1.382e-001

1.036e-001

6.908e-002

3.454e-002

1.000e-030

Figura 15: Resultado numérico mais préximo do valor analitico do deslocamento na viga em U.

Recalculando-se o erro, obtem-se um valor mais proéximo da solucdo exata, confirmando desta

maneira a influéncia do acoplamento.

6501ug§10 numérica ~ 6exato _ 0;2876000 - 0,2716556

= 5,879
Soxato 0,2716556 %

Erro =
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2.4.3 Deslocamentos no Anzol

Resultado do deslocamento no ponto de aplicacdo da forga e erro relativo em relagdo a solu-

¢ao analitica:

URES [mm]
4,059+ 000
3.721e+000

L 3.383e+000
. 304de+000

- 2.70ae+000

2368+ 000

lel: aTH 2.030e+000
Local A% 2 10,1-15.50.1 mm
“alor, 35642+ 000 mm

1.691e+000

1,353e+ 000

1.015e+ 000

6. 765e-001

3.383e-001

1.000e-030

Figura 16: Resultado numérico do deslocamento no anzol.

6exato - 6solu(;éo numérica _ 3;7645856 - 3;564000
Bexato - 3,7645856

Erro = = 5,33%
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2.4.4 Deslocamentos na Fuselagem de Aviao

Resultado do deslocamento no ponto de aplicagdo da forga e erro relativo em relagdo a solugdo

exata:

URES [mm]
1.054e+002
l 9.666e+001
_ B.787e+001

. 7.0909e+001

_ 7.030e+001

_ 6.151e+001

L G.2T2e+001

. 4394e+001

- 3.515e+001

- 2.636e+001

P 2114
Local X ¥ 2 [LSe+003.0-1 mm
“Walor; 1.043e+ 002 mm

1.757e+001

B.787e+ 000

1.000e-030

Figura 17: Resultado numérico do deslocamento na fuselagem.

Ssotugio numérica — Oexato _104,300000 —96,057895

= 8,589
Soxato 96,057895 %

Erro =
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3. Tensoes em Vigas Curvas

Da mesma forma utilizada para as deflexdes no capitulo 2, também aqui ¢ inicialmente apre-
sentado o0 método analitico de resolugdo, cujas solugdes sdo comparadas com os resultados obtidos

das simulagdes numéricas com o software SolidWorks.

3.1 Meétodo Analitico

No calculo das tensdes as seguintes hipoteses sdo consideradas:

i.  Sec¢des transversais planas permanecem planas apds a aplicagdo de um carregamento;
ii.  As tensdes radial g,,- e de cisalhamento g,y sdo suficientemente pequenas em relacao
a tensdo circunferencial ggg;
iii.  Por causa da diferenca no tamanho das fibras nas por¢des interna e externa da viga, a
distribuicdo de deformagdes e, consequentemente, de tensdes, ndo ¢ linear;

iv. O eixo centroidal ndo coincide com o eixo neutro.

Timoshenko e Goodier [6] apresentaram uma solucdo baseada na teoria da elasticidade para o
calculo das tensdes em uma viga curva de secdo transversal retangular. J4 em [2], ¢ demonstrado
como se encontrar a solu¢do para o célculo da tensdo circunferencial para vigas curvas com se¢ao

transversal em geral. O resultado obtido ¢ fornecido pela equagdo abaixo:

N M(A-714,)

— o T Tm 39
%0 =4 T 4 (R4, — A) (39)
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na qual N ¢ o esfor¢o normal, M ¢ o momento fletor, A ¢ a 4rea transversal e r ¢ a coordenada

radial na qual se deseja calcular a tensdo circunferencial. E interessante notar que, como a tensao

varia com o inverso da posi¢do radial, tem-se uma distribuicao hiperboélica das tensdes ao longo
~ T . . . . dA .
da secdo transversal. Além disso, R é o raio de curvatura inicial da viga 4,, = [ 4 € um para-

metro geométrico dependente da secdo transversal utilizada. Em [2], s3o apresentadas expressoes
para A ,,, referentes as principais geometrias de segdes transversais de vigas utilizadas em enge-
nharia. Nesta equagdo o primeiro termo refere-se a contribui¢ao do esfor¢o normal atuante na se-

¢do reta da viga e o segundo € referente a0 momento fletor.

Equacdes para estes parametros sdo representadas em fungdo da coordenada angular da secao
reta. Para que a analise tenha um viés pratico, adotou-se o valor maximo para o momento fletor e
para o esfor¢o normal; dessa maneira, foi possivel encontrar as tensdes circunferenciais criticas
nas vigas. Com essa abordagem, os valores encontrados também puderam ser diretamente compa-
rados com os valores obtidos nas simulagcdes numéricas mostradas posteriormente para testar a

eficiéncia do método.
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3.2 Resultados Analiticos das Tens6es (Comparacao)

Na Tabela 4 constam os parametros e as solu¢des obtidas para as tensdes circunferenciais

0gg em cada caso. Na ultima linha esta representada a razao entre as tensdes maximas na fibra

interna e externa de cada geometria de viga.

Tabela 4: Parametros e resultados analitico para as tensdes circunferenciais maximas nas fibras interna e ex-

terna de cada geometria.

. TENSOES
PARAMETROS E
RESULTADOS GANCHO VIGAEM U ANZOL FUSELAGEM
Forga A[,‘zl']'cada P 190900 9500 50 300
R
116 55 20 1500
[mm]
A 7874,03 2500 7,07 2400
[ mm?]
Am 73,83 49,04 0,354 1.6
[mm]
0gQint
(Nape] 2499 106,2 406,6 30,13
OpQext
(MPpa] -102,2 -49,04 -350 -38,13
Opogint
2,45 2,15 1,16 1,03
O-F)F)pyf

A equacdo (39) mostra que a tensdo circunferencial varia hiperbolicamente com a coordenada
radial. Nota-se, entretanto, pela tlltima linha da tabela (que mostra a razao entre o valor das tensdes
nos pontos interno e externo da se¢do reta), que a distribuicdo de tensdes ao longo da secdo trans-

versal das vigas tende a apresentar um comportamento linear conforme aumenta razao entre raio

de curvatura inicial e espessura da viga.
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3.3 Método Numérico para Obtencao das Tensoes

Conhecer a rotina utilizada pelo software foi importante na reprodu¢do do problema no que
diz respeito a elabora¢do da malha utilizada na simulagdo estatica. O elemento escolhido como

padrdo foi o tetraédrico de quatro nos.

A precisdao do método dos elementos finitos depende diretamente da quantidade de elementos
e de nods presentes na malha. Ao passo que o nimero de elementos e de nds tende a infinito — ou
seja, que o tamanho dos elementos finitos tende a zero, a solu¢ao aproximada do método converge

para a solugdo exata do problema.

Com o proposito de verificar esses conceitos, uma malha adicional — além da ja apresentada
no calculo dos deslocamentos — foi gerada. Os parametros das malhas, resultados e erros associa-
dos estdo apresentados em tabelas comparativas para cada viga. Além disso, foram mapeadas as
tensdes ao longo das secdes transversais das geometrias para verificar como se da a distribuicao
de tensdes. Os resultados evidenciardo a teoria de que a distribui¢do em algumas vigas, que podem
ser tratadas como retas, ¢ aproximadamente linear, enquanto que em vigas com curvatura acentu-

ada a distribuicdo € hiperbolica, como ja pode ser observado na Tabela 4.
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3.3.1

A Tabela 5 apresenta os parametros das duas malhas geradas. Em seguida, na Figura 18, ¢

Tensoes no Gancho — Solucio por Elementos Finitos

mostrada a segunda malha. Os resultados das simulagdes numéricas estao apresentados na Figu-

ras 19 e 20.

Tabela 5: Parametros das malhas geradas para simulacdo com o gancho.

GEOMETRIA
PARAMETROS E
RESULTADOS EANEAIO
Malha 1 Malha 1
Formato do Tetraédrico de Tetraédrico de
Elemento quatro nos quatro nos
Tamanho do 19,0577 9,52884
Elemento [mm]
Tolerancia [mm] 0,952884 0,476442
Pontos Jacobianos 4 16
Numero de Noés 12800 77768
Ndmero de 7795 51830
Elementos

Figura 18: Representacio da primeira malha gerada para o gancho.
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wan Mizes [Mim"2)

Mo 607
Local ¥ ¥ & (-59.9-441 -1 mm 2.450e+ 005
“alor 2A53e+ 005 Mem"~2

2.246e+008
M 421 _ 2.042e+003
Local ¥ ¥, & [-159.-441 1.13e-014 mm
Walor L.046e+ 005 Mém"2 _ 1.a33e+008

1.633e+008
1,429e+008

l 1.225e+008
1.021e+005
G,167e+007

_ 6.125e+007
4,083e+007
2.042e+007

5,308e+001

— Limite de escoamento; 3,516e+ 008

Figura 19: Resultado numérico das tensdes no gancho utilizando a primeira malha.

Calculando o erro entre a solucdo analitica e a numérica nas coordenadas 8 = 90° para as coor-

denadas radiais interna e externa, obtem-se:

Erro o int _ 0g9numérica;p,—960exata;y; _ 268,3 — 249,93 = 735%
fibra interna UBBexataint 24993

_ Ogonuméricaey:—000exatacy: . 104,6 —102,2 _ 0
Errofibra externa — = 1022 =2,32%
Og0exatacy: ’

44



[)sF 1968
Local X ¥ £ |-59.9-441 -1 mm
Walor 2,71 2e+ 008 Mem™2

P BE633
Local X ¥, Zi[-189.-441-2.03e-007 mm
Walar: 102392+ 008 Mim"2

von Mises [Mém™2)
2.450e+008
2.246e+ 003
2.042e+008
1.835e+008
1.633e+008
1.429e+ 008
. 1.225e+008
1.021e+008
8.167e+007
6.125e+007
4,083e+007
2.042e+007
5.308e+001

— Limite de escoamenta: 3.516e+ 008

Figura 20: Resultado numérico das tensdes no gancho utilizando a segunda malha.

Nesse caso, o erro entre a solug¢ao analitica e a numérica é:

1] sricain.—O, . 271,2 — 249,93
Errofibra terng = 60numérica;p—Y00exatain; _ _ 8,51%
Of0exatain; 249,93

_ Ogonuméricaey—000exatacy: . 103,9 —102,2 _ 0
Errofibra externa — = 1022 =1,66%
Og0exatacy: ’

Apesar da segunda malha ter uma qualidade superior a primeira, o erro do resultado numé-

rico em relagcdo ao valor calculado ¢ maior. Isso pode ter acontecido por conta da utilizagdo de
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premissas simplificadoras, tais como o desprezo da tensao radial. Essa componente pode contribuir
positivamente para a tensdo equivalente, justificando o crescimento da tensao obtida para a fibra

interna e consequentemente o erro associado.

Além dos resultados obtidos, na Figura 21 esta representado um grafico gerado por meio
do mapeamento das tensdes ao longo da se¢do transversal do gancho na mesma coordenada angu-

lar dos n6s em que foram obtidas as tensoes.

Distribuicao de Tensoes (em moédulo) na Segao
Transversal do Gancho

300,0

250,0 ‘
®

[ ]

[ ]

200,0

150,0

Tensao (MPa)

100,0
50,0

0,0
0,0 50,0 100,0 150,0 200,0

Coordenada Radial (mm)

Figura 21: Distribuicdo de tensées ao longo da seciio reta do gancho.

E visivel que a distribuico de tensdes ao longo ndo segue o padrio de uma viga elastica reta,
na qual a distribuigdo de tensdes ao longo da viga, desde a fibra interna até a externa, ¢ totalmente
linear. Esse resultado faz sentido de acordo com a equacdo (39), na qual verifica-se que a tensdo

varia hiperbolicamente com a posi¢ao radial na qual ela € calculada.
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Também nota-se a incongruéncia do eixo neutro com o eixo baricéntrico do gancho. No resul-
tado que mostra o mapa de tensdes ao longo de toda a geometria pode-se observar como a linha
neutra se aproxima da fibra interna, como encontrado anteriormente no calculo de R, para se de-

terminar as tensoes circunferenciais analiticamente.
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3.3.2 Tensoes na Viga em U — Solucio por Elementos Finitos

Na Tabela 6 estao apresentados os parametros das duas malhas geradas. Em seguida, na Figura
22, ¢ mostrada a segunda malha. As Figuras 23 e 24 apresentam as solugdes para as tensdes ma-

ximas na fibra interna e externa, respectivamente.

Tabela 6: Parametros das malhas geradas para simulacio com a viga em U.

GEOMETRIA
PARAMETROS E
RESULTADOS VIGAEM U
Malha 1 Malha 2
Tetraédrico de Tetraédrico de
Formato do Elemento . .
quatro nos quatro nos
Tamanho do 9,77016 4,88508
Elemento [mm]
Tolerancia [mm] 0,488508 0,244254
Pontos Jacobianos 4 16
Numero de Nos 12774 76447
Numero de Elementos 8161 52203

Figura 22: Representacio da primeira malha gerada para a viga em U.
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wvan Mises [MimS2)
1.000e+008

9,169e+007

. 8.337e+007
T.506e+007

_ 6.6T4e+007

MG 17 _ 5.§43e+007
Local X, ¥, £ |-180.9.8e-0151,39-014 mm
Walor 5.035e+007 Mim"2

S.012e+007

M 91
Local ¥ ¥, £ )-130.3.67e-015 1,.392-014 mm
Walor 1.091e+008 NfmA2

4,150e+007

3,349e+007

. 2.518e+007

Leg6e+007

§.548e+006

2,339e+005

— Limite de escoamento: 6.204e+ 005

Figura 23: Resultado numérico das tensdes na viga em U utilizando a primeira malha.

won Mizes [Mim™2)

1.000e+008
9.169e+007
§.337e+007
_ T.506e+007
e TEaaT . BuGTde+007
Local X, V. & [-180,9.8e-015,1,39e-014 mm . 5.343e+007
Walor 4.999e+ 007 Mim "2
Ma: 74253 L.012e+007
Local ® ¥, 2 |-130.3.67e-015 1.59e-014 mm
wWalar 1.084e+ 005 Mem™2 4.150e+007
3.349e+007
2.518e+007
1.686e+007
§.548e+006
2.33%9e+005

— Limite de escoamento: 6.204e+ 005

Figura 24: Resultado numérico das tensdes na viga em U utilizando a segunda malha.
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Calculando-se o erro entre a solugdo analitica e a numérica para as tensdes maximas, obtem-se:

e Para a primeira malha:

Ogonumérica,: — 900exatajn; . 109,1 — 106,18

Errofipra int = = 2,75%
fibra interna O-Geexataint 106,18
090numeéricacyr—900exataeyt 50;35 - 4‘9:32 _ 0
Errofibra externa — = 49 37 = 2,09%
Og0exatagy: ’
e Para a segunda malha:
Erro O9gnumérica,,—00exatay,,  108,4—106,18 2 099%
ibra int = = =4, (o
fibra interna To0exatap, 106,18
099numéri — Opp 49,99 — 49,32
Errofibra externa — e exAldext = = 1,36%

O-OHexataext 49,32

Nesse caso, assim como nos proéximos, o erro diminui conforme aumenta a qualidade da ma-
lha. Esse resultado pode ser decorrente da confirmagdo da premissa de que tensoes radiais, nes-

sas geometrias, sao despreziveis.

A grafico da Figura 25 foi feito repetindo o mesmo procedimento realizado anteriormente

para obter as tensdes ao longo da secdo transversal da viga em U:
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Distribuicao de Tens6es (em médulo) na

Secao Transversal da Vigaem U
120,0

°
100,0 [
s
80,0

60,0

Tensao (MPa)

40,0
20,0

0,0
120,0 130,0 140,0 150,0 160,0 170,0 180,0 190,0

Coordenada Radial (mm)

Figura 25: Distribui¢io de tensdes ao longo da se¢iio reta da viga em U.

Assim como no caso do gancho, a distribui¢do de tensdes ao longo da segdo reta varia hiper-

bolicamente da fibra interna até a fibra externa.

Além disso, a andlise do mapa de tensdes na geometria evidencia que a fibra neutra se apro-

xima da fibra interna, como esperado para uma viga espessa de curvatura acentuada.
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3.3.3 Tensoes no Anzol — Solucao por Elementos Finitos

Na Tabela 6 sao apresentados os parametros das duas malhas utilizadas. As solugdes para a

primeira e a segunda malha estdo mostrados nas Figuras 27 e 28, respectivamente:

Tabela 7: Parametros das malhas geradas para simulacio com a fuselagem.

GEOMETRIA
PARAMETROS E
RESULTADOS gaEes
Malha 1 Malha 1
Formato do Tetraédrico de Tetraédrico de
Elemento quatro nés quatro nés
Tamanho do 0,967591 0,556365
Elemento [mm]
Tolerancia [mm] 0,0483796 0,0278182
Pontos Jacobianos 4 16
Numero de Nés 11512 58508
Numero de 6528 37286
Elementos

Figura 26: Representacao da primeira malha gerada para o anzol.
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van Mises [MimS2)
4. 146e+005

3,8600e+008

M 618 3.455e+008
Local X ¥, Z: [21.5,2,73e-015.0.1 mm
“Walor: 3.540e+ 008 Mfm "2

- 3.108e+008

- 2.76de+ 008

M 324
Llocal ¥ ¥, 2 11850 0.1 mm
Walar: 3.975e+005 MWimA2

_ 2.41Ge+004

2.073e+008

1.727e+008

1,382e+008

1.036e+008

6,910e+007

3.455e+007

3,010e+001

— Limite de escoamento: 6,204e+ 008

Figura 27: Resultado numérico das tensdes no anzol utilizando a primeira malha.

won Mises [MNim™2)
4.215e+008
J.864e+008
L 3S13e+0id
- 3161e+003
_ 2.810e+003
M 975
local ¥ ¥ % [18.4-1.03. 0.1 mm 2.459e+008
“alar: 4,078e+ 008 Mim~2
2.108e+008
[iI5H 3181
local ¥ ¥, 2 [21.4-1.05.0.1 mm 1.756e+008
“alor: 3.494e+ 008 b2

L.405e+00G

1.054e+008

7.025e+007

3.513e+007

3.007e+001

— Limite de escoamenta: 6.204e+ 003

Figura 28: Resultado numérico das tensdes no anzol utilizando a segunda malha.
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Calculando o erro entre a solucao analitica e a numérica, obtem-se:

e Para a primeira malha:

Ogoexatajs—000numérica;, _ 406,7 — 397,5

Errofibra interna —

Errofibra externa —

e Para a segunda malha:

Errofibra interna —

= 2,261%
a@eexataint 406'7
090numeéricacyr—900exataeyt . 354'0 - 350'0 = 1.158%
= =1, (i
O-Heexataext 350’0
0g9numéricai,—060exata;n: 407,8 — 406,7 = 0.27%
= =0, 0
OgQexatan; 406,7
Og0exatagy: — O00numéricaoyt _ 350,0 — 349,4 = 016%
= =0, 0

Errofibra externa —
OgPexatacy:

O pequeno erro relativo entre as solugdes ¢ um argumento a favor da valida¢do dos méto-
dos. Observa-se também que o aumento da qualidade da malha traz solugdes para as tensdes nas

coordenadas radiais interna e externa mais aproximadas. Este resultado faz sentido, ja que o anzol

pode ser tratado como viga reta.

Nas Figuras 29 e 30 esta representada a distribui¢do de tensdes ao longo de toda a espessura

do anzol, demonstrando seu comportamento linear.

350,0
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Distribuicao de Tens6es (em médulo) na Sec¢ao

45

40

35

30

25

20

15

Tensao (MPa)

10

0

Transversal do Anzol

18,00 18,50 19,00 19,50 20,00 20,50 21,00 21,50 22,00

Coordenada Radial (mm)

Figura 29: Distribuicao de tensdes ao longo da seciio reta do anzol.

4,067e+ 005
l 3746+ 005
_ F.406e+007
- 3.065e+008
- A 72he+008
- 2.30d4e+005
2.043e+ 005
L703e+005
L L362e+008
~ Ll.022e+008
6.811e+007
3.406e+007
2.280e+001

— Limite de escoamento: 6,.204e+ 008

Figura 30: Vista em corte do anzol, mostrando graficamente a distribuicio de tensdes e a aproximacio do

eixo neutro com o eixo baricéntrico.

55



3.3.4 Tensoes na Fuselagem — Solucao por Elementos Finitos

A Tabela 8 apresenta os parametros das duas malhas geradas. Em seguida, na Figura 31, ¢

mostrada a segunda malha. As Figuras 32 e 33 apresentam as solucdes para as tensdes maximas

na fibra interna e externa, respectivamente.

Tabela 8: Parametros das malhas geradas para simulacdo com a fuselagem.

GEOMETRIA
PARAMETROS E
RESULTADOS FLEELREEN
Malha 1 Malha 1
Formato do Tetraédrico de Tetraédrico de
Elemento quatro nés quatro nés
Tamanho do 2245 11225
Elemento [mm]
Tolerancia [mm] 1,1225 0,561249
Pontos Jacobianos 4 16
Ndmero de Noés 15586 97396
Ndmero de 8348 60724
Elementos

LA
o

AVAVAVAVAY,

|
SR
KRRR]

RVANLY VAN,

N
N N ENE ANV

KA A

Figura 31: Representacio em detalhe da primeira malha utilizada para simulac¢des com a fuselagem.



van Mises [Mfm"2]

38726+ 007
35400+ 007
| 3.227e+007
_ 2.904e+007
—
. 2.581e+007
_ 2.258e+007
1,936e+ 007
WG: 314
local ¥ ¥, Z: [-L53e+003.22.3,20 mm S tie Rl
valor: 3,833e+ 007 N/mA2 1
e el Wl T 12914007
NG: 1059
_ a6Ele+ 006
Local ¥.¥ Z: [-1.47e+003.22.4.20 mm = g
“alar, 3.630e+007 Mfm"2 6 4546+ 006
3.2280+ 006
11658+ 003

—» Limite de escoamento: 2.757e+007

wah Mizes [Memo2)

38428+ 007
3.522e+007
. 3.202e+007
. 2.882e+007
—
. 2.561e+007
Ma: 83975 _ 2.241e+007
Local # % 22 |-1.53e+003 27.9.5 mm i
Walor: 3.68Te+ 007 N;’mﬂz 1.921e+007
1.601e+007
[T 4266 "
Local ¥ ¥ Z: [-L47e+003.22.4 4.47e-007 mm - L2gle+007
Walar 3.817e+ 007 Nfmo2
_ WE0Ge+ 006
6.405e+ 006
3.203e+ 006
1.357e+003

— Limite de escoamento: 2.757e+ 007

Figura 33: Resultado numéricos das tensoes na fuselagem utilizando a segunda malha.



Calculando o erro entre a solucao analitica e a numérica, obtem-se:

e Para a primeira malha:

Og9numéricajn—960exatain; . 38,17 — 38,13

Errofibra interna — = 0,44%
O90exata;n; 38,13
_ 090numeéricacyr—900exataeyt _ 38;33 - 36:88 _ 0
Errofibra externa — - 36.88 = 3,93 Y0
Og0exatagy: ’
e Para a segunda malha:
_ Og9numéricajn—960exatain; _ 38,30 — 38,13 _ 0
Errofibra interna = = 3813 =0,10%
O60exatain; ’
Og0exatacy: — O00numéricapy: 36,88 — 36,87
Errofibra externa = = = 0,03%

O-OHexataext 36,88

Nota-se, como esperado, que o resultado converge para a solugdo exata do problema con-

forme aumenta o grau de refino da malha.

Apesar de ter praticamente a mesma espessura da viga em U, a distribuicdo de tensdes também
¢ linear ao longo da se¢do reta da fuselagem. Isso se da pela alta proporg¢ao entre o raio de curvatura

inicial e a espessura da viga. Essa conclusao pode ser tomada a partir das Figuras 34 e 35:
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Distribuicao de Tens6es (em médulo) na
Secao Transversal da Fuselagem

45,0
40,0
35,0
30,0
25,0
20,0

15,0

Tensao (MPa)

10,0
5,0

0,0
460,0

470,0

480,0  490,0 500,0 510,0 520,0 530,0 540,0

Coordenada Radial (mm)

Figura 34: Distribuicio de tensdes ao longo da secio reta da fuselagem.

wor Mises [Mim# 2]
3.642e+007
3.522e+007

. 3.202e+007

. 2.GG2e+007

- 2.561e+007
2.241e+007

1.921e+007

1.601e+007

. 1.241e+007

\: 9.0+ 006

A05e+ 006

X,

\—bLimite de escoamento!

JFaTe+007

Figura 35: Vista em corte da fuselagem, mostrando graficamente a distribuicio de tensdes e a aproximacio

do eixo neutro com o eixo baricéntrico.
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4. Conclusao

A analise comparativa dos resultados das simulagcdes numéricas corroborou o procedimento
utilizado para se calcular tensoes e deflexdes de vigas curvas de quaisquer geometrias. Observou-
se também que, ao passo que aumenta o raio de curvatura inicial em relacdo ao diametro, a viga
tende a se comportar como viga reta. Esse resultado pode ser verificado nas Figuras 29 e 30 para

o anzol; e 34 e 35 para a fuselagem de avido.

O modelo numérico validou as hipoteses tomadas na elaboracdo da equacdo (2), que expressa a energia
de deformacgdo de uma viga curva assumindo que se¢des planas permanecem planas apés a aplicacdo de
um carregamento e que as tensdes radiais e de cisalhamento s@o despreziveis em relagdo as tensoes circun-
ferenciais. E importante ressaltar que nenhuma das geometria utilizadas tinha a segdo transversal em for-

mato de H, I ou T, de modo que essa tltima hipdtese se torna aceitavel [4].

Por fim, os resultados obtidos para as tensdes evidenciaram que, de acordo com a equagdo (39), a
distribuicdo de tensdes ao longo da se¢do reta de uma viga curva com raio de curvatura inicial acentuado
varia hiperbolicamente ao longo de toda espessura. Entretanto, em concordancia com a equagao (6) e com
a Tabela 1, a distribui¢do tende a variar linearmente com a coordenada radial conforme aumenta a razdo

R/d.
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Apéndice A: Solu¢io Analitica dos Deslocamentos

A.1: Deslocamentos no Gancho

Do diagrama de corpo livre:

M

Figura 36: Diagrama de corpo livre do gancho.

obtem-se:

N = Pcos@

V = Psin®

M = PRcos@ + M*
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Das equacoes (2) e (3):

b M 9 (PRcos® + M*)(Rcosh)
f ——Rcos0d0 =f deo
o AEe 0 AEe

R[sin0(2M* + PRcos0) + 2M* + PRO]
2AEe

fe " Rcosods =
o AEe V=

"F*VR 9 F*PRsin?0  F*PR(6 — sinfcos6)
f sind =f =
0 0

AG AG 2AG
O NR 046 — j‘e PRcos?0 4o = PR(O + sinBcosh)
o AE VT ) T aE - 24E

o MN 4o = fg (2PRcos?8 + M*cosb) 4o = sin@(M* 4+ PRcos6) + PRO
o AE o AE a AE

Agora, para as rotagdes, utilizando-se a equacao (4):

1om> j“’ PRcos6 + M* 46 - (M*6 + PRsin®)
2), AEe ", AEe B AEe
1 ]GF*VZR g1 jeF*(PsinH)zR g — [TP?R(6 — sinbcost)
2), AG S 2), AG B 4AG
1(°N?R 1 JH (Pcosd)’R _ P2R(0 + sinfcos)
2), AE " 2), AE B 2AE
MN = P?Rcos®6 + M*Pcosd = fepcose do = 250
= cos cos . AE = AE
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A.2: Deslocamentos na Viga em U

Do diagrama de corpo livre da viga em U

Figura 37: Diagrama de corpo livre da viga em U.

determina-se:

N = Psin6@

V = PcosO

M = P(L + R)sin6

Das equacgdes (2) e (3), obtem-se:

oM 9P(L + R)?sin?6 P(L + R)%(8 — sinfBcosh)
f —— Rsin6do =f do =
o AE 0 AEe 2AEe

®F*VR 9 F*PRcos?*0  F*PR(0 + sinfcosH)
f sinfdo =f =
o o AG 2AG
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fe NR 046 = fe PRsin?6 46 - PR(6 — sinfcos6)
o AE VT ) TaE - 24E

®MN 5 - fe 2P(L + R)sin?6 40 = PR(O — sinfcosh)
o AE ), AE B AE

Aplicando-se um momento M* no sentido horario no ponto de aplicacdo da forca P na Figura 37

e utilizando-se agora a equacao (4) para as rotagoes:

1 % M? p j‘ePRcose + M* 46 - (M*6 + PRsin®)
0

2 ), AEe AEe AEe
1 ]GF*VZR g1 jeF*(PsinH)zR g — ["P*R(8 — sinbcost)
2), AG -2, AG - 4AG

1 je (Pcos6)?R 46 — P2R(6 + sinfcosH)
0

2 AE 2AE
MN = P?Rcos?6 + M*Pcosf = fepcose do = PsinG
B o AE ~ AE
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A.3: Deslocamentos no Anzol

Do diagrama de corpo livre:

I

M® C

Figura 38: Diagrama de corpo livre do anzol.

encontra-se:

N = Psin@

V = PcosO

M = PRsinf + M*

Aplicando-se as equagdes (2) e (3):

oM 9 (PRsin® + M*)(Rsinf)
f ——Rsin6do =f de
o AEe 0 AEe
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_ PR? (9 — sinfeosd) M*Rcos@
T 2AEe - SUweos AEe

além disso, de acordo com a equagao (6):

(PR3 — 2M*R?*cos0)
2E1

o M
-fo A—EeRsianH = (6 — sinBcos0O)

Calculando os demais termos da equagdo (2), obtem-se

f"F*VR 046 — ng*PRCOSZH_F*PR(9+sin6?cost9)
o Ac YT T4 T 246G

fe NR 046 fﬂ PRsin?%6 46 - PR(6 — sinfcosh)
, AE°TY T ) TTAE - 2AE

"MN o fg(ZPRsin29+M*sin9) 4o = PR g g oy Mcost
, AE T ) AE = g (0 — sinbeos) —— g

As rotagdes sao obtidas aplicando-se a equagao (4):

2), AEe

1M f" PRcos6 + M* 46 - (M*6 + PRsin®)
0 AEe N AEe
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AG 0 2 AG B 4AG

1 fGF*VZR 1 feF*(PsinB)zR g — ["P*R(8 — sinbcost)
2 0 0

1 fe (Pcos6)?R 46 = P2R(6 + sinfcosH)
0

2 AE 2AE

MN = P?Rcos?6 + M*Pcosf = fepcosg do = PsinG
= coS coSs . AE = AE




A.4: Deslocamentos na Fuselagem

Do diagrama de Corpo Livre:

Figura 39: Diagrama de corpo livre da fuselagem.

¢ possivel se encontrar:

V = —Psinf
N = —Pcos6

M = PR(1 — cos6) + M*
Os deslocamentos sdo obtidos a partir das equagdes (2) e (3):

M 9 PR%(1 — cos8)? + M*R(1 — cosb)
-[o ER(l — cos0)do = Jo Fe do




R[—4sin8(M* + 2PR) + 4M*0 + 6PRO + PRsin(20)]

f "M 1 - cost)ds =
, AEe cos =

4AEe
e, de acordo com a equagdo (6):
fe M R(L 6)do = R?[—4sin@(M* + 2PR) + 4M*6 + 6PRO + PRsin(26)]
, AEe cosvIar = 4E]

jeF*VR( n0)d0 _ng*PRsinZH 6 _ F*PR(6 — sinfcos0)
, AG N oMY ) TG - 246G

J‘e PRcos?0 4o = PR(O + sinBcosh)
0

f "NR (cos8)ds =
. cosvIeT = AE 2AE

AE

opP

AE AE

3 PR(26 — 4sinf + 2sin(26)) — 2M*Psiné
B 2AE

Agora, para as rotagdes, utilizando-se a equacao (4):

1% M? _JBPR(1—6059)+M* g — PR ~sind) + M"6
2), AEe ~ J, AEe B AEe
1 feF*VzR 1 ff’ F*(—Psin®)*R 4 - F*P2R(6 — sinfcosh)
2J), AG 2, AG B 4AG

fe 0 {[PR(l — cosf) + M*][(—Pcos@)]} g = je 2PR(cos%0 — cos®) — M*Pcos6 6
0 0
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AE

2AE

1 (9N2R 1 fe (—Pcos8)?R 46 = P?R(0 + sinBcosh)
0

2), AE T 2

6
MN = 2PR(c0s?6 — cosf) — M*Pcosf = J
0

—Pcosf
AE

Psinf
AE
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Apéndice B: Solucio Analitica das Tensoes

B.1: Tensoes no Gancho

Conforme mostrado na Figura 40, a se¢do transversal do gancho é composta de trés for-
mas geométricas distintas. Inicialmente determinou-se as areas, a posi¢do do baricentro e o valor

do parametro A4,,.

5 100 .24

34
88

Figura 40: Representacio das trés areas que compoem a secio transversal do gancho.

e A;: Area semi-eliptica de comprimento 2b = 88 mm; altura h = 24 mm; distancia a =

84 mm do eixo:

2b

> 1

(7] -

Figura 41: Area Al da composi¢io que forma a drea transversal do gancho.
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b h
A, = ; L = 1658,76 mm?

4h,
Ri=a, 3 73,71 mm

b 2b h
Ami = 2b; + i a; — faf —h2) (= /af — h? |sin™?! (—1)
hy hy ay

A = 22,64 mm

A,: Area trapezoidal com lados (paralelos ao eixo) by, = 88 mm e b,, = 34 mm; distan-

cia a, = 84 mm de by, ao eixo; distancia ¢ = 184 mm de b,, ao eixo:

Figura 42: Area A2 da composi¢io que forma a area transversal do gancho.

b, +b
, = % (c, — a,) = 6100,00 mm?
_ az(2byz + by3) + c3(b1z + 2by3)
2 3(b12 + b2z)

= 126,62 mm?

by;¢; — byya, c
Amz = Wln (a) - b12 + bzz

Az = 50,57 mm
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e A Area do segmento circular com angulo 6 = 0,5721 rad; raio b; = 31,4 mm; distincia

a; = 157,6 mm do centro de curvatura do segmento ao eixo:

(/ (1)
i

Figura 43: Area A3 da composi¢io que forma a drea transversal do gancho.

b2
As = b26 — 7351'7129 = 115,27 mm?

4b;sin30
3(20 — sin20)

R; = a3 — = 186,01 mm

b; — a30059> ]

A s = 230 + 2bysinf — nJa% — b3 — 2\/05 — b3 [Si”_l (a3 ~ bscosf

Anz = 0,62 mm

A posicao do baricentro ¢ encontrada calculando-se:

T R.A:
R = i=1"14% 40

Portanto:

n - 6100(126,62) + 115,27(186,01) + 1658,76(73,81)
B 7874,03

= 116,36 mm
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A aplicagdo de uma carga de 190,9 kN e a substituicdo de todos os parametros na equagao

(39), considerando as fibras interna e externa para uma posi¢ao angular 8 = 0°, resulta em:

_ 190900 | 116,37(190900)[7874,03 — 60(73,83)]
J60int = 787403 " 7874,03(60)[116,37(73,83) — 7874,03]

= 249,9 MPa

_ 190900 116,37(190900)[7874,03 — 189(73,83)]
06ext = 787403 " 7874,03(189)[116,37(73,83) — 7874,03]

= —102,2 MPa
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B.2: Tensoes na Viga em U

A secdo transversal da viga em U ¢ simplesmente retangular. A posi¢do do baricentro ¢é

obtida diretamente da sua geometria.

e Secdo quadrangular de lado 50 mm com raio de curvatura R = 55 mm:

j. Lid |

Figura 44: Modelo de drea da secdo transversal da viga em U.

A =b(c —a) = 2500 mm?

c
An=0>b lna = 49,04 mm

Aplicando-se a equacdo (39) para a carga P = 9,5 kN e a posi¢ao angular 8 = 90° nas coorde-

nadas radiais interna e externa, encontra-se:

_ 9500  155(9500)[2500 — 30(49,04)]
66int = 5500 * 2500(30)[55(49,04) — 2500]

= 106,2 MPa

_ 9500  155(9500)[2500 — 80(49,04)]
T86ext = 5500 T 2500(80)[55(49,04) — 2500]

= —49,32 MPa
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B.3: Tensoes no Anzol

e Secao circular de didmetro 2b = 3mm e raio de curvatura R = 20mm:

i ’ (d

i
i

Figura 45: Modelo da area da seciio transversal do anzol.

m(2b)?
A= 4

Ap =21 (R =[R2 = b?) = 0,354 mm

= 7,07 mm?

Da equagao (39), considerando-se uma carga P = 50 N e a posi¢do 8 = 90° nas coordenadas ra-

diais interna e externa, encontra-se:

_ 50 20(50)[7,07 — 18,5(0,354)]
60int =7 07" 707(18,5)[20(0,354) — 7,07]

= 406,7 MPa

o6ext = 7 07" 707(21,5)[20(0,354) — 7,07] ,0 MPa
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B.4: Tensoes na Fuselagem

e Secdo retangular de espessura ¢ — a = 60 mm, largura b = 40 mm e raio de curvatura

R=15m:

j. Lid )

Figura 46: Modelo da area da seciio transversal da fuselagem.

A=b(c—a)=0,0024 m?

)

1,47

c
A, =D lna =0,041n ~(0,0016 m

Utilizando-se a equagao (39) com a carga P = 300 N e a posi¢do angular 8 = 180° nas fibras in-

terna e externa, obtem-se:

300 1,5(300 x 2)[0,0024 — 1,47(0,0016)]

o = 38,13 MP

00int = 5 4" 70,0024(1,47)[1,5(0,0016) — 0,0024] .
300 1,5(300 x 2)[0,0024 — 1,47(0,0016)]

Togext = = = 38,13 MPa

0,0024(1,47)[1,5(0,0016) — 0,0024]
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