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Resumo

Filno, Haroldo Costa Silva; Saldanha, Nicolau Corcdo (Orientador).
Probabilidade e Valor Esperado Discussdo de problemas para o
Ensino Médio. Rio de Janeiro, 2016. 73p. Dissertacdo de Mestrado —
Departamento de Matematica, Pontificia Universidade Catdlica do Rio
de Janeiro.

Neste trabalho apresentaremos a nocdo de valor esperado de uma
variavel aleatéria, ou valor médio de uma quantidade aleatéria, um conceito
probabilistico extremamente importante e Gtil em diversas aplicagdes, mas que
por razdes histdricas, ndo costuma ser ensinado no Ensino Meédio. Além desse
assunto, abordaremos também alguns problemas interessantes e desafiadores de
Probabilidade, como por exemplo, questbes dos vestibulares mais dificeis do
Pais, como o do Instituto Militar de Engenharia (IME) e O Desafio em
Matematica da PUC-Rio. Em vérias das atividades propostas, ao longo nosso
trabalho, iremos utilizar recursos computacionais como o Excel e o0 GeoGebra, e
mostrar que podem ser fortes aliados ao ensino de Probabilidade e auxiliar no
entendimento do conceito de Valor Esperado.

Palavras-chave
Probabilidade; Variavel aleatdria; Valor esperado; Esperanca.
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Abstract

Filho, Haroldo Costa Silva; Saldanha, Nicolau Corcdo (Advisor).
Probability and Expected Value - A discussion of high school
problems. Rio de Janeiro, 2016. 73p. MSc Dissertation — Departamento
de Matematica, Pontificia Universidade Catélica do Rio de Janeiro.

In this dissertation we present the definition of the expected value of a
random variable, an important probabilistic concept which is useful in many
applications but which, for historical reasons, is not taught in high school in
Brazil. We also discuss examples of interesting and challenging probability
problems, including questions from some of the hardest exams in the country,
such as the Vestibular for the Instituto Militar de Engenharia (IME) and the
Desafio em Matemadtica of PUC-Rio. In many of the proposed activities, we use
computational tools such as Excel and GeoGebra: these can become allies when
teaching probability and help in the understanding of the concept of expected

value.

Keywords
Probability; Random variable; Expected value; Expectation.
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1

Introducéo

A inclusdo do Ensino de Probabilidade no Ensino Basico é recente e iniciou

como uma extensdo do ensino de Anéalise Combinatéria. Tradicionalmente o tema

Probabilidade ¢é apresentado na resolucdo de problemas com espagos amostrais

equiprovaveis e o célculo da probabilidade € realizado, utilizando técnicas de

contagem, como a raz&do entre duas contagens: o niamero de casos favoraveis e o

namero de casos possiveis.

As propostas deste trabalho sdo as seguintes:

Apresentar alguns aspectos da Histéria da Probabilidade que possam
ser abordados em aulas no Ensino Médio;

Apresentar a constru¢do de modelos probabilisticos e os estudos
destes modelos através do célculo de probabilidades e pelo célculo do
valor esperado, assunto que ndo costuma ser apresentado no Ensino
Médio.

Apresentar problemas que fujam do padrdo normalmente apresentado
nas salas de aula, nos quais o célculo das probabilidades e do valor
esperado séo realizados com ferramentas de contagem normalmente
ndo sdo apresentadas no Ensino Médio, como por exemplo, contagens
utilizando ferramentas como recorréncias e Algebra Linear, além de
situacdes desafiadoras num nivel possivel de ser compreendido por
alunos do Ensino Médio.

Apresentar exemplos de recursos computacionais, Excel, GeoGebra e
Maple que podem ser utilizados como auxilio no ensino da

Probabilidade e como ferramenta para a resolugéo de problemas.

Alguns dos problemas apresentados serdo extraidos do Desafio em

Matematica realizado pela PUC-Rio, do vestibular do IME (Instituto militar de

Engenharia). Apresentaremos também problemas classicos e outros inéditos que

possam ser utilizados por professores no Ensino de Probabilidade.

Cabe ressaltar que em muitas situagdes como por exemplo em investimentos
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ou nos jogos de azar, em cada situagdo ha um valor monetério atribuido e deseja-
se uma previsao do resultado global que sera obtido neste tipo de investimento ou
jogo. Nestas situacfes e em muitas outras, o0 conceito mais empregado € o de valor
médio ou valor esperado.

Uma das principais aplicacdes praticas do valor esperado é como critério
para tomada de decisOes em situagdes que envolvam incertezas.

Parte das dificuldades do Ensino Probabilidade podem ser entendidas com a
andlise do contexto histérico que sera apresentado a seguir.
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2

Historia

O estudo da teoria da Probabilidade é relativamente recente, diferente de
outros temas da Matematica como a Geometria e a Aritmética que tém origem na
pré-historia. O estudo da Probabilidade tem suas origens na época da renascenca,
um médico e matematico italiano, Girolano Cardano (1501-1576), escreveu um
tratado sobre apostas em jogos de azar, “Liber de Ludo Alea”. Entre 0s jogos
estudados por Cardano foi estavam: jogos de cartas, Gamao e jogos com dados.

H& um erro cléssico no livro de Cardano descrito no exemplo abaixo.

2.1

Exemplo 1

Cardano afirmava que a probabilidade de sair pelo menos um 6 no
langamento de trés dados comuns é igual a 50%. Sabemos que este resultado é:

~42%.

1_(§j3 _216-125 91
6 216 216

- . . O
De fato, a probabilidade de ndo sair 6 em um langamento é s e, portanto, a

. . ) (5Y .
probabilidade de n&o sair 6 em trés lancamentos é (Ej e a de sair pelo menos um

66 1—(§j3.
6
Este erro pode ser explorado em sala de aula na forma de um exercicio para
os alunos do Ensino Médio. A confusdo feita por Cardano tem uma relacdo direta
com um conceito equivocado de valor esperado, assunto que serd abordado neste
trabalho.
O trabalho de Cardano s6 foi publicado em 1663, quase um século apds a
sua morte e, por isso, na opinido de diversos especialistas, foi em 1654 que
aconteceu 0 nascimento da teoria da Probabilidade, um nobre jogador francés

chamado Chevalier de Méré, propds diversos problemas ligados a jogos de azar ao
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matematico francés Blaise Pascal (1623 — 1662) que trocou correspondéncias com
outro matematico francés, Pierre de Fermat (1601 — 1665) sobre estes problemas.
Um dos famosos problemas propostos por Chevalier de Méré esta descrito a

seguir.

2.2

Exemplo 2

O cavaleiro francés Chevalier de Méré, acreditava que a probabilidade de
obter ao menos um 6 em quatro langamentos de um dado era igual a probabilidade
de obter pelo menos um duplo 6 em 24 langamentos de um par de dados. Devido a
esta crenga, Chevalier teria perdido muito dinheiro e solicitou ajuda a Pascal.

Sabemos que a probabilidade de obter um 6 no langamento de um dado é

. 1 - « . - 5
igual a 3 Portanto a probabilidade de ndo sair 6 € igual a 3 Portanto, a

4
probabilidade de nenhum 6 no lancamento de quatro dados € (Ej e a

4
probabilidade de pelo menos um 6 é 1—(%) ~0,5177.

Por outro lado, a probabilidade de ndo sair nenhum duplo 6 no langamento

24
em 24 lancamentos de dois dados é (%) e a probabilidade de pelo menos um

24
duplo seis é 1—(%) ~0,4914 .

Outro famoso problema proposto por Chevalier de Méré foi sobre a divisao
do bolo das apostas quando um jogo é interrompido antes do final, uma versédo
deste problema esta descrita abaixo no exemplo 3.

2.3

Exemplo 3

Dois jogadores jogam uma série de partidas justas até que um deles obtenha

6 vitorias.
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Por motivos exteriores ao jogo, este é interrompido quando um dos
jogadores somava 5 vitérias e o outro jogador somava 3 vitorias. Na hipotese de
ambos jogadores terem a mesma habilidade, como devemos dividir, de forma
justa, 0 montante apostado por ambos 0s jogadores?

Chevalier acreditava na hip6tese que o prémio deveria ser dividido na razao
de 5 para A e 3 para B e estava enganado.

Pascal e Fermat resolveram o problema da maneira correta que é supondo
que o jogo prosseguisse e listaram as probabilidades dos possiveis resultados.

Para o jogador A ganhar o prémio basta que venca mais uma partida.

O jogador B s6 ganha o prémio se ganhar trés partidas consecutivas.
i i - , 1
O jogo acaba em uma partida e A vence, a probabilidade neste caso é Py ;

O jogo acaba em duas partidas, B vence uma partida e depois A vence outra,

a probabilidade neste caso € Ei :l.
2 2 4

O jogo acaba em 3 partidas, B vence as duas primeiras e A vence a terceira,

Logo, a probabilidade de A vencer a série de partidas € % .

7 .. 1 A
Portanto A deve receber 3 do prémio e B deve receber gdo prémio.

Problemas como estes sdo excelentes ferramentas para iniciar um curso de
Probabilidade no Ensino Médio.

Sabe-se que nem Pascal, nem Fermat publicaram formalmente os seus
resultados, sobre as discussdes e solucbes dos problemas propostos por Chevalier
de Méré, porém um Fisico e Matematico alemdo, Christian Huygens (1629 —
1695), numa visita a Paris, em 1655, presenciou parte das discussdes entre 0s dois
matematicos em relagdo aos problemas propostos por Chevalier e ficou fascinado
sobre o assunto.

Um ano depois da sua visita a Paris, Christian Huygens divulgou seu
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trabalho, Libellus de Ratiotiniis in Ludo Aleae, no qual resolve os problemas que
Pascal e Fermat resolveram e muitos outros de autoria propria.

Na obra de Christian Huygens ha também o primeiro documento formal
sobre o conceito de Valor Esperado.

A primeira afirmativa de Huygens sobre Valor Esperado é:

. - 1 .
Se num jogo espera-se ganhar a e b com probabilidades iguais a > entdo o

, a+b
valor esperado é —
Huygens generalizou o resultado para o caso em que ha n ganhos
equiprovaveis a,, a,,..., a,com probabilidades iguais a —. Neste caso 0 valor
n

a+ a,+..+a,
n

esperado €

Posteriormente Huygens considera o caso em que a probabilidade de ganhar

aeé P e de ganhar b é g , nesse caso 0 Valor Esperado é igual a
p+q p+q

a- P +b- g .
p+q p+q

A obra de Huygens foi reeditada e complementada pelo matematico suico
Jacob Bernoulli (1654 -1705), e foi publicada em 1713, oito anos apds sua morte,
na obra Ars Conjectandi, Bernoulli incluiu conceitos inéditos de Analise
Combinatoria, a primeira versdao da Lei dos Grandes Numeros, que ¢ um dos
resultados mais importantes da Teoria da Probabilidade. H& ainda no trabalho de
Bernoulli citagOes sobre aplicagbes da Teoria da Probabilidade em problemas
econémicos e Civis.

A Lei dos Grandes Numeros afirma que a média de uma sequéncia de
variaveis aleatorias independentes com mesma distribuicdo converge com

probabilidade igual a 1, para a média daquela distribuic&o.

2.4

Exemplo 4

Vamos realizar n vezes o seguinte experimento: lancar um dado comum e

observar a face voltada para cima, sabemos que a probabilidade de cada evento
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. 1 . i
elementar é igual a 5 e 0 valor esperado E[X]=3,5. A face 3,5 ndo existe, mas o

que ocorre € que a partir de um grande nimero de langcamentos, n cada vez maior,
a média dos valores observados ira ficar cada vez mais proxima de 3,5, que é a

média l+2+3;4+5+6 , e a frequéncia relativa de cada um dos resultados

possiveis ficara cada vez mais proxima de rs

12 - F

A D E F G
DADO

1 EVENTO FREQENCIA RELATIVA (n=1200) FREQENCIA RELATIVA (n=6000) PROBABILIDADE
3 1 0166666667 0.165833333 0166666666567
2 2 0.160833333 0.167166667 0166666666667
2 3 0,165 0,170333333 0166666666667
2 4 0,1575 0,161666667 0,166666666667
1 5 0.174166667 0.166833333 0166666666567
5 6 0,175833333 0168166667 0166666666667
2
3
3 MEDIA OBSERVADA (n=1200) 3,530166667

| 2 AEDIA OBSERVADA (n—6000) 3,501 | |
4 VALOR ESPERADO 3.5
1
5
2
5
3

Figura 1: Simulacao de lancamentos de dados feita em EXCEL.

Uma simula¢do com 1200 langamentos e 6000 langamentos foi realizada no
Excel, podemos notar que ao realizar muitas vezes estes experimentos, podemos
observar por um método empirico o resultado da Lei dos Grandes NUmeros. Ha
uma melhor aproximagdo dos resultados esperados com n=6000 do que com
n=1200.

2.5
Exemplo 5

Considere agora, 0 experimento que consiste em lancar uma moeda N vezes,
os resultados possiveis sdo:

Xpy Xyyer X

X, =1sesaiucaraeP[X, =1]=p

X; =0 se saiu coroae P[X, =0]=1-p

E[Xi] =p

ie{1.2,.,N}.
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Se a moeda é honesta p=0,5.
A Lei dos Grandes NUmeros afirma que a frequéncia relativa do nimero de
sucessos converge para o seu valor esperado a medida que N aumenta.

Simulacdo no GeoGebra para o experimento com N =200e p =0,5.

N =200

Figura 2: Simulacdo de lancamentos da moeda feita no GeoGebra.

O protocolo de construcdo da simulacdo no GeoGebra estd descrito na
Figura 3. Note que podemos através dos controles deslizantes alterar os valores de

N e p na simulagéo.

. [ Nome Ico._. | Definicio [ Comando [walor
1/Nomero N 2 N =200
2|Namero p a=2 p=05
3|Lista geradoramoe... Sequénciajrandgom(), L 1, N] Sequénciajrandom(). |, | geradoramoeda - {0.48, 0.63, 0.33, 0.74, 0.55, 0.73, 0.25, 0.18, 0.99, 0.03, 0.42, 0.51..|
4|Lista caragucoroa clajSe[Elemento[geradoramoeda, [ = p, 1, 01|, |SeguanciajSe[Elementoficaracucoroa = §0,1,0,1,1,1,0,0,1,0,0,1,0,1,0,1,1,0,1,1,1,1,1,0,0,1,1, 0, 0,..]
=p, 1. 0L
5 Lista freqredatva Sequéncia](l. Somajcaraoucorea, 171}, L 1, N] equanciaf]l. freqrelativa = {{1, 0), {2, 0.5), (3, 0.33). (4, 0.5), (5, 0.6), (6, 0.67), (7. 0.57). (8. D.5) (8. ..
Somafcaracucoroa, 1 /
6Retaa ay=05

Figura 3: Protocolo da construgédo da simulagao no GeoGebra.
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Resumo

3.1

tedrico

Espago Amostral

E o conjunto de todos os resultados possiveis de um experimento aleatorio e

iremos representa-lo pela letra S.

3.1.1

Exemplos

1)

1)

3.2

Evento

Considere 0 experimento que consiste em lancar uma moeda e
observar a face voltada para cima. Entdo o espa¢co amostral é formado
pelos dois elementos:

S ={c,k}.
Onde c= coroa e k=cara.
Se o resultado do experimento é a ordem de chegada de uma prova de

competicdo de 100m de nado livre entre 8 nadadores numerados de 1
a 8, entdo

S = {todas as 8! permutacdes de (1,2,3,4,5,6,7,8)}

O resultado (3,4,5,1,2,7,8,6) significa que o nadador numero 3 chegou
em primeiro lugar, o nadador nimero 4 em segundo lugar, o nadador
namero 5 em terceiro lugar, e assim por diante.

Langamento de um dado e observar a face voltada para cima.
S={1,23,4,5, 6}

Qualquer subconjunto do espaco amostral é chamado de evento.

No exemplo Il do topico anterior, se E = {2,3,5}, entdo E é 0 evento em
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que a face voltada para cima é um niimero primo.

3.3
Probabilidade

Vamos considerar um experimento aleatorio cujo o espaco amostral é S.
Seja E um evento de S, a probabilidade de E ocorrer, é o namero P(E) que satisfaz
0s trés axiomas a seguir:

I) Paratodo evento E, 0<P(E) <1

I  P(S)=1;
I1l) Para cada sequéncia de eventos E,, E,, E,,... formam uma sequéncia

de eventos disjuntos, isto é, E,NE; = se i # j, entdo:

P(E, UE, UE,U..) = Y P(E)).

Vamos imaginar o Ian(;amerll_tlo de um dado, com a forma de um cubo
perfeito, um objeto com simetria perfeita e de material homogéneo. Os elementos
do espago amostral séo chamados eventos elementares. No caso do langamento
desse dado e observar a fase voltada para cima, o espago amostral é

S={1,2,3,4,56}. Nesse caso a probabilidade de cada evento elementar é a

mesma ou seja:

P =P(2)=...=P(6) :E'

Temos aqui um modelo equiprovavel, em casos como esse, para cada evento
E de um espago amostral S, a probabilidade pode ser calculada da seguinte forma:

n(E) _ndmero de elementos de E  "ndmero de casos favoraveis"
n(S) ndmero de elementos de S "numero total de casos"

P(E) =

Vamos considerar agora um dado no qual ndo ha simetria perfeita e onde, as
probabilidades dos eventos elementares foram estimadas através de diversas
realizagBes do experimento e foi observado através da frequéncia relativa de cada

evento elementar que:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412723/CA


PUC-RIo - Certificacao Digital N° 1412723/CA

22

L
PO =P6) = :
P@)=P(E) =7
P(3) = P(4) =%.

Neste caso temos um modelo ndo equiprovavel, mas que satisfaz os trés

axiomas.

3.4

Probabilidade Condicional

Considere o seguinte experimento aleatério:

. Selecionar um habitante do Brasil.

Agora, considere 0s seguintes eventos:

A. O habitante € morador do Estado do Rio de Janeiro.

B. O habitante é torcedor do Botafogo.

As probabilidades dos eventos A e B sdo pequenas, a maior parte da
populacédo brasileira ndo mora no Estado do Rio de Janeiro e o Botafogo é apenas
a quarta maior torcida do Rio de Janeiro e ocupa a 132 posicdo em numero de
torcedores no pais.

Agora podemos estar interessados na probabilidade de uma pessoa torcer
para 0 Botafogo, sabendo que mora no estado do Rio de Janeiro. Perguntas como
essa sdo chamadas de probabilidade condicional. Isto €, queremos obter a
probabilidade condicional de que B ocorra dado que A ocorreu, essa
probabilidade é representada por:

P(B|A).

Para que B ocorra dado que A ocorreu € necessario que a pessoa seja
moradora do estado do Rio de Janeiro e torcedora do Botafogo, isto €, o evento
A B tem que ocorrer. Como ja sabemos que a pessoa é moradora do Estado do
Rio de Janeiro, tem-se que A é 0 n0sso Novo espago amostral, ou espaco amostral
reduzido. Com isto a probabilidade do evento A~ Bocorrer sera igual a
probabilidade A B relativa a probabilidade de A. Este exemplo ajuda a entender
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a definicdo de probabilidade condicional.

3.4.1
Definicao

Se P(A) >0, entéo,

P(B|A) = —P(F/j&)B)

Agora vamos calcular as probabilidades do nosso exemplo.

Segundo pesquisas do IBOPE realizadas em 2014, ha aproximadamente
3,417 milhdes de botafoguenses no Brasil e no estado do Rio de Janeiro ha 1,8
milhdes.

No Brasil, segundo o IBGE, em 2014 existiam aproximadamente 201
milhdes de brasileiros e no Estado do Rio de Janeiro, existiam aproximadamente
16,5 milhdes de habitantes.

Portanto,

p(A) =85 _g 219
201
pB) =327 _1 79
201
18
P(ANB) 201 18
P(A) 165 165
201

Podemos calcular também a probabilidade de uma pessoa ser moradora do

P(B|A) = =10,9%

Rio de Janeiro, sabendo que é torcedora do Botafogo.
18
P(ANB) _201_18
P(B) 34 34
201
A grande surpresa aqui é:

=52,9%

P(AIB) =

H& muitos torcedores do Botafogo fora do Estado do Rio de Janeiro!
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3.5

Eventos Independentes

Dizemos que A é um evento independente de B, se 0 conhecimento de que
B ocorreu ou ndo ocorreu ndo afetar a probabilidade de A ocorrer.
Sabemos que:

P(ANB)

P(AIB) = o(®) : com P(B) >0.

Se A é independente de B teremos:

P(ANB)

P(AIB)=P(B) < P(B) = (A

< P(AnB)=P(B)-P(A).

Se A ¢ independente de B, B é independente de A.

3.6

Variavel Aleatdria

Dado um espago amostral S, denomina-se varidvel aleatéria, e é usual
representar-se por uma letra maitscula tal como X, a uma funcao cujo dominio é o
espago amostral e o contradominio é um subconjunto dos nimeros reais.

X:S—>l

w — x=X(w).

Por exemplo ao langarmos uma moeda trés vezes, podemos estar
interessados no nimero de coroas que apareceram, e hdo na ordem em que caras e
coroas ocorreram.

Se X é o0 nimero de coroas que ocorreram nos trés lancamentos, entdo os
valores que X pode assumir séo: 0, 1, 2 e 3.

Como o espago amostral para esse experimento é:

S ={ccc,cck,cke,ckk,kee, kek,kke, kkk}.

Portanto:

X (ccc) =3, X(cck) =2, X(ckc) =2, X(ckk) =1, X (kcc)=2

X (kkc) =1, X (kck) =1, X (kkk) =0.

A probabilidade de cada um dos valores que a variavel aleatoria pode

assumir é:
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P[X :0]:%;
P[X =1]=§;
PIX =2]-=;
PX =3]=%.

3.7

Valor Esperado

O conceito inicial de Esperanca Matematica (valor esperado), definido por
Huygens e Bernoulli, era enunciado da seguinte forma

Se a probabilidade de ganhar as quantias a,, a,,..., a,,S30 respectivamente,
P, P,, ..., P,; entdo a esperanca matematica E € dada por:
E=a-FP+a,-P+..+aFR.

Ele nasceu da necessidade de avaliar 0s possiveis ganhos em jogos de azar.

Isto é, cada quantia é multiplicada por sua respectiva probabilidade e a
Esperanca Matematica é a soma das quantias obtidas.

Em muitas situagbes, como em investimentos, tempo médio de
processamento, jogos de azar e seguros de vida, o valor esperado tem grande
utilidade e discutiremos alguns exemplos e problemas que podem despertar o

interesse dos alunos para o tema.

3.7.1

Definicao

Se X é uma variével aleatdria definida em um espago amostral S, finito ou

infinito enumeravel, entdo o valor esperado de X €

E[X]1=2 p(w)- X W)

weS
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3.7.2

Exemplo 1

Suponha que S seja 0 conjunto dos 20 estudantes de uma turma da 22 série
do Ensino Médio e que um estudante dessa turma serd selecionado ao acaso.
Sabendo que X representa a nota bimestral de Matematica do estudante
selecionado, E[X] ira representar a média da turma em Matematica.

As notas bimestrais estdo representadas abaixo e 0s alunos estdo

representados pelos respectivos nimeros na lista de chamada.

Tabela 1: Tabela de notas bimestrais.

NOTA BIMESTRAL NOTA BIMESTRAL

ALUNO DE MATEMATICA ALUNO DE MATEMATICA

[EEN

11 6

12

13

14

15

16

17

18

OO (N0 |WIN

19

alo|nv| Blwiw|o|uofuifo
BN BN N IENES

=
o

20

E[X]=2 X (w)-P(w)

weS

E[X]:2—10-(8+5+5+6+7+3+10+2+9+5+6+4+4+3+6+7+8+9+7+7)

E[x]=22L 6,05,
20

Agora podemos montar a fungdo de probabilidade da variavel aleatéria X,
como:
P(Xi) = P[X = Xi]!

Como a probabilidade da Nota X ser igual a X , teremos:
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Tabela 2: Tabela de nota em fungéo da variavel aleatéria X.

x; (NOTA) P[X = x]
2 1/20
2120
2120
320
320
4120
2120
2120
10 1/20

©| O N| o o | W

E podemos calcular o valor esperado de uma outra forma, isto é, por uma

outra maneira de defini-lo.

Seja X uma variavel aleatoria que assume os valores Xx,X,,...,X,com

probabilidades iguaisa p,, p,,..., p, respectivamente e p, >0 e Z p, =1.
i=1
O valor esperado de X é:

E[X]=)_%P[X =x]
i=1
Em outras palavras, o valor esperado de X é uma média ponderada dos
possiveis valores que X pode assumir, com cada valor sendo ponderado pela
probabilidade de que X seja igual a este valor.

No exemplo da média de Matematica da turma teremos:

E[X]:i-2+£-3+£-4+i-5+i-6+i-7+£-8+£-9+i-10
20 20 20 20 20 20 20 20 20

E[X]=6,05.

3.7.3
Exemplo 2

Determinar o valor esperado do resultado X, onde X é o resultado da face
voltada para cima quando langamos um dado comum.
Resposta:
E[X]:1-l+2-l+3-l+4-l+5-1+6-l:Z.
6 6 6 6 6 6 2

Este resultado mostra que o nome valor esperado pode ser enganoso, neste
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exemplo a variavel aleat6ria nunca assume este valor.

Cabe ressaltar que o valor esperado e o valor mais provavel também séo
conceitos diferentes e que podem causar confusdo: o Valor Esperado é uma média
ponderada, e o valor mais provavel é o que tem a maior probabilidade de ocorrer
dentre os possiveis valores que a variavel aleatdria pode assumir, também
conhecido como moda.

Uma definicdo mais formal é:

Seja X uma variavel aleatoria discreta que assume os valores{x, X,, X;,...},

finito ou infinito enumeravel. Com funcéo probabilidade de X:

P(Xi) = P[X = Xi]
onde

P(x,) >0 parai=1,2,..
S P(x)=1.

O valor esperado de X, ou média de X, é denotada por E[X], é definido por:
E[X1=D_%-P(x).
i=1

desde que a soma esteja definida, isto &, o somatdrio deve convergir

absolutamente.

3.7.4
12 Propriedade

O valor esperado de uma soma de variaveis aleatérias é igual a soma dos
seus valores esperados.

Sejam X, X,, ...,.X,, n variaveis aleatorias
E[X,+X, +...+ X, 1= E[X, ]+ E[X,]+...+ E[X,].

3.7.5
22 Propriedade

Linearidade do valor esperado. Sejam Xj, X, duas variaveis aleatérias a e b

duas constantes:

E(a-X,+b -X,)=a-E(X,)+b-E(X,)
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3.8

Variancia e Desvio Padrao

O valor esperado E[X] nos fornece a média ponderada dos valores possiveis
para a variavel aleatéria X, mas ndo nos informa sobre a dispersdo destes valores.
Por exemplo:

Considere a distribuicdo das notas de um grupo de 20 alunos numa

avaliacdo,
Tabela 3: Grupo 1 de 20 alunos.
Notas x; 10 9 8 7 6 5
NUmero de alunos com a nota x; 3 5 6 2 3 1

Agora, considere a distribuicdo das notas de um outro grupo de 20 alunos

na mesma avaliacéo,

Tabela 4: Grupo 2 de 20 alunos.

Notas Xii 10 9 8 7 6 5

NUmero de alunos com a nota x;; 3 3 8 3 3 0

Nas duas distribuicfes a média ponderada E[X] = 8, mas a disperséo é bem
diferente.

A variancia de uma variavel aleatéria X, representada por Var (X), é uma
medida de dispersdo definida como o valor esperado do quadrado da diferenca

entre X e sua média.

Var(X) = E[(X — )], onde x é a média.

3.8.1

Definicao

O desvio padrdo é definido como a raiz quadrada da variancia

GZ«/V&I’(X)
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3.9

Distribuicdes

3.9.1
Distribuicao de Bernoulli

Considere um experimento aleatério no qual s6 pode ocorrer “sucesso” ou
“fracasso”, tais que: X =1 se o resultado for um sucesso, X = 0 se o resultado for
um fracasso.

Uma variavel aleatoria que e definida assim tem distribuigdo de Bernoulli.
Se p a probabilidade de ocorrer um sucesso, a probabilidade de ocorrer um
fracasso € q = 1 — p e a funcdo de distribuicdo da probabilidade de Bernoulli é:

p para x=1
P(X)= g=1-p para x=0 com 0<p<1
0 para x diferente de O ou 1

O valor esperado da distribuicdo de Bernoulli é E(X) = p e a variancia é

var(X)=p-p*=p-(1-p).

3.9.2
Distribuicdo Binomial

Seja um experimento que ocorre com as seguintes condicdes:

Sé&o realizadas n tentativas independentes;

A. Cada tentativa é uma prova de Bernoulli, ou seja, s6 pode levar a
sucesso ou fracasso com probabilidade p de sucesso e probabilidade g
=1 - p de fracasso.

B. Se X representa o nimero de sucessos que ocorrem nas tentativas,
entdo X é uma variavel aleatoria binomial com pardmetros (n, p).

A funcéo probabilidade de uma variavel aleatoria binomial com parametros
(n, p) é dada por:

L[N .
P(X = |):(i j p'-(1-p)"" i=0,1,2,...,n.

A validade da equacdo acima pode ser provada pelo seguinte argumento:

para uma sequéncia particular de n resultados contendo i sucessos e n — i
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fracassos.

Suponhamos que ocorram apenas SUCess0s nas i primeiras provas e apenas
fracassos nas n — i provas restantes. Indicando sucesso em cada prova por 1 e
fracasso por 0, temos:

111,..,10,0,...,0.

Nl ekt

i n—i

Como as provas sdo independentes por hipdtese, a probabilidade de
ocorréncia desse evento é p'-q"".

Entretanto o evento “i sucessos em n provas” pode acontecer em outras

ordens distintas, todas com a mesma probabilidade.

NELADT . .
Ha ( Jdlferentes escolhas de i tentativas que resultam em sucessos,
i

: n i n-i
Desenvolvendo o somatério usando o bindmio de Newton:

_w P(X = i)=im p'-g" =Zm p'-(-p)" =(p+1-p)" =1

Portanto a soma das probabilidades é igual a 1.

Para calcular o valor esperado:

co0-S1r0c <53 (o -5 [

o0
i=0

Como,
i(?)zio_ _n.(n—1)!_ e (n—1)!_ :n.[ﬁ—lj
i i-(i-:(n-1)! (i-D(n-i)! i—-1

Temos:
n _ : n(n-1) . :
E(X)=Y | m PP - n-z[?_lj PP

n(n-1) .
E(X) =N- pZ[I 1} plfl (l— p)(n—l)—(|71) =np
i=1 -

A variancia e o desvio padrdo séo dados por:
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var(x) = E[X?]-(E[X])?*=n-p-(1-p)

o=4n-p-(1-p).

3.9.2.1

Exemplo

Sete moedas honestas sdo langadas. Determine a funcdo probabilidade do
nimero de caras obtidas, construa o grafico da funcdo de probabilidade.
Identifique o valor esperado e o desvio padréo, utilize o GeoGebra.

Utilizando a ferramenta calculadora de probabilidades no GeoGebra temos:

[£] Caleuladora de Probabilidades - o X
T Tz 5
Distribuic3o Estatistica

—
5 55 8 65 |3 75

¥=35 0=13229

L/ Binomial -
nl7 |pjos
HIEE

IE) sXs[4 |1= 05460

Figura 4: Calculadora de Probabilidades do GeoGebra.
Se X é o numero de caras obtidas, X é uma varidvel aleatéria binomial com
R 1
parametros(?,gj :
Temos:
7 k k 7 7
-7 }{2] -2 (T2,
k)\2 2 k)\2
Fazendo k variar de O até 7, obtemos a distribuicdo de Probabilidade de X,
tabela que aparece na tela do GeoGebra.
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P[X=k]
0,007813
0,054688
0,164063
0,273438
0,273438
0,164063
0,054688
0,007813

N iElwN (RO &

Figura 5: Distribuicdo de Probabilidade de X.

Podemos ver a direita 0S numerosu=3,5e 0=1,3229, que sdo

respectivamente o valor esperado (média) e o desvio padrdo da distribuicéo.
Calculando-os pelas suas respectivas formulas temos:

E(X)=n- p:7%:3,5 evar(X)=n-p-(1-p) :£:>G:\/Z:1'3229'

Na parte inferior da tela aparece P(3< X <4)=0,5469, este valor é a
probabilidade da varidvel aleatoria assumir os valores 3 ou 4 e representa também
a area pintada de azul no grafico.

Podemos alterar os valores para os quais queremos as probabilidades,
alterando os valores de X a esquerda e a direita.

Por exemplo se queremos a probabilidade de obtermos 5 ou mais caras

Distribuicso | Estatissca

Figura 6: Probabilidade de obter 5 ou mais caras, GeoGebra.

P[5< X <7]=0,2266.
Se copiarmos para a janela de visualizacdo do GeoGebra obteremos uma

visdo melhor, como podemos ver na figura abaixo:
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Figura 7: Janela de visualiza¢&@o de Probabilidades do GeoGebra.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412723/CA


PUC-RIo - Certificacao Digital N° 1412723/CA

4

Discussao de Problemas

Neste capitulo, apresentaremos 0 objetivo central do nosso trabalho, que é a
discussdo de problemas envolvendo os conceitos de probabilidade e valor
esperado.

Discutiremos alguns problemas classicos, onde o conceito de valor
esperado, pode ser apresentado aos alunos do Ensino Médio sem maiores
dificuldades. Além de problemas inéditos e questdes desafiadoras dos vestibulares
do IME e do Desafio em Matematica da PUC-Rio, nos quais acrescentaremos
perguntas sobre o valor esperado.

4.1

Lancamento de dois dados
Determine o valor esperado E[X], onde X €é o resultado da soma dos
nameros que aparecem nas faces voltadas para cima no langamento de dois dados

comuns.

41.1

Solucgéao

O espaco amostral pode ser descrito pela tabela abaixo:

Tabela 5: Tabela de Lancamento dos Dados.

Numero Do Segundo Dado
Soma
1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 5 6 7
o 2 3 4 5 6 7 8
o T
A ©
o O 3 4 5 6 7 8 9
[=o)
g 5 4 5 6 7 8 9 10
S E
z g 5 6 7 8 9 10 11
6 7 8 9 10 11 12
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Temos entéo;
P(2) :i: P(12), P(3)=£= P(11), P(4):i = P(10),
36 36 36

P(5)=3% =P(9), P(6) = 3—66 ~P@)e P(7):3%.

E[X]:2-i+3-£+4~i+5-i+6-i+7.£+8~£+
36 36 36 36 36 36 36

+9'i+10~i+11-£+12'i=7
36 36 36 36

Uma outra forma de calcular o valor esperado é pela propriedade 1 do valor
esperado. Considere:

X1 = Valor da face voltada para cima no primeiro dado;

X, = Valor da face voltada para cima no segundo dado;

E[X]=E[X,+ X,]=E[X,]+E[X,]=7

Pois,

! _1+2+3+4+5+6

6
Uma simulagdo para o lancamento de dois dados pode ser vista na tela de

6
i=1

E[X,]=E[X;]=+] 3,5

uma simulacdo realizada em Excel.

Apos 10 realizagdes, ainda ha muita flutuacdo entre as médias encontradas
para os valores dos dois dados e média de suas somas em relacdo aos valores
esperados. A medida que aumentamos 0 numero de experimentos, as médias

calculadas tendem a ficar cada vez mais proximas dos valores esperados.

SIMULADOR SOMA DE DOIS DADOS - Excel

Exibair J Diga-me o gque vocd deceja fazer

K11 > ks

DADO 1 DADO 2 SOMA

3 5
s & n DADO 1 DADOC 2 soMA
6 s 10 1,8 a 5,8
8 100 3,91 3,69 7,3
300 3,536 3,344 7.08
1000 3,51 3,508 7,018

E(X) 3,5 3,5 T

T T PN S PR R TR PP Y
EYEEH PRI TR

“EBB

o
FNAWDEU R
ENBAWACSWANLEIDADOAN BE N B

NohnEsavLaw

a
Planilhal

Figura 8: Simulacdo de lancamento de dois dados no Excel.
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4.2

Jogo de azar com trés dados

Um jogo de azar, acontece da seguinte maneira: um jogador aposta uma
unidade monetéaria em um ntmero de 1 a 6, e trés dados sdo arremessados, e se 0
namero apostado sair uma vez o jogador recebe o dobro do que apostou, se sair
duas vezes, recebe o triplo do que apostou e se sair trés vezes, recebe o quadruplo
do que apostou. Se o nimero ndo sair em nenhum dos dados o jogador perde o
valor apostado. Considere a variavel aleatria X que representa o lucro do jogador

em uma rodada. Determine o lucro esperado nesse jogo.

42.1

Solucéao

Sabemos que o lucro é igual a diferenca entre valor do prémio recebido e o
valor apostado. Portanto, a varidvel aleatéria lucro pode assumir os valores -1, 1, 2

e 3 e iremos calcular as probabilidades de a variavel aleatdria assumir tais valores.
3 0 3
P[X =-1] = (1) (2 :%
0)\6 6 216
3 1 2
oo -3 (2] -2
1)\6 6 216
3 2 1
x5 (4] (2] -2
2)\6 6 216
3 3 0
owx-a-(2) (1] (3] -
3)\6 6 216

Portanto o lucro médio esperado é:

E[X]:(—l)-125+1- s +2- 15 +3- 1 __ L =~ -0,0787
216 216 216 216 216

Na figura abaixo, uma simulacdo em Excel dos lancamentos e as médias
calculadas para 10, 100, 50, 1000, 5000 e 50000 lan¢camentos.

Podemos notar que com 50000 lancamentos, as médias amostrais

encontradas ficam muito proximas dos valores esperados.
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G21 - ry

A B c o E F [EEE— H 1 i K
1 Dado1l Dado 2 Dado 3 NUMERO DE SUCESSOS LUCRO
2 | 1 o 5 1 1
3 4 1 o -1
4 | 1 1 4 o 1 n SUCESSOS LUCRO
s 6 1 1 0 - 10 0.4 0,2
L] | a 2 5 1 1 1040 0,96 0,16
7 2 5 2 1 1 500 0,524 0,038
a | 5 L] a 1 1 1000 0,519 0013
9 1 2 & [ 1 5000 0,4976 -0,0844
10 | E} 6 6 o 1 SOO00 0,368 0,07894
1 6 3 1 o -1
12 1 s 2 3 1 E(x) 0.5 0,0787
13 4 6 3 0 -1
14 3 a s 1 1
15 4 2 2 o -1
18 4 3 3 o 1
17 2 2 5 1 1
s 3 1 & o 1
19 a o a o =1
20 3 & & 0 -
21 I a 2 & o =1 ‘
22 3 & 1 o -1 1
23 1 a P 0 1

Planilhal -l

Figura 9: Simulacdo em Excel lancamento de 3 dados.

4.3

Raspadinha Portuguesa

A famosa raspadinha Portuguesa é uma febre em Portugal, a receita bruta no
ano de 2014 foi de 625 milhdes de Euros; ela distribui os prémios conforme a
imagem abaixo, sabendo que o pre¢o de cada bilhete € um Euro.

Determine o lucro esperado para o apostador na raspadinha Portuguesa.

Extrito do Regulamento da Lotaria Instantinea, Portaria n. "652/2001 de 31 de i

JOGO |'|_°1 91 .d IOG OS 1. Os prémios serdo pagos de imedialo desde que o bilhete esteja legivel, ndo sa

M encontre i ou aheraco, inmacta a zona idemificada
SERIE DE 15.000.000 DE BILHETES SANTACASA com "NAQ RASPAR", o codigo de barras e us elementus de Seguranca imprassos no
bilnete. Os bilheies que ndo rednam as condigdes e pagamento imediaio e cujo valor
n I ey predemeny S nlersar a €15,00 nio sero pagoes
Quantldade Prew_"os Total 2. Os bilhgtes 36 pedem ser vendidos pelo prego indicado no préprio bilhete.
1.800.000 €100 £1.800.000,00 3.0 valor go prémio a receber vem ndicado no propno bilhate,
1.200.000 €2,00 €2.400,000,00 4. Os prémios 530 pagos até £150,00, inclusive, nos mediadores do DUSCML e os de
valores superiores a €150.00 e até €2999,00, aos bakdes da Caixa Geral de
450.000 €400 €1.800.000.00 Depdsitos (CGD). De valor igual ou superior a €5.000,00, diretamente no DJ'SCML
150,000 €10,00 €1.500.,000,00 cumpricas as lormalidades previstas na Lei n.28/2008, de 5 de junbg
12.000 €20,00 £240.000,00 5. 0% prémios 540 pagos até A data limite a fixar pelo DU/SCML.
6.000 €30,00 €160.000,00 ﬁjm _)
3.300 €50,00 €165.000,00 NOME
B70 €100.00 €67.000.00
240 €200,00 €48.000,00 N."B../C.C. Reelelivel
120 €1.500,00 €180.000,00
30 £10.000,00 € 300.000,00
3.622.560 TOTAL €_8,?00‘000.00

QOTOTAL PARA f’lj.EMIOS- IlEI‘i{ESI'-ENTA 58% DO CAPITAL EMITIDO 1| q 1| U U U D U l:l ]' U l:l U .
| Probabilidade Média de Ganho 1: 4,14 |

Figura 10: Raspadinha Portuguesa
(fonte:
https://www.jogossantacasa.pt/web/JogarLotInst/caracteristicasOutras?contentld=105.0).

43.1

Solucéao

A variavel aleatéria Lucro pode assumir valores iguais aos valores possiveis

dos prémios diminuidos de um Euro que é o valor do bilhete.
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Tabela 6: Tabela de sorteio Raspadinha Portuguesa.

Prémio Lucro Bilhetes Probabilidade Lucro x Probabilidade
1 0 1800000 0,12 0
2 1 1200000 0,08 0,08
4 3 450000 0,03 0,09
10 9 150000 0,01 0,09
20 19 12000 0,0008 0,0152
30 29 6000 0,0004 0,0116
50 49 3300 0,00022 0,01078
100 99 870 0,000058 0,005742
200 199 240 0,000016 0,003184
1500 1499 120 0,000008 0,011992
10000 9999 30 0,000002 0,019998
0 -1 11377440 0,758496 -0,758496
TOTAL 15000000 | VALOR ESPERADO -0,42

O lucro esperado foi calculado na tabela e é -0,42 Euros, soma dos nimeros

da ultima coluna da tabela. A informacdo que o total para prémios € 58% foi

confirmada, isto €, 42% do valor arrecadado fica para banca.

4.4

Um famoso jogo popular

Uma pessoa aposta todos os dias no popular jogo do bicho, nesse jogo

existem 25 grupos (numeros) e um s6 prémio na “cabe¢a”. Portanto a

probabilidade de ganhar é 1/25 e sabemos que o ganhador recebe 18 vezes o valor

sorteado.

Qual é o lucro médio diario dessa pessoa se ela aposta 10 reais todos os dias

da semana durante toda a sua vida?

44.1

Solucéao

Vamos definir a varidvel aleatoria lucro liquido X,

E(X)

1

— 170+
25

25

(_Ej.lo __19_ Re2 80,

25
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Tabela 7: Aposta no jogo do bicho.

X Probabilidade
170 1/25
-10 24/25

Para um apostador, que joga todo dia 10 reais, neste jogo de azar espera-se

que 0 seu ganho médio diario seja de -R$2,80, ou seja, ndo parece um bom

investimento.

4.5

O jogo da Sena do planeta Marte

No jogo da marte-sena sdo sorteadas 6 dezenas distintas entre 01 — 02 — ... —

60.

Os prémios sdo fixos, 10 milhGes de “marteais” para a sena; 10 mil

“marteais” para a quina; 100 “marteais” para a quadra, independentemente do

namero de ganhadores:

Calcule o lucro esperado para um apostador que compra um bilhete de 6

dezenas que custa 3 “marteais”.

45.1

Solucgéao

Sendo X a variavel aleatéria lucro liquido; X pode assumir os valores 97,

9997, 9999997 e -3 e as probabilidades serdo calculadas abaixo

6
2

I

2

4] 6.5 54.53

P(quadra) = P(X =97) = (

(

6
5

3
I

2.1 2.1 _ 21465
50063860 50063860

P(quina) = P(X =9997) = (

|

60
6

54
1) 324
j 50063860
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1 1
P(sena) = P( X =9999997) = = ;
( ) ( ) 60 50063860
6
. 50042070
P(ndo ganhar)=1-P(sena)-P(quina)-P(quadra)=P(X = -3)=—,
(ndo g ) (sena)-P(quina)-P(q )=P( ) 0063860

~97-21465+9997 - 324 +9999997 -1-50042170-3

E(X)
50063860

=-2,75.

Apostar na marte-sena € um péssimo investimento!

4.6

Investimentos num pais do planeta Marte

Num determinado pais, em Marte, ha 3 possiveis estados para a economia
local, que sdo recessdo, normal e crescimento e ha dois tipos de investimento A e
B.

Quando se faz um investimento hd uma taxa de retorno do capital que é
calculada pelo ganho, ou perda de capital durante o ano dividida pelo
investimento inicial.

A tabela abaixo nos mostra as probabilidades de cada um dos estados da
economia e as respectivas taxas anuais de retorno nestes investimentos em cada

um desses estados.

Tabela 8: Estados da economia e as respectivas taxas anuais.

N Taxa de Retorno do Taxa de Retorno do
Probabilidade
Estado da investimento A em investimento B em
) do estado da
Economia ) cada estado da cada estado da
economia ) )
economia economia
Recessao 0,10 -0,20 0,10
Normal 0,60 0,10 0,20
Crescimento 0,30 0,70 0,30

Quiais sdo as taxas de retorno esperado em cada um dos investimentos?
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4.6.1

Solucéao

Vamos definir as varidveis aleatorias:

Taxa de retorno do ativo A em cada estado da economia: R,

Taxa de retorno do ativo B em cada estado da economia: Ry

As taxas de retornos esperados dos investimentos A e B sdo calculadas

utilizando o conceito de valor esperado, temos:

E(R,)=-01.0,2+0,6-0,1+0,3-0,7=0,25=25%
E(R;)=0,1-0,1+0,6-0,2+0,3-0,3=0,22 = 22%

O ativo A tem uma taxa de retorno esperado maior do que o ativo B.

O ativo A apresenta risco de perda se a economia estiver em estado de
recessao.

E comum no mercado de aplicagBes um prémio por risco, que geralmente é
definido como a diferenca entre retorno esperado e a taxa livre de risco que o
mercado oferece.

Héa toda uma teoria riscos e retornos de investimentos que nao sera abordada
neste trabalho. O fato é que a Teoria da Probabilidade esta diretamente ligada aos
assuntos da economia e das financas. Exemplos basicos podem ser criados e
estudados ainda no Ensino Médio e servirdo como motivacdo para o estudo do
tema aos alunos.

Por exemplo, na vida real, aplicar em Letras do Tesouro do Estados Unidos
é considerado um investimento de risco praticamente igual a zero e o retorno
médio pode ser bem abaixo de um investimento em uma carteira de a¢6es, no qual

ha risco de perda.

4.7
Valor esperado em um jogo de adivinhag&do. Busca sequencial e

busca binaria

Um amigo seu escolhe aleatoriamente um nimero inteiro de 1 a 100. Para
adivinhar o nimero, vocé deve fazer perguntas que tém como possiveis respostas,

sim ou nao.
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Calcule o nimero esperado de perguntas, se Vocé:

a.  Faz perguntas do tipo “Foi o numero i que saiu? ”
b.  Em cada pergunta voceé tenta eliminar metade dos niameros que
faltam?

4.7.1

Solucéao

a. Com este tipo de pergunta pode-se acertar 0 nUmero na pergunta i,

com i variando de 1 até 100, com probabilidade P[X:i]:i

100
portanto o nimero esperado de perguntas é:

100

E[X]= 3 P[X =i]-i=——(1+2+..+100) =
i1 100

_ 1 1+100 00 50,5,

100 2

b.  Considere ao invés de 100 que o numero fosse escolhido de 1 a n.

Agora ndo sabemos se n é par ou impar, isto €, pode ndo ser possivel dividir
0 nimero ao meio.
Para encontrar o nimero esperado de perguntas utilizaremos uma formula

recursiva que vale para n par e n impar.
Se perguntamos se 0 nimero é > g

>

temos que esta probabilidade é igual a p :T’ portanto a probabilidade do

ndimero ser gg é:

e -2 g

2

Com isso 0 numero esperado de perguntas pode ser encontrado pela

formula:
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Para n par temos a, =1+a, .
2

Se n for daforma 2, &, =a, =k.

Para n=100, vamos as contas!

a0 =1+,

A, =1+a,

5 :1+E~a12+2-a13
25 25

6 7
a, =1+E'a6+ﬁ'a7 ea, =1+a,
a;=1+a, ea, :1+%a3+$a4

1 2 5
a3:1+§-a1+§-a2 :§ ea,=1+a,=2

Substituindo os valores, temos:

o 8 .20 149 18

6 37 7 7’ 12 3'a13 13’ 25 25
118 143

a, =l+—="2-
25 25
143 168

“1+-2=""_-672
Bhoo 25 25

Portanto, o nimero esperado de perguntas é 6,72.
Comparando os dois modelos é possivel concluir que com uma lista
ordenada, como a do exemplo, a busca binaria, realizada no item b, é muito mais

eficiente que a busca sequencial, realizada no item a.

4.8

Estratégias para apostas na “roleta”

Um apostador irda a um cassino, no exterior, com 100 unidades monetarias e
0 seu objetivo é ganhar exatamente 20 unidades monetarias. Ele fard apostas no
“vermelho” em um jogo de azar chamado roleta, o que dobra o valor apostado em
caso de vitoria ou perde o valor apostado, até atingir o seu objetivo, ou até perder

0 seu dinheiro todo. Sabendo que a probabilidade de sair vermelho é ;_;3 , pois sdo
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37 numeros, de 0 a 36 e exceto a casa do 0, as outras sdo alternadamente pretas e
vermelhas, como mostra a figura.
Determine:
a.  Qual a probabilidade de ganhar jogando 20 na primeira jogada e 40
nas demais jogadas, caso seja necessario? Determine o valor esperado.
b. Qual a probabilidade de ganhar jogando 20 em toda jogada?
Determine o valor esperado.

c.  Compare as duas estratégias.

Figura 11: Roleta europeia.

48.1

Solucgéao

a. O apostador pode atingir 0 seu objetivo na primeira rodada com
probabilidade p ou ficar com 80 com probabilidade g = 1 - p,
existindo uma segunda rodada, ele ird apostar 40 e pode atingir o seu
objetivo com probabilidade p ou ficar com 40 com probabilidade g,
existindo uma terceira rodada ele pode voltar ao estagio anterior que €
ter 80, com probabilidade p, ou perder os 40, com probabilidade g, e
ai 0 jogo acaba.

A partir dai o que pode ocorrer € uma repeticdo da segunda ou da
terceira rodada. O que pode ser visualizado na figura abaixo:
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100

120

Figura 12: Arvore de probabilidades para apostas na roleta com a estratégia (a).

18 19
Sabendo que p==—=eg==2.
f P 37 q 37

Chamando X = Valor que o jogador possui, temos que a probabilidade
de o apostador vencer é:

P(X =120)= p+(q-p+0®-p*+q*- p°+...) =

18 19
£=E+Mz0,8194
1-q-p 37 , 1819

37 37

Para calcular o valor esperado deste jogo, o lucro médio, e chamando

0 lucro ao final do jogo de L, sabemos que ha duas possibilidades, ou
L € igual a 20 com probabilidade igual a 0,8194, ou L é igual a -100
com probabilidade igual a 1-0,8194 =0,1806 .

Portanto, o valor esperado do lucro é:
E[L]=0,8194-20—0,1806-100 = —1,672.

Portanto, a longo prazo o jogador perderda em média 1,672 a cada
partida que jogar. Apesar da probabilidade alta de atingir o objetivo
em uma partida, este jogo ndo € justo para o jogador.

O jogo acaba quando o jogador atingir 120, que pode ser considerado
0 estagio em que o apostador possui 6 apostas de 20, ou quando ficar
sem nada, isto é, quando possui 0 apostas.
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Iremos calcular a probabilidade de o jogador atingir o objetivo
possuindo k apostas de 20.

Chamaremos de &, com a,=0 ea; =1

Com a probabilidade de sucesso e fracasso igual a p e g=1-p

respectivamente.

Temos para um valor de k que
8 =p-a,+t(1-p)a.,

Cuja equacdo caracteristica é:

oot P o
-P -p
com
P
r1=1er2:—1

p
8, =Cy(r) +C,(r)
Como
a,=0 eaq, =1,
temos:
C,+C,=0=C,=-C,

ol ool

1 1 (.p kzl_[l—lopjk L(EJK
i s (s

8 19
ara: k=5, p=— e g=1-
p p= q=1-p= 37’

Temos:
a; =0,810023.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412723/CA


PUC-RIo - Certificacao Digital N° 1412723/CA

48

Como fizemos no item anterior:

Para calcular o valor esperado deste jogo, o lucro médio, e chamando
0 lucro ao final do jogo de L, sabemos que ha duas possibilidades, ou
L é igual a 20 com probabilidade igual a 0,810023, ou L é igual a -
100 com probabilidade igual a 1—0,810023 = 0,18997 .

Portanto
E[L]=0,810023-20-0,189977-100 =—2,79724
Neste caso o jogador perde em média 2,79724 por partida.
c. A estratégia utilizada no item a é melhor pois possui um valor

esperado maior e a probabilidade de vencer também é maior.

4.9
O problema das urnas do Desafio em Matematica da PUC-Rio
(adaptado)

Trés urnas séo colocadas uma do lado da outra contra uma parede. Em cada
urna ha inicialmente quatro bolas vermelhas e quatro bolas azuis. O jogador (que
sempre esté de frente para a parede) comeca em frente & urna do meio e retira de
l4& uma bola (as bolas sdo sempre retiradas ao acaso e depois de examinadas sao
sempre descartadas). Se a bola for vermelha, o jogador se move uma urna para a
esquerda; se a bola for azul, ele se move uma para a direita. Ele novamente retira
uma bola (ao acaso) da urna que estiver na sua frente neste momento; ele examina
a bola (e a descarta). Novamente, se a bola for vermelha, o jogador se move uma
urna para a esquerda; se a bola for azul, ele se move uma para a direita. O jogador
repete 0 processo até o jogo terminar, 0 que ocorre se 0 jogador receber uma
instrucdo impossivel (isto &, se ele tira uma bola vermelha na urna da esquerda ou
uma bola azul na urna da direita) ou se ele tentar tirar uma bola de uma urna
vazia.

Determine:

a.  Qual é a probabilidade de que o jogo termine com o jogador tentando

retirar uma bola de uma urna vazia?
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49.1

Solucao do item a

O jogo termina em uma urna vazia, apenas no caso em que o jogador
conseguiu, dar 4 passos para a urna da esquerda e dar mais 4 passos para voltar
para a urna do meio, além de dar 4 passos para a urna da direita e dar mais 4
passos para voltar para a urna do meio, esses movimentos para as urnas da direita
e da esquerda podem acontecer em qualquer ordem.

E importante notar que nas urnas da esquerda e da direita, o jogo acabaria na
primeira bola retirada que impedisse o retorno para a urna central. Portanto, o
jogador deve retirar 4 bolas azuis (destras) da urna esquerda e 4 bolas vermelhas
(canhotas) da urna da direita.

A probabilidade de que isso ocorra é igual a probabilidade de o jogador
terminar o jogo ap6s conseguir dar 16 passos.

o523 -

Esta primeira pergunta foi a questdo de nimero 5 do Desafio em
Matematica da PUC-Rio em 2012. Os outros itens serdo uma generalizacdo do
problema, para encontrar as probabilidades de que o0 jogo termine na urna
esquerda ou na urna direita. Além disso calcularemos o valor esperado para o

namero de passos que o jogador dara até a “morte” (término do jogo).

Na generalizagdo utilizaremos conceitos de matrizes, recorréncia,
probabilidade condicional e valor esperado:

b.  Qual é a probabilidade de que o0 jogo termine com um passo?

c.  Qual é a probabilidade de que o jogo termine com 3 passos?

d.  Qual é a probabilidade de que o jogo termine com 5 passos?

e.  Qual o valor esperado do nimero de passos que o0 jogador dara até o

terminar o0 jogo?
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4.9.2

Solucéo dos itens b, ¢, d, e

Cada urna comega com N bolas canhotas e N bolas destras. Vamos
representar o estado atual de uma urna dada pelo par ordenado (a, b), a e b inteiros
entre 0 e N, representando as bolas canhotas e destras, nessa ordem. (N = 4 no
enunciado).

As bolas vermelhas sdo as canhotas e as bolas azuis sdo as destras.

Na urna da esquerda o jogo prossegue se a bola retirada for azul e na urna da
direita o jogo continua se a bola retirada for vermelha, portanto se estamos de
frente para a urna central e ela se encontra no estado (a, b) (ou seja; "a" bolas
canhotas e "b" bolas destras), sabemos que as urnas da esquerda e da direita vao
estar, necessariamente, nos estados (N, a) e (b, N), respectivamente.

O jogo sempre se encerra em: ou numero impar de movimentos variando de
1a4N -1, ou com 4N movimentos que é 0 caso em que 0 jogo termina na urna
do meio quando ela esta vazia.

Como N =4 pode encerrar com 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15 ou 16 movimentos.

Sendo (a, b) o estado da urna central, a probabilidade de migrar do estado

a a
a, b) para o estado (a—1,b)é | —— || —— |, analogamente, a probabilidade
SRR T —

b b j
de migrar de (a, b) para(a,b-1)é | —— || ——
- (&b pra ) (a+bj (b+n

Assim, a probabilidade de, estando no estado (a, b), morrer em duas

retiradas é:

1_(ajb)(ainj_(aib)(bin)

Vamos agora montar uma matriz de (N +1)2entradas, onde P(a, b) é a

probabilidade de alcangar o estado (a, b) , partindo de (N, N).
Primeiro arbitramos P(N, N) = 1, pois 0 jogo inicia com certeza.
Cada elemento da matriz é definido da seguinte forma:

a, =P(i-1j-1)

Primeiro construiremos a coluna N+1 para, entdo, construir os demais

elementos a partir dessa coluna.
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Vamos definir:

Pa(a, b) como a probabilidade da urna central migrar do estado (a + 1, b)
para o estado (a, b).
Pb(a, b) como a probabilidade da urna central migrar do estado (a, b + 1)
para o estado (a, b).

Portanto:

P(a,N)=P(a+1 N)-Pa(a+1N).

Usando os dados do enunciado chegaremos a:
P(4,4)=1

4 1
P(3.4)=P(4,4)-Pa(4 4) =1 =~
13 9
P2,4 =P3,4~Pa3’4 —_—
(2,4)=P(3,4)-Pa(3,4) 2 77 " 106
9 2 1
P1|4:P 2,4'Pa2,4 = =
(1,4)=P(24)-Pa(2.4) 196 6° 196
1 7 1
P014=P1,4‘Pa1,4 ==
(0.4)=P({L4)-Pal.4) 196 5° 4900

A quinta linha é idéntica a quinta coluna:
P(N,b)=P(N,b+1)-Pb(N,b+1)
P(4,4)=1

2 1
P(4,3)=P(4,4) Pb(4,4) =1- > ==

13 9
P(4,2)=P(4,3)-Pb(4,3) == = = ——
(4,2)=P(4,3)-Pb(4,3) 277 " 1og

9 22 1
P(4,) = P(4,2)-Pb(4,2) = — 2 =~
(41)=P(4,2)-Pb(4,2) =105 &7 ~ 106

1 17 1
P(4,0)=P(4,1)-Pb(4,)) =— = =———
(4,0)=P(4.1)-Pb4D = To6 5 = 2900

Agora vamos encontrar 0s outros elementos da matriz, utilizando a formula:
P(a,b) = P(a+1b)-Pa(a+1,b)+P(a,b+1)-Pb(a,b+1)

e as simetrias que existem na matriz.
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P(a,b)= P(a+1b)-Pa(a+1b)+P(a,b+1)-Pb(ab+1)
14 4 114 4 1
P(2,3) =P(3,3)-Pa(3,3)+ P(2,4)-Pb(2,4)

133 94439219

P(3,2)=P(2,3)

9 33 81
P(2,2)=P(3,2)-Pa(3,2) + P(2,3)-Pb(2,3) =2- —=-=
(2,2)=P(3,2)-Pa(3,2)+P(2.3)-Pb(2,3) = 2- oo = o0

P@B1) = P(4,1)-Pa(4,1)+P(3,2)-Pb(3,2)
1 4 4 9 22 1 3

PGl =—mmp— 2l = O
196 58 196 5 6 490 ' 490

PR =PL3)= 225

P(2,) = P(3,1) Pa(3,1)+ P(2,2)-Ph(2,2)
2 33 8 22 9 27

PRY=—"—"=224 = 22~ , =
245 4 7 3430 4 6 490-7 6860

9
PL2)=P(21) = 72
1
P(3,0)=P(0,3) =1
P(L1) = P(2,1)-Pa(2,)) + P(L 2)- Pb(L 2)
1372 3 6
1
PULY =2
9
P(Z,O) = P(O,Z) :%
1
PLO)=POY =
1
P(O,O)Zm

Temos a matriz com as probabilidades da urna central estar no estado (a, b)
Lembrando que cada elemento da matriz é definido da seguinte forma:
a; =P(i-1j-1)

Olhando para diagonais da matriz abaixo obtidas no sentido / :
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1 1 9 1 1
4900 1960 13720 1960 4900

1 1 9 2 1
1960 343 1372 245 196

9 9 8l 9 9
13720 1372 3430 196 196

1 2 9 1 1
1960 245 196 7 4

1 1 °o L
4900 196 196 4

Figura 13 — Matriz com as probabilidades da urna central encontrar-se estado (a, b).

A primeira pergunta da questdo pode ser respondida pelo elemento da
primeira linha e da primeira coluna, pois ai a urna central esta vazia e o jogo

acaba. Portanto a probabilidade de o jogo acabar com a urna central vazia é Kloo

Conseguimos calcular as probabilidades do jogo ser interrompido em duas
retiradas quando a urna central encontra-se no estado (a, b), chamaremos a esta

probabilidade de derrota(a, b)

oy 2 | (2}
e derrota(a, b) = a+b/\a+n/) la+b/) \b+n

Com
N=4, 0<a<4e0<b<4.

A probabilidade do jogo ser interrompido com m passos, chamaremos de:
P(Morte = m)

Com 1 passo é:
P(Morte = 1)= P(4, 4)- Derrota(4, 4) = %
Que é a resposta da pergunta b.

Com 3 passos é:

P(Morte = 3)= P(3 ,4) - Derrota(3, 4) + P(4, 3) - Derrota(4, 3) = %

Que € a resposta da pergunta c.
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Com 5 passos é:

4
P(morte =5) = > P(j,6— j)-derrota(j,6- j)=£;
=2

Que é a resposta da pergunta d.
Para responder ao item e, iremos prossegui nos calculos.

Com 7 passos:

L, . . . 929
P(morte =7) =3 P(j.5 - J)-derrota(],5- )= g
Com 9 passos:
. . . i 436853
P(morte = 9) =JZ_;‘P(1,4— j)-derrota(j,4- j) = 13007500
Com 11 passos:
P(morte =11) = iP(j,3— j)-derrota(j,3- ) :i;
j=0 1715
Com 13 passos:
P(morte =13) = iP(j,Z— J)-derrota(j,2—j) :i;
i=0 3430

Com 15 passos

1
L . 1
P(morte =15) = » P(j,1- j)-derrota(j,1- j) = ——;
( ) ; (3.1-1) (11-1)=10s

Com 16 passos (respondido no item a)
1

P(morte =16) = P(0,0) = ——
( ) 0.0 4900

Portanto o valor esperado do nimero de passos dados até o jogo acabar é

(iteme):

E(morte) = i P(morte =i)-i

i=1

E(morte)=1-1+3-5+5-5+7- 529 +9- 436853 +11. L +
2 49 98 8575 18007500 1715

13- 11 +15.- L +16- L
3430 1225 4900

~2,77.
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O problema pode ser resolvido com a ajuda do Maple como pode ser visto

nas figuras a seguir:

> restart:
> N:=4;
N=4 1)
> Pa:= (a,b) -> piecewise(a>=0 and b>=0 and a<=N and b<=N, (a/(a+
b))*(a/(a+N)), 0):

aa
= (a. b) —piecewvise < <N <N —Mmm.
Pa = (a.b) p:ecemse[o <agand 0 <banda <Nand b < @xb) (a1 ) 0] (3]

> Pb:= (a,b) =-> piecewise(a>=0 and b>=0 and a<=N and b<=N, (b/(a+
b)) * (b/ (b+N)) ,0) ;
bb

= (a. ' i = =< =N =N —————-
Pb:=(a b)—»p:ece\-.rse(o aand 0 <b and a and b @+0) b+ V) 0] 3

> Derrota:= (a,b) -> 1- (Pa(a,b)+Pb(a,b)):
Derrora .= (a. b)—1 — Pa(a.b) — Pb(a. b) )

Figura 14: Resolugéo realizada em Maple (1) ao (4).

> P(N,N):=1;
for a from N-1 to 0 by -1 do
P(a,N) := P(a+l,N)*Pa(a+l1l,N);
end do:

for a from N to 0 by -1 do
for b from N-1 to 0 by -1 do
P(a,b):= P(a+l,b)*Pa(a+l,b)+P(a,b+1l)*Pb(a,b+l);

end do;
end do;
P(4.4) =1 ®)
> A:= Matrix (N+1, 6 N+1);

0000

p 0000
0000 ©

0000

> for i from 1 to N+l do for j from 1 to N+l do A(i,3j):= P(i-1,
j-1) eod; eod;
> A;

Figura 15: Resolugéo realizada em Maple (5) ao (6).
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exl:

ex3:

1 1 9 1 1
4900 1960 13720 1960 4500
11 9 2 1
1960 343 1372 245 196

9 9 81 9 9
13720 1372 3430 196 196
1 2 9 1 1
1960 245 196 7 4
SRR 1R o SR
4900 196 196

P(4,4) *Derrota(4,4) ;

1
] = —
ex.

P(3,4)*Derrota(3,4) + P(4,3)*Derrota(4,3);

ex;F‘ZE

unassign('j');

ex5:= sum( P(j,6-j)*Derrota(j,6-j), j=2..4);

x5 = ——
éx. o8

ex7:= sum( P(j,5-7j)*Derrota(j,5-j), j=1..4);

o7m 3B
" 8575

Figura 16: Resolucéo realizada em Maple (7) ao (11).

ex9:= sum( P(j,4-3j) *Derrota(j,5-j), 3=0..4);

exll:

ex13:

exl5:

oo 436853
" 18007500

sum( P(j,3-j) *Derrota(j,3-j), j=0..3);

N VA
exll:= 1015

sum( P(j,2-j)*Derrota(j,2-3j), jJ=0..2);

= 1l
«13:= 2036

sum( P(j,1-3j) *Derrota(j,1-3j), 3=0..1);

_ 1
m15:—355§

Figura 17: Resolucéo realizada em Maple (12) ao (15).

56
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> exlé:= P(0,0);
ex16 :=P(0,0) (16)

> Esperanga:= 1¥*exl + 3*ex3 + 5*%ex5 + 7*ex7 + 9%*ex9 + 1ll*exll + 13*exl3 + 15*
exl5 + lé*exl6;
8330867

Esperanca = 3001250 an
:> evalf (8) ;
2.775799084 (18)
Figura 18: Resolucéo realizada em Maple (16) ao (18).
4.10

Jogo “justo” e Jogo “injusto” - Atividade prética

Em uma turma, quatro voluntarios serdo escolhidos para um jogo. Trés deles
serdo os jogadores e um deles lancara uma moeda. Cada um dos jogadores aposta
R$ 2,00 em cara ou coroa, e cada um escreve 0 seu palpite em um cartdo, uma
quarta pessoa lancara uma moeda e informard a face voltada para cima. Cada
jogador apostou R$ 2,00, se apenas um acertar, o vencedor ficara com os R$ 6,00,
isto é, terd um lucro de R$4,00. Os outros dois jogadores perderdo R$2,00. Se
dois acertarem, cada um deles ficara com R$ 3,00, isto é, esses dois jogadores
terdo um lucro de R$1,00 e o outro jogador perdera os R$2,00. Se os trés
acertarem ou os trés errarem, cada um fica com R$ 2,00, e ninguém ganha ou

perde.

Mostrar que:

a.  Neste jogo o valor esperado (lucro médio) é igual a zero para qualquer
jogador.

b.  Se dois jogadores combinarem sempre de alternar os seus palpites,
isto é, quando o jogador B escolhe cara, o jogador C escolhe coroa e
vice-versa. O que ocorre com o valor esperado do jogador A que ndo
participou do “acordo”?
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4.10.1

Solucéao

58

Vamos fazer a arvore de possibilidades para encontrar as
probabilidades dos lucros possiveis para o jogador A, chamando a

variavel aleatéria Lucro do jogador A de L, temos:
3 2 2 1
P[L =-2]==; P[L=0]==; P[L=1]==; P[L=4]==
[ ] i [L=0] 8 [L=1] i [L=4] 3

E[L]:—2-§+0-g+1-g+4-£:0.
8 8 8 8

O valor esperado é igual a zero e 0 jogo é considerado justo para o
jogador.

A acertou? B acertou? C acertou? LUCRO

1/2

1/8 0
1/8 1
1/8 1
1/8 4
1/8 2
1/8 2
1/8 2
1/8 0

Figura 19: Arvore de probabilidades do lucro do jogador A no jogo justo.

Neste caso 0 jogo deixa de ser justo, pois metade das possibilidades
anteriores séo eliminadas, como por exemplo, a do jogador A lucrar 4
reais ou lucrar 0 reais. Dai 0 jogador A passa a ter um valor esperado

negativo.
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Vamos fazer a arvore de possibilidades para encontrar as
probabilidades dos lucros possiveis para o jogador A, chamando a
variavel aleatéria Lucro do jogador A de L, temos

PIL=-21=; PIL=11=2;

E[L]= _2.§+1.g = _i =-0,5.
8 8 8
A acertou? B acertou? C acertou? Prob. | ycro de A

sim 0

1/4

1/4 1

1/4 -2

1/4 -2

Figura 20: Arvore de probabilidades do lucro do jogador A no jogo injusto.

411
Problema com lancamento de quatro dados do Desafio em
Matematica da PUC-Rio realizado em 2011 (adaptado)

Jorge quer sortear um nimero entre 3 e 18 para isso ele joga quatro dados
comuns (com seis faces numeradas de 1 a 6), ignora o menor resultado e soma os
outros trés.

Assim, por exemplo, se os dados saem (3, 6, 1, 6) o nUmero sorteado sera 3
+6 + 6 =15, ou se saem (2, 4, 5, 5) entdo o numero sorteado € 4 +5 + 5 = 14.
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4111

Solucéao

Figura 21: Lancamento de 4 dados.

Qual é a probabilidade de que o nimero sorteado seja igual a 3?

Qual é a probabilidade de que o nimero sorteado seja igual a 18?

Qual é a probabilidade de que o namero sorteado seja maior ou igual a
16 ou menor que 6?

Sabendo que o numero sorteado foi igual 16. Qual a probabilidade de
ter saido 4 em pelo menos um dos dados?

Qual o valor esperado para o nimero sorteado?

Ha& 6* = 1296 resultados possiveis no lancamento de quatro dados.

a.

Para que o namero sorteado seja igual a 3, s6 ha uma possibilidade
1+1+1 e o numero ignorado é igual a 1.

P[Resultado = 3] = 1
1296

Para que o nimero sorteado seja igual a 18, o resultado utilizado foi 6
+ 6 + 6 e o resultado ignorado pode ter sido 6 ou diferente de 6, se foi
6, hd apenas um caso se foi diferente de 6, ha 5 possibilidades para o

4 I
namero descartado e para cada valor, ha (3 1J=ﬁ=4 ordens

possiveis. Portanto ha 1 + 20 = 21 possibilidades para o nimero 18.

P[Resultado =18] = 2l
1296

c. Para que o nimero sorteado seja igual a 17, o resultado utilizado

foi 6 + 6 + 5, portanto o resultado ignorado ou foi 5 ou foi um niimero
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de 1 a 4, se foi 0 5, ha 6 ordens possiveis, se foi um niimero de 1 a 4,
h& 4 ordens possiveis, portanto, hd 6 + 12 - 4 = 54 possibilidades.

Para que o numero sorteado seja igual a 16, ha 2 casos a considerar:

CASO 1:
6 + 6 + 4, portanto o nimero descartado pode ser 4, ou um niimero de

1 a 3, se foi 0 4 ha 6 ordens possiveis, se foi um nimero de 1 a 3, ha

4 I
__ A =12 ordens possiveis.
2,1,1) 2:1L11

Portanto ha 6 + 36 = 42 possibilidades.

CASO 2:

6 + 5 + 5, portanto 0 nimero descartado pode ser 5 ou um ndmero de
1 a 4, se foi 0 5, ha 4 ordens possiveis, se foi um nimero de 1 a 4, ha
12 ordens possiveis.

Portanto ha 4 + 48 = 52 possibilidades.

Ao todo hé 52 + 42 = 94 possibilidades para o nimero 16.

Para que o numero 4 seja o sorteado, o resultado utilizado foi 2 + 1 +
1 e o ignorado foi 0 nimero 1. Portanto h& 4 possibilidades.

Para que o nimero 5 seja o sorteado o resultado utilizado ou foi 2 + 2
+1l,oufoi3+1+1.

Se foi 2 + 2 + 1, o resultado ignorado é o nimero 1 e ha 6
possibilidades.

Se foi 3 + 1 + 1, o resultado ignorado também é o nimero 1 e ha 4
possibilidades.

Portanto, ha 6 + 4 = 10 possibilidades, do niamero 5, ser sorteado.

A probabilidade pedida é

1+4+10+94+54+21 184
1296 1296

P[Resultado >16 ou < 6] =

Considere os eventos:
A = 0 nimero sorteado foi 16;

B = Sorteios nos quais em pelo menos um dos dados é o nimero 4.
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Queremos a probabilidade condicional.de B ocorrer na certeza de que
A ocorreu.

Sabemos que o nimero sorteado foi o0 16, se o resultado utilizado foi 6
+ 6 + 4 em todos 42 resultados aparecem o nimero 4, se o resultado
utilizado foi 6 + 5 + 5 em 12 casos aparecem o nimero 4.

Portanto,

42+12 54

“o1 o4

O valor esperado para a soma das faces voltadas para cima no

P(B|A) =

langamento de quatro dados é:

E[X]=4-3,5=14.

Mas como o pior resultado é descartado é temos que calcular o valor
esperado para 0 minimo dos 4 valores. Para isto, serd calculada a
probabilidade de o valor minimo ser igual a i, com i variando de 6 até
1.

4

P[Minimo=6]=%;

24 24_14
P[Minim025]=§:P[Minimo=5]= 5 ;

4~
P[Minimo:4]=3 642 ;

4 o4
P[Minimo:3]:4 643 ;

4 4
Hmmmm=a=56f;

4 4
mmmmm=3=66f

Portanto o valor esperado para o valor minimo é:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412723/CA


PUC-RIo - Certificacao Digital N° 1412723/CA

A

64_54 54_44+ 44_34

E[Minimo] =1- & +2- & 3 & +
4 4 4 44 4

+4~3 642 +5‘2641 +6~é—4<:>

4 4 4 4 4 4
E[Ml'nimo]:l +2"+3 +44 +5"+6 _

6

~1+16+81+256+625+1296 o

1296

E[Minimo] = 2215 _ 1,7554.
1296

Utilizando a Propriedade 2 do valor esperado, temos:
E[Resultado] = E[X]— E[Minimo] =14-1,7554 =12, 2446.

Uma simulagdo em EXCEL deste exercicio:

B € | D | E F G | H | J

63

Dadol | Dade2 Dado3 | Dado4 | SOMA  Minimo Resultado
5 3 5 6 19 3 16 Meédia das somas
5 3 4 1 13 1 12 Média dos minimos
5 6 4 1 16 1 15 Média dos resultados
4 3 2 1 10 1 9 Valor Esperado
5 3 2 5 15 2 13
1 6 6 1 14 1 13
2 5 6 2 15 2 13
5 2 1 4 12 1 1
2 4 2 5 13 2 1
1 5 5 6 17 1 16
4 6 1 1 12 1 1 |
1 3 1 6 1
4 1 1 1 1
1 4 2 4 1
5 6 6 6 5
3 4 3 6 3
5 1 4 6 1

4.12

11
7
11
23
16
16

10
6
10
18
13
15

Figura 22: Simulacdo em EXCEL langamento de 4 dados.

13,95
1,75
12,2

12,2446

Problema do vestibular do IME 2016 - Algebra linear e Probabilidade

Trés jogadores sentam ao redor de uma mesa e jogam alternadamente, um

dado néo viciado de seis faces. O primeiro jogador langa o dado, seguido pelo que

estd sentado a sua esquerda, continuando neste sentido até o jogo acabar. Aquele

que jogar o dado e o resultado for 6, ganha e o jogo acaba. Se um jogador obtiver

o resultado 1, o jogador seguinte perdera a vez, isto é, a vez passara ao jogador

sentado a direita de quem obteve 1. O jogo seguira até que um jogador ganhe ao

tirar um 6.

Qual é a probabilidade de vitéria do primeiro jogador a jogar, e qual é o
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valor esperado para o niUmero de rodadas do jogo?

412.1

Solucéao

(A solucéo desta questéo foi inspirada no Minicurso de Tépicos de Teoria de Matrizes,
lecionado pelo professor Carlos Tomei (PUC-Ri0), no V Simpdsio Nacional / Jornadas de
Iniciagdo Cientifica em 2010, que aconteceu no Instituto de Matematica Pura e Aplicada

(IMPA)).

Vamos chamar o primeiro jogador de A, o segundo jogador de B e o terceiro
jogador de C.

A probabilidade do jogador A ganhar sera chamada de a, do jogador B sera
chamada de b e do jogador C ganhar sera chamada de c.

A probabilidade do jogador A jogar a rodada n (n>1) serd chamada de 4, ,
do jogador B jogar a rodada n serd chamada de bn , do jogador C, jogar a rodada n

serd chamada de C, .

Portanto,

OOan
a_ég
[’9] bn
b-3 2

n=1

= C
Cc= _n

26

Como a rodada n (n>2) ocorre se na rodada n-1 ndo saiu 0 nimero 6,

a,+b, +c, :g-(anl +b, ,+c,,)coma, =1 b, =0, c, =0.

a+b +c 1 1
:>a+b+c:z n "t T o Z
- 6 6 1_2

Temos ainda que o jogador A jogara a rodada n se:

=1

O jogador C tirou 2, 3, 4 ou 5 na rodada n-1.
O jogador B tirou 1 na rodada n-1.
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Portanto,
2 1
an :E'Cn—l_'_g'bn—l'
De forma analoga:
2 1
bn :E'an—l-i_g'cn—l
2 1
C, :E'an—l-i_g'bn—l
Vamos definir o vetor probabilidade de os jogadores participarem da rodada
n como:
o 1 2
a'n 2 6 i a‘n—l a1 1
Pnzgnzgog'gnl eplzi)l:g
n n-1 1
12
16 3 |
o L2
6 3
Onde T=| 2 0 11 6 amatriz de transicdo e cada elemento t; representa a
3 6
12,
6 3

probabilidade de encontrar-se no estado i a partir de um estado j.

As probabilidades de cada um dos jogadores jogar na segunda rodada sao:

0

o ok

o ol wliN
o O -
Il

o o
N
|
ol wlN
ol wlNn o

As probabilidades de os jogadores jogarem a terceira rodada podem ser

calculadas de duas formas distintas:

o L 21 |2

a, 6 3|0 9
%:bszéol.ézi-

3 63| |36

Cs 12 4|2 4

6 3 6] |9

Ou
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I 1
N o l_% < | o
L |

De forma analoga:

o N|™Mm —|©
L |
Il
1
I 37
c O o
|
Il
—

&

o

E

R <

S ©c O o [T}
(@) I | N

VO/E€2LZTYT oN [eubig oedesyia)d - o1y-oONd

Temos

[1-R+T-P+T2-R+..],

— | ©

[R+P+P+.]=

1
6

Portanto,
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! 1
b :E'[I -P1+T-Pl+T2-Pl+...]:E-[I +T+T2+..]-R.
C

Como g € 0 maior autovalor positivo da matriz T

(1+T +T?+...) converge
| +T +T%*+...=(1 =T)™" série geométrica

Temos:
- 41
R B
A ! 2 i 6
b :g-[I—T]_l- 0|= -3 1 | 0|,
C 0 0
12y
. 6 3 i
(192 132 1507 1,4 [32]
a 79 79 79 ||¢| |79
o|_ 150 192 132 || | | 25|
7979 79 || | |79
° 132 150 192 22
79 79 79 | 179 ]

A probabilidade do jogador A vencer € %

Agora vamos calcular o valor esperado do nimero de jogadas até que o0 jogo
termine.
Seja X a variavel aleatéria que representa o nimero da rodada em que o

jogo acaba. A probabilidade de o jogo acabar na rodada i é:

P[X =i]=p :%@

Portanto o valor esperado de X é:

= 1 _51 5\ 1 5\ 1
E(X) = pi-lzl-—+2-—-—+3-(—j -—+4-(—j =
le 6 66 6) 6
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© 2 3 4
E'E(X):Zpi'izl +2. 5. +3.(§ .£+4. 5 1+
6 i1 6/ 6

5)“ 1
= =+..
6) 6

3

_EX)
6

[N} CDII—\
(o))
ol O
+

2.

6

1 51 (5 1 (5
=—4—t| = | =+
6 66 \6 6
1

SEX) 6 1 gx)=6
6 .5
6

A solucdo pode ser feita com a ajuda do Maple, como pode ser visto na

figura abaixo:

> restart,

> with(linalg):

[ BloeckDiagonal, GramSchmidt, JordanBlock, LUdecomp, QRdecomp, Wrenskian, addcol, n
addrow, adj, adjoint, angle, augment, backsub, band, basis, bezout, blockmatrix, charmat,
charpoly, cholesky, col, coldim, colspace, colspan, companion, concat, cond, copyvinto,
crossprod, curl, definite, delcols, delrows, det, diag, diverge, dotprod, eigenvals,
eigemvalues, eigenvectors, eigenvects, entermatrix, equal, exponential, extend, ffeausselim,
Sfibonacci, forwardsub, fiobenius, gausselim. gaussjord, geneqgns, gemmnatyix, grad,
hadamard, hermite, hessian, hilbert, htranspose, ihermite, indexfunc, innerprod, intbasis,
inverse, ismith, issimilar, iszero, jacobian, jordan, kernel, laplacian, leastsqrs, linsolve,
matadd, matrix, minor, minpoly, mulcol, mulrow, multiply, norin, normalize, nullspace.
orthog. permanent, pivot, potential, randmatrix, randvector, rank, ratform, row, rowdim,
rowspace, rowspan, rref. scalarmul, singularvals, smith, stackmatrix, submatrix, subvector,
sumbasis, swapeol, sswaprow, sylvester, toeplitz, trace, transpose, vandermonde, vecpotent,

vectdim, vector, wronskian ]

Figura 23: Resolucéo utilizando o Maple (1).
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:> linalg|'eigenvalues']( (2) )

i 12
L>
> C:=matrix([[1,0,0]. [0,1,0]. [0,0,1]]):
100
c=|010
001
> evalm(C-3a) ;
1 2
L% 3
2 1
P —— 1 e —
3 6
1 2
"5 T3 !

=> E := linalg| 'inverse']( (5))

Figura 24: Resolucéo utilizando o Maple (2) ao (5).

192
79

150
79

132
79

=> probn = matrix([[1]. [0]. [0]]):

> m'alm[ [% ] -E& -probn):

[

Figura 25: Solugéo utilizando o Maple (6) ao (8).

probn =

~1
O

> A::mani\'[”[) 3 %][%,0,%]’%§,
0 ¢ 3

SERE

630

132

79

192
79

150

79

(7Y
[ ]
[ =

~4|u ‘-J|
Ol W0

5 5 1 5 1
6" +4I‘/T’71274I‘E

150
79
132
79
192
79

@

)]

@

®

©)
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4.13

Valor Esperado - Um resultado surpreendente

Uma recepcionista recebe 100 guarda-chuvas de 100 convidados na entrada
de uma festa, porém ela esquece de numera-los. Ao final da festa, quando os
convidados retornam para pegar 0s seus guarda-chuvas, a recepcionista da a eles
um guarda-chuva que escolhe aleatoriamente dos guarda-chuvas restantes. Qual é

0 numero esperado de guarda-chuvas que serdo devolvidos de forma correta?

4.13.1

Solucéao

Seja X a variavel aleatoria que representa o nimero de guarda-chuvas

devolvidos corretamente. Sabemos que a probabilidade de um homem receber o

seu guarda-chuva de volta é ﬁ. Agora considere X, =1, se a i-ésima pessoa

pega corretamente 0 seu chapeu e X, =0 em caso contrario.

Logo:

E[X]=1 -~ 402 = 1
100 100 100

Como

X=X +X,+...+ X

Sabemos que

E[X]= E[X,]+ E[X,]+ ...+ E[ X,50] =1oo-ﬁ ~1.

Um resultado surpreendente!

Em média, apenas um convidado recebe de volta o seu guarda-chuva.

Outra observacdo importante, € que ndo precisamos calcular as
probabilidades de n convidados receberem os guarda-chuvas de forma correta,

com n variando de 0 a 100.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412723/CA


PUC-RIo - Certificacao Digital N° 1412723/CA

5

Consideracdes Finais

O conceito de valor esperado ndo é lecionado no Ensino Médio, e em muitas
situacBes € o critério principal para tomada de decisbes, como por exemplo;
investir ou ndo investir, apostar em um jogo de azar, ou ndo. Apesar do Novo

Enem apresentar no texto de sua matriz de competéncias e habilidades que:

51
Competénciade area 7

“Compreender o carater aleatério e ndo-deterministico dos fendmenos
naturais e sociais e utilizar instrumentos adequados para medidas, determinacgao
de amostras e célculos de probabilidade para interpretar informac6es de varidveis
apresentadas em uma distribuicdo estatistica. ”

5.2

Habilidades
H28 - “Resolver situacdo-problema que envolva conhecimentos de
estatistica e probabilidade.”
H29 — “Utilizar conhecimentos de estatistica e probabilidade como recurso
para a construcdo de argumentacao.”
H30 - *“Avaliar propostas de intervencdo na realidade utilizando
conhecimentos de estatistica e probabilidade.”

5.3

Concluséo

H& uma referéncia direta sobre a construgdo de argumentagdo, utilizando
conceitos da teoria da probabilidade, para tomada de decisdes em situagdes reais.

Sendo assim, avaliamos que ensinar o conceito de valor esperado seja necessario.
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Durante este trabalho, calculamos em diversos exemplos o valor esperado,
que representa uma média do que vai ocorrer a longo prazo. Um recurso
fundamental para convencer os alunos da utilidade deste conceito é através das
repeticGes do experimento aleatdrio, que podem ser simuladas através de recursos
computacionais como o Excel e 0 GeoGebra.

Acreditamos que seja um excelente recurso para iniciar um curso de
Probabilidade no Ensino Medio, a apresentacdo dos problemas que historicamente
deram origem a teoria da probabilidade.

Problemas desafiadores como o0s resolvidos neste trabalho podem ser
propostos aos alunos do Ensino Médio, com o objetivo de apresentar novos
conceitos e ideias, que fujam ao padrdo das meras aplicacBes de formulas,

normalmente encontradas nos livros didaticos.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412723/CA


PUC-RIo - Certificacao Digital N° 1412723/CA

6
Bibliografia

ROSS, SHELDON. Probabilidade: Um curso moderno com aplicagdes. Porto
Alegre. Editora Bookman, 2010.

MARQUES DE SA, JOAQUIM P. Chance: The life of games & The game of life.
Berlim, 2008. Editora Springer, 2008.

HELMS, LESTER L. Introducion to Probability theory with contemporany
applications. Nova York, 1997. Editora Dover.

ROSEN, KENNETH H. Matemética Discreta e suas aplica¢cdes. S&o Paulo, 2009.
Editora MacGraw-Hill.

ROSS, STEPHEN A.; WESTERFIELD, RANDOLPH W.: JORDAN,
BRADFORD D. Principios de administracdo financeira. S&o Paulo, 2009. Editora
Atlas.

KNUTH, DONALD ERVIN; GRAHAM, RONALD LEWIS; PATASHNIK,
OREN. Concrete Mathematics - A Foundation for Computer Science.
Massachusetts, 1994. Editora Addison-Wesley Publishing Company.

TOMEI, CARLOS. Minicurso lecionado pelo professor Carlos Tomei (PUC-RI0)
no V Simpoésio Nacional / Jornadas de Iniciagdo Cientifica em 2010.

MATRIZ DE REFERENCIA ENEM: Portal INEP
(http://portal.inep.gov.br/web/enem/conteudo-das-provas)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412723/CA


	1
	2
	3
	3.1
	3.1.1

	3.2
	3.3
	3.4
	3.4.1

	3.5
	3.6
	3.7
	3.7.2
	3.7.3
	3.7.4
	3.7.5

	3.8
	3.8.1

	3.9
	3.9.1
	3.9.2
	3.9.2.1

	4.1.1

	4.2
	4.2.1

	4.3
	4.3.1

	4.4
	4.4.1

	4.5
	4.5.1

	4.6
	4.6.1

	4.7
	4.7.1

	4.8
	4.8.1

	4.9
	4.9.1
	4.9.2

	4.10
	4.10.1

	4.11
	4.11.1

	4.12
	4.12.1

	4.13
	4.13.1


	5
	5.1
	5.2
	5.3

	6



