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Resumo

Carvalho da Silva, Clauson; Tomei, Carlos; . Representacao Estocas-
tica para Solugoes do Problema de Dirichlet para Equacgoes
Diferenciais Parciais Elipticas. Rio de Janeiro, 2016. 59p. Dissertacao
de Mestrado — Departamento de Matemaética, Pontificia Universidade
Catolica do Rio de Janeiro.

Como motivagao, apresentaremos alguns problemas que ilustram a conexao
entre a teoria da probabilidade e algumas equacoes diferenciais parciais. Suas
solugoes mesclam os dois assuntos e provocam a suspeita de que alguns pro-
cessos estocasticos e operadores diferenciais caminham juntos. Em seguida,
exibiremos a teoria das difusoes de It6. Mostraremos algumas de suas carac-
teristicas, como a propriedade de Markov e cada um destes processos possuira
o que chamaremos de gerador infinitesimal da difusao. Este serd um oper-
ador diferencial de segunda ordem cujo estudo detalhado revela caracteristicas
do processo. Apresentaremos também a férmula de Dynkin. Com essas ferra-
mentas probabilisticas, encontraremos uma representacao estocastica para a
solugao do problema de Dirichlet para operadores diferenciais elipticos, gener-

alizando as solugoes dos problemas inicialmente propostos.

Palavras—chave

Problema de Dirichlet; Equagoes Diferenciais Parciais Elipticas; Difusoes

de 1to; Gerador Infinitesimal; Formula de Dynkin; Representacao Estocéstica.
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Abstract

Carvalho da Silva, Clauson; Tomei, Carlos (Advisor); . Stochastic Rep-
resentation for Solutions of the Dirichlet Problem for Elliptic
Partial Differential Equations . Rio de Janeiro, 2016. 59p. MSc.
Dissertation — Departamento de Matematica, Pontificia Universidade
Catoélica do Rio de Janeiro.

Firstly, for motivation purposes, we briefly present a few problems mixing
notions of probability theory and of partial differential equations (PDE). In
discussing the solution to such problems it will become apparent that some
stochastic process and differential equations walk together. Next, we introduce
a class of stochastic processes called the Ito diffusions, and some of its features
such as the Markov property. Each such process has an associated linear
operator — the, so called, infinitesimal generator. This operator acts as a second-
order differential operator on smooth functions, and controls the LOCAL
behavior of these diffusions. We discuss these features together with Dynkin’s
formula — a convenient relation derived from the infinitesimal generator, which
informs us about the AVERAGE behavior of the diffusion. Finally, we apply
these probabilistic tools to find a formula for the solution of the Dirichlet
problem for a somewhat general linear elliptic second order PDE. This formula
connects the solution of the PDE to the aggregated/average behavior and
associated (Ito) diffusion. This type of stochastic representation generalizes

the solution method of the problems firstly discussed.

Keywords

Dirichlet Problem; Elliptic partial differential equations; It6 Diffusions;
Infinitesimal generator of a diffusion; Dynkin’s Formula; Stochastic Represen-

tation.
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1
Introducao

Relagoes entre diferentes ramos da matemadtica sao comuns. H4 quem
acredite que todos as areas da matematica estao conectadas e sao apenas
formas distintas de enxergar uma ciéncia maior. Um importante exemplo
contemporaneo ¢ a demonstracao do Ultimo Teorema de Fermat, na qual
Andrew Wiles evidenciou a conexao entre curvas elipticas e formas modulares
(“Fermat’s Last Theorem” de Simon Singh é um 6timo livro sobre a histéria
e demonstragao deste teorema ). Neste trabalho, evidenciaremos uma conexao
bem menos pretensiosa, mas ainda assim, muito bonita.

Ao passar por cursos introdutérios de probabilidade ou equagoes diferen-
ciais parciais (EDP’s), um aluno de matemética pode nem suspeitar que exista
uma conexao entre tais topicos. Entretanto, em cursos mais avancados e livros
de pés-graduacao, é possivel encontrar problemas com origem em uma dessas
areas, cujas solucoes utilizam ferramentas da outra e vice-versa. Ainda assim,
a conexao entre tais assuntos pode nao ficar clara.

Na teoria da probabilidade, encontramos as chamadas equagoes diferenci-
ais estocasticas (EDE’s). A pesquisa sobre o assunto é muito viva e produtiva
uma vez que possui aplicacbes em outros campos da ciéncia como financgas,
biologia e mecanica. Em matematica, essa ferramenta possui conexoes, entre
outros assuntos, com as equagoes diferenciais parciais de segunda ordem.

As solugoes de determinadas EDE’s sao chamadas difusoes de 1to. Se
tratam de processos estocasticos e nos permitem abordar o problema de
Dirichlet para EDP’s elipticas de uma forma probabilistica. Essa abordagem
é também util, do ponto de vista numérico, uma vez que permite explorar as
solucgoes do problema de Dirichlet usando métodos de Monte Carlo.

O objetivo da presente dissertacao é justamente representar a solucao do
problema de Dirichlet para EDP’s elipticas estocasticamente e assim tornar

este elo entre a teoria da probabilidade e a teoria de EDP’s mais visivel.
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2
Mesclando os toépicos

Neste capitulo, apresentaremos trés problemas cujas solucoes caminham
na fronteira entre o campo das Equacoes Diferenciais e a Teoria da Probabili-
dade. Tais solugoes provocam a suspeita de que alguns processos estocasticos
e operadores diferenciais possuem uma relacao mais profunda. Comecamos
com uma motivacao discreta. Encontraremos uma férmula para a solucao da
equacao discreta de Laplace usando um processo estocastico discreto (passeio
aleatdrio). O segundo problema aparece como uma generalizagdo do primeiro
para o caso continuo. Baseados no problema discreto daremos um palpite para
uma férmula da solucao da equagao de Laplace com certas condigoes de fron-
teira usando um processo estocdstico continuo (movimento Browniano) e, no
capitulo 4, utilizaremos suas propriedades para provar que nosso palpite se
trata realmente de uma solucao. O terceiro problema ilustra a situacao in-
versa. Comegamos com um problema de probabilidade, onde queremos medir
a chance de certo evento, envolvendo o movimento Browniano, acontecer e en-
contraremos o resultado resolvendo a equacao de Laplace e avaliando a solucao

em um ponto.

2.1
Um passeio na equacao de Laplace

Para mais informagdes sobre a presente segao ver pag. 14-22 em [1]. Ao

longo dessa secdo, A serd um subconjunto limitado de Z.

Definicao 2.1. Definimos a fronteira de A como

0A={z€7Z% d(z,A) =min{d(z,a);a € A} = 1},

onde d é a distancia euclidiana em R?. Usaremos a notacao A = AU 0A.
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Capitulo 2. Mesclando os tépicos 12

® Conjunto A @ Fronteirade A

Figura 2.1: Exemplo de A € Z2.

Definicao 2.2. Dada uma funcdo G : A C Z¢ — R definimos o operador

Laplaciano discreto L como

ou seja, L(G(z)) é a diferenga entre a média do valor de G ao redor de x e G(z).

Problema 2.1. Dada uma funcao ¢ : 0A — R, encontrar uma funcdao

F:ACZ— R que satisfaca a equacdo discreta de Laplace

L(F(z))=0em A (2.1.1)
com condicdo de fronteira F(x) = ¢(z) quando x € OA.

Usaremos passeios aleatdrios para construir uma solugao para o problema.
Dado z € A, seja S? o passeio aleatério em Z<¢ comecando em z (ver apéndice

C para mais detalhes sobre o passeio aleatério) e o tempo de parada

T4 =inf{k e N; S{ ¢ A}.
O tempo de parada definido acima pode ser visto como o primeiro tempo
de saida de A ou como o primeiro tempo em que o processo atinge 0A.

Observagao 2.1. A variavel aleatoria 74 depende do ponto inicial z, portanto

seria correto escrever 74 .. Porém, escreveremos apenas 74 quando nao houver
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Capitulo 2. Mesclando os tépicos 13

perigo de confusao. Para mais detalhes sobre tempos de parada, ver apéndice
B.

A ideia é a seguinte: Queremos uma funcao que satisfaca

Flr)= ) %ﬁ”.

d(z,y)=1

Dado z € A. Sabemos que o passeio aleatério satisfaz P(ST = y) = 1/2d
sempre que d(z,y) = 1. Assim, se F' é uma solucao, entao F(x) = E[F(S7)].
Se d(x,0A) > 2 repetimos isso para cada y tal que d(x,y) = 1 veremos que
F(z) = E[F(S3)] e assim por diante. Isso nos mostra que o valor de F' em
x é sempre a média dos valores de F' aplicados onde o passeio aleatério SZ
pode estar em determinado tempo n. Se consideramos S¥

nATA

passeio aleatdrio estaria parando na fronteira e assim F'(x) = E[F(S};,

em vez de S¥ o
)| para
todo n > 0. Como sabemos que o processo atinge a fronteira do conjunto (a
propriedade (iv) no apéndice C diz que P(74 < 0o) = 1) podemos tomar o
limite com n — 00, e usar o teorema da convergéencia dominada para concluir
que F(r) = E[F(S7,)]. Sendo F' solucao do problema, F' = ¢ em A e assim

Fz) = Elo(S%,). (2.1.2)

Porém, o que temos até o momento é uma heuristica. Em seguida
provaremos que a fungao definida por (2.1.2) é, de fato, uma solugao.
Claramente, F' = ¢ em 0A. Dado x € A, temos

dzm:lPSfA: S%:Z
:Z(Z(,) (2d yl ))(b(y)

yEOA
Z ZyeaA P(SfA = y|Sf = Z)Cb(y)
2d

d(z,z)=1

> yean P(S7, = y)o(y)
Z 9A = y)o\y

d(z,x)=1

F(2)
= 2. 2d

d(z,z)=1

onde a penultima igualdade é nao trivial e colocaremos os detalhes na obser-
vagao C.1 e portanto, L(F(x)) =0 em A.
Acabamos de encontrar uma solugao para um problema de equagoes de

diferengas usando um processo estocastico e suas propriedades. De fato essa
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solucdo ¢é tnica (ver teorema 1.4.5 em [2]).
2.2
Um passeio na equacao de Laplace 2.0
Nesta secao, considere D C R™ aberto e limitado tal que a fronteira 0D
é C2.

Problema 2.2. Dada ¢ : 0D — R continua e limitada. Encontrar uma func¢ao

F : D — R para a equacdo de Laplace com condicdo de fronteira,

AF(z) = i Frpz.(x)=0em D (2.2.1)
F(z) = ¢(x) em OD. (2.2.2)

Dado z € D, considere B o movimento Browniano em R" comegando

em z (ver apéndice D) e o tempo de parada

7p = inf{t € [0,00) ; Bf ¢ D}.

Sabendo que a equacao (2.1.1) é a discretizagao de (2.2.1) (ver [3]
segdo 6.3) e considerando a relacdo entre o passeio aleatdério e o movimento
Browniano (ver observagao D.1), podemos dizer que o problema 2.1 é uma
discretizacao do problema 2.2. Sendo assim, apds o resultado obtido no caso

discreto, suspeitamos que uma solugao para o problema seria

F(z) = E[¢(B)], ze€D. (2.2.3)
Considere o seguinte resultado cuja demonstragao pode ser encontrada
em [1] (pag. 62) .

Proposigao 2.1. Uma fungio F : D — R é C? e satisfaz AF(z) =0 em D
se, e somente se, ¢ continua em D e possui a propriedade do valor médio em

D, i.e, para todo x € D e para toda bola B centrada em x e contida em D wale

F(a) = /a F)ds(y).

onde dS ¢ a medida de superficie em OB C R™ normalizada.

Portanto, para verificar se nosso palpite F', definido em (2.2.3), é solugao

do problema 2.2, devemos mostrar

(i) F possui a propriedade do valor médio em D.
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(ii) F =¢ em D e F é continua em D

Enquanto (i) é sempre verdade (mostraremos na segao 3.3), (ii) depende
da fronteira de D (4 condi¢ao OU € C? é suficiente). No capitulo 4 mostrare-
mos condigoes sobre a fronteira que garantem que F' é solucao do problema.

A equacao de Laplace é um exemplo classico e simples de equacao
diferencial parcial eliptica. A existéncia e unicidade da solucao do problema
2.2 sao garantidas por resultados classicos da teoria de EDP’s (ver [4] segao
2.1 ou [5] capitulo 4). Somente para dominios convenientes sao encontradas
formulas explicitas para a solugao. O uso de ferramentas probabilisticas nos

permite chegar na férmula mais geral (2.2.3).

2.3
A situacdo inversa

Vejamos agora uma situacao, de certa forma, inversa. Apresentamos um
problema de probabilidade e uma solucao que se baseia fundamentalmente
em resolver uma EDP e avaliar a solucao em um ponto. “Hitting the Ends”
(“Atingindo os Extremos” é uma aproximagao em portugués) é um dos dez
problemas propostos por Nick Trefethen em 2002 no que ficou conhecido como
“O desafio dos cem digitos”. Para cada um das dez questoes, os participantes
deveriam encontrar uma aproximagao numérica para as solugoes com certa
precisao numeérica e assim receberiam pontos por cada digito correto. Eis o

enunciado.

Problema 2.3. Uma particula realiza um movimento browniano com ponto
wmacial no centro de um retangulo 10 X 1 até atingir a fronteira deste. Qual a
probabilidade da particula atingir a fronteira do retangulo em um dos lados de

comprimento unitdrio?

Para encontrar mais informacoes sobre o desafio e o problema “Hitting
the Ends” ver [6].

Figura 2.2: Realizacao do movimento Browninano no retangulo.

A resposta para o problema é aproximadamente 3-1077, e para encontra-
la tornaremos o problema deterministico da seguinte maneira:

Sejamn € N, h = ;- ¢ R = {(z,y) € R} z € (=5,5) e y €

(—3,3)}. Defina ainda L, = hZ x hZ, OR; = {(z,y) € OR; x = 5} ¢
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ORy = OR — OR;. Assim, R serd o retangulo, onde supomos que a particula
realizard o movimento Browniano, enquanto OR; serao as arestas de lado

unitario e R, as arestas maiores. Ver figura 2.3.

R XX R
BO0OO00000000
= Y

-6 BOOONCO GO0
Beesesesssse

_3,
[ ¢ ORoNLn ® aRINLL  ©  RNLh|

Figura 2.3: Discretizacao do retangulo R.

Dado S,(f’y) o passeio aleatorio simétrico, cujos passos possuem compri-

mento h comegando em (x,y) € RN L, e

r=inf{k e N; 5" € 9R},

considere uy(x,y) = P(Sﬁx’y) € OR;). Nao é dificil perceber que a fungao uy, é

solucao da equacao de diferencas

1
up(z,y) = ;l[uh(x + h,y) + un(x — h,y) + up(z,y + h) + up(x,y — h))

com condigoes de fronteira up|or,nr, = 1 € unlorenr, = 0.
Considerando a observacao D.1, o problema esta resolvido se encontramos

limy, o up(0,0). Modificando um pouco a equacao de diferengas se percebe que

esta é equivalente a discretizagao da equacao de Laplace

up(z + h,y) — 2up(z,y) + up(z — h, y)+uh($a?/ +h) = 2up(z,y) +up(z,y — h)

h? h?

Seja u(x,y) solugao de

Au(z,y) =0em R

=0
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com condicoes de fronteira u|spr, =1 e ulsgr, = 0.

E possivel mostrar que wu, converge pontualmente para u quando h — 0
(ver secao 10.3 em [6]). Portanto para resolver nosso problema, basta resolver
a equacao de Laplace com tais condicoes de fronteira e avaliar a solucao na
origem.

Usaremos separacao de variaveis. Buscamos uma solucao da forma

= Z v () wy,

onde Avg(z)wy(y) = 0 para todo k € N. Assim,

v (@)wi(y) = —ve(z)wi(y) = ) =

onde A\, € R é constante.

Olhando para wy queremos

Nao é dificil ver que Ay > 0 e wy(y) = Ag cos(v/ Axy)+ By sin(+v/Ary), onde
Apg, B € R constantes. As condigoes de fronteira implicam que wy precisa ser

par e portanto wy(y) = Ag cos(v/Agy). Além disso,

() 0one (e3))

e podemos tomar wy(y) = cos(2(k + 3)7y), sem perda de generalidade.

Agora tratemos de vi. Queremos

53/227% 5y=2vk ) =1
k=0 k=0

Portanto,

- 1
ka cos(2(k + =)my) = 1.

2
k=0

A(-1)*

Pela ortogonalidade das fungoes wy temos v (5) = vg(—5) = O
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Dessa forma, queremos que v, resolva

v () = Axvr(z)

4(=1)*
vk(5) = v(=5) = 25
4(—1)*% cosh(2k+1)7x)
7(2k+1) cosh((k+21)m10)
equacao diferencial). Concluimos que

o que implica que, vg(x) = (O Maple resolve essa

[e.o]

_ 4(—=1)% cosh((2k + 1)mx) 1
u(@,y) = ; 7(2k + 1) cosh((k + 3)x10) (2 (’“ * §) ”y) '

O decaimento exponencial do valor absoluto dos termos da série nos
permite derivar série termo a termo e mostrar que u realmente se trata de uma
solugao para a equacao de Laplace.

Agora basta encontrar

p=u(0,0) = % % sech(10(k + %)7?)

Acima, temos uma série alternada cujos valores absolutos dos termos
tendem para zero monotonamente. Portanto a série converge e o limite esta
entre quaisquer duas somas parciais consecutivas. Sendo 7T, as somas parciais
desta série e calculando T3 e T} (usando o Maple no nosso caso), ja é possivel

perceber que

p = 3.8375-107". (2.3.1)

Terminamos o capitulo considerando as seguintes perguntas:

(i) Vimos dois problemas que misturam o movimento Browniano e a Equagao
de Laplace. Existe uma relagao mais profunda entre este processo e esta

equacao diferencial parcial 7

(ii) E possivel utilizar abordagens parecidas para outras EDP’s 7 Existem
outros processos que podem nos auxiliar nessa busca por férmulas para
solucoes de EDP’s ?

Os proximos capitulos revelam as respostas para essas questoes.
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Difusoes de Ito

Neste capitulo, definiremos as difusoes de It6 e mostraremos que se tra-
tam de uma classe de processos estocasticos que permitira uma generalizacao
das ideias usadas no capitulo anterior. A cada difusao de It6 X, serd associado
um operador eliptico L que de certa forma carrega informacao sobre a difu-
sao. Em particular, para o movimento Browniano, o operador associado sera

1

L = 5A, onde A é o operador Laplaciano. Mostraremos a Férmula de Dynkin,

que desempenhara um papel decisivo no capitulo seguinte.

3.1
Definicao

Definicao 3.1. Uma difusao de 1té n-dimensional é um processo estocéstico

que satisfaz uma equacao diferencial estocastica da forma

X() =T

onde B, = BY ¢ o movimento Browniano com B) = 0 € R™ z € R",
b:R" = R"eo:R" — R"™™ tais que

b(z) — b(y)| +|o(x) — o(y)| < Dz —yl); =,y € R"

para alguma constante D. Ver Teorema E.1 para existéncia e unicidade da

solucao.

Observagao. Para melhor entendimento do significado da integral

/t o(X,)dBs (3.1.1)

e suas propriedades, ver apéndice E.
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Exemplo 3.1. Dado z € R", o Movimento Browniano B} é solugao de

dXt = dBt
Xt =X
Aqui, b= (0,...,0) € R" e 0 = I,,x,,. Portanto, o movimento Browniano

é uma difusao de Ito.

25 T T T T

Mw‘“" :

v
NS
ol
\ ’A"’ ”’W*"
Nt (e
TN

Vi

A "!.‘, / ‘1»,‘4‘\'0" l'\ N

Figura 3.1: Realizagoes do movimento Browniano comegando em 0 (n = 1). A curva
azul representa E[B(t)].

Exemplo 3.2. Considere m = 1. Usando a férmula de 1t6 (ver E.7) vemos

OCQ ~
que o processo N, = z - e~ )b & golucio de
dNt =7T:- Ntdt + o NtdBt
NO =Z
onde 7, a, x € R. A difusao N; é chamada movimento Browniano geométrico.
Exemplo 3.3. Considere m = 1. O processo de Ornstein-Uhlenbeck

¢
X, =z e+ / o-eMYdBs (3.1.2)
0

¢ solucao de

dXt = U~ Xtdt + UdBt
X():I'
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9 ' ' | |
8 -
7 -
6 -
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4t i
af v»‘l% i\
Y A,I ¥ ""o' <
2 70 ‘..I«’[’
Lk
0 ' | I I
. 02 0.4 0.6 08 '

Figura 3.2: Realizacoes do movimento Browniano geométrico com parametros r =
9/8, « =1/2 e x =1. A curva azul representa E[N(t)].

onde pu,o0,x € R.

16 T T T T

14

12 b

X(t)

Figura 3.3: Realizagoes do processo de Oernstein-Uhlenbeck com parametros y = 2
e o =z =1. A curva azul representa E[X (t)].
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3.2
Propriedade de Markov para difusoes de Ito

Uma caracteristica importante das difusoes de [to é que estas acabam
por ser também processos de Markov. Isso significa que satisfazem uma
propriedade que basicamente diz: o comportamento do processo no passado
nao influencia em seu comportamento futuro, apenas o presente importa. Nesta
secao, omitiremos alguns detalhes técnicos das demonstragoes visando maior

clareza do texto.

Notacao: Escreveremos

t t
X" = +/ b(X2%)du +/ o(X:*)dB, Vt>s

para a solucao de

X, =x.
Denotaremos F; como a o-algebra gerada por {B; : s < t}. Ainda, dado

um tempo de parada 7 com respeito a F;, F, sera a o-algebra gerada por

{Bsar : § > 0}. Assumiremos sempre que F; = Fi+ e que (2, F, P) é completo.

Proposicao 3.1. Propriedade de Markov: Dado x € R". Seja f : R* — R

uma fung¢ao mensurdvel e limitada. Entao para quaisquer t,h > 0 vale

E[f(X{)|Fil(w) = B[f(X )]

Observacao 3.1. A igualdade acima é em quase todo ponto w uma vez que a
esperanga condicional é unica a menos de um conjunto de medida nula (ver

Proposicao A.1).

Demonstragao.
Fato 1: Dados s,h > 0. X7, e X} possuem as mesmas funcoes de

distribuicao de dimensao finita.

Isso acontece pois X} é solucao de

dX, = b(X,)dt + o(X,)dB, ¥Vt >0
XO =T

$,x 7 ~
e X, ¢ solugao de
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dX; = b(X,)dt + o(X;)dB,  Vt>s
X, =z

onde B, = B,,, — Bs. Portanto sao duas solugoes fracas da mesma

equacao (ver Proposigao E.9 para unicidade fraca).

Fato 2: Dados ¢,h > 0, entao X7, = ;_),i‘z q.t.p.

Isso acontece pois, dado com r >t

Xf:x+/ b(X;"’)ds—I—/ o(X7)dBs
0 0

— X7+ / b(XT)ds + / o(X?)dB,
t t

e portanto, { X7 },>; é solucao(forte) de

dX, = b(X,)dt + o(X,)dB; Vr >t
Xt - th

Em particular, X7, , = X:ﬁfc q.t.p concluindo a demonstracao do fato 2.

Dados t,h > 0, seja g(z,w) = f(X/5,(w)).

Fato 3: Para z fixo, g(z,-) é variavel aleatéria independente de F;.

A difusao {X}*},>; é solugao de

dX, = b(X,)dr + o(X,)dB, (3.2.1)

onde B, = B, — B; é também o movimento Browniano (ver se¢ao D).

Assim, Xttfh é mensurdvel com respeito a o-dlgebra F,.), gerada por
{B, — B;;t < r <t+ h}. Uma vez que, para todo r € (t,t + h], B, — B; é
independente de B para todo s € [0, t] entao Xffh é independente de F; assim
como f(X[7,).

Fato 4: A fungao g é B x F-mensuravel e pode ser aproximada (g.t.p)

por funcoes limitadas do tipo

gn(z:w) = Y d(2) - Yr(w)

Levando em consideracao esses quatro fatos e as propriedades da espe-

ranga condicional (ver apéndice A) temos
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E[f(XE)IF)w) = B (X001 Fl ()
= Blg(X7, )| F)(w)
= E[lim g,(X}, )| F](w)
= lim B | én(X7) - vl F| (@)
= Tim > r(X7 (@) Bl F] ()
= B[ lim 37 ou(X7(w))unl 7] ()
= Blg(X7 (@), F)w)

= BIf(X;]/“)]

= BIfF(X )

onde as igualdades acima sao todas ¢.t.p. ]
Com uma demonstracao inteiramente andloga a anterior, podemos gene-

ralizar o resultado acima.

Proposicao 3.2. Propriedade forte de Markov: Dado x € R". Seja
f R - R uma funcao mensurdvel e limitada e T um tempo de parada

com respeito a F; tal que T < oo q.t.p. Entao
E[f(XE)IF)w) = E[f(X 7)) vh>o.

onde F, € a o-dlgebra gerada por {B.xs : s > 0}.

Usando indugao em k € N, podemos generalizar ainda mais o resultado

para

Blfi(X20,) - (X2 IF () = E[AXG ) (X @] VR >0

onde f; : R" — R ¢ limitada e mensuravel para i =1,..., k.

Considere H = {X : @ - R™ X € M}, onde M, é a o-dlgebra
gerada por {Xy; t > 0}. Para t > 0 defina o operador shift

Ht:H—>H

da seguinte maneira:

Sen = g1(X¢,)...9k(Xs,) (g; : R” — R mensuraveis), entao
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0 = 91(Xire,)--gu(Xige,)-

As demais fungoes de H podem ser aproximadas (g.t.p) por somas de
fungoes do tipo 7 e nesse caso para n € H arbitraria, o shift 8; fica definido

CO1mMo.:

Om = lim 6;n,
n—ro0

onde o limite é ¢.t.p e para todo n € N, n,, é soma de fung¢oes da forma 7).

Usando essa notacgao, a propriedade de Markov se escreve da seguinte

maneira: para qualquer 7 € H limitada vale

E*[0, |F;) = EX [n] (3.2.2)
onde (6.n)(w) = (0m)(w) quando 7(w) = t e o exponente do valor esperado
apenas serve para esclarecer o ponto inicial da difusao em cada lado da

igualdade.

3.3
Propriedade do Valor Médio (generalizada)

Seja D um aberto de R", x € D e considere X difusao de Ito. Seja
B uma bola aberta de centro em x tal que o fecho estd em contido em D e
f :R®™ = R uma funcao limitada e continua.

Definam-se

g = inf{t > 0; X} ¢ B};
p = inf{t > 0; X ¢ D};
p(z) = BIf(X7,)]:

Lembramos que 7p, 75 sao tempos de parada com respeito ao filtro Fi+,
onde F; é a o—éalgebra gerada por By, s < t. (ver Segdo B). Além disso, se
Tp < o q.t.p., entao, por continuidade, 75 < co, ¢.t.p..

A propriedade forte de Markov nos permite obter o seguinte resultado

Proposicao 3.3. Se 7p < o0 ¢.t.p., entao

o) = [ cwdi(v) CERY
oB
onde pp(E) = P(X7, € E), para todo E C 0B Borel mensurdvel.

Dizemos que p% é a medida harmonica de X sobre 0B e dizemos
também que ¢(-) = E[f(X

)| satisfaz a propriedade do valor médio (3.3.1).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412637/CA


PUC-RIo - Certificagéo Digital N° 1412637/CA

Capitulo 3. Difusées de Ito 26

A justificativa para esta nomenclatura é que a Proposicao 3.3 consiste em uma
generalizacao da propriedade cléssica do valor médio (ver Proposi¢ao 2.1) como
explicaremos em seguida. De fato, no caso particular do movimento Browniano,
pg = P(BZ, € -) ¢ uma medida probabilidade invariante por rotagées nos
Borelianos da esfera 0B: dada uma rotacao da esfera, equivalentemente, uma

transformacao ortogonal de A de R™, e um Boreliano F de 0B

P(B?, € A(E)) = P(A'B?, € E)
= P(B% € E),

onde na ultima igualdade usamos a invariancia do movimento Browniano
para transformagoes ortogonais (ver propriedade (vi) na segao D). Entao,
concluimos que dug = dS onde dS é a usual medida de superficie de Lebesgue
normalizada da esfera. Ver em [7], p. 78 para defini¢do da medida de Lebesgue
na esfera (que é invariante por rotagoes) e teorema 11.9 para unicidade da
medida invariante por rotacoes. Assim, temos a propriedade classica do valor
médio

o) = /a s

como pretendido.

Acabamos de mostrar que F' definida em (2.2.3) satisfaz a condicao (i)
da secao 2.2.

Demonstracao. Afirmamos que

(0:f(X7))) - L<rpy = F(XT,) - Lig<rp)- (3.3.2)
De fato, defina

.fk = Z f(Xta;) . :ﬂ-[tj,tj+1)(TD)

onde t; = ;—k com j,k € {0,1,2,...}. Claramente, f; converge para f(X7 )
q.t.p., portanto

(O:f(X75)) - Lpperpy = 1 (0 fi) - Lirerp) (3.3.3)

Temos que (et:u-[tj,tj+1)(7—D)) Aerpy = ]1[t+tj,t+tj+1)(TD) “Lit<rpy. Essa

igualdade nao é trivial, e sua justificativa se encontra na observacao B.2. Assim,
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(Qtf(XfD» : jl{t<m} = kh_glo(etfk) : ]l{t<m}

= ]}1_{210 Z X)) Lty ;00 (TD) - Lgerpy
j
= f(X—fD) : ]]‘{t<TD}

Pela continuidade dos caminhos de X[, 75 < 7p ¢.t.p. e portanto
0, f(X? ) = f(X7,). Além disso, pela propriedade de Markov forte

E[fr f (X7,) 7]
Xz,

Elf(Xep®)]]

como queriamos mostrar.

34
Gerador de uma difusao de Ito

Definicao 3.2. Dada uma difusao de 1t6 m-dimensional X;. Definimos o

gerador(infinitesimal) de X; como

Af(z) = lim EU(XQ] — f(x)7 r € R".

t—0
O conjunto de fungoes f : R® — R tais que o limite existe para todo x € R"

sera denotado por Dy.

A proposicao a seguir nos ajudard a encontrar uma expressao para o

gerador.

Proposicao 3.4. Dado x € R", seja Y;* um processo estocdastico da forma

t t
Y/ =x+ / u(s,-)ds + / v(s,-)dBs
0 0

com u e v satisfazendo as hipdteses da proposicio E.8. Seja f € CZ(R™)
e seja T um Fy-tempo de parada tal que E[T] < oo. Assuma que quando
Y (w) € supp(f), u(t,w) e v(t,w) sao limitadas. Entdo
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E[f(Y7)] = f(z)+E

| (Z 5.6 £ ) 4 Z<va>z-,j<s,w>fmj<m) ds]

i=1 i

Demonstragao. Pela férmula de It6 (ver proposigao E.8) e simplificando a

notacao para Y; =Y/

df () = Zg

Y deY
Z 8x 8% 2 ’

onde

dY; . d}/j = Uil’Ujldt + ...+ vimvjmdt.

Temos assim,

= (Z fos(Ye)us + % Z(UUT)ijfxixj> dt + Z fu,(Y2) - v3d B;

] 1]

e portanto,

f(Y;f) = f(&?) /0 (me, UZ—I— Z UU z]fxlxj s ) dS—I—Z/ f:r Y;E Uz]dB

i=1

Dessa forma,

E[f(Y-)] = f(x)+E

/OT (Z fas(Ye)ui + % Z(UUT)ijfzizj()/s)> ds

,J

+) B {/T fai(Y2) - Uz‘dej] :

Basta mostrar que o ultimo somatoério vale zero. De fato cada parcela do
somatorio vale zero.

Sendo ¢ : R" — R mensurével e |g| < M € R temos

E [/OTAkg(Y;)dB]} —E Uok ]l{s<7}g(Y)dB} 0

Fazendo k — oo temos que fOTAkg(Ys)dBj — [, 9(Y,)dB; em L*(P) e

portanto
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E {/OTg(Y;)dBJ} =0

Como desejado. m

Com esse resultado, provamos

Teorema 3.1. Seja X; uma difusio de Ité (dX; = bdt+0dBy). Se f € CZ(R™)
entao f € Dy e

" 1
Af(@) =) fa@)bi(@) + 5 D (007)is(2) fra, ()
i=1 4,J
Demonstragao.

Seja t > 0. Aplicamos a proposicao 3.4 com 7 =t e temos,

Ef(X7)] = f(z)+E

/0 (Z bi(X3) fu, (XT) + % Z(UUT)i,j(Xf)fﬂfﬁj (XZ)> ds]

Assim,
L L [ (f (Z?:l bi<XS)f$i (XS) + % Zi,j(UUT)i,j(Xs>fmimj (Xs)) dS]
t—0 t
@ (SO B0 i (X0) 5 3045007 (X, fr, (X))
=k 7 (0)

n

1 T
= " bi(@) fa (z) + 5 D (06")ij(@) frim, (2)
i=1 ,J
onde na segunda igualdade usamos o teorema da convergéncia dominada
e na terceira utilizamos o teorema fundamental do célculo. O

Aplicando o tltimo resultado aos exemplos dados na sec¢ao 3.1 temos que
(i)
AF@) =23 o) = 2A1(@)
x) == vz (T) = = x
2 2

quando f € CZ(R"™) e X; é o movimento Browniano n-dimensional.

(i)
OZZZEQ

Af@) = S @) + raf (@)

quando f € CZ(R) e X; é o movimento Browniano geométrico.
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(i)

2

Af(a) = T f"(0) + paf ()

quando f € CZ(R) e X; é o processo de Ornstein Uhlenbeck.

Para um melhor entendimento da relagao entre uma difusao e seu gerador

suponha f € D4. Por defini¢ao

Af(x) = lim E[f(thi] — f() r € R",

t—0

que equivale a dizer que

E[f(X])]— f(z) =t -Af(z)+o(t) x€R"t>0.
Pela propriedade de Markov,

Xz

Ef(XEnF] = F(X7) = EIf (X)) = F(XY)

portanto,

E[f(XE )R] = F(X7) + h- AF(XE) + o(h).

A expressao acima nos remete a expansao de Taylor de primeira ordem e
assim o gerador nos permite uma aproximagao para o comportamento médio

variavel aleatéria f(X) para tempos proximos a t.

3.5
Férmula de Dynkin

Sendo f € C2(R™) e 7 um tempo de parada com respeito a {F;} tal que
E[1] < 0o. Entao juntando o Teorema 3.1 e a demonstragao da proposicao 3.4

temos

Bl = )+ B | [ ascens| (35.1)

0
Nesta dissertagao, chamamos a (3.5.1) de férmula de Dynkin.

Observagao 3.2. Se 7 for o tempo de saida de um conjunto limitado e

E*[T] < o0, entdo podemos considerar os tltimos resultados para quaisquer
fungoes f € C*(R"™).

Uma aplicacao da féormula de Dynkin:
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Seja B; o movimento Browniano comecando em a € R" e assuma que

la| < R. Qual o valor esperado para o primeiro tempo de saida 75 onde,
K ={z eR"|z| <R} ,7x=inf{t € (0,00);B; ¢ K}?

Ideia: Quem ¢é E[rg] ?

Podemos pensar em E[rx| = fQ TdP, porém nao sabemos como ope-
rar com essa integral de forma facil. Podemos também considerar que
Elrg] = E[[,* ds] e essa abordagem parece ser acessivel a partir da for-
mula de Dynkin. Basta encontrar uma funcao f € C? para qual o Laplaciano
seja constante.

Aparece um problema. Queremos calcular F[rx] usando a férmula de Dynkin,
porém essa férmula resulta de hipdteses sobre E|[7k](este tem que ser finito).
Para resolver tal problema podemos aproximar 7x por o, = min(k, 7x) com

k € N. Claramente, limy_,o, 0 = 7 (q.t.p).

Considere f € CZ(R"), tal que f(z) = |z|*> em K. Entao Af(z) = 2n em
K e aplicando Dynkin, temos
E[f(Bs)] = la|* +n - E*[oy]

e portanto,

para todo k € N.

Pelo Lema de Fatou, temos que E[rg| é finito e portanto podemos usar

novamente a formula de Dynkin concluindo que

Blri] = - (R ~ [af?).
n
Assim, usamos a féormula de Dynkin para mostrar que os caminhos do
movimento Browniano saem, em tempo finito, de uma bola K com probabili-
dade total. Conseguimos também calcular o tempo médio que o processo leva

para sair.
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O problema de Dirichlet para operadores elipticos

Neste capitulo, usaremos a teoria das difusoes de Ito para finalmente
encontrar a representacao estocastica da solucao do Problema de Dirichlet para
um operador eliptico L. Enunciaremos o problema e estabeleceremos condicoes
suficientes sobre o operador L e a fronteira do dominio D que resultarao
na existéncia e unicidade da solucao do problema. Em seguida enunciaremos
alguns resultados sobre matrizes de funcoes que nos ajudarao a encontrar a
difusao de Ito X; que possui L como gerador. Por fim, usaremos a férmula de

Dynkin, que nos permitira obter uma férmula para a solugao.

4.1
O problema de Dirichlet e resultados auxiliares

Considere o operador diferencial L da forma

n

Lu(zx) = % Z ai;j(z 8x axj Zb axz —I— c(z)u(z)

ij=1 i=1

com coeficientes reais definidos em um aberto D € R".

Definicao 4.1. Dizemos que L é eliptico em D quando a matriz (a;;(x)) é

positiva definida, i.e, é simétrica e

n

Z aij(x)&ﬁj >0

1,j=1

para todo z € D, £ € R", £ £ 0.

Se existe > 0 tal que

n

Z ai;(2)&&; = pl€]

ij=1
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paratodo z € D e £ € R", entao dizemos que L é uniformemente eliptico

em D.

No que segue consideramos D um aberto e limitado em R"™. Dado um

operador eliptico L, considere o problema de Dirichlet:

Encontrar uma fungao u € C%(D) N C(D) tal que

h
=
)

I

f(x) em D (4.11)

onde f € C(D) e ¢ € C(OD).

Definicao 4.2. Uma barreira w,(r) em um ponto y € 9D é uma funcao
continua nao-negativa em D tal que se r # y entdo w,(z) > 0, w,(y) =0 e
Lw,(x) < —1.

Observagdo 4.1. Se existe uma bola B tal que BND = () e BN D = {y}, entdo

wy(z) = k(Jzo —y| P —|Jx —y|™?), (2o = centro de B) (4.1.3)

é uma barreira em y quando k e p sao suficientemente grandes. Além disso,
nao ¢é dificil mostrar que quando 9D ¢é C? entao para todo y € D existe uma
bola B tal que BN D =0e BN D = {y}.

Teorema 4.1. Considere L uniformemente eliptico em D e que

— ¢(x) <0 para todo x € D,

~ aij, bi, ¢ e f sao uniformemente Holder continuas com expoente o € (0, 1]

em D,

cada ponto de 0D possui uma barreira,

— ¢ € continua em OD.

Entio existe uma 1tnica solugio u € C*(D) N C°(D) para o problema de
Dirichlet.

Ver segdo 10.3 em [8] para a demonstragao da existéncia e se¢ao 6.2 em
[9] para a unicidade (que segue do chamado principio do mdzimo).

A dlgebra linear basica nos diz que se a é uma matriz n X n positiva
definida, entao existe uma tunica matriz ¢ positiva definida tal que a = oo.

Quando a matriz a depende de um parametro, a = a(x), entdo o = o(x).
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O seguinte resultado nos mostra como a regularidade das entradas de a(x)
implicam a regularidade das entradas de o(z). Dado a € (0, 1], denotaremos
por C™*T*(D) o espago das fungdes que estao em C™(D), cujas derivadas de
ordem m sao Holder continuas com expoente . Lembramos que quando a = 1

a condicao de Holder e a de Lipschitz sao equivalentes.

Proposicao 4.1. Seja D C R" aberto. Se a(x) € positiva definida para todo
r € D esea; € C" (D) para todo i,j e 0 < o < 1, entdo as entradas de
o(x) pertencem a C"™ (D).

Ver secao 6.1 em [9] para demonstragao.

4.2
Representacao estocastica da solucao do problema de Dirichlet

Seja D um dominio limitado em R"™ com fronteira 0D € C?, L um
operador uniformemente eliptico tal que a;; e b; sao uniformemente Lipschitz
em Dec=0.

Consideramos o problema de Dirichlet para f Holder continua em D e ¢
continua em 0D. Diante da Observacao 4.1 podemos usar o teorema 4.1 que
nos garante a existéncia de uma solucao u que é tnica.

Trataremos agora de encontrar uma representacao para essa solucao

usando uma difusao de It6 X; que possui L como gerador.

Teorema 4.2. A solucao u do problema de Dirichlet pode ser representada

pela sequinte formula

ute) = Bz, - £ | [ soenas). (12,1

onde X; € uma difusao de Ito que possui L como gerador.

Demonstragao. Podemos aplicar a proposicao 4.1 para encontrar uma matriz
o(z) Lipschitz tal que o(z)o(s) = a(z) para todo x € D. Estendemos o e b
para todo o R™ (é possivel pois sao Lipschitz). Agora, dado = € D consideramos

X[ a solucao, que existe e é tinica (ver Teorema E.1), de

dXt = b(Xt)dt + O'(Xt)dBt
X[) =X

Dado € > 0, seja V. = {y € R";d(z,0D) < €} e D. = D — V.. Tomamos
e suficientemente pequeno para que x € D.. Seja v € C*(R") tal que v = u em
D, /5. Considere 7. o tempo de saida de D.. Usando a Férmula de Dynkin e o

fato que L ¢é o gerador de X} em CZ(R") (teorema 3.1), concluimos que para
todot >0
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Blo(X? )] = v(a) + E [ /D “ Lv(xg)ds] |

E portanto,

Blu(X2 )] = u(z) + E UOW Lu(Xf)ds} .

Fazendo € — 0 e usando o teorema da convergéncia limitada,

o) = B0~ 8| [ s0cas]

Se, além disso, mostramos que E|[1p| < oo entdo podemos tomar o limite

quando t — oo e usar o teorema da convergéncia limitada novamente e teremos

ute) = Blotxz,) - B | [ rxzias

Para mostrar que E[rp| < oo considere a fungao h : R" — R tal que

h(z) = —exp(A-x1) Vo= (21,...,2,) €R"

onde A\ é uma constante positiva.

Temos que

L(h(z)) = =X - exp(\ - z1) (A . ““2(”’”) + bl(z)) (4.2.2)

Podemos tomar A grande o suficiente para L(h) < —1 em D. Aplicando

a formula de Dynkin temos
Tp /At
Bz, ~ o) =8 | [ Lhxzyas]

para todo ¢t > 0.

Se K > 0 é uma cota superior para |h| em D entdao E[rp At] < 2K.
Fazendo t — oo e usando o teorema da convergéncia mondtona temos
Elmp] < 2K < oc. O

A solugao (4.2.1) confirma a soluc¢do sugerida para o problema 2.2. De
fato, F' satisfaz AF = 0 se, e somente se, satisfaz %F = 0. Quando L = %,
temos b = 0 e a é a matriz identidade. Nessas condicoes, o também é a matriz

identidade e portanto a difusao de Ito X} = B} possui L como gerador. Dessa
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forma, u(xr) = El¢(B7 )] = F(z) é a solugdo do problema 2.2.

Observagao 4.2. No caso mais geral em que ¢ é nao nulo, mas tal que:
¢ <0, ¢ é uniformemente Holder continua em D

de modo a nos manter ainda no contexto de existéncia e unicidade
do teorema 4.1, um argumento muito semelhante pode ser utilizado para
mostrar que a tnica solu¢io em C?(D) N C(D) do problema de Dirichlet fica

representada (ver se¢ao 6.5 em [9]) por

o) = foxz e ([ cxias)| - £ [ o ex)a

A representagao (4.2.1) nos permite analisar numericamente as solugoes
do problema de Dirichlet usando métodos estatisticos como Monte Carlo. Em
dimensoes altas o método de Monte Carlo é mais eficiente que os métodos
numéricos convencionais como diferencas finitas. Além disso, uma mesma
simulacao da difusao de [to permite a andlise numérica para o problema com
diferentes condicoes de fronteira, enquanto as iteragoes de diferencas finitas
deveriam ser repetidas para cada fungao ¢.

Também é possivel usar as difusoes de It6 para encontrar a representacao
estocdstica da solu¢do do problema de Cauchy para equagdes parabdlicas (ver
capitulo 6 em [9] e segao 8.2 em [10]). Nesse caso, a representacao estocéstica

da solucgao ¢é classica Formula de Feynman-Kac.
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A
Esperanca Condicional

Definigao A.1. Seja (2,U, P) um espago de probabilidade e considere V uma
o-algebra contida em U. Se X : 2 — R™ é uma variavel aleatéria integravel,
definimos a esperanca condicional de X em relagcao a V como qualquer

varidvel aleatéria E[X|V] que satisfaca
(i) E[X|V] é V-mensurével, e
(ii) [, XdP = [, E[X|V]dP para todo A C V.

Temos o seguinte resultado sobre existéncia e unicidade da esperanca

condicional cuja demonstragao pode ser encontrada na se¢ao 5.1 em [11].

Proposicao A.1. Seja X uma varidvel aleatoria integrdvel. Entao para cada
o-dlgebra V C U , a esperancga condicional E[X|V] existe € unica a menos de

conjuntos V-mensurdveis de probabilidade nula.

Notagdo: Usaremos E[X|Y] no caso em que V for a o-dlgebra gerada por
uma variavel aleatéria Y. Ou seja E[X|Y] = E[X|o(Y)].

Exemplo A.1. Considere uma varidvel aleatéria discreta Y = > " a; - Liay
definidas num espaco de probabilidade (2,U, P). Portanto

;

aq em A;
(05} em AQ
Y =
. em A,
\
onde ai,as,...,a, sao numeros reais distintos, A;, A,,...,A,, sdo eventos

com probabilidade nao nula e formam uma particao de €.
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Seja X uma outra varidvel aleatéria integravel em . Temos que o(Y) é
finita e portanto, a condicao (i) implica que E[X]|Y] tem que ser uma variavel
aleatdria discreta e constante em cada A; (uma vez que esses eventos geram a
o-dlgebra). A condicao (ii) implica que

/

dP em A;

Foag Ja X
ix fA XdP em A,

E[X|Y] =

\mfAdeP emAm

ou seja, BIX[Y] = Y1, 248 [, XdP.

Abaixo, listamos algumas propriedades da esperanca condicional. Ver

também secao 5.1 em [11] para as demonstragoes.

Seja X variavel aleatoria integravel.
(a) EEX[V]] = B[X]
(b) E[X]= E[X|W] quando W é a o-algebra trivial.
(c) Se X é V-mensurével, entao E[X|V] =
(d) Se a € R é constante, entdo EjaX +Y|V| = aE[X|V]|+ E[Y|V]
(e) Se X é V-mensurdvel e Y, XY integrdveis, entdao E[XY|V] = XE[Y|V].
(f) Se X ¢é independente de V, entdao E[X|V] = E[X] .

(g) Se W C V, entao

EXW] = E[EIX|V]W] = E[E[XW]|[V].

(h) Se X <Y q¢.t.p entao E[X|V] < E[Y|V].

Observagao. Uma vez que a esperanca condicional estd definida a menos

de um conjunto de medida nula, as igualdades acima sao todas ¢.t.p..
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B
Filtros, martingais e tempos de parada

Defini¢ao B.1. Seja (2, F, P) um espago de probabilidade. A uma sequéncia
de sigma algebras {F, }.en tal que

Fn_1 C F,, C F para todon € N,

chamamos filtro discreto.

Defini¢ao B.2. Seja (2, F, P) um espago de probabilidade. A uma familia de
sigma dlgebras {F; }+>o tal que

Fs C F; C F para todo 0 < s <'t,

chamamos filtro.

Definigao B.3. Seja {X;};>¢o um processo estocastico em R" tal que, para
todo t > 0, E[|X};|] < co. Considere {F;}:>o um filtro. Se

(i) X; € Fyparatodot >0e
(i) Xs = F[Xy|Fs] ¢t.p, paratodot>s>0
chamamos {X;};>¢ de martingal com respeito a {F:}.

Observacao B.1. Usando as propriedades da esperanca condicional se conclui

facilmente que um martingal X; possui média constante, i.e,
E[X;] = E[X,] Vt,s>0.

Teorema B.1. Desigualdade de Doob para martingais continuos. Se
M; € um martingal com caminhos continuos q.t.p, i.e, o conjunto dos caminhos
w para os quais My(w) € continuo em t possui medida total. Entdo para todo
p>1,T>0etodo >0
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1
Pl sup |M;| > )] < R E[|Mr|"]

0<t<T P

Este teorema estd demonstrado em [12], Teorema I1.1.7.

Definigao B.4. Considere o filtro discreto {F,},>n no espaco de probabili-
dade (2, F, P). A uma variavel aleatéria 7 : Q2 — {N U oo} C R chamamos

tempo de parada discreto com respeito a {F,} se
{r=n} ={w;7(w) =n} e F, VneN.

Exemplo. Seja A C Z? limitado e considere o passeio aleatério comecando

em z € A, S.. O primeiro tempo de saida de A

Ta. :=min{n > 0;S; ¢ A} (B.0.1)
¢ um tempo de parada com respeito ao filtro {F, }nen onde F,, é a o-dlgebra
gerada por {S1,...,S,}. De fato,

n—1

{T4.=n}= (ﬂ{S,j € A}) N{s: e A}°

k=0

e como {S} € A} € F, C F, para todo k € {0,...,n} entdo {74, =n} € F,.

Definigao B.5. Dado o espaco de probabilidade (92, F, P), considere o filtro
{Fi}i>0 continuo a direita, i.e Fy = Fy+, onde Fi+ = NpsoFiin. A uma variavel

aleatdria 7 : Q — [0, 00] chamamos tempo de parada com respeito a {F;} se
{w;T(w) <t} € F, Vt>0.

A continuidade a direita do filtro nos da o seguinte resultado

Proposicao B.1. A varidvel aleatoria T : Q2 — [0, 00] € tempo de parada se e
somente se {T <t} € F; para todo t > 0.

Demonstracao. Se 7 é tempo de parada, entao

{r<t}= m{7<t+1/n}€ m-/—:t—i-l/n

n>N n>N

para cada N. Logo, {T <t} € F+ = F;. Por outro lado, se {7 <t} € F; para

todo o t, entao

{T<t}:[]{7'§t—1/n}€.7:t,

pois F; é crescente.
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As seguintes propriedades seguem diretamente das definicbes acima.

(a) Tempos deterministicos ¢ > 0 sao tempos de parada com respeito a

qualquer filtro.
(b) Se S e T s@o tempo de parada, entao S AT e SV T também o sao.

(c) Se T, é uma sequéncia crescente de tempos de parada, entao sup, T,

também o é.

(d) Se T,, é uma sequéncia decrescente de tempos de parada, entdo inf, T,

também o é.

(e) Se S é um tempo de parada e t > 0, entao S + ¢t também o é.
Os exemplos em que temos mais interesse sao os do seguinte contexto:

— X} é um processo estocastico com caminhos continuos g¢.¢.p;

— X, é adaptado a JF;, i.e., para todo o t, X; é F;-mensuravel.

Definicao B.6. Dado A C R", defina-se o primeiro tempo de saida
T4 = 1inf{t > 0; X, ¢ A},

e o primetro tempo de entrada
Ty :=inf{t > 0; X; € A}.

Claramente, 74c = T4 € T4 = Tye.
Em geral, o primeiro tempo de saida (ou de entrada) para um Boreliano
qualquer é um tempo de parada. Indicamos a se¢ao I1.2 em [13] para os detalhes
desse resultado. De seguida mostramos os casos mais simples que sao suficientes

neste documento.
Proposicao B.2. (a) Se A é um aberto, entio Ty € um tempo de parada.
(b) Se A € um fechado, entao Ty é um tempo de parada.

Demonstracgao. Seja A um aberto. Se Ty < t, entdo, X, € A para algum
s < t. Por continuidade dos caminhos, existe um racional r < t com X, € A.

Logo,

{Ta<ty= () {X.€Kn}eF,

r racional <t
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onde {K,,} é uma sequéncia crescente de fechados tais que A = U,,K,,. O
que prova a primeira parte. Se A é fechado, seja A, = {z;d(z, A) < 1/n}.
Os A,s sao abertos, portanto 7, é uma sequéncia de crescente de tempos de
parada e T" := sup,, T4, também ¢é um tempo de parada. Como Ty > Ty, para
cada n, entao Ty > T. Agora, ou T = oo e logo Ty = o0, ou T < o0 e, por
continuidade dos caminhos, X7 = lim X7, . Como X7, pertence ao fecho de
A,, paran > m, entao também X pertence a esse fecho, para cada m. Donde
segue que X7 € A ou Ty < T. Em qualquer caso, T4 = T, o que mostra a
segunda parte. O

Assim, também o tempo de saida 74 é um tempo de parada, para A

aberto ou fechado.

Observacao B.2. Queremos mostrar que a igualdade

(O, 0,0 (TD)) - Literpy = Lttty 00) (TD) - Lgrcrp)

é vélida. Quando w € {t < 7p}° a igualdade é clara. Seja w € {t < 7p}.
Sejam também {7y }ren € {7k }ren enumeragoes de [0,t;) N Q e [t;,t;11) N Q

respectivamente. Temos

Lit;4,.0)(7D)) (W) = Lgvrefo)nQxzeD&Iselt; t;01)nQxE¢ D} (W)

= ]l{VrG[O,tj)ﬁQXfEGD} (w) : 1{ase[t-,tj+1)m@Xw¢D}(w)

(
(

w)

w) — 1
H:ﬂ_{Xx GD} 1)

:]l{vre[oyt‘j)mQXgeD}( ) ]l{vse[t],t]+1)mQXIeD}c

= Lyvrefot;)noxzeny (W) - |]]-{V56[tj,tj+1 nQXzED}

- zégnoo (H :H_{Xx GD}

Portanto,

H ]l{Xz eD} —1

Ot:u-[tj,tj+1)(TD))(w) = lim 6, (H ]l{Xz ep}(w

%,J—+00
k=1

= ]]-{Vue[t,tthj)ﬂQX;” eD&Ive(t+t;,t+t;41)NQXT¢D} (w)

)
)

eny(w) —1

t+'r

= 1{Vue[0,t+t]~)mQX79§eD&3ve[t+tj,t+tj+1)mQXgU¢D} (W)

= ]]-[t+tj,t+tj+1) (TD (w))
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C
Passeio aleatodrio

Definigao C.1. Seja x € Z%. Considere {5%},cn, uma sequéncia de varidveis

aleatérias definidas da seguinte maneira: S§ = = (¢.t.p) e para n > 0,

S§:x+X1+X2+...+Xn:x+ZXi

i=1

onde, {X;},en é uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes e identi-

camente distribuidas em Z¢ tais que

1
P(anei)ZP(an—ei):Z—d,paraizl,...,d

e {e1,...,eq} é a base canonica de R%

A sequéncia {S%} é um processo estocastico discreto chamado passeio

aleatorio simples d-dimensional comegando em x.

Figura C.1: Passeio aleatério comecando em 0 (d=1).
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-1 0 1 2 3 4 5
X

Figura C.2: Passeio aleatério comegando em (0,0) (d=2).

Abaixo, listamos algumas propriedades do passeio aleatério Sy.

(i) E[ST] = .

(i) (homogeneidade) Para todo n,m,k € Ne z,y € Z4,

PS5, = ylSy = x) = P(S7,4p = ylS;, = x)
(iii) (simetria) Para todo n,k € Ne x,y € Z4,

PS5y, = ylS, = @) = P(Si4, = 2[5, = y)
(iv) Seja B € Z limitado. Entao,
P(tp, < 00) =1, para todo = € B.

onde 75, = inf{n € N: S¥ ¢ B} é o primeiro tempo de saida do conjunto
B definido no apéndice B.

Essa propriedade pode ser vista como “O passeio sai de qualquer conjunto

limitado em tempo finito”.

Observacao C.1. Explicaremos a pentltima igualdade nas contas do fim da

secao 2.1.
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Queremos mostrar que, dados * € A,y € 9A e z € A com d(z,z) = 1,
entdo P(S?, = y|ST = z) = P(SZ, = y). Se z € A a igualdade ¢é trivial.

Considere z € A. Temos,

P(S:, =yNn S =z)
P(St = z)

P(S2, =57 = 2) = — P(SE, =y, 57 = 2)-2d.

Além disso,

{85, =y, ST =z ={In>2Vk € {2,...,n— 1}5y € A&S; =y} U{S5 = y}) N{S] = 2}

- <[U NSt € A} {87 =)

n>2 k=2

n{st = Z}> U ({55 =y} n{ST = z})

_ [Dh{z+xg+...+xkeA}m{z+X2+...+Xnzy}]

n>2 k=2

N{Xyj=z—z2}U({Xo=y—2z}N{Xy =2—2})

Seja Xi—l = Xz

co n—1
187, .=y, ST =2} = Uﬂ{z+X2+...+XkeA}m{z+X2+...+Xn:y}]
Ln>2 k=2

H{Xl:z—m}U({X2:y—z}ﬁ{Xl:Z_x})

oo n—1
=1 ﬂ{z+X1+...+Xk_1eA}m{z+X1+...+Xn_1:y}]

_n>2 k:2

N{Xo=z—2}U({X1=y—2}n{Xo=2—2z})

oo m—1
= ﬂ{z+X1+...+XleA}m{z+X1+...+Xm=y}]

N{Xo=2z—2}U({z+ X, =y} N {Xy =2 —2})
= (57, =y)N{Xo =z —1})

onde o passeio aleatério S7, = z + Xy + ... + X,, para todo m € {1,2,...}.
Como X, é independente de SZ, para todo m € {1,2,...}, temos que


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1412637/CA


PUC-RIo - Certificagéo Digital N° 1412637/CA

Apéndice C. Passeio aleatorio

TA,T

P(S7, . =y,57 =2) = P((S;, =y) N {Xo = 2 — 2}))
)

e portanto

46
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D
O movimento Browniano

Definigao. Dado um espaco de probabilidade (2, F, P), um processo esto-
cdastico n-dimensional é uma familia de varidveis aleatérias n-dimensionais
{Xi}i>0 definidas em (2, F, P). Um processo estocdstico define um conjunto

de distribuigoes

Vit (FL X -+ X F) = P(Xy, € F1, -+, X,, € Fy),

onde ke N,0<t; <...<t, <ooeF, € R" é um boreliano. O chamamos de

conjunto das distribuicoes de dimensao finita de {X;}.

Teorema D.1. Extensao de Kolmogorov. Para cada k € N e 0 < t; <

. <ty <00, seja vy, medida de probabilidade em R¥ tal que
l/tg(1>7"'7to'<k) (Fl X ... X Fk) = I/tl,...,tk<F0'_1(1) X ... X Fo'_l(k)) (DOl)

para todas as permutagoes o sobre {1,2,...,k} e
Vi

ot (FI XX Fy) = vy (Fix...xFxR"x...xR") (D.0.2)

1 Uestk+1s-stk+m

para todo m € N. Entao existe um espago de probabilidade (2, F, P) e um

processo estocastico {X;} em Q tal que,

Uty ooty (F1 X oo X Fy) = P(Xy, € Fy,--- , Xy, € Fy),
para todo k € N, 0 <t; < ... <ty < oo e todo boreliano F;.
Ver [14] apéndice 1.

Definicao D.1. Seja x € R" e defina

|z — y|?
——)

o7 paray € R", ¢t >0

plt,a,y) == (2mt) " - exp(
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Para 0 < ¢; <ty < -.. <{ definimos as medidas

Uty oot (F1 X oo X OB =

/ p(t1, @, x1)p(ty — t1, x1,T2) - - - p(ty — ty—1, Tp—1, Tp)dxy - - - dy,
F1><~~><Fk

onde dy = dy, - - - dyy, é a notacao para a medida de Lebesgue em R" e por con-
vengao p(0, z,y)dy = 0, (y). Estendemos essa definigao para todas as sequéncias
finitas de t}s (nao precisam ser crescentes) de forma que satisfagam a condigao
(D.0.1). As medidas definidas acima satisfazem as hipéteses do teorema da ex-
tensao de Kolmogorov e portanto, existe um espago de probabilidade (€2, F, P)
e um processo estocdstico { Bf }+>¢ sobre (2, F, P) tal que as distribuigoes de
dimensao finita de By sao dadas por tais medidas. Tal processo é chamado

movimento Browniano n-dimensional comegando em z.
A seguir, listaremos algumas das propriedades do movimento Browniano:

(i) By =z (qt.p).

(ii) E[(Bf —x,B? — x)] = n - min(s,t), onde ( , ) representa o produto

interno usual em R™.

(iii) Dados t > s > 0, Bf — BY possui distribui¢do Normal multivariada
Nz, (t —s) - I,), i.e, a distribuigdo de Bf — B? possui densidade da

forma

p(y) = ((if)'n)% : (—% (y—x)T Ay - x))

onde y € R" e A = ((t —s) - I,)"! onde I, é a matriz identidade n-

dimensional.

(iv) O movimento Browniano possui incrementos independentes, i.e,
B,,,Bi, — By,,..., By, — By, _,

sao independentes para quaisquer 0 < t; <ty < ... < ty.

(v) Existe uma versao do movimento Browniano que possui caminhos conti-

nuos (g.t.p), i.e, existe um processo estocdastico Y; satisfazendo

P({w; Bf (w) =Yi(w)}) =1 Vi
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tal que o conjunto dos caminhos w para os quais Y;(w) é continuo em t
possui medida total. Os processos Y; e By possuem as mesmas fungoes
de distribuicao de dimensao finita e portanto, ao longo do texto, consi-

deraremos que BY é essa versao de caminhos continuos.

(vi) O movimento Browniano é invariante por transformagoes ortogonais,
ie, se A: R" — R" é uma transformagao ortogonal entdao A(B?) é o

movimento Browniano comecando em 0.

(vii) Sejaty >0 ez € R™. Entao B, = Bj 1 — By, € o movimento browniano

comecgando na origem.

As demonstracoes destas propriedades podem ser encontradas secao 2.2

e no apéndice A de [10].

Observagao D.1. Acima discutimos a existéncia de um processo estocastico,
que chamamos movimento Browniano, utilizando o teorema da extensao de
Kolmogorov e partindo de suas distribuicoes de dimensao finita. Vimos tam-
bém algumas propriedades deste processo. Uma rota alternativa, seria partir
do passeio aleatoério e construir linhas poligonais convenientemente reescalo-
nadas que no limite (em um sentido apropriado) aproximam os caminhos do
movimento Browniano. Esta aproximagao ¢é justificada pelo chamado teorema

de Donsker. Para detalhes, ver se¢ao 8. em [15].
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E
Integral de 1t6 e EDE’s

Para demonstracoes dos resultados encontrados na presente secao, ver
capitulos 3,4 ¢ 5 em [10]. Considere o espago de probabilidade (w,F, P).

Queremos dar significado matematico a equagoes em X; do tipo:

dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt>dBt
XO =
onde B, = B é o movimento Browniano com B) = 0 € R, z € R,

t €1]0,00) eb,o:[0,T] xR — R sao fung¢oes. Dizemos que uma solugao para

essa equagao ¢ um processo estocastico X tal que

t t
Xf:x—l—/ b(s,Xf)ds—i—/ o(s, XT)dBs.
0 0

Mostraremos, em seguida, a interpretacao de [to para a ultima integral.

Queremos dar significado a

[ sswan

para classes convenientes de processos {f(s,),s € [S,T]}. Comegaremos com
uma classe simples de funcoes f e estenderemos o conceito para uma classe

maior de funcoes. Assuma 0 < S < T e que f é da forma

¢<t’w> - Z ej(w) ’ :ﬂ-[tj,tj+1)(t)7

Jj=0

ondeneNe S <t <...<t, <T. Para tais fungoes definimos:

AMMMMMZZ%M%M—%L

Jj=0
Definicao E.1. Considere o conjunto V = V(S,T) a classe de fungoes
f:]0,00) x © — R tais que
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(i) fis B x F-mensurdvel onde B é a o-algebra de Borel em [0, 00).

(i) f(t,-) é adaptado com respeito ao filtro {F;}, onde F; é a o-dlgebra
gerada por {Bs : 0 < s < t}, i.e, f(t,) é CFi-mensurdvel para todo
t € [0, 00].

(iii) fs ft,w) th

As fungdes ¢ € V da forma ¢(t,w) = > i 5e;(w) L, p,,,)(t) serdo

chamadas elementares daqui em diante.

Proposicao E.1. Isometria de 1t6 Se ¢(t,w) € limitada e elementar entdo

(/ST o(t, w)dBt(w)) 2 =B UST o(t, w)zdt] :

Demonstragao. De fato, sendo AB; = By, — By;, temos

sei#j

Elef] - (tj—1;)  sei=j

uma vez que e;e;AB; e AB; sao independentes quando ¢ < j. Portanto,
j j

(/wdet )] > Eleie;ABAB) =Y Ele?] - (ti —t;)

4.J J

—F { /S St w)th} ,

como queriamos demonstrar.
O
Para qualquer fungao f € V podemos escolher fungoes elementares e

limitadas ¢, € V tais que

T
E [/ (f — ¢n)2dt] — 0, quando n — oo.
S

Para mais detalhes sobre essa aproximacao, ver se¢ao 3.1 em [10].
Defina

/ f(t,w)dBi(w) := lim Tqbn(t w)dBy(w).

n—oo

O limite existe e ¢ um elemento de L?(P) uma vez que, pela isometria
de Ito, {fST én(t,w)dBy(w)} é uma sequéncia de Cauchy em L?(P). Portanto,
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podemos definir a integral de It6 para uma fungao arbitraria f € V(S,T) da

seguinte forma:

/ f(t,w)dBy(w) = lim d)n(t w)dB;(w) (limite em L*(P))

n—oo

onde {¢,} é uma sequéncia de funcoes elementares tais que

T
E [/ (f(t,w) — ¢n(t,W))2dt] — 0, quando n — co.

S

Além disso, temos:

Proposicao E.2. Isometria de It6

([ f(@w)dBt(w))z

Proposigéo E3. Se f,f, € VIS, T) para n = 1,2,... e
fs — fult,w))?dt] = 0, quando n — oo, entdo

T
=F [/ f(t,w)th] , para toda f € V(S,T).
s

T T
/ Falt)dBiw) = | f(t.0)Bi), em L(P)
s S

Agora apresentamos algumas propriedades da integral de Ito.
Proposicao E.4. Sejam f,g € V(0,T) e 0 < S < U <T. Entao

(i) [3 fdB, =[5 fdBi+ [ fdB; q.t.p. em Q.

(i) [o cf +gdBi=c- [§ fdBi+ [ gdB, q.t.p em Q.

(uii) fS fdB;) =

. T . 3
() [¢ fdB; é Fr-mensurdvel.
Podemos ver a integral de Itd0 como um processo estocastico.

Proposicao E.5. Seja f € V(0,T). Entao existe uma versao de

/tf(s,w)st(w); 0<t<T
0
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que possui 0s caminhos continuos q.t.p. Ou seja, existe um processo estocdstico

com caminhos continuos q.t.p J; em (Q, F, P) tal que

P, = /t fdB) =1
0

para todo t,0 <t <T.

Além disso, uma das vantagens da integral de Ito é que esta se trata de

um Martingal.

Proposicao E.6. Seja f € V(0,T) para todo T'. Entao

Mt(w):/o f(s,w)dBg(w)

¢ um martingal com respeito a F; e (pela desigualdade de Doob B.1)

1 T
P[sup |M;] > A\ < 2 E[/ f(s,w)?ds]; A\, T > 0.
0

0<t<T B

Até aqui temos a integral de Ito para fungoes f € V. Vamos estender tal

definigdo. Mudando a condicao (ii) na defini¢ao de V para

— (ii") Existe um filtro H;; t > 0 tal que
a) B; é um martingal com respeito a H,

b) f(t,-) é H,-adaptado.

Com essa condicao, toda a construcao anterior funciona da mesma ma-
neira. Tal extensao se mostra 1til uma vez que nos permite definir a integral

de It6 multidimensional. A ideia é a seguinte:

Suponha que By(t,w) seja a k-ésima coordenada do movimento Browni-
ano n-dimensional comegando na origem (B, ..., B,). Seja .Ft(n) a o-algebra
gerada por Bi(s1,:),. .., Bu(Sn,*); sk < t. Entdo By é martingal com respeito
a E(") e portanto podemos tomar H; = }"t(n) para (ii’). Até agora temos inte-
grais do tipo fot f(s,w)dBy(s,w) para fungoes f que sao .E(n)—adaptadas. Por

exemplo,

¢ ¢
/ BsdB; ou / sen(B; + By)dBs
0 0

e assim,
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Definicao E.2. Seja B = (By,...,B,) o movimento browniano m-
dimensional. Defina ainda V;;*™(S,T) conjunto das matrizes n x m, v =
[v;;(t,w)], onde cada entrada v;;(t,w) satisfazem (i) e (iii) da defini¢do de

V e (i1)' com respeito a algum filtro H,. Se v € V5,*™(S,T) definimos

Vemos que a integral de Ito multidimensional é um vetor-coluna cuja

1-ésima componente é a seguinte soma de integrais de [to

i /ST v (s,w)dB;(s,w).

Para notacao, quando H = F(™) escreveremos V"*™(S,T) e se m = 1,
Vi (S, T). E também,

pynxm anm((l OO) _ ﬂ anm(O,T)

T>0
Com a integral de It6 multidimensional podemos trabalhar sistemas de

equacoes diferenciais estocasticas
dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt>dBt
Xt =T
onde B; = B é o movimento Browniano com Bj = 0 € R™ = € R",

b(-, ) : [O,T] x R" - R" ¢ O’(-, ) : [O’T] x R™ — R*xm

Uma solugao para essa equacao é um processo estocastico Xy em R" tal

que

t t
Xy =z+ / b(s, X¥)ds + / o(s, X7)dBs.
0 0

Proposicao E.7. Férmula de Ito6 1-dimensional Sejam g(t,x) €
C?([0,0)) x R e By 0 movimento Browniano 1-dimensional e X; um processo

estocdstico que satisfaz

dX: = u(t,w)dt + v(t,w)d B,
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onde v satisfaz (1) e (iii) na definicio E.1 e (ii’). Suponha ainda que u €

adaptado com respeito a H; e

t
P[/ lu(s,w)|ds < oo Vt>0].
0

Entao
Y;ﬁ - g(ta Xt)
satisfaz
dg dg 1 829 2

onde (dX;)* = (dX;) - (dX;) € calculado sequindo

dt -dt =dt-dB, =dB;-dt =0, dB;-dB; = dt.
Ou seja,
dg dg 10%g

— _ < . - . 2
d}/t = (at (t,Xt) —+ 85[‘ (t,Xt) U(t,W) + 5 82[)’; (t, Xt) v (t,w)) dt

+ gl’(tu Xt) * U(t, W)dBt

Proposicao E.8. Férmula de Itd n-dimensional Sejam g(t,z) =
(g1(t,2), ..., gp(t,2)) = ([0,00)) x R" — R uma aplicagio C* e B, o movi-
mento Browniano m-dimensional e X; processo estocdstico que satisfaz

dX; = udt +vdB;

ou usando notacao matricial,

dX1 = Uldt + UlldBl + ...+ UlmdBm

an = Undt -+ 'UnldBl + ...+ UnmdBm

onde v;; satisfaz (i) e (1) na definicio E.1 e (ii)” para 1 < i < n. Suponha

ainda que u;; € adaptado com respeito a Hy e
t
P {/ [u;j(s,w)|ds < oo Vt>0
0

paral <1< nel<j3<m.
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Entao a k-ésima coordenada de

satisfaz

Ou seja,

a gk 8 Gk T
dYy = <at (t, Xy) +Za (t, Xy) - wi(t,w) + = Zaxa (t, X,) - (vv )z’j(t,w) dt

+3° a—g’f(t X,) - va(t,w)dBy.

Teorema E.1. (Existéncia e unicidade para equacgoes diferenciais
estocasticas.) Seja T > 0 e b(-,-) : [0,T] x R* — R", o(-,-) : [0,T] x R" —

R™™ ™ fungoes mensurdveis satisfazendo

b(t,2)| + (o)) < C(1+ [e); € R™ ¢ € [0,T]

para alguma constante C' e

[bt, ) = 0(t, y)| + |o(t, 2) —o(t,y)| < D(jz —yl); 2,y Rt €[0,T]

para alguma constante D.

Seja Z uma varidvel aleatoria independente de Foo = J;5o Fi € tal que

E[|Z}] < o0

Entdo a equacao diferencial estocastica

dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)dBt, 0 S t S T
X() == Z
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Possui uma solucao unica com os caminhos continuos q.t.p tal que

X; é FZ-adaptado onde FZ € gerada por Z e {B,;s <t} e

T
E U |Xt\2dt} < 00
0

A solucao X; encontrada acima é chamada solu¢do forte, por que a versao
B; do movimento Browniano é dada anteriormente e a solucao X; construida
a partir desta é FZ-adaptada. Se nos sao dadas apenas as funcoes b e o e
buscamos um par de processos estocésticos ((X;, B;),H;) em um espaco de
probabilidade (2, H, P) que satisfaga

dX, = b(t, X,)dt + o(t, X;)dB,, 0<t<T,X,=2,

entao Xt é chamada solucao fraca. Aqui H; é um filtro tal que Xt é H;-adaptado

e By ¢ um martingal com respeito a H,;.

Proposicao E.9. Se b e o satisfazem as hipoteses da proposicao anterior
entao temos que uma solugao (fraca ou forte) € fracamente inica, i.e, duas

solugoes possuem as mesmas funcoes de distribuicao de dimensao finita.
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