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3. Implementagdes numéricas

Este capitulo abordara o desenvolvimento de todas as partes do problema de
otimizagdo conica quadratica, comegando pela formulagéo da fungéo objetivo e das
restricbes de igualdade (condicGes de equilibrio). Também serd apresentado o
procedimento para transformar os critérios de ruptura como séo convencionalmente
conhecidos na forma cénica quadratica. A implementacdo da analise limite
numérica neste trabalho foi realizada através da linguagem computacional
MATLAB (2004).

Dentre as diversas formulacBes abordadas em 2.3.3, a deste trabalho é
colocada segundo o teorema do limite inferior como um problema de programacéo
conica quadratica. A equacdo de equilibrio é desenvolvida a partir do principio das
poténcias virtuais, configurando uma formulacao fraca. No mais, a discretizagdo é
feita por elementos hexaédricos de oito nés nos quais as velocidades s&o
interpoladas linearmente e o tensor de tensdes € constante no elemento.

Esta escolha para o espaco de interpolacdo que garante velocidades continuas
entre elementos em um problema resolvido através do limite inferior j& foi realizada
por Krabbenhoft et al. (2005) para elemento triangulares bidimensionais. Aradjo
(1997) comparou o desempenho de dois elementos quadrilaterais com interpolagédo
das tens@es distintas: tensdo constante e tensdo variando bilinearmente no elemento.
As analises com os elementos quadrilaterais bilineares para velocidades e constante
para tensdes geraram os melhores resultados. Desde entdo este elemento vem sendo
utilizado para se resolver problemas de analise limite segundo o teorema do limite
inferior (Farfan, 2000; Carrion Pachas, 2009; Cruz, 2013; Tapia Morales, 2013).
Assim como nesses trabalhos, nesta formulacdo mista ndo héa insercdo de nenhum
tipo de descontinuidades.

Na sequéncia deste capitulo, as atribuicbes das condi¢des de contorno do
problema e o método iterativo para calcular o fator de seguranca serdo explicados.

O ultimo item apresenta a base teorica para obtencdo do mecanismo de colapso.
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3.1.Funcéo objetivo e variaveis

A formulacéo proposta segue o teorema do limite inferior. Como exposto em
2.3.2 objetiva-se maximizar o fator de colapso em um campo de tensdes
estaticamente admissivel. O fator de colapso é um escalar multiplicador da carga
aplicada. Este trabalho tem como foco a estabilidade de taludes, portanto a carga a
ser majorada € simplesmente a forca de corpo, ou seja 0 peso do talude. A funcéo

objetivo a ser maximizada nada mais ¢ do que o proprio fator de colapso, A:
Maximizar A (3.2)

As variaveis do problema sdo o fator de colapso e as seis componentes de
tensbes para cada ponto em que ela precisa ser conhecida. Como se vera no item
3.3, as tensdes nos elementos, 8¢, sdo consideradas constantes. Portanto, se E for
0 namero de elementos totais do dominio, o vetor de varidveis de tensbes, &, sera

um vetor de dimensdo 6E X 1:

(O.Xel.i\
eli
681.1 Gy
Li
R =el.2 el 0,°
=10 Leet={ " (3.2)
el.i
1 Txy
o el.i
6Ex1 Txz
eli
T
\lyz J 6x1

3.2.Condic0Oes de equilibrio

O equilibrio no dominio € garantido pelo principio da taxa de trabalho virtual,
ou principio das poténcias virtuais. A expressao, na Eq.(3.3), € obtida ao se igualar
a poténcia interna (Eq. (2.27)) com a poténcia externa (Eq.(2.26)).

Neste trabalho duas maneiras diferentes foram usadas para calcular o
equilibrio. A primeira a ser apresentada é a forma mais usual. J& a segunda torna o
problema mais estavel e por isso é mais eficaz na solugcdo de problemas com
geometria complexa ou ainda no caso de solos saturados ou ndo saturados, como
verificou Cruz (2013).
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3.2.1. Equacéao de equilibrio convencional

Para aplicabilidade na estabilidade de taludes, a Unica forca externa atuante é
a forca de corpo F, que sera majorada segundo o fator de colapso A. Levando isso

em consideracado e colocando a equacdo na forma matricial, tem-se:
f 8¢T-odV = f SuTAF dV (3.3)
\% \%

Ao se discretizar o dominio em elementos finitos, tanto as velocidades, 1,
quanto as tensdes, o, no elemento sdo aproximadas por interpolacdo dos valores
nodais 1 e &. Visto que a taxa de deformacéo, €, é uma derivada das velocidades,

ela também pode ser interpolada através dos valores nodais da velocidade.
6=N;'0
u=N,-u (3.4)
§=VN,-u=B,-u
Vale ressaltar que as funcOes de interpolacdo de tensdes, N, s&o
independentes das de velocidade, Nu. By é a matriz deformacao-deslocamento. As

funcBes escolhidas serdo detalhadas no item 3.3.
Substituindo as Egs. (3.4) em (3.3):

f gl\lT-BuT-NG-ﬁdV=f suT-N, - AF dV (3.5)
A% \'%
Simplificando a Eg. (3.5) ao considerar Su arbitrario, tem-se:
J BuT-NGdV6=AJ N,T-Fdv (3.6)
\% \%

Em uma forma ainda mais compacta, essa equacdo de equilibrio pode ser
escrita dessa maneira:
G-0=A (3.7)

G é a matriz de equilibrio e f € o vetor de forcas nodais aplicadas:
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sz B,”-N,dV
\%
(3.8)
f=f N,T-Fdv
\%

3.2.2. Equacéo de equilibrio com forga horizontal ficticia aplicada

Ao se formular a equacdo de equilibrio como exposto no item 3.2.1, verificou-
se que alguns problemas de geometria complexa ou com fluxo ficavam mal
colocados. A solucdo para estabilizar o problema baseou-se no método de Sarma
(1973). Este método de equilibrio limite de Sarma tem como objetivo encontrar a
aceleracdo sismica critica, aplicada como uma forca horizontal nas fatias. No
entanto, 0 método também pode ser utilizado para determinar o fator de seguranca
em uma condicdo estatica, se os parametros de resisténcia do solo séo reduzidos até
que a forca horizontal requerida para obter ruptura seja nula.

Aqui o procedimento é o mesmo. Além de o talude estar submetido ao seu
préprio peso, F, outra forca externa atuante € a forca de corpo horizontal ficticia,
Fn. Neste caso, serd esta a forca majorada pelo fator de colapso. Assim a equacéao

do principio da poténcia virtual:
f §&T-odV = f Su'F dv+f SuTAF, dV (3.9
\% \% v

Mais uma vez, faz-se uso da discretizacdo do dominio em elementos finitos,
onde os valores de tensdo e velocidade sdo interpolados pelos valores nodais
segundo as Egs. (3.4). A expressao simplificada é:

jBuT-NGdV6=J NuT-FdV+?\J N," F,dv (3.10)
\% \% \%

De forma compacta, tem-se:
G-6="f+Af, (3.11)

Como se percebe, G, a matriz de equilibrio, e f, o vetor de forcas nodais
devido ao peso préprio do material, sdo os mesmos das Egs. (3.8). fn € 0 vetor de

forcas nodais devido a for¢a de corpo horizontal aplicada.
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3.3.Discretizagéo espacial

O dominio foi discretizado em elementos hexaédricos de oito nés. As fungdes
de interpolacdo usadas para aproximar as velocidades no dominio sdo funcbes

lineares e estdo apresentadas, em coordenadas locais (r,s,t) nas Egs.(3.12):

N =31 -DA-90-0  Ng=30-D1-9A+

Ny, = %(1 +(1—s)(1—t) Ny = %(1 +)(1—s)(1+1)
(3.12)

Nus3 =%(1+r)(1+s)(1—t) Ny~ =%(1+r)(1+s)(1+t)

Nus =%(1—r)(1+s)(1—t) Nus =%(1—r)(1+s)(1+t)

Como esclarece a ultima das Egs. (3.4), a matriz que relaciona as taxas de
deformacéo com as de deslocamento, By, € o gradiente das func@es de interpolacao,
Nu. No entanto, para se calcular este gradiente, € preciso da matriz jacobina, J. Essa
matriz transforma as derivadas de uma funcéo qualquer em relagdo as coordenadas
locais, r, em derivadas em relacdo as coordenadas globais, x:

0 d
35 ]& (3.13)
Para isso é preciso ter fungdes de forma, funcBes que sdo utilizadas para
transformar as coordenadas locais em globais e vice-versa. As fungdes de forma
escolhidas sdo as mesmas que as funcdes de interpolacdo lineares descritas em
(3.12). A Figura 3.1a mapeia a ordem de numeracéo local do elemento assim como
0 eixo de coordenadas locais. Para maior detalhamento sobre a montagem da matriz
B, aconselha-se consultar, por exemplo, a Desai e Abel (1972, p.143). A matriz B

correspondente a um elemento tera dimensdes de 6 X 24.
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Figura 3.1 — a) Ordem de numeracéo local e eixo de coordenadas locais b) Discretizacdo das
velocidades e da tensdo no elemento.

Ja o tensor de tensGes foi considerado constante para cada elemento. Desta
maneira, para cada elemento ha apenas um tensor de tensdes correspondente
(composto por seis componentes independentes, ver EQ.(3.2)). Quanto as
velocidades, para cada né ha trés componentes, ty, uy€ U, (Figura 3.1b).

Considerado os espagos de interpolagéo acima mencionados para as tensoes
e para as velocidades, a Eq. (3.8) relativa a matriz de equilibrio, G, pode ser

simplificada, como:
G= j B,  dV (3.14)
\%

Vale lembrar que as matrizes até entdo mencionadas sdo matrizes globais,
montadas a partir das matrizes elementares. Se E for o nimero de elementos e N o
namero de n6s do dominio, ap6s a montagem da matriz global, G tera as dimens@es
de 3N X 6E. f e f, terdo a mesma dimenséo, de 3N X 1.

A montagem dos vetores globais f e f, é feita somando os valores da i-ésima
linha do vetor local na n-ésima linha do vetor global. Enquanto que i corresponde
ao grau de liberdade local, que varia de 1 a 24, n corresponde a numeracgéo global
referente a este grau de liberdade. Para a matriz G, a correspondéncia para as linhas
da matriz local para a global se procede da mesma maneira ao proposto para 0s
vetores f e fn. No entanto, as colunas da matriz do elemento permanecem justapostas
na matriz global, formando uma matriz composta por blocos de matrizes
elementares, disjuntos por colunas e acopladas por linhas de acordo com a

incidéncia dos nos.
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f= z f, =Zf NyoT - FdV, (3.15)
E E Y

3.4.Integracdo numeérica

Todas as matrizes que compdem a equacao de equilibrio séo obtidas a partir
da integracdo no espago de outras matrizes. Esta integracdo no volume é realizada
numericamente através do método conhecido como quadratura de Gauss-Legendre.

Este método integra fungdes em intervalos definidos de -1 a 1, e para funcgdes
polinomiais, o seu resultado é exato. Com 0 mesmo principio de outros métodos de
integracdo numérica, a quadratura de Gauss-Legendre simplifica a integral ao fazer
dela um somatdrio ponderado do valor da funcéo a ser integrada avaliada em

determinados pontos, ou seja:

j_llf(x)dx = Zwi - f(x;) (3.16)

onde xi sdo o0s pontos onde o valor da funcdo, f(x), sera calculada, r a quantidade
desses pontos de integracdo e Wi sdo os pesos de ponderacdo. Na quadratura de
Gauss-Legendre os pontos de interpolacdo, Xi, Sdo as raizes dos polinémios de
Legendre de grau r+1.

A integracdo numerica neste trabalho foi realizada com apenas dois pontos de
integracdo em cada direcdo. Os pontos de integracao e 0s pesos de integracao nesse
caso estdo apresentados na Tabela 3.1.

Por se tratar de integrais no volume, a integragéo sera:

1 1 p1 2
j j j £(r, s, Ddrdsdt = z z WiW, Wicf(ry, 5, 1) (3.17)
-1v-1v-1 r

2 2
i=1 j=1 k=1
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Tabela 3.1 — Pontos e pesos para a integragdo numérica.

Pontos de integracéo Peso
ri Si ti Wi
—-1/v3 —-1/v3 —-1/V3 1
1//3 1//3 1/V3 1

Vale ressaltar que serd necessario fazer uma transformacéo de coordenadas,
pois enquanto a integracdo de Gauss-Legendre se aplica para coordenadas locais,
com limites de integracdo de -1 a 1, a integracao deve ser realizada no volume real.
A matriz jacobiana sera responsavel por essa transformacdo. A Eq. (3.18)
exemplificard o calculo da integral para encontrar a matriz de equilibrio de um

elemento, Ge:

1 1 1
Ge= [ BuTave= [ [ [ BuT(s0- 10 0ldrdsde =
\Y

1v-1v-1

: 2 2 (3.18)
=D ) W By (5560 - 153,80

2
i=1 j=1 k=1

3.5.Critérios de Drucker-Prager na forma cdnica quadrética

3.5.1.Critério de Drucker-Prager para solo com poropresséo nula

O critério de Drucker-Prager tridimensional colocado na forma conica
quadrética foi primeiramente desenvolvido em Makrodimopolous e Martin (2005).
Através de uma transformacdo linear do tensor de tensdes, ¢ (EQ. (3.2)), em um
vetor auxiliar p, o critério de ruptura atendera ao formato exigido pelo espago

conico. A matriz D e o vetor d sdo responsaveis por essa transformacéo:

p=D-o+d
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(Z\ - —Q —Q —Q 0 0 0 Ox k
0 1/2 0 -1/2 0 0 0] |09y 0
pal _1v3/6 2v3/6  —v3/6 0 0 of )%l JOol g 4q
Pa 0 0 0 1 0 O Xy 0
Ps | 0 0 0 010 lTXZJ lOJ
P 0 0 0 00 1m0

Ao pertencer ao espago conico quadratico, Eq.(3.20), o vetor p reproduz o
critério de ruptura de Drucker-Prager, Eq.(2.19), que deve ser satisfeita para cada
tensor de tensdes. A Eq. (3.21), que substituiu as componentes da Eg.(3.20)
segundo a Eq.(3.19), se simplificada, iguala-se a Eq.(2.19) quando colocada em

fungéo das componentes do tensor de tensoes:

VP22 +ps2 +ps2 +ps? +pe2 <z (3.20)

1 1 ’ \/§ 2\/§ \/§ ’ 2 2 2
(EO'X—EO'Z> + _?GX-I_TO-y_?GZ +Txy +TXZ +Tyz

(3.21)
< —a(oy+0y,+0,)+k

Portanto, para que o problema de analise limite possa ser formulado como um
problema de otimizacdo codnica quadrética, o vetor de varidveis de tensdes, o, deve

ser substituido pelo vetor auxiliar p:
c=D1-p-D1-d (3.22)

A formulacdo completa como um problema de otimizacdo sera colocada no
item 3.6.

3.5.2. Critério de Drucker-Prager considerando o efeito da
poropresséo

A pressdo de agua nos vazios do solo (uw), quando compressiva, diminui a
tensdo efetiva do solo e, por consequéncia a resisténcia ao cisalhamento do solo.
Isto porque os critérios de ruptura sdo funcdes da tensdo efetiva e ndo da tenséo
total do solo. Portanto, o critério de Drucker-Prager para solos saturados fica da

seguinte maneira:

\/E +a(l; = 3u,) —k<0 (3.23)
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Neste trabalho, tens6es compressivas sdo consideradas negativas, ao contrario
da convencdo da geotecnia. Os invariantes Jz e l1 foram definidos na secdo 2.2.3 e
aqui também séo funcdes da tensdo total. Nota-se que o invariante J, tera 0 mesmo
valor quando calculado em termos de tensdo efetiva ou de tensdo total. Portanto,
sera apenas no primeiro invariante em termos de tensdes totais, ¢, que a

poropressdo, u, deve ser diminuida, visto que:
o' =0—u, (3.24)

Este critério pode ser colocado na forma coOnica quadratica, através da
transformacéo linear do vetor de tensdes totais, ¢, para um vetor auxiliar, p. A

transformacao é similar a realizada na Eq.(3.19), mudando-se apenas o vetor d:

p=D-o+d
Z —a —a —a 0 0 O Ox k + 3uy,
(pz\ 1/2 0 -1/2 0 0 0 {O-y\ 0
Ps\ _|-v3/6 2v3/6 —V3/6 0 0 o0].]%\, ] © (3.25)
84 0 0 0 1.0 0 ixy | 8 |
5 0 0 0 0 1 0 sz
tF’6J | 0 0 0 0 0 1J Tyz \ 0 )

Para descrever a resisténcia de solos ndo saturados, Fredlund (1979, apud
Fredlund e Rahardjo, 1993) estendeu o critério de Mohr-Coulomb, fazendo uso de
duas variaveis de estado de tensdes independentes: a tensdo normal liquida,
(o0 —uy,), e asucgdo, (u, — uy). Nesta equacdo, a tensio cisalhante, t, depende
tanto da coesdo efetiva, c¢’, quanto das duas componentes anteriormente

mencionadas:
T=c+ (u, —uy) tan @° + (6 — u,) tan ¢’ (3.26)

O angulo de atrito efetivo, @’, esta associado com a parcela (0 —u,),
enquanto que @ esta relacionado com a contribuicio da succio. u, é a pressio do
ar, que em todo este trabalho é considerada como igual a atmosférica. Pela equacao,
percebe-se que a sucgdo acrescenta resisténcia ao solo. Este comportamento é
condizente com o observado na préatica. A poropressao em solos nao saturados gera
tensdes de tragdo entre os grdos, fazendo com que eles fiquem mais unidos, e
portanto, mais resistente (Lu e Likos, 2004). Alguns autores denominam por coeséo

aparente, Cap, 0 SOmatorio dos dois primeiros termos da Eq.(3.26):
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Cap = ¢’ + (u; — uy) tan @P (3.27)

Para incorporar o efeito da suc¢do no solo na analise limite, o parametro k do
critério de Drucker-Prager foi calculado segundo as Egs.(2.21), (2.23) ou (2.25),
levando essa coesdo aparente em consideragdo. O critério de ruptura e a sua
transformacéo para a forma conica quadratica, no entanto, permaneceram iguais ao

exposto na Eq.(3.19).
3.6.Problema de otimizacao

Os itens anteriores desenvolveram todas as partes de um problema de
otimizacdo especifico para averiguar a estabilidade de taludes segundo o teorema
inferior da analise limite. Neste item, a funcdo objetivo, as restricdes de igualdade
e as de desigualdades serédo colocadas, levando em conta os conhecimentos prévios,
de maneira a ordenar o problema que se propde resolver.

Primeiramente, o problema sera considerado como sendo de otimizagdo nao-
linear convencional, no qual as varidveis sdo as tensdes, o, e o fator de colapso, A.
Portanto, a desigualdade a que estd restrita ser& uma funcdo ndo-linear.
Relembrando, as equacdes de desigualdade sdo o critério de ruptura, neste caso o

de Drucker-Prager, como descrito na Eq. (2.19) e serdo aqui representadas por g(o).
Maximizar: A
Sujeito a: G-o=Af (3.28)
g(e)) <0, i=1..E

O tensor de tensGes em cada elemento deve atender ao critério de ruptura.
Portanto, E é o numero de elementos do dominio, visto que se considera a tensado
constante no elemento (item 3.3).

Visando fazer uso da programacéo conica de segunda ordem, a restricdo de
desigualdade deve ser transformada de maneira a cumprir o formato de um cone
quadratico, EQ.(3.19) e Eq.(3.20). Para tanto é necessario substituir o vetor de
tensdes pelo vetor auxiliar p, através da Eq.(3.22). Entdo o problema pode ser

colocado como de otimizacdo conica quadrética:
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Maximizar: A
Sujeito a: G-Dl-p—G-Dl-d=Af (3.29)
piEjCi, i=1..E

Ké o espaco conico descrito no item (2.36). Ele corresponde ao critério de
ruptura de Drucker-Prager para cada vetor de tensbes elementar. Cada vetor pi
pertence a um cone, totalizando E cones.

A forma do problema considerando a aplicacdo da forca horizontal ficticia na

equacao de equilibrio seria, para a forma convencional do critério de ruptura:
Maximizar: A
Sujeito a: G-o=f+ A (3.30)
g(e;)) <0, i=1..E

Transformando as tensdes em varidveis que irdo satisfazer o critério de
Drucker-Prager na forma conica quadratica, o problema em (3.31) pode ser descrito

como:
Maximizar: A
Sujeito a: G-D!l-p—G-Dl-d="f+Afy (3.31)

piEjCi, i=1..E

3.7.Condicbes de contorno

As condicOes de contorno impostas para o estudo de estabilidade de taludes
foram de velocidades nulas prescritas. Para tanto, é necessario eliminar, tanto na
matriz G quanto no vetor f (e fn, se ele fizer parte da formulagdo), as linhas
associadas aos graus de liberdade restritos. Isso é necessario para garantir a
eliminagdo dos movimentos de corpo rigido (Borges, 1991, p.74).

3.8.Calculo do fator de seguranca

O fator de seguranca € um conceito muito utilizado na geotecnia para

averiguar a estabilidade de taludes. Apesar de poder ser definido de maneiras
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diferentes, usualmente se considera o fator de seguranga como a razao entre a tensao
cisalhante resistente e a solicitante. Portanto, este fator também pode ser
interpretado como um fator de reducdo (FR) dos parametros de resisténcia do
material, coesdo (c) e angulo de atrito (¢), necessario para que o material fique na

iminéncia de ruptura:

C
Cr = ﬁ (332)
1 tang
@ = tan ( = ) (3.33)

Como j4 foi apresentado, o resultado direto da analise limite ndo é o fator de
seguranca do corpo e sim o nivel critico de solicitacdo, dado pelo fator de colapso
(A) multiplicado pela carga externa a ser majorada. Visando encontrar um fator de
seguranca para o problema, os pardmetros de resisténcia do solo foram divididos
por um fator de reducéo.

O fator de seguranca serd o fator de reducgdo para o qual a resolugéo da anélise
limite gera um fator de colapso igual a 1 (um), para o caso em que o peso do talude
é a forca a ser majorada. Esta condicdo de equilibrio é descrita no item 3.2.1. No
entanto, se a equacao de equilibrio estiver colocada como em 3.2.2, em que uma
forca horizontal ficticia € majorada, entdo o fator de seguranca sera encontrado
quando for obtido um fator de colapso igual a zero.

Vale atentar que quando o fator de seguranca é encontrado a equacdo de
equilibrio serd a mesma para os dois casos comentados anteriormente. Essa equacao
corresponde a condicdo real a que o talude esta submetido, ou seja, ndo ha nenhuma
forca aplicada no talude além do seu proprio peso.

Esta técnica para encontrar o fator de seguranca ja foi empregada em Cruz
(2013) e Tapia Morales (2013). Contudo, neste trabalho, este procedimento foi
automatizado através do emprego do método de Newton-Raphson. Para cada valor
estimado de FR, encontra-se um valor para o fator de colapso. No entanto, esta
relacdo ndo € estipulada por uma fungdo conhecida e sim pela resolucdo do
problema de andlise limite. Supde-se que existe uma funcéo continua, g(FR), cujo

resultado € o valor de A resultante da analise limite, ou seja g(FR) = A.
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O método de Newton-Raphson permite obter rapidamente a raiz de uma
funcdo h. Para o caso de o talude estar submetido apenas ao seu proprio peso

majorado por A, h(FR) é dado por:
h(FR) = g(FR) — 1 (3.34)
Ja se a forca ampliada for a forca horizontal ficticia, entdo:
h(FR) = g(FR) (3.35)

O passo a passo do método esta descrito na Figura 3.2. Para estimar o proximo
valor a ser candidato a raiz da equacdo h(FR), é necessério calcular a derivada dessa
funcdo em relacdo a FR. Visto que a fungdo h(FR) é desconhecida, essa derivada é
calculada numericamente:

h(FR + d) — h(FR)
d

h'(FR) = (3.36)

d é um acréscimo da ordem de 10°. Vale lembrar que h(FR) e h(FR+d)
depende da resolucdo do problema de analise limite para fatores de reducéo iguais
a FR e FR+d.

1) Estimativa inicial do fator de reducdo, FR
2) FR->creor
3) Resolucdo do problema de analise limite > A
4) Enquanto | h(FR) | > Toleréncia
Célculo da préxima estimativa de FR:

—h(FR
AFR = ( )/h'(FR)

FR = FR + AFR
Repetir 2) e 3)

Figura 3.2 — Pseudo codigo de Newton-Raphson para encontrar o fator de seguranca.

3.9. Mecanismo de colapso

O problema de analise limite pela formulacdo do limite inferior tem como
variaveis as componentes das tensdes para cada elemento e o fator de colapso. No

entanto, é possivel obter as velocidades nodais, resolvendo-se o problema dual, ou
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ainda, solucionando as equacOes de condi¢do de otimalidade. O mecanismo de
colapso fica evidente ao se imprimir essas velocidades na geometria do problema.

O método de Lagrange serd primeiramente abordado para que se possa
entender as condicdes de otimalidade. Neste método, o problema é reescrito de
maneira a gerar uma fungdo a ser minimizada (ou maximizada, dependendo do
problema original) sem restricGes adicionais. Isto é realizado somando-se a fungéo
objetivo original as restricdes multiplicadas por pesos. Esses pesos sdo chamados
de multiplicadores de Lagrange. Este procedimento serd exemplificado com o
teorema do limite inferior da andlise limite como descrito em (3.28). A funcéo
Lagrangeana, L, associada a ele sera:

L(o,A,v,¥) = A+ v (AMf — Go) + y'g(o) (3.37)

Os multiplicadores de Lagrange associados as restricdes de igualdade séo as
componentes de v e 0s que dizem respeito as restri¢des de desigualdade estdo em
y. A maximizacdo da funcdo L requer que no ponto critico o gradiente seja nulo. A
condicdes necessarias de otimalidade, condi¢bes de Karush-Kuhn-Tucker (KKT),
provem desse conhecimento. Além disso, elas estabelecem outras condicGes para
as restricbes de desigualdade: as condigdes de complementariedade. Para este
exemplo, as condi¢des de KKT seriam:

GT-v=y"-Vg(o) (3.38)

v -f=1 (3.39)
M=G-o (3.40)

glo) <0 (3.41)

y=0 (3.42)

vi-8(e) =0, j=1..m (3.43)

Como se V&, essas equacOes sdo estritamente relacionadas ao teorema do

limite superior. A condi¢cdo de complementariedade, Eq.(3.43), estabelece que
quando g(oj) < 0, entdo y; sera nulo. Porém quando o tensor de tensdes coincidir
com a envoltoéria de ruptura, ou seja g((r]-) = 0, y; sera um valor ndo negativo.

Fazendo um paralelo com o teorema do limite superior, esta condicéao reflete como
se comportam os multiplicadores plasticos. Quando o material ainda néo

plastificou, esses multiplicadores sdo nulos. Eles s6 aparecem, e séo
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necessariamente ndo negativos, como descrito em (3.42), quando o material
plastifica.

Da mesma forma, os multiplicadores de Lagrange associados as restricdes de
igualdade, v, tem um significado fisico. Eles sdo as velocidades no colapso, como
sugerem as Eq.(3.38) e (3.39). A primeira delas descreve exatamente a lei de fluxo
associada, em que as taxas de deformacéo s&o igualadas as derivadas do critério de
ruptura multiplicado pelo multiplicador plastico, como em (2.6). A normalizagdo
do trabalho externo utilizada na formulacdo do teorema do limite superior esta
representada em (3.39).

Portanto, a resolucdo desse sistema de equacgdes € uma das possibilidades para
se obter o mecanismo de colapso do corpo, como feito por exemplo em Borges
(1991). Porém, as velocidades também podem ser encontradas ao se solucionar o
problema dual.

O teorema da dualidade em programacdo matematica permite relacionar dois
problemas de maneira a que a solu¢do de um ou de outro resulte no mesmo valor
6timo, ou seja o valor da fungdo objetivo. Na analise limite, este valor 6timo é o
fator de colapso. No entanto, enquanto um problema sera minimizado o outro sera
maximizado.

O problema dual também tem por base 0 método de Lagrange para resolucéo
de equacdes sujeitas a restricGes. As variaveis do problema dual sdo os chamados
multiplicadores de Lagrange.

Geralmente, a teoria da dualidade é apresentada com exemplos de problemas
lineares. No entanto, sabendo que esses problemas s&o particularizagbes do
problema conico quadratico, a teoria abordada por esses exemplos continua valida.
Uma boa referéncia para entender o desenvolvimento da formulacdo de um
problema dual é o livro de introducdo a otimizacdo linear de Bertsimas e Tsitsiklis
(1997). Né&o sera do escopo desta dissertacdo apresentar essa teoria e sim fazer uso
dela.

A formulagéo para encontrar a solugdo dual de (3.29) segundo a otimizagéo
conica quadratica para a analise limite pode ser encontrada em Makrodimopoulos
(2010). Neste trabalho a solucgéo primal é colocada um pouco diferente de (3.29),

da seguinte maneira:
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Maximizar: A
Sujeito a: G-o—AM=0
p=d+D-o (3.44)

pi€.7(i, i=1..E

Neste caso, a tensdo ndo foi substituida e portanto, foi adicionada mais uma
restricao de igualdade no problema para relacionar a tensdo com o vetor auxiliar p.
Ao passo que A e ¢ S80 variaveis livres, p se restringe ao espaco conico quadratico.
Foi retirada da formulacéo original de Makrodimopoulos (2010) o vetor de forgas
fixas, identificado por go em seu artigo e o vetor R. Ambos s&o nulos para o caso
de se avaliar a estabilidade de taludes sujeita apenas ao peso proprio, cujo material
atende ao critério de ruptura de Drucker-Prager.

O problema dual associado a (3.30) sera:

Minimizar: dt-y
Sujeito a: GT-v+DT-y=0
fT-v=1 (3.45)

yieﬂCi*, i=1..E

A primeira equacdo de restricdo retrata bem a lei de fluxo associada e a
segunda, a normalizacdo do trabalho externo. Desta maneira, a varidvel v, continua
com o mesmo significado fisico do que o verificado anteriormente: ela representa
a velocidade de cada né da malha. Assim, fica esclarecido que € possivel determinar
0 mecanismo de colapso, plotando as variaveis v do problema dual. Confirma-se
também que a formulagdo colocada pelo teorema do limite inferior é a dual da

formulacdo pelo limite superior e vice-versa.
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