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3

Formulacao matematica

3.1
Equacionamento

A célula de Hele-Shaw é definida como duas placas planas paralelas sepa-
radas por uma disténcia infinitamente pequena (Figura 3.1). Vérios problemas
da mecénica dos fluidos podem ser aproximados aos fluxos de Hele-Shaw e,
portanto, a investigacao desses fluxos é importante. A aproximagao ao fluxo
de Hele-Shaw é especialmente relevante para fluxos nos quais o nimero de

Reynolds é tipicamente baixo.

[,

¥

Figura 3.1: Desenho esquemaético da célula de Hele-Shaw.

Sendo x e y as diregoes planares, z a dire¢ao perpendicular ao escoamento
e b a distancia entre as placas. Quando a distancia entre as mesmas é muito
pequena diz-se que b — 0, e consequentemente nos permite a visualizacao de
um escoamento laminar completamente desenvolvido em duas dimensoes (bidi-
mensional). O escoamento também é considerado permanente e incompressivel.

Na condicao de nao deslizamento na parede, as condi¢oes de contorno sao:

em z=0; u=0

em z=0b, u=0

Uma vez que o escoamento é completamente desenvolvido, a velocidade
nao pode variar com z; entao, depende apenas de z de modo que u = u(z).

Além disso nao ha componentes de velocidade nas dire¢oes y e z (v = w = 0).
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Hipoteses:

0
(1) Escoamento permanente (a = 0);

(2) Escoamento incompressivel,
(3) Escoamento laminar;
(4) Nenhum escoamento ou variacdo das propriedades na dire¢ao v,
0 0
v, e —=0].
Yy ay
O proximo passo consiste em analisar a equagao de conservagao de massa

e a equagao de conservagao de momento.

Equacao de conservagao de massa:

ap —
“F : — 1
Ly (o) =0 (1)
v (pV) =0 (3-2)
pv-V—va-p:O pV-V:() (3-3)
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Equacgao de conservagao de momento em funcao de 7:

DV

PE (3-5)

=—vp—[V-Tl+pg

X avx+v%+v%+v% ——@— aijLaTy‘r—l-aTm +
S P\ar T Ty T %8 )T T \ar oy a2 ) PR

ov, ov, ov, ov, op 0Ty, 0Ty,  OT.s
z: p + v + +v,—— ) =—F — + + + P9

ot  ar oy T, 92 \ oz oy | o2
(3-6)
Aplicando-se as hipoteses tem-se:
Jp  dry,
22 = 3-7
ox dz (3-7)
Onde p é a pressao e 7 é a tensao.
0 Aty
—a—i = ;—Z = constante (3-8)

Integrando obtém-se:

opP
Tow = — (%) Z 4 (3-9)

Utilizando as condic¢oes de contorno:

Tz:p(b) = _g_ib = Tw (3_10)

Onde 7, é a tensao na parede.

ap o —Tw
= (3-11)

Onde b ¢é a folga.
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Em uma forma geral:

@)= (5) e mala = (3-12)

Equacgoes constitutivas:

As grandezas quantificadoras da agao (tensao) e da deformacao
relacionam-se através de leis chamadas leis constitutivas. A partir de como
se relacionam pode-se identificar o tipo de material. Em geral pode-se agrupar
o comportamento dos materias em modelos constitutivos que incluem um ou
mais comportamentos, como: elasticidade, viscoelasticidade, entre outros.

No presente trabalho utilizaram-se dois fluidos nao newtonianos, mo-
delados por equacoes constitutivas diferentes. Isso sera melhor explicado no
Capitulo 4.

Considerando um fluido pseudopléstico, ou seja, aquele cuja viscosidade
diminui com o aumento da taxa de deformacao aplicada, e utilizando o modelo

de power-law com n < 1, onde n é o indice de comportamento, tem-se:

n=ky"! (3-13)

Onde k é o indice de consisténcia e 4 = %L;.
Assim,
=17 (3-14)
Tow = kY = —k(—722)" (3-15)
Igualando as Equacoes 3-12 e 3-15:
S— o

Considerando y = b, ou seja, o escoamento na parede:

Tw

ee(t) = (7)) (3-17)
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Devido a importancia de escoamentos entre placas paralelas em aplica-
¢oes de engenharia, Bird e outros pesquisadores (4) desenvolveram uma tabela
com a equacao de vazao volumétrica para cinco equagoes constitutivas diferen-
tes, uma delas o modelo de power-law.

W2 <7’w > 1/n

“Cmra\k

; (3-18)

Onde @ ¢é a vazao volumétrica e W ¢é a largura da célula.

Considerando que a vazao volumétrica é dada por:

Q=uA (3-19)

Onde A ¢é a area transversal e @ é a velocidade média.

Igualando as Equacoes 3-18 e 3-19, obtém-se:

= m (%")l/n (3-20)

Substituindo 3-17 em 3-20, encontra-se a taxa de deformacao na parede:

6u (1+2n
= 3-21
¥ b( o ) (3-21)

J4a considerando um fluido modelado por Carreau-Yasuda, como acontece
para muitos polimeros, ou seja, um power-law com dois platores newtonianos,
um em baixas taxas de cisalhamento (1) e outro em altas taxas de cisalha-

mento (7.), tem-se:

n—1

M= 1o + (Mo — 1) [1 + (AF)"] (3-22)
Onde X é o tempo caracteristico e n é o indice de comportamento.

Considerando a = 2 e 7, = 0, obtém-se:

n—1

n=moll + (A9)’] 2 (3-23)
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Substituindo a Equagao 3-23 na Equacao 3-14:

r= [l + 0] 5 324
Substituindo ¥y = —% na Equacgao 3-24:

RUCINICOIE

Igualando a Equagao 3-12 e 3-25:

T = ("o

)T () e

Para o perfil de velocidade desse modelo nao existe uma solugao analitica

Tw
- <= 1"

b

na literatura. A partir da Equacao 3-14 e das expressoes reolégicas do modelo
em questao, pode-se constatar que apos a devida substituicao destas varidveis
existe uma impossibilidade de integrar analiticamente a expressao resultante (
Equagao 3-26).

Neste trabalho, apesar de usar um dos fluidos sendo modelado por
Carreau-Yasuda, so6 serd considerada a regiao power-law, podendo assim ser
analisado como um fluido pseudoplastico. Essa analise serd melhor discutida

no Capitulo 4.
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3.2
Analise Adimensional

A analise adimensional é uma técnica utilizada para compreensao do
escoamento de fluidos (na verdade, de muitos fendmenos cientificos e de
engenharia) antes de se fazer uma analise tedrica ou experimental mais extensa.
Esta técnica permite também a extracao de tendéncias de dados que, de outra
forma, permaneceriam desorganizados e incoerentes (13).

Para iniciar os calculos adimensionais foi definida uma taxa de deforma-
¢ao caracteristica 4. = 1, que corresponde a taxa de deformacao do cruzamento
das curvas, obtida quando a viscosidade do fluido newtoniano é igual a do fluido

nao newtoniano, Figuras 3.2 e 3.3 .

Tnewt = /’7

‘n
Tpower—law = k’V

, L (1/ (1))
i = (£) (3-27)

A velocidade média adimensional, u*, é definida por:

Ve

ﬂ* — Vparede — 7* (3-28)

ou

6 (k\" 2n+1
)68k _ D
=7 {b(ﬂ) 5 (U (3-29)

A viscosidade caracteristica 7., assim como a taxa de deformagao carac-
teristica, equivale a viscosidade igual a do fluido newtoniano, como pode ser

visto na Equacao 3-30.

ne = p (3-30)
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A viscosidade adimensional n*(§*) é definida como :

eroey ()

77(7)——“(

oy k()Y
n* (") p

77* — s xn—1 (3_31)

Existem outros parametros adimensionais importantes como o ntmero
de Reynolds, Weber e de capilaridade reologico.

O ntimero de Reynolds é caracterizado pela razao entre as forgas viscosas
e as forcas inerciais. E definido de acordo com a Equacdo 3-32, onde p é a
densidade e V' é a velocidade do fluido deslocador, D;, é o didmetro molhado

e n é a viscosidade do fluido deslocador.

PV Dy
n

Re (3-32)

O numero de Weber, Equacao 3-33, é representado pela razao entre as
forcas de inércia e as forcas de tensdo superficial. E importante no estudo das
interfaces gas-liquido e liquido-liquido.
_pV?b

o

We

(3-33)

onde b é a folga, o ¢é a tensao interfacial e V' ¢é a velocidade do fluido
deslocador.

O nimero de capilaridade é definido de acordo com a Equacao 3-34. Esse
numero é representado pela razao entre as forgas viscosas e as forgas capilares.

b
Ca — m
o

(3-34)

Onde n é a viscosidade do fluido deslocador e 4, = (%)(1/ (n=1))
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A partir da analise adimensional é possivel definir um conjunto de
parametros que rege o escoamento e define a situacao finger-plug.

Para o caso no qual o fluido newtoniano desloca o ndo newtoniano (Figura
3.2), espera-se que haja formagao de fingers quando u* < 1 e n* > 1, caso
contréario, espera-se observar a formacgao de uma interface estével, plug. Ja
para o caso do fluido nao newtoniano deslocando o fluido newtoniano, espera-
se que haja formacao de plug quando u* < 1 e n* > 1, caso contrario, espera-se
observar a formacao de fingers (Figura 3.3). Como ja foi mencionado, sabe-se

que para fluidos newtonianos a transicao finger-plug ocorre quando 7, = 1.

Finger Plug

Ye=1

Figura 3.2: Modelo adimensional - Fluido newtoniano deslocando fluido nao
newtoniano.

Plug Finger

Ye=1

Figura 3.3: Modelo adimensional - Fluido nao newtoniano deslocando fluido
newtoniano.
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3.3
Analogia entre uma célula de Hele-Shaw homogénea e um meio poroso
homogéneo

A analogia entre o escoamento em um modelo de célula de Hele-Shaw
homogénea e um meio poroso pode ser facilmente verificada. A homegenidade
da célula consiste na distancia entre as placas de vidro ser constante, b (17).

Assumindo um sistema de coordenadas cartesianas com a origem no
centro das placas e o eixo z perpendicular aos vidros variando do centro da
célula z = 0 até z = + b/2, Figura 3.4, o escoamento é sempre na diregao

paralela as placas de vidro.

L. ,,

Figura 3.4: Modelo da se¢ao de Hele-Shaw.

Considerando um escoamento em regime permanente, um fluido incom-
pressivel e desprezando os efeitos de inércia e as forgas de corpo (gravidade),

a partir das equagoes de Navier-Stokes obtém-se:

p(%)z—vp+uv27+pg (3-35)

Simplificando:

vp=n2V (3-36)

onde p é a pressao, i ¢ a viscosidade e 7 é o vetor velocidade com
componentes v, v, € v,. Considerando as derivadas do vetor velocidade, 7,

nas diregoes = e y muito menores comparadas a dire¢ao z; % =0ewv,=0.

@ B 0%,
or H 022

(3-37)
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Integrando e aplicando as condi¢oes de contorno, obtém-se:

Cop 1 [, ¥
A velocidade média:
+b
_ 1 2
V,, = 5/ vy (2)dz (3-39)
—b
=
— b? dp
Vi = —— — 3-40
12 dx ( )

O movimento de um fluido em um meio poroso pode ser definido a partir

da lei de Darcy, que afirma que a velocidade do fluido é dada por:

— k
VDarcy = _; VD= V¢ (3_41)

Onde Vparey € a velocidade de Darcy, k ¢ a permeabilidade, p é a
viscosidade, ¢ é a velocidade potencial e p a pressao.

Comparando V,,, e Vpgrey, conclui-se que o movimento bidimensional
pode se estudado experimentalmente por um meio anélogo usando a célula de

Hele-Shaw. Logo a permeabilidade é dada por:

b2
k=

=3 (3-42)
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