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Formulacao para Problemas da Mecanica da Fratura Li  near
Elastica

Para problemas de elasticidade, a constru¢do dedss fundamentais é
menos intuitiva e mais complexa do que para proidede potencial, uma das
complicacbes € a acdo combinada dos modos | e alla Bincas curvas
discretizadas somente com elementos semielipticoaodt e Mamani (2011)
verificaram a consisténcia da formulagcdo, Mamaril{) apresentou Vvarios
exemplos para validar a aplicagdo na mecanicaatlzr&é. Com base nos conceitos
abordados por Dumont e Mamani (2011) apresenta-sg@essdes analiticas do
campo de tensbes e deslocamentos devido a sumpg@ipode efeitos de duas
semitrincas opostas formando um elemento de tricoatido num dominio

bidimensional infinito e homogéneo.

6.1.
Expressdes analiticas do campo de deslocamentos

Conhecida a fungéo de tens@o, que corresponde a uma trinca de forma

prescrita (abertura para o modo | e deslizamenta panodo Il), o campo de
deslocamentos devido aos modos | e Il de fratumatéicialmente expresso como
(Dumont e Mamani, 2011)

) (1-2)Red, -2 Mo, 2(kv )Imd, + L R,

|
Uy ={UT<°) u.ﬁ“”}:—“" . ey
V, V. E y ] yl U
100 V(0 20-v)Imd, - Red, - (+ 2 )R&, -2 In®d
1 a, 1 1 a 1

onde E é o médulo de elasticidade,o coeficiente de Poisson, 0 comprimento

do eixo da semitrinca e, a coordenada perpendicular ao eixo da trinca.

2
0, =0%(@) o g _O°02)

sdo a primeira e segunda derivada da funcao
0Z, 0Z;

®,, respectivamente. O subscrit@], quer dizer no sistema local de

coordenadas, cuja abcissa coincide com o eixadrdzatr
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Dumont e Mamani (2011) desenvolveram a expresséal de campo de
deslocamentos devido a superposicdo de efeitosude tlincas semielipticas

opostas de comprimentes e a,, e rotacbed), e 4,. A consisténcia matematica e
a interpretacdo fisica também foram discutidas. xpressdo proposta pelos
autores (com sinal trocado no termo em parénfesi;onveniéncia) €

u= (TlTul(O)M 1+T;U 2(0J\/I 2)pD- (6.2)

onde os subscritog)) e (), estdo relacionados as semitrincas 1 e 2, que
compdem a trinca completa, conforme o modelo dar&i@b. A matrizT, que
transforma as coordenadas do sistema global delewadas(x,y) ao sistema

local de coordenadgs,,y,) € dada

X, cosg, sing, |[x
= ] ,ou X, =TxX, (6.3)
A -sing, cod, ||y

e a matrizM, que transforma parametros nodais de um sistentelghd a um
sistema localp, de modo a garantir a compatibilidade de desloctomea

superposicao de efeitos, € dada como

| H 9 § 0
{ g } { Sé';;e Z?mHS} ;oup; =Mp° (6.4)
Py - 1 1

y

onde p, :{ plll} € um vetor de parametros de forca que contémrasimgcoes

1
dos modo | e Il, respectivamente, atuando simudtar@mte na semitrinca 1. Para

a semitrinca 2 basta substituir o subsc(ijp pelo subscrito(), nas expressoes

acima.

O vetor de parametros de forga :{pf} € o0 vetor de variaveis
y

desconhecidas do problema (graus de liberdade) sigjoficado fisico resulta
compreensivel em comparacdo com as expressdesisnipropostas por

Westergaard para os modos de fratura | e 1l (Man2&iil).
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6.2.
Expressodes analiticas do campo de tensdes

De forma similar a Se¢édo 6.1, a partir da funcéotetesdo ®, e suas

primeira e segunda derivadas € obtido o campordgdés devido aos modos de

fratura | e Il (Dumont e Mamani, 2011)

1 Red; - % imer 2 ima+ 21 Ret!,
0.| 0.|| al al al al
xx1(0) xx1(0) 1 y y
Ouo) = | Opioy Tyyio|=| —REP'+2 ImD”, -1 Red", (6.5)
| 1] al ai al
Tono)  Twyi(o) y 1 y
- Red} — Red| - = Ind]
L a a a i

A expressao geral do campo de tensdes que consdsuperposicdo de
efeitos de duas semitrincas opostas é

0= (Rlol(O)M 1t R L0 2(0J\/I 2) pD1 (6.6)

onde R, € a matriz que transforma o campo de tenggs orientados segundo
o sistema local de coordenadas (eixo da trinca)camopo de tensoes,

orientados segundo o sistema global de coordenadas

Oy, cos 6, sifd, = sinB, || Pwe  Ixu ol
_ .2 H | 1l —_
g, t=| sin“g cos 6, sing, || g, 0, { o } G, =R,0,,p,(6.7)
i - Sj I I
Ty, sin28 /2 —-sin®, /2 cos& Lo Do
6.3.

Avaliacdo numérica do campo de tensfes para umatri  nca curva
geral

Seja uma trinca curva discretizada conm+2 pontos geométricos,
numerados d& a n+2 e formando uma série de+1 segmentos (campo) como
ilustrado na Figura 20. A curva que representaircaré aproximada pon
parametros nodais numerados flea n (fonte). Estes parametros nodais estao
relacionados as forcas de superficie dadas pelagsdds complexas de
Westergaard aplicadas como uma sucessdo de elamgracialmente

superpostos.
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length of the semi-crack axis

point number

element number

Figura 20. llustragdo de uma trinca discretizada com n parédmetros nodais (elementos),
n+1 segmentos e N+ 2 pontos geométricos.

Para condi¢c6es de contorno de Neumann, o problegavernado apenas
pela Equacédo (2.8), onde a matrzé calculada pela integral da Equacéo (2.12),
e p é o vetor de forcas nodais equivalentes. Aposar @& parametros nodais
ser avaliado, os campos de tensdes e deslocam&iofaciimente avaliados
mediante as Equacdes (2.4) e (2.5).

No primeiro exemplo € estudada a trinca da Figdia discretizada com
elementos semielipticos, como proposto por DumontLopes (2003) e
generalizado por Dumont e Mamani (2011). A trineta ide compriment@a = 2
estd contida no dominio bidimensional infinito, tiépico e continuo, e é

submetida a uma tensdo normal remeta=1, porém somente o modo | €

estudado. A trinca é discretizada com 4, 16, 686ee2ementos de forma eliptica,
todos de igual comprimento. As funcdes de integémausadas para o calculo da
matriz H , ou seja,u,, na Equacéo (2.12) séo lineares. Deseja-se anals#mpo
de tensdes ao longo da linha tracejada da Figuadfe coincide com o eixo de
coordenadasx>0, cuja origem esta na ponta da trinca. A parte ersiguda
Figura 22 mostra os resultados numeéricos e aradjte a parte direita mostra os
correspondentes erros numéricos calculados pelaciqu(5.16). Os valores

numéricos da tensao,, sao visualmente semelhantes aos valores analiticos

assim, melhores conclusdes podem ser obtidas ia granalise dos erros. Para
um ponto x =0.0001 bastante proximo da ponta da trinca os erros astiguatro
discretizacbes sdo bem préximos, sendo o melholtads £=+2.10% para a
trinca discretizada com 4 elementos. Para um port0.01, cem vezes mais
distante que o ponto anterior, 0 erro com 4 elease@tproximo a:4.00%, ja para

a trinca discretizada com 256 elementos o erra:0.40% € menor, em termos

gerais 0s resultados numéricos convergem a solgdlitica somente quando o
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ponto em analise é distante da ponta da trincaénpogxiste uma natureza
flutuante dos resultados numéricos em torno dagdolanalitica, pelo qual ndo é
possivel garantir a convergéncia de tensbes numrndieiado ponto com o
refinamento da discretizacao.

0, =1 Faceelemen Tip element

LA O O OO R A

2¢ R
B

A 2C A 1 2 3 4 5 B
. RN JRIEN
Rotation ~ SN
& l l ‘ & & l ‘ ‘ ‘ l Overlap Openin¢ Overlap Opening
oy =1
a) Placa infinita b) Trinca reta discretizada com 5 elementos

Figura 21. Trinca horizontal reta em um dominio infinito (Adaptado de Mamani e Dumont,
2015).
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Figura 22. Campo de tensdes para a trinca da Figura 21 discretizada com elementos de
forma eliptica (Adaptado de Dumont e Lopes, 2002; Mamani, 2011).

O segundo exemplo, corresponde a mesma trincagdaaF21a discretizada
com elementos polinomiais para representar as thcésnca e elementos mistos
para representar as pontas da trinca, esta diag@t € mostrada na parte
superior da Figura 21b para uma trinca reta digagd com 5 elementos, como
exemplo. Os elementos 2 a 4 correspondem a elesndattace e os elementos 1
e 2 a elementos de ponta. As fungbes de interpmlag@das no célculo da matriz

H, ou seja,u, na Equacdo (2.12) tém a mesma forma da aberdjjrado
correspondente elemento. Os resultados numéricoergdio o, plotados na
parte esquerda da Figura 23 apresentam pequepeangdis em relacdo a solucéo

analitica. Uma analise similar ao exemplo ante¥ievada a cabo: para um ponto

de coordenada=0.0001 0 erro £ =+0.50% com 64 elementos foi bem melhor
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gue todas as discretizagdes, inclusive ao da tdiszaetizada com 256 elementos
(=4.50%). Para o0 pontox=0.01 o menor erro&=0.90% foi para uma

discretizagdo com 16 elementos e 0 maiet8.20% para uma discretizacao de 4
elementos. Apesar destes resultados nado serem reslgoe os do exemplo
anterior, os resultados da trinca discretizada etementos mistos parecem ter
uma natureza menos oscilatéria do que aquelesogaie fobtidos usando somente

elementos elipticos.

51 100 -
.............. 4 elements
sy 16 elements LU I,
---- 64 elements i | -
g s — — — 256 elements <
Analytic 0.1 \

------- 4 clements
0.01 -

----- 16 elements

Stress o, - error (%)

0.001 4 ——=—064 clements ,
—— 256 clements

T ; ; : 0.0001 T T T :
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0.0001 0.001 0.0l 0.1 1 10 100

X-axis X-axis

—

Figura 23. Campo de tensdes para a trinca da Figura 21 discretizada com elementos
combinados de abertura ou deslizamento (Mamani e Dumont, 2015).

O terceiro exemplo é semelhante ao segundo, ao®ries do exemplo
anterior sdo superpostos elementos para considerafeitos da rotacao relativa
entre as faces da trinca, como exemplificado nte paferior da Figura 21b. Em
termos do modo |, estes elementos tém uma partealmsriura e outra em
sobreposicdo, esta sobreposicdo existe somenteepra@sentacao local, no
comportamento global esta sobreposicdo € elimimedaoma de efeitos com
elementos de abertura (parte superior da Figura Eldresultados numéricos da
Figura 24 sao visualmente iguais ao analitico. @®separa 0 ponto de
coordenadax =0.000] estdo entret4.60% e +6.50%, 0S quais ndo apresentaram
melhoras significativas em relacdo aos exemplosrian¢s. Para o ponto com
coordenadax=0.01 os erros tiveram um melhor comportamento, o eom 4
elementos foi préximo a2.70% e o erro com 256 elementos foi menar0e07%.

A melhor caracteristica dos resultados usando-smegltos de abertura com
rotacdo € que as flutuacdes foram radicalmente ndiihhs, isto garante a
convergéncia das tensdes em pontos bem préximins ca.
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Figura 24. Campo de tensdes para a trinca da Figura 21 discretizada com elementos
combinados de abertura e rotacdo (Mamani e Dumont, 2015).

Os exemplos demonstraram que a trinca discretizaiaelementos mistos
com rotacao conduz a um bom comportamento do campensdes, garantindo a

convergéncia para pontos bem préximos a pontardzatr

6.4.
Avaliacdo numeérica da abertura da trinca

Nesta secédo é apresentado o estudo da forma deral uma trinca reta:
uma primeira andlise é feita usando-se o métodadbibdos elementos de
contorno e uma segunda andlise usando-se o méatogercional dos elementos

de contorno.

6.4.1.
Abertura de trinca usando o método hibrido dos elem entos do
contorno

Para condicbes de contorno de Neumann, depoisidglatto o vetor de
parametros nodaip” na Equacdo (2.8) o célculo do campo de deslocament
facilmente obtido mediante a Equacdo (2.5), a ma®suma constante de
deslocamentos de corpo rigido. O problema apredertgara o estado plano de
deformacoes.

O primeiro exemplo é para a trinca da Figura 2lestad vez com a
coordenadax=0 deslocada para coincidir com o centro da trinaaalprimeira
avaliacdo é para a trinca reta discretizada comldrentos elipticos, na segunda
avaliacdo numeérica a trinca é discretizada com eonmistos (polinomiais nos

elementos das faces e semielipticas nos elemer®sspdntas), na terceira
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avaliacdo além de serem considerados elemento®smpsira representar a
abertura da trinca sdo também considerados elempata representar os efeitos
da rotacéo relativa entre as faces da trinca. Qidtaelos sdo mostrados na Figura

2(1-v?)

25, onde os valores da abertura foram calculados =1, de modo a

obter uma abertura unitaria da solucdo analiticeemiro da trinca, os valores das
aberturas foram calculados ao longo de 201 pomfoalmente distribuidos no
eixo da trinca. A parte esquerda da Figura 25 m@stomparacéo dos resultados

numericos com o analitico e a direita seus respec#rros calculados como
8(%) - Vnum _Vana

\Y/

ana(max)

x100% (6.8)

=1

ondev,,, ev,, representam valores numericos e analiticos, mas®v, ..., =

€ a abertura analitica no centro da trinca. Naepeentral da trinca, os piores
resultados numéricos foram dos elementos elipficest10%) e os melhores dos

elementos mistos com rotag&o~(+0.1%).

1.2 - 100
1 A -
Q 10 -
205 - T
2 SO
200.6 s
= 71 1
g : 2 o1
8' (U Elliptical elements s
------- Mixed elements 8‘ 0.01
0.2 . ; : :
---- Mix. elem. with rotation
0 [ Analytic‘ | [ 0.001 | - - == Mix. clem. with rotation |
-1 -0.5 0 0.5 1 -1 -0.5 0 0.5 1
X-axis x-axis
a) Forma da abertura b) Erro relativo da abertura

Figura 25. Abertura da trinca da Figura 21 usando varios elementos de discretizagao
(Mamani e Dumont, 2015).

O segundo exemplo € o estudo da mesma trinca dopéxenterior, agora
discretizada com 4, 16 e 64 elementos mistos ctegdo. Na Figura 26a pode-se
observar que os resultados numéricos coincidenmaiignte com os resultados
analiticos, inclusive para a trinca discretizada éelementos. Segundo a Figura
26b a trinca discretizada com maior quantidaddeteentos (64) apresenta maior
estabilidade (menor flutuagéo) do que a trincardistada com menor quantidade
de elementos (4 e 16).
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Figura 26. Abertura da trinca da Figura 21 para varias discretizacfes da trinca (Mamani e
Dumont, 2015).

6.4.2.
Abertura de trinca usando o método convencional dos elementos de
contorno

Uma formulacdo a partir do método dos residuos g@maids conduz a
expressdo classica do método dos elementos dermontdada pela Equacao
(Brebbiaet al, 1984)

H.d,=G,t, ou Hd=Gt, (6.9)

onded é o vetor de deslocamentos nodais (nos nés 1 ate farte direita da
Figura 21, por exemplo) e s&o parametros nodais de intensidade de forcas de
superficie aplicados nos mesmos nés. A matrizatestormacao cinematica é
exatamente a mesma da Equacgao (2.8) e a matrgue realiza um tipo de
transformacéao de flexibilidade é dada por

*

G, =G =] ut,dr, (6.10)

com deslocamentos;, dados pelas funcdes de tensdo de Westergaard e as

fungbes de interpolagédo com suporte lagaljue tém a mesma forma da abertura

*

U, -

O exemplo numérico estudado é a para a mesma tlimsagundo exemplo
da Secao 6.4.1, porém agora resolvido pelo méetodeencional dos elementos
de contorno. A Figura 27a mostra os resultados noosda abertura da trinca
para discretizacbes de 4, 16 e 64 elementos ign&mespacados e seus

correspondentes erros sao mostrados a direita. fanoisoerros sejam um pouco
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maiores do que no método hibrido dos elementos aitomo, no método

convencional os erros apresentam maior estabiliftadaor flutuacéo).

100

T T 4 elements
"""""""""""""" ~ -----=- 16 elements

08 - S [ - - -~ 64 clements

2 s 104 /
= \ !
.ﬁ 0.6 - s 4 elements ? ‘:" .................................. ! :
.%D 04 - _______ 16 elements gﬂ : ‘II“',““‘ ................................... ’ll‘l‘ ,"“
5 SR 64 elements R RS Y '.,")"‘l
g - — |~ Yl
o 02 - Analytic ) E,'r‘ TSN iy g I - ‘It

0 T T T
1 05 0 05 1 0.1 , ; . .
. -1 -0.5 0 0.5 1
-axis
Xraxt X-axis
a) Forma de abertura b) Erro relativo da abertura

Figura 27. Deslocamentos de abertura da trinca reta da Figura 21a (Mamani e Dumont,
2015).

6.5.
Fator de intensidade de tensao

Na mecanica da fratura linear elastica, o fatoingensidade de tenséo é
usado para estimar o campo de tensdes proximo ta jpantrinca. O fator de
intensidade de tensa& () define a amplitude da singularidade na proximéedda
ponta da trinca, isto €, tensBes proximas a pordatrihca aumentam
proporcionalmente ak. Além disso, este fator define completamente as
condicbes da ponta da trinca; ge é conhecido, é possivel resolver todos os
componentes de tensdes, deformacdes e deslocantentosuma fungéo de e
6. Este parametr& usado para a descricdo das condi¢cdes da pontancia ¢
um dos conceitos mais importantes na mecanicaatladr(Anderson, 1995).

Solugdes fechadas paka tém sido definidas para um numero determinado
de configuracdes simples, para situacdes mais exaplele pode ser estimado
através de experimentos ou analises numernast matching e os métodos de
energia sdo tradicionalmente usados para avaligra@metros da mecanica da
fratura a partir de andlises numéricas. Os fatdeesntensidade de tensdo em
termos de tensdes séo formalmente definidos como
K, =Iri[rg)x/ﬁaw(r,0)

6.11
K, :Iri[rg\/ﬁayx(r,O) (641
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O fator de intensidade de tensdo pode ser calcidadma determinada
distancia da ponta da trinca, e extrapolado para. AlternativamenteK pode

ser estimado a partir de uma extrapolacdo da abetéutrinca:
22U .
K, _K_Jrllrm 2mfru, (r,m)

2u
KII =
K+1

(6.12)
lim 2mfru,(r, )

A Equacéo (6.12) tende a ser mais precisa do dtguacao (6.11) devido
ao fato de que os deslocamentos nodais podem sdo®loom melhor preciséo
do que as tensbes. No método classico dos elemfmtos, esta abordagem de
extrapolacdo precisa de um alto nivel de refinamelat malha para obter um
nivel razoavel de precisdo. Por exemplo, para urabse bidimensional com uma
malha de 2000 graus de liberdade, 0 método depekaigho gera tipicamente um

erro em torno de5% parak, (Anderson, 1995).

6.5.1.
Fator de intensidade de tensdo em termos de  p’

Os valores d&k sao diretamente obtidos a partir dos elementosetn p*

(dado na Equacado (2.8)) que correspondem as pdatasinca. A expressao

analitica dek, como funcdo dep’ é obtida substituindo-se as expressdes da
Equacéo (2.4) na Equacéo (6.11) e avaliando-serpai@, assim

- V 77a'(n) * 1 *
KI(n) - 2a( py(n) +§ pry(n) . (613)
n)

Para 0 modo misto, os fatores de intensidade dgider, e K, num
problema linear elastico bidimensional sdo dadts pguacao

{Kun)}:\/ﬂa(n) {‘Si”% C°39<n>} Paor | 4 1) Paco (6.14)
Kim 2a, cosg, sif, || Py | 3

(n) pry(n)

Pyn ) . L o
onde,{ 0l e gix(”) sdo incognitas primarias do problema, relacionadas
py(n) ry(n)

abertura (ou deslizamento) e rotag%&x(”’}zo € 0 caso particular onde as
ry(n)

rotacdes ndo sdo consideradas.
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Como exemplo numérico, apresenta-se o estudo daanesca da Figura
21a, cuja solucdo analitica do fator de intensiddeldenséo para o modo | é
K, =</r. O estudo aqui apresentado é para a trinca reteetizada com 1, 4, 16,
64 e 256 elementos. Os resultados sdo apresemadgura 28a, onde uma série
de resultados corresponde a trinca discretizadastementos de forma eliptica e
a outra a trinca discretizada com elementos mistos rotacdo. O fator de
intensidade de tens&¢, para a trinca discretizada com um elemento cooresp
a solucdo analitica, Os resultados numéricos paraca discretizada com 256
elementos foram melhores para os elementos ekp{e®6%) em comparacao
com os resultados para elementos mistos com rotac@8), porém néo foi

obtida uma regra de convergéncia em nenhum dos.caso

1.10 1.00 g
o .
1.05 pE— JG— . P
0.95 - [ YT r'y
. .
% ©
X <
2 % 0.90 -
. z
- X 0.85 . - wo@s HBEM
0907 o ----@-- Elliptical ' "":, e BEM
@ Mixed with rotation 5
0.85 . T 0.80 [ ] r r 1
1 4 16 64 256 1 4 16 64 256
Number of elements Number of elements
a) K, apartirde p’ b) K, com MHEC e MEC

Figura 28. Fator de intensidade de tensd@o para a trinca da Figura 21, a partir dos
parédmetros p* e deslocamentos num ponto de coordenadas X=-0.01 (Mamani e
Dumont, 2015).

6.5.2.
Fator de intensidade de tensao em termos da abertur a da trinca

O valor numérico da abertura da trinca, pode sadapara calcular o fator
de intensidade de tensdo a partir da Equacdo (6gl@ndo a varidvet é
aproximada por =&, sendos um valor bem pequeno.

Como exemplo numérico apresenta-se a mesma trendagdira 21a cuja
solucao analitica para o modo Ké=+/77, a trinca é discretizada com 1, 4, 16, 64
e 256 elementos mistos com rotacdo. O célculo naméo fator de intensidade é
realizado pelo método hibrido e convencional desnehtos de contorno, cujos
resultados sdo mostrados na Figura 28b. Os faleregensidade de tenséo foram
calculados a partir do ponto= £ =0.01 (sobre o eixax). Os resultados melhoram

a medida em que a discretizacdo da trinca € audentdo foi obtido um padréao
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de convergéncia, no entanto os melhores resultémlasn obtidos usando o

método hibrido dos elementos de contorno.

6.5.3.
Fator de intensidade de tensao em termos de tensdes

A solucdo do campo de tensdes num ponto em frep@nta da trinca é
usada para calcular o fator de intensidade de densdé calculado a partir da
Equacdo (6.11) quando a varidvelé aproximada por =&, sendos um valor
bem pequeno.

Como exemplo numérico apresenta-se a mesma trendagdira 21a cuja

solucao analitica para o modo Ké=+/77, a trinca é discretizada com 1, 4, 16, 64

e 256 elementos mistos com rotagdo. O calculo rinmdp fator de intensidade

K, foi obtido em trés pontos €0.1, 0.01 e 0.0C) cujos resultados sdo mostrados

na Figura 29a. Nao foi obtido um padrdo de converigé no entanto o melhor
resultado é para=0.01, com erros menores qud% para discretizacdes de 64 e
256 elementos.

Outra estimativa do fator de intensidade de tensdderia ser obtida

calculando-seK, a uma determinada distancia da ponta da trinextrepolado

parar =0.
1.08 1.04 +
v A N IEsY U A - % :0001001
1.06 o
....... & r=0.001 1.02 r=0.01...0.1
1.04
- e 1=().0 1
£ 1.02
1 AAAAAAAA P =01 ®
E 1.00 e e
3 B R — s
M 098 { e .
R -
0.96 | " [ B . e ]
0.94 - . , I | - . G . |
1 4 16 64 256 1 4 16 64 256
Number of elements Number of elements
a) K, relativo a partir de pontos b) K, a partir da série de Williams

Figura 29. Fator de intensidade de tenséo para a trinca da Figura 21, a partir de tensfes
em pontos e por comparacédo com a série de Williams (Mamani e Dumont, 2015).

6.5.4.
Fator de intensidade de tensao por comparagao com a série de
Williams

Os fatores de intensidade de tensdo obtidos diegiiEma partir dos

parametrosp’ e a partir das tensdes e aberturas num pontonpodai ponta da
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trinca ndo garantem convergéncia, diante destepi@icurou-se uma alternativa
para melhorar esses resultados. A solugdo pardcal@&dumérico dek por
comparacao com a série de Williams foi inicialmgmi@posta neste contexto por
Lopes (1998, 2002). A ideia proposta € calculan ggimeiros termos da série de
Williams de forma que a curva correspondente sexape 0 maximo possivel da
curva obtida através do método numeérico, esta apeméo € realizada
utilizando-se o método dos minimos quadrados eesgiiicada a seguir.

De acordo com o méetodo dos minimos quadrados,ar y@t que contém

os coeficientes dos primeiros termos da série de Williams, deve dejua:
(S ITT {71 g} ~e.}) = min (6.15)

onde

Matriz [T].- Cujas linhas armazenam osprimeiros termos da série de Williams

obtidos nos mesmos pontos utilizados para o céldak tenses através do
programa computacional.

Vetor {c} .- Cujos elementos representam os coeficientesndmsmeiros termos

da série de Williams.

Vetor {t}.- Que armazena as tensOes calculadas através algrame

computacional.

Derivando-se a Equagdo (6.15) em relacd@}ae igualando-se a zero ,

chega-se a
(o =(Tr]) (T ) (6.16)

sendo determinados assim os coeficientes dos tetansérie.

De acordo com a Equacéo (3.16), o coeficiente dogmo termo da série
de Williams esta relacionado ao fator de inten®da® tensdo, sendo o0s
coeficientes dos outros termos da série importaptea a representacao das
tensdes em pontos mais distantes da ponta da.trinca

O exemplo numérico é o mesmo da Figura 21a cujgdolanalitica para o
modo | éK, =/7r. Os resultados numéricos para a trinca discretizad 1, 4,

16, 64 e 256 elementos mistos com rotagao séo adostna Figura 29b. Nos trés
casos apresentados foram calculados os 5 printemo®s da série de Williams a

partir das tensdes calculadas em 10 pontos iguédnespacados entre os limites
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indicados na legenda da Figura 29b. Neste exengificou-se que o fator de

intensidade de tensdo converge com a discretizagémmvergéncia é mais rapida
guando a faixa dos pontos onde as tensfes sadacksuestd mais longe da
trinca, isto acontece somente para este exemplpagticular, pois ndo existe a

influéncia de outros contornos no dominio em aealis
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