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5
Formulacao para Problemas de Potencial

O principal objetivo do presente capitulo € validafuncado de tensdo do
tipo Westergaard obtida para uma trinca com ateegatlinomial (como mostrado
na Figura 9a) quando usada como solucdo fundameotatétodo hibrido dos
elementos de contorno.

E apresentado um problema com solucbes analitioaBecidas, para
comparacdo com os resultados numéricos. O contdésie capitulo ndo tem
relacdo direta com a mecanica da fratura, pois agomos avaliados nao
apresentam pontas. O que sera apresentado temdiddtico no uso de funcdes

de Westergaard como solucéo fundamental no métibdiold

5.1.
Construcao da solucédo fundamental

2 2
A solucéo da equacéao de Laplag%(§+g—;2’ =0 para o estado estacionario de
transferéncia de calor em uma placa homogéneaspissura constante com
coeficiente de condutividade, pode ser obtida em funcéo de, pela seguinte
expressao

u, =%Imq>1 (5.1)

com fluxos referenciados ao sistema global de eow@das cartesianas y)

_ 0y _ ,
q, = _ka_xl =-Im(T,0,)
du, , (5.2)
ay, = _ka_y = _Re(qu)l)
e o0 fluxo normal
d, =0, —q,n, aolongode (5.3)

onden, e n, sdo as proje¢Ges do vetor normal unitario externo
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Considera-se que, € a temperatura no pontg,y) da placa,q, e g, Sdo
fluxos de calor (taxa de transferéncia de calorymdade de superficie do corpo)
para um fluxo de calor total por unidade de espas3ut =1 que entra na placa.

O sistema cartesiano de coordenagday,) € introduzido com o propdsito

de fornecer um tratamento formal do problema:

sg, sig
{xl}{ cosf, i 1HX}' ou % =Tx . (5.4)
Y, -sing, cod, ||y
Em seguida, os fluxos da Equacéo (5.2) sdo exmesatricialmente como
X, S@ - rg q 0
q @ | — |:CO il SI 1i| %1(0) , ou q,= Tqu 0 (55)
dy, sing  cos, ||q,

onde os subscritog),,, indicam que os fluxos estdo referenciados aonssste

cartesianqx, y,) , rotacionado de um angu:

(5.6)

Um elemento € formado por dois segmentos reto®uhprementosa, € a,
rotacionados de um angul e g,, respectivamente, compondo linhas de saltos

de potencial (que correspondem a linhas de descotdide de deslocamentos ou
trincas no caso de elasticidade) ao longo do coatorde um corpo de dominio

Q, com o segmento 2 antes do segmento 1, como rosteaFigura 11a.

Sentido do contomo bz Abertura

1 Semi-trinca 1
1
1
1
1

a, «-- -->
AN B X
- 0.5
Descontinuidade I 1
- Abertura 1
‘ Plano (x,y) Dominio i L
a) Descontinuidade geral b) Construcéo de um elemento de trinca

Figura 11. Construcdo de um elemento de descontinuidade a partir de duas semitrincas.

O caso mais simples € a superposicdo de duas iseastrelipticas
colineares de comprimentog =a, =1 formando uma trinca eliptica, similar a
proposta original de Westergaard (1939) e computatmente implementado por
Dumont e Lopes (2003). A generalizagcdo para um edonformado por duas
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trincas semielipticas (ndo necessariamente coésezlbua, # a,) foi tratada por

Dumont e Mamani (2011). A Figura 11b mostra a qup®cdo em termos de
abertura de duas trincas semi-elipticas nos saneplocais de coordenadas.
Como ja foi discutido no capitulo anterior, o us®o elementos de forma
eliptica tem alguns inconvenientes, o que motivalesenvolvimento de outros
tipos de elementos (ver Figura 9).
O efeito combinado do campo potencial devido a mpgszdo das
semitrincas 1 e 2 é dado por:
us=u-u,, (5.7)
e a superposicao de efeitos dos fluxos
O =040y, €0, =0y, —0,. (5.8)
As justificacbes matematicas de singularidade natape na origem do
elemento sdo amplamente discutidas no item 10.2pdodice. Na maioria dos
problemas da mecanica da fratura somente condg@e®ntorno de Neumann

sd8o necessarias, porém o problema é resolvido sypeta Equacéo (2.8), sendo

necessaria somente a matiz

5.2.
Integracéo da matriz H

A expressao geral da mattiz para problemas de potencial é

H=H, =_J-r(qunx +qykny)Ni | J |d¢ (5.9)

ondek € o nd onde a fonte de potencial € aplicada, @) sen6 em comum de
dois segmentos de contorno adjacentek na esquerda (0 segmento 2,
rotacionado de um angulg) e kk* na direita (0 segmento 1, rotacionado de um
angulo ¢,), como ilustrado na Figura 12. O potencial aplcadria linearmente
no contorno, segundo a fungéo de interpolagdalo ndéi aos nds adjacentes na

esquerda e na direita. Em seguida, o intervalontlegiacdol”r da matriz de

coeficientesH, na Equacéo (5.9) compreende os dois segmentostiEmo que

tém em comum o nd (ver Figura 13). No caso particular de segmento de

contorno reto,J | € o correspondente comprimento do elemento, paeaiavel

natural do contorn@ jo,1].
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Figura 13. llustracéo de um corpo discretizado com 12 elementos de contorno lineares.

Deseja-se obter a matriz para um problema onde o modelo é discretizado
com um numero total de nés, que coincide com o numero total de segmentos,
como mostrado na Figura 13. A integracdo da matrigera avaliada em termos
analiticos, cujas respectivas demonstracdes saddsva cabo na Secéao 10.3. O

algoritmo proposto é:

Loop Externo para os saltos de potencial -k variando de 1 ann.
Determinar os nos adjacent&s e k™, definidos no sentido anti-horario. Em
seguida, obtetosd,, sing,, cosf,, sing,.

Definir a matriz de constantds, cujos elementos sdo dados no capitulo 4

T=[1 -] .10
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Loop Interno para a integracdo dos segmentos -* variando de 1 ann.

Determinar os nos subsequentee precedentg™, a integracdo sera avaliada
longo dos segmentag eij .
Definir a matriz de constante§ e C cujos elementos sdo dados pela Equa

(7.126)
A=[A -A]andC=[C, -C,] (5.11)

Em seguida, definir a matriz que contem expresadatiticas da integracdo ¢
longo dos segmentos adjacentes ao Becao 10.3)

Na[n,c], Nb[n,c], Nc[nc] eNd[n ¢] (5.12)

Avaliar numericamente a matriz de 2x 2 na estrutura logicd. Onde,c=1,2 se
refere a semitrinca 1 ou 3,=1,2 se refere as extremidadeu j do segmentg

onde a integral € avaliada.

a) If i=k, caso (a) da Figura 12.
For n de 1 a 2 em um loop aninhado, definir
h{n1] = Na[n,1]
h[n, 2] = Nb[n, 2]
End do loop com variavel de contrale

b) Else if j =k, caso (b) da Figura 12.
For n de 1 a2 em um loop aninhado, definir
h[n1] = Nb[n,1]
h[n 2] = Na[n,2)
End do loop com variavel de contrale
c) Else ifi=k*, caso (c) da Figura 12.
For n de 1 a 2 em um loop aninhado, definir
h{n.1] = Nc[n,1]
h[n, 2] = Nd[n, 2]
End do loop com variavel de contrale
d) Else if j =k, caso (d) da Figura 12.
For n de 1 a 2 em um loop aninhado, definir
h{n.1] = Nd[n,1]
h[n, 2] = Nc[n, 2]
End do loop com variavel de contrale
e) Else caso (e) da Figura 12.
For n de 1 a2 em um loop aninhado, definir
h{n1] = Nd[n,1]
h[n, 2] = Nd[n, 2]
End do loop com variavel de contrale

ao

1Ca0

s (0]

D
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End if (fim da estrutura |6gicH)
Definir a matriz de projecGes unitarias do segment@presentado na Equagéo
(5.3),

n=[n n] (5.13)

Os coeficientesd_, da matrizH séo obtidos no seguinte loop, para 0s inés;

coef

dados no vetor=Ji, j] .

Loop para os extremosi e j, comn variandode 1 a 2
Hog = {iT[l]lm(h[n, d) +T[2]Re([n, c])}nT (5.14)

A matriz H, cujos coeficientes podem ja ter alguma contriwiga integracdo ao

longo de algum segmento adjacente, é obtidel ge como

HIk,i[nl] =H[ ki[ ] +H (5.15)

Fim dos loops com variaveis de controle,i,k .

Para condi¢cbes de contorno de Neumann o problereaodvido apenas a
partir da Equacdo (2.8), onde podem ser necesséodoseitos de inversa
generalizada para na obtencdo do vetor Para demostrar a consisténcia do

algoritmo na proxima Secdo é apresentado um exenqujps resultados
numéricos serdo comparados com a solucdo anatiivaa solucédo fundamental
de tipo logaritmica e com a solugcdo de Westergawrdfiorma semieliptica
(Dumont e Mamani, 2011).

5.3.
Campo de potenciais e gradientes em pontos internos

Uma fonte de potencial logaritmicap =In./(x+10y + (y- 25f /(27) €
aplicada no n& de um continuo bidimensional infinito, como ilasto na parte
esquerda da Figura 14. Os gradientes nodais eqoteal sdo avaliados ao longo
dos contornos representados pelas linhas chelasgdorassim um problema (para
a equacao de Laplace) de solucdo analitica simplesnhecida. O furo, as
reentrancias e as quinas formadas pelos contorepsesentam algumas

dificuldades topoldgicas para a simulagdo numeéKaontorno € discretizado
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com um total de 104 nds e a mesma quantidade deeségs lineares, 0os quais
estdo igualmente espacados entre as quinas numeragas coordenadas sao
dadas na parte direita da Figura 14. Uma sérieldpohitos ao longo da reta
tracejada AB gerada para a representacdo de alguns resultacioéricos no
dominio. Por simplicidade, e por ser um problemadémico, ndo sao
especificadas as unidades de medida, podendo-smiasgualquer sistema de

unidades desde que haja coeréncia nas grandezas.
50

Sistema cartesiano

Node X y
F 1 0 0
1 17 10 15
27 20 10
50 15 35
69 0 20
87 10 20
93 11 21
99 12 20
A 5 20
B 15 18
F -10 25

—> X

1

Figura 14. Recorte para a modelagem numeérica de um corpo multiplamente conexo.

O problema mais simples que pode ser resolvideeregtmplo é para as
condicbes de contorno de Neumann, onde o probleg@/énado apenas pela
Equacéo (2.8). Embora a matriz dada pela Equacao (5.9) seja uma matriz

singular para um dominio limitado, os gradientedai® equivalentes estao
balanceados e o problema de &lgebra linear adpéieaa uma solucdo ge, a

ser obtida no contexto de matrizes inversas genadals (Dumont e Lopes, 2003;
Mamani, 2011). Apé%" ser calculado, gradientes e potenciais podemiditos
segundo as Equacg0es (2.4) e (2.5).

A parte esquerda da Figura 15 mostra as solucda#tiea (Analytic) e
numeérica (W. pol.) usando elementos de forma poliab obtidos em termos de
potenciais ao longo do segmento red®. Uma vez que o problema tem
condi¢cbes de contorno de Neumann, um potencialtaesfoi adicionado nos
resultados numéricos a fim de que os valores ngogre analiticos sejam
proximos. Também foram feitas comparacdes com acdol fundamental de

Kelvin (Kelvin) e com elementos semielipticos dmtWestergaard (W. ell.).
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Figura 15. Potencial ao longo da reta AB da Figura 14.

As solugbes numéricas mostradas na parte esquerdédgdra 15 estdo
praticamente superpostas com a solucdo analiticea tdelhor interpretacdo de
resultados pode ser obtida a partir dos erros noasecalculados por

Voum — V.

m ana

Y/

ana

£(%) = x 100% (5.16)

ondev,, e v, representam valores numeéricos e analiticos, régpeente. Os
erros calculados segundo a Equacéo (5.16) e mostradparte direita da Figura
15 demonstram que os melhores resultados sao agqeldos com as fungdes de
tenséo de forma polinomial, inclusive menores gselacéo de Kelvin.

Valores dos gradienteg, e q,, € seus correspondentes erros sdo também

mostrados na Figura 16 e Figura 17, respectivamente

10 4 1.E+00
9.5 . koo _e-TTTTT TS —-o_

5 Analytic LE01 el LI - 0T
SN cein g VB
o O [%]

2 s W. pol $ 1E02-
R S
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€ _ = 03]
% 7 5 LE031 ™~ 7 . Kelvin
g 6.5 - I A— Wopol, e
6 - Sa 1.E-04 4 oWl
5.5 4 g
5 : : ‘ ‘ s W i1E05 ‘ . . . s
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
Points along the line segment AB Points along the line segment AB

Figura 16. Gradientes em X ao longo da reta AB da Figura 14.
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Figura 17. Gradientes em Yy ao longo da reta AB da Figura 14.

Os resultados em termos de gradientes apresentamapadrédo similar aos
do potencial. Para o mesmo nivel de discretizac&mlacdo com elementos
polinomiais alcancou melhores resultados que usafeioentos semielipticos e,
inclusive, do que usando a solucdo fundamentalritbgaa (Kelvin). Isto nao
necessariamente significa que a solucéo propostellor que a simples solucéo
logaritmica, a solucéo proposta ndo é tdo geraitquasolucao logaritmica.

Um estudo de convergéncia € mostrado na Figurgpd@, discretizacbes
numeéricas com numero total de elementos de 30158, 170. As respectivas

quinas estao representadas pelos nés da Figurdddhe na Tabela 3.

né 1 né 17 né 27 né 50 né 69 né 89 né 93 né 99 Nro. n6s
1 5 8 14 19 24 26 28 30
1 9 14 26 36 45 49 53 58
1 17 27 50 69 87 95 103 114
1 25 40 74 103 130 142 154 170

Tabela 3. Numero dos nés das esquinas das diferentes discretizacdes da Figura 14.

A Figura 18 mostra para cada simulagdo numériciizaela, a norma do

erro Euclidiano de potenciais e gradientes avasiaggundo

51

¢ =JZ(va[i] ~vf1) i_lvii : (5.17)

ondev[i] e v,[i] s&o os valores numérico e analitico obtidos ema caal dos 51

pontos ao longo da linha reta . Os resultados na Figura 18 estdo indicados para

as solucdes fundamentais de Kelvin (K), elemeriftiied de Westergaard (We) e
elemento polinomial de Westergaard (Wp). Os redafiade Kelvin convergem
mais rapido que os obtidos com os elementos deaf@emieliptica do tipo

Westergaard, porém mais lento que a solucdo deevgastrd com elementos
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polinomiais, como era esperado. No entanto, um oadie convergéncia é
apresentado tanto para a formulacdo em termosngéda de Westergaard quanto

para a solucao de Kelvin.
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Figura 18. Estudo de convergéncia ao longo da reta AB da Figura 14 em termos de
potenciais.
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Figura 19. Estudo de convergéncia ao longo da reta AB da Figura 14 em termos dos
gradientes.

Os resultados numéricos apresentados acima validadesenvolvimentos
tedricos. O objetivo final da pesquisa € a obtendaoformulacdo para a

modelagem de trincas o qual é desenvolvido no préxiapitulo.
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