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Funcdes de Tenséo de Westergaard Generalizadas

Dumont e Lopes (2003) foram os primeiros a apreseas funcdes de
tensdo de Westergaard (apds algumas modificacoe®) solugdo fundamental
no método hibrido dos elementos de contorno. Ceresige uma trinca curva
discretizada com, por exemplo, 7 pontos geométriaomerados de 0 a 6 e
formando uma série de segmentos como ilustradoigua-6a. A curva que
representa a trinca da Figura 6a pode ser aprogipadseis elementos lineares,
trés elementos quadraticos ou dois elementos cslipi@@ representar o0 campo e
cinco parametros nodais numerados _de 1 a 5 parasespar a fonte. Estes
parametros nodais estdo relacionados as forcagpaeficie dadas pelas funcdes
complexas de Westergaard aplicadas como uma socedséd elementos
parcialmente superpostos. Desta forma pode-se iappxjualquer configuracao
de abertura (modo I) ou deslizamento (modo Il) riieca pela superposicao de
descontinuidades elipticas relacionadas a fungd&¥estergaard. Para problemas
de elasticidade, o elemento de trinca com abederforma eliptica representa o
modo | e a trinca com deslizamento de forma elApdiatre suas faces representa o

modo II.

point number 4

3

element number

a) Contorno discretizado com 5 elementos b) Elemento eliptico

Figura 6. Uso de trincas de forma eliptica para simular contornos curvos (Adaptado de
Dumont e Lopes, 2003).

A principal desvantagem da proposta de Dumont ees@que uma trinca

curva ndao é bem representada pela superposicéipsese Por exemplo, o grau
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de liberdade 3 é representado pela elipse 3, xxgouae somente 0s pontos 2 e 4.
Esta aproximacdo ndo € a mais apropriada quandaeserepresentar contornos
Curvos, quinas e reentrancias.

Tadaet al (1993, 1994) propuseram um simples e eficienteoduétde
desenvolver as funcdes de tensédo de Westergaadh [garalise de problemas de
trincas com deslocamentos prescritos. Sua inte@eerfpi restrita a parte
matematica na obtencdo destas funcdes de tensdastracdo de varias formas
de abertura de trincas, sempre em termos de egpeeasaliticas.

Baseados nos trabalhos apresentados acima, DumMdneni (2011)
propuseram uma formulagcdo mais geral. Um contouneocqualquer (ver Figura
7a) é representado pela superposicdo de elememntgsostos. Estes elementos
sdo formados pela superposicdo de duas trincasel§aicas dispostas em
sentidos opostos, como ilustrado na Figura 7b, stinente para uma melhor
representacdo geomeétrica da trinca, mas também spardar furos, quinas e
reentrancias. O desenvolvimento matematico parblegmas de potencial e de
elasticidade, incluindo verificacdes de consisi&@rccontinuidade foi apresentado
por Dumont e Mamani (2011). Exemplos numéricos alelam a formulacao

foram apresentados por Mamani (2011).

element number

a) Contorno discretizado com 5 elementos b) Elemento semieliptico

Figura 7. Uso de trincas semi-elipticas para simular contornos curvos (Adaptado de
Mamani, 2011; Dumont e Mamani, 2011).

Dumont e Mamani (2013) refletiram sobre a boa isgtacdo da ponta da
trinca por elementos de forma eliptica (ou sentielp e observaram a incluséo
desnecessaria de singularidades no campo de temsB@so as faces da trinca,
deteriorando inclusive o campo de tensdes proximanda da trinca. Deste modo,

uma maior discretizagdo leva a uma melhor repragéatglobal do problema,
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porém deteriora 0 campo de tensdes locais proximtringa. Contornos
discretizados com elementos de forma diferentépéice tém sido implementados
e testados por Dumont e Mamani (2011), com resadtgtbbais satisfatérios, que
aparentemente néo justificavam investigacoes awiso

A proposta atual é restringir o uso das trincakbdea semieliptica somente
aos elementos que representam as pontas da tnneatedo (ver Figura 8) e para
representar as faces sdo desenvolvidos elementtisnda a partir de formas
polinomiais (polindbmios de Hermite) suaves. A pifpiat vantagem da proposta é

que as singularidades do tigeyr sdo introduzidas apenas na ponta da trinca.

Crack face element

Crack tip elemel
2

element number ) 3
1'%
k=1

a) Contorno discretizado com 5 elementos b) Elementos de face e ponta

Figura 8. Uso de semitrincas elipticas e polinomiais para simular contornos curvos
(Adaptado de Mamani e Dumont, 2015).

Os elementos mostrados na Figura 8b podem estaraefddos aos modos |
de abertura ou Il de deslizamento.

Uma solucdo mais elaborada e exata do problemdidacadcrescentando
graus de liberdade que consideram rotacdo. Estssentos de rotacdo séo
desenvolvidos para representar tanto as faces @aanpontas da trinca. Estes
elementos de rotacdo podem estar relacionadosdantmwdo | como ao modo Il
de fratura. A proposta de Dumont e Mamani (201 htinoa valida para o caso
particular da trinca discretizada apenas com umeso. A Figura 9 mostra os
quatro elementos a serem usados (em termos deurabert sobreposicao) para

representar um contorno curvo qualquer.
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Figura 9. Elementos usados para discretizar uma trinca curva geral, em termos de
abertura e sobreposicao (Adaptado de Mamani e Dumont, 2015).

As secOes apresentadas a seguir sdo restritaseacabt matematica das
funcdes de tensdo envolvidas para a construcaoldedss fundamentais tanto

para problemas de potencial (capitulo 5) quanta panblemas de elasticidade
(capitulo 6).

4.1.
Formulacdo de Tada, Ernst e Paris baseada em desloc amentos.

Tada, Ernst, e Paris (1993) mostraram que, parattnta com abertura
prescrita da formaf (x) no intervalo[x,x,] ao longo do eixox e simétrica em
torno deste eixo, no sistema de condenadas cambesigy), pode-se definir a

funcao potencialpb(z) em funcdo do argumento complexe x +iy,

AL
*@ =g, [, o @

e a partir deste obter os campos de tensbes ecdesatos, como uma
generalizacdo da proposta inicial de Westergaardambexto da mecéanica da

fratura. Muitas configuracdes de trincas e ten$desn investigadas por Tadh
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al. O desenvolvimento classico de Westergaard (188&) uma trinca eliptica de

comprimento2a € obtido escolhendo-se a funcao

a’-x

N

f(x)= (4.2)

e avaliando-se a integral da Equacéao (4.1) novale[-a, a] .

4.2.
Funcgdes de tenséo para trincas de comprimento a, erotacéo 4.

Dumont e Mamani (2011) desenvolveram uma solugéplss: avaliaram a
Equacéo (4.1) no intervalf®,1], obtendo assim a fungcéo de tensao para uma
trinca de forma semieliptica. A rotacdo e normgbzaforam consideradas através

da introducéo de um termo compleXda,.4,), de modo que a variavél, (zT,)

da Equacao (4.3) seja usada como argumento aodevésia Equacao (4.1).

zZ 5 _1 . - _r e
Zl=lezge 4 =€(x+|y)(cos€l—| S|r€1)=gé(‘9 4 (4.3)

A funcao de tensdo para uma trinca de forma segticgidesenvolvida por
Dumont e Mamani (2011) é resumida na Secéo 4.3.amdmcomo referéncia
esse trabalho, na Secéo 4.4 obtém-se a funcams@otpara uma semitrinca de
abertura polinomial, as Secbes 4.5 e 4.6 mostraomgses de tensdo usadas para
considerar os efeitos da rotacdo entre as facedriniza. Considerando a
superposicao de efeitos, estas quatro funcbed-({gera 10) servirdo de base para
formular elementos combinados (ver Figura 9) qu&csasados na elaboracéo de
solugdes fundamentais tanto para problemas de @akeomo para problemas de
elasticidade.

X1

Y1

Xy
Xy

a) Abertura eliptica na ponta da trinca b) Abertura polinomial na face da trinca
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X1 X1

X X
¢) Rotacao adjacente a ponta da trinca d) Rotacédo na face da trinca

Figura 10. Semitrincas de comprimento a, e rotagdo & usadas para representar efeitos
de abertura e rotacao relativa (Adaptado de Mamani e Dumont, 2015).

4.3.
Semitrinca de abertura eliptica na ponta da trinca

Deseja-se obter a funcao de tenséo para uma seraitlte forma eliptica de
comprimentoa, e rotagcdod em relagdo ao eixo de coordenacdagigura 10a).
A fungcdo que descreve a forma da abertura (ou zéesénto) para o caso
particular dea, =1 é dada pela Equacéao (4.4).
f(x)=+v1-x*,ondef (0)=1, f(1)=0, f'(0)=0 e f (1) = undefined (4.4)

A correspondente expressdo da Equacao (4.1) pamcéo de forma da

Equagdo (4.4) no intervaldo,1], sua primeira e segunda derivada s&o,

respectivamente
ez zim(--i-zZE)
®(Z) =~ Lnz,+ -— -4 (4.5)
2 2 2r 4
. zlln(—1—1/1—zf) L1
®(Z)=——InZ - - -= (4.6)
2m/1- 72 21~ 27 2nz, 4

1 In(—l—\/l—Tf) 1

®"(Z) = Inz, - + ,
( 1) 277(1—212)3/2 1 27T(1—le)3/2 ZITZf(l—Zf)

(4.7)

em funcéo do argumento complexp dado pela Equacao (4.3), que considera

rotacdo e normalizacéo.

4.4,
Semitrinca de abertura polinomial na face da trinca

A funcéo de tensdo para a semitrinca de forma quoial (Figura 10b) e

obtida definindo-se a funcéo de forma
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f(x)=2x-3x*+1,ondef(0)=1, f(1)=0, f'(0)=0e f'(1)=0 (4.8)

A correspondente expressdo da Equacéo (4.1) pamcédo de forma da

Equacéo (4.8) avaliada no intervglpi), sua primeira e segunda derivada séo,

respectivamente:
_ (r-xPr2z)) Sz o (512- 17))
, 3z,(1-z, Z,(1-z, 1(1
> (Z) :Mln(zl)—¥ln(zl—l)—5r(z+ 3- ezl] (4.10)
[ON (Z):MM(Z )—M“’](Z _1)+ 1 +E (4 11)
e s ! T ! 2nZ? '

dado como argumento a variavel compl&a

4.5.
Semitrinca de rotacdo na ponta da trinca

A funcéo de tensdo para a semitrinca de rotacadradasna Figura 10c é
obtida definindo-se incialmente um comprimente1 e escolhendo-se a funcéo
de forma

f(x)=xV1-x*,ondef (0)=0, f(1)=0, f'(0)=1e f'(1)=undefined . (4.12)

Nota-se que as propriedades desta funcdo de foarsua ponta sdo as
mesmas que a semitrinca de abertura (deslizamelijptira apresentada na Secao
4.3. A expressao da Equacéo (4.1), para a funcdorde da Equacao (4.12),

avaliada no intervalg,1], sua primeira e segunda séo, respectivamente.

> =72 2:1-2 In(-1-1- 7} 212

oz)=- 21" E 7, . e (4.13)
- (227 -1)In(-1-y1- J1-z2
wz)= L g - ( )_l_é (4.14)
2m1-2? 2m1-2¢ o2
) - 7 (2212_3)| _21(222_3)| (— —,/1—zf)+_1_nzl+2zf+nzf (4.15)

2m(1-27)* % 2n(1-22)" 2nz,(1-2})

dado como argumento a variavel compl&xa
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4.6.
Semitrinca de rotacao na face da trinca

A funcado de tensdo para a semitrinca a ser usadacpasiderar a rotacéo
relativa entre as faces da trinca (Figura 10d)a patasos, =1 € obtida a partir da

funcéo de forma
f(x)=x*-2x’+x,ondef(0)=0, f(1)=0, f'(0)=1e f'(1)=0 (4.16)

As propriedades desta funcdo de forma na sua pE#daiguais as da
semitrinca de abertura (deslizamento) polinomiaksgntada na Secdo 4.4. A
Equacéo (4.1), considerando a Equagéao (4.8), aeaha intervalgo,1], e suas

respectivas derivadas sao

_ (z-2z2+2}) (z,-2z2+23) 1 ,
®(Z,) = - —In z,) +———"In (z,-1) ——12ﬂ(—2+ 9z, - &?) (4.17)
o (1—421+3zf)I (1-4z,+ 3z§)| 1 o i1s
P(Z) = n(Zl)+T n(zl‘l)‘E(5— ) (4.18)
. (-2+3z)) (-2+ ) 1(1
® (Zl):_ In(zl)'*'—ln(zl_l)_z Z—+6 (419)

dado como argumento a variavel compl&a

4.7.
Singularidades das funcdes de tensao

As singularidades das funcdes de tengée suas derivadas sao resumidas

na Tabela 2.
ORIGEM (Z=0) PONTA (Z=0)
~ do do' do do'
Funcéo o'=— | P"=— O'="" | pr=—
¢ ® dz dz ® dz dz
1
Abertura In(r 1 1 , 1
eliptica ) r re v Jr Jr?
Abertura In(r) 1 iz sem sem In(r)
polinomial r r
= 1 1
Rotag&o sem In(r 1 Jr 1
eliptica ) r Jr Jr?
Rotacao sem n(r) | m(r) X sem sem In(r)
polinomial r

Tabela 2. Resumo das singularidades das funcdes de tensao propostas.
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Neste Capitulo foram desenvolvidas as express@tieas das funcdes de
tensdo. Estas funcdes serdo usadas na constrigdoldedes fundamentais tanto
para problemas de potencial quanto para problen@aseldsticidade dos
subsequentes Capitulos. Também foram mostradasgadasidades na origem e
na ponta, estudos mais detalhados destas singulasdsdo apresentados na
Secao 10.1.
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