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Apéndice

10.1.
Estudo do comportamento das funcdes de tenséo na or igem da
trinca

10.1.1.
Semitrinca de forma eliptica

O estudo das funcbes de tensdo de forma semialigicbém foi tratado
por Dumont e Mamani (2011).

As Equacdes (4.5) a (4.7) s&o reescritas aquigroreniéncia

-2 g Sl ) B (7.28)

(z) = -

2 2 2Tt 4
. zlln(—1—1/1—zf) L1
»'(Z)=—2—1InZ, - —— = (7.29)
2m1- 72 21~ 27 2z, 4
In(-1-1-2?
o"(Z)=—* il ! 1 (7.30)

-z onl1-22)" 2z (1-2)’

Para o estudo dez, -~ 0, as Equacbes acima s&o convenientemente

expressas como

O(Z,) =D, (2)IN(Z,) + D, (Z) (7.31)
P'(Z,) =) (Z)In(Z,) + P, (Z) (7.32)
P"(Z) =P, (Z)In (Zl) + qa'r'eg V) (7.33)

onde as partes e reg sdo dadas por:

1-72 1-1-Z¢ In(—l— —Zf) 7
q) Z p— 1 ’q) Z = — ——l 734
In( l) 27T reg( 1) 2 4 ( )
2 len(—l 1—zf) _
D (2)=—F=—, D,,(Z)="- - -= (7.35)
" omfi-z2 T omh-z2  2nz, 4
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1 In(—l—\/ﬁ) 1

-2y T e e (i 2)

P(Z,) = (7.36)

As Equacdes (7.31) a (7.33) necessitam de integsaggpeciais para avaliar
a partein(z,). Os termosyz, na Equacéo (7.35) #z? na Equag&o (7.36) sdo
cancelados na superposicao de efeitos de duagiseastem problemas tanto de
potencial quanto de elasticidade.

Os termos principais da Equacéo (7.31) pgrao (isto é, termos que séo

diferentes de zero) séo,

i(1+ﬁ)

. 1 .
lima, = -1+In(2) - In(Z,) +imcsy 2 (7.37)
IimRe¢l=—i(In(r)+1— In(2,)) (7.38)
r-0 2T

T=0%6to g<o<+m
Iirrglmq)l: ~ %]ZHH (7.39)
) %for 6, +m<8<6,+2m

s

onde existe uma singularidade do tip¢r) em Re(®,) quandor tende a0 e nédo
existem singularidades enn (®,).
Os termos principais da Equacéo (7.32) parao (isto é, termos que séo

diferentes de zero) séo,

, 1 1

imo, =——— = 7.40
T oz, 4 (7.40)
limRe®d, = - cos(0-6)a, 1 (7.41)
r-o0 2mr 4

imima;, = SN0~ 8)a (7.42)
r-o0 2mr

onde existem singularidades do tippo tanto emim(®*,) como emRe(® ;).

Os termos principais da Equacéo (7.33) pgrao (isto é, termos que séo

diferentes de zero) séo,

lim®, = !

i 7.43
r-o 277212 ( )
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_ 2
limRe®, :M (7.44)
r-0 27
: _ 2
imima; = - SN2 = Z)a (7.45)
r-0 2

onde existem singularidades e’ tanto emim(®",) quanto enRe(® ).

A maioria destas singularidades se cancelam conpergosicao de efeitos
de duas semitrincas opostas quando alguma intagaefisica € dada (problemas

de potencial ou elasticidade, por exemplo).

10.1.2.
Semitrinca de forma polinomial

As Equacdes (4.9) a (4.11) séo reescritas aquigoreniéncia

1-327 + 27} 1- 2+ 2} 5 1Z,- 12¢
CD(Zl) = —%ln (Zl) +an (Zl —1) —% (746)
oy 32,(1-2) _Z,(1-2) P N
¢1(;)-—ﬂ In(Z,) — In(z,-1) Zﬂ[ l+3 ezlj (7.47)
O (z):Mm(z )_Mm(z _1)+L+§ (7.48)
e Vs ! T ! 2niZ? '

Paraz, =0 as Equag0es acima sao convenientemente expressas C

®(Z) =P,,(2)In¢+ D (Z)) (7.49)
®'(Z) =P, (Z)In&+ P, (Z) (7.50)
®'(Z) =P, (Z)In& + B[, (Z) (7.51)

onde a partén e reg estdo dadas por:

(1-3z7+227) (1-322+ 22¢) i (5+ 12, - 12?)

®?,(Z)=- o L ®(Z) = In(z,-1)- o (7.52)

®, (Z,) =&]1T_21) L P (2) = —&ﬂ_zl)ln (z,-1) _%T(Zl+ 3- azlj (7.53)
3(1-2z _

@y, (Z) =%, Py (Z,) = —3(1—77221)In(21—1)+ 277122 +g (7.54)

As Equacdes (7.49) a (7.51) necessitam de integsag€peciais para avaliar

a parteinz,. Os termosy/z, na parte regular da Equacéo (7.53Y# na parte
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regular da Equacao (7.54) se cancelam quando eudifriacas sdo superpostas
em problemas de potencial e elasticidade.

Os termos principais de, paraz, =0 Sao

. 1 ! co

;!rpod% = _Eﬂ(5+6ln(zl) + ancsgn[| —ZD (7.55)

. __ 1 _

lim Re, = ET(5+ 6In(r) - 6In(a,)) (7.56)
mT-6+86

for 6<0<6+m
immao,=! 27 (7.57)

e TOYG gy 6, +m<6<6,+2m
2

néo existem singularidades em(®,) entretanto existe uma singularidaid¢r)
em Re(®,).
Os termos principais de, paraz, =0 s&o

1 3

M= "0 "o (7.58)
limRe®d ! = _%_i (7.59)
z,-0 2 2ir
im im o, = SN0 =4)a, (7.60)
2,0 27
existem singularidades do tipo tanto emim(®,) quanto emRe(®,).
Os termos principais de, paraz, =0 sao

3In(z i
lim ®", = ! ~+ n( l)+3icsg -1 |48 (7.61)
z-0 21TZ; m Z ) m

¥- B)aZ> 3(2+In(r)-In(a
“m Red® I;L - COS( > 1)a1 + ( ( ) ( )) (762)
Z,-0 27 T

. ~ ) _

—S'”(Zg Bla Am70%6) (o geo<gen
T
immor =, " (7.63)
sin(20- )2 _ -n1-6+6)
o - p for G +m<0<6+2m

héa singularidades do tippr? e In(r) em Re(®,) e Yr? emim(®,).
Algumas singularidades desaparecem com a supediposie duas

semitrincas opostas quando uma interpretacao BSizala.
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10.1.3.
Semitrinca de rotacdo adjacente a ponta da trinca

As Equacdes (4.13) a (4.15) sé&o reescritas aqui@ueniéncia

— 72 Z,J1-Z2 In[-1-,1-Z2 2
o(z) = -2V 7 2 | 1)_£+}_Z_1 (7.64)
2 2 2r 8 4
2 ?~1)in(-1-\1-22
v'(z)=—2a"1 |n21— 2 )—l—ﬁ (7.65)
2m1- 72 11— 2 m 2
A T oo Ll e e e R 20
'(Z)= iz, - — , (7.66)
2m(1-27) 2n1(1-2?) 2nz,(1-27)

Para o estudo dez, -~ 0, as Equacbes acima s&o convenientemente

expressas como

®(Z,) =aP,,(Z2)In(Z,) +aP o (Z) (7.67)
®'(Z) =a®|,(Z,)In(Z,) +aP,,(Z) (7.68)
P"(Z) =a Py, (Zl)ln( )+a1q> (z) (7.69)

onde as fungdes de tensdo sao multiplicadasppara garantir que o angulo de

abertura seja sempre unitario, as pares reg sdo dadas por:

7 1-72 Z,-Z\1-Z}In|-1-1-27) ;| 22
(DIn (Zl) =-— o7 - ) CDreg (Zl) =- 27T( ) +§__41]. (770)
' 272-1 (2zz-1)in(-1-\1-22) |
®.(Z)= ! ®,,(2)=- ( ) -=-= (7.71)

2m1- 27 ™2

Comf1-z%
21(225—3)|n(—1—\/1—zf) -z, + 227 4723

L i)

. z,(2z2-3)
CD ( 1) m, q)reg(zl)z_

as Equacbes (7.67) a (7.69) induzem a integracjmeciais para avaliar a parte
In(Z,).

Os termos principais de, paraz, =0 Sao

ima, =% (7.73)
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limRe®, =% (7.74)
Iirrz)lmd)l =0 (7.75)

neste caso nao existem singularidades.

Os termos principais de, paraz, =0 sao

n(2) In(z) 1. 1. {Hiﬁn (7.76)

LilrpOReCD = —%7(2+ In(r) - In(2a,)) (7.77)
a(7-0+6) 1 gepcqn
lim Im @, = 2”9 . (7.78)
- -T-0+
a (-7 ) for G+m<@<6+21
2
existe uma singularidade(r) emRe(®}).
Os termos principais de, paraz, =0 sdo
; oo
lim ®" =- 7.79
zllrpo Y2z, ( )
_ 2
jim Re» = -°X0=8)a (7.80)
4-0 2
; _ 2
jim 1m @, = S(E=6)a’ (7.81)
4-0 27

existem singularidades d¢ tanto emim(®") quanto enmRe(® ).

A maioria destas singularidades se cancelam conpergosicao de efeitos
de duas semitrincas opostas quando alguma intagaefisica é dada (problemas

de potencial ou elasticidade, por exemplo).

10.1.4.
Semitrinca de rotagdo na face da trinca

As Equacdes (4.17) a (4.19) sé&o reescritas aqui@ueniéncia

Z,-222+7¢ Z,-222+7% 1 ,

o2 =BT o) By L) 02
(1—4zl+3zf) (1—4zl+ 3zf) 1

©(Z)= i (z)+ 1 T (7, 1) - (5- &2,) (7.83)

2 ZT
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. (-2+3z,) (-2+ Z,) 1(1
PU(Z,) = N (Z N (2,-1) | -+ 6 (7.84)

Para o estudo dez, -~ 0, as Equagdes acima sdo convenientemente

expressas como

®(Z,) =a®,(Z)In(Z,) +aP ,(Z) (7.85)
'(2) =a®|,(Z,)In(Z,) +aP,,(Z) (7.86)
P"(Z,) =aP) (Z)In(Z,) +aP)y(Z) (7.87)

onde as partes e reg sdo dadas por:

z,-22}+73)

—272+7
®,(Z,) = _( - (Zi—+

, P (Z) = 1)m(; —1)—%(—% oz, -62?) (7.88)

(1-4z, +32?)

, , 1-4Z,+ 37} 1
®.(Z) =_T' ©.,(Z) :gln(zl—l)—E(S— GZl) (7.89)
®)(Z) = _ﬂ ’ cD:eg z) :@m (Zl_l) _i[i+ 6] (7.90)
n T 2m\ Z,

As Equacdes (7.85) a (7.87) induzem a integracSpsceis para avaliar a
partein(z,).

Os termos principais de, paraz, =0 sao

i -4

Irlfrg¢1 = on (7.91)
; -4

Ir|[r3)Re<D1 “on (7.92)
Iirrg)ImCD1 =0 (7.93)

neste caso nao existem singularidades.

Os termos principais de, paraz, =0 sao

o o ain(z) sa 1. i

ylrpodb = - 1 5 acson i 2 (7.94)
I l

limRe® ! = _a(in(r)-In(a)) _sa (7.95)

2-0 2 4T
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-6+6
a(7=0+6) ( gcpcqn
lim Im @, = 2”9 . (7.96)
- -T-0+
a(7-0%6) ( ginco<g+on
2
existe uma singularidade(r) emRe(®}).
Os termos principais de, paraz, =0 sao
lim ®", =- ! +2a1|n(zl)+2ia1csg L Y (7.97)
4-0 2z, /4 Z T
6-8)a> 2a/(In(r)=In
I|m Req) I;L: COS( l)al + al( ( ) (al)) +3_a1 (798)
2,0 2m T T
o2 _
S|n(92 gl)al _ 4a1(ﬂ2:+81) for QISQS 81"'77'
;imolmqb"l: . Hme , 0ro (7.99)
! Sm( - 1)a1 _431(—77'_ + 1) fOI" 91+7T<0<01+277'
2mr 2ir

existem singularidades dg¢ e In emRe(®}) e1/r emim(®").

A maioria destas singularidades se cancelam conpergosicao de efeitos
de duas semitrincas opostas, quando alguma integcfe fisica € dada

(problemas de potencial ou elasticidade, por exempl

10.2.
Estudo de singularidades em problemas de potencial

Como foi mostrado no capitulo 4, uma semitrincees@nta singularidades
tanto na origem quanto na ponta. Na origem, estagilaridades desaparecem
com a superposicado de efeitos de duas semitriha Secdo € apresentada a

abordagem matematica deste fenémeno.

10.2.1.
Superposi¢cédo de duas semitrincas elipticas.

A superposicdo de efeitos de duas trincas semd§ptomo mostrada na
Figura 11b em termos de deslocamentos foi proppstaDumont e Mamani

(2011) e aqui resumida brevemente.
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10.2.1.1. Valores de potencial para r tendendoa 0

Segundo as Equacdes (5.1), (5.7) e (7.39) paranadinacéo de efeitos do

potencial tem-se

b6, for0<@<§g
2r
: 1. 1), .6-6
limu EEI!%Im(CDl—dDZ) = 1+# for 6 <0<86, (7.100)
-9 forg,<0<2m
2

isto € 0 mesmo que a expressao

1 1 4-9, for a point outsid&€
limu=Simim(®, - ) == 27 (7.101)
r-0 kr-o0 k 01 —92 L
1+—+—= for a point inside&)

A diferenca do valoningu de um ponto dentro com outro fora do dominio é

%, com o< limu <%. N&o existe singularidade no potencial.

10.2.1.2. Fluxo normal para r tendendoa 0

A superposicéo de efeitos de duas semitrincas eltuah eliptica €
e &% __cosg-ising  cod,-i sif],

T @, 4w x,

lim (T,0',-T,9",) = (7.102)

a gue é finita e ndo depende do angél@ao redor do ponto =0. O campo de

gradientes é dado por

lim g, =—limIm (T,®',-T,®',) = _sing | sing,

r-0 r-0 431 432 (7 103)
i =i ' .\ _Cosf,  cod¥, :
limg, =-limRe(T,®'-T,®",) = _

r-0 r-0 431

Considerandm, =sing, e n, =-cosg,, e substituindo a Equagéo (7.103) na

Equacéo (5.3) o fluxo normal ao contornano pontor - 0 €

6,-6,
Iri[rg O, :IriEr})(—qxnxl —qynyl) :4i —% ao longo do contorno
% ? (7.104)
1 _ COS(HZ _91)

|rIET(1) 0, =Ir|rﬁno(—qxnXz —qynyz) = ao longo do contorno

R
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Note que existe um salto do fluxo normal no lingtdére os dois contornos.

Se 6,=6,+m, isto €, os segmentos 1 e 2 sdo colineares, alinitss resultam

. . 1 1 — ~ . . ,
em lmg% =I|moqn =—+-——, 0 que significa que ndo existe mais salto. S@ alé
r- ro 2

4a, 4da,
de serem colineares, tém comprimentos iguais ,), g, € constante ao longo
de todo o contorno e a integragaogjeao longo dos dois segmentos resulta numa

fonte unitaria,Q/t =1.

10.2.2.
Superposi¢éo de duas semitrincas polinomiais

bY

S&o0 apresentadas expressbes devido a superpogcéteitbs de duas
semitrincas polinomiais como mostrado na Figura &a termos de
deslocamentos. Este elemento € usado para a nefaig@® dos elementos da face

na discretizagdo de um contorno curvo geral.

10.2.2.1. Valores de potencial para r tendendo a O.

Segundo a Equacédo (5.1), (5.7) e (7.57) para untoetembinado de

potenciais
b -6, for0< @<,
2r
1 . _1) . 6-6,
Irlirgu_EI!rp()lm(dbl dJZ)—E 1+7 for 6 <0<86, (7.105)
9-6 for 8,<8<2mr
2

isto € 0 mesmo que a seguinte expressao
1 4-9, for a point outsid&€

imu = fimim(®, ~®,) =1} on (7.106)

K 1+M for a point inside

A diferenca entre os valores daou entre um ponto dentro e outro fora do
r-

dominio é%, com o< limu <%. N&o existe singularidade no potencial.
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10.2.2.2.Fluxo normal para r tendendoa 0

A superposicao de efeitos de duas semitrincas eltuaé polinomial é

_3e—i91 .\ 6 :_3(C0391_i Sirﬂl) + :6 COéz_i Siﬁz) (7.107)
2ma,  2ma, 3, 7,

lim (T,®",-T,®",) =

a que é finita e ndo depende do angflao longo do pontos =0. O campo de
gradientes é dado por
__3sing N 3sirg,

I,iirg O = —|riI:I’})|m (qu)ll_Tzq)' 2)

2718, 2713,

3cod 300 (7.108)
limg, =-limRe(T,®-T,0",) = cos, _ sCo8,
r-0 r-0 213, 2/ma

Considerandon, =sing, e n,=-cosg,, substituindo a Equagao (7.103) na

Equacéo (5.3) o fluxo normal ao contorngarar - 0 €
3 3coq6,-6)

2713,

3 3cod6,-6)

718,

Iirr(\) O, :Iimo(—qxnxl —qynyl) = ao longo do contorno
r— r—

(7.109)

|rIETg 0, =Ir|rﬁno(—qxnXz —qynyz) = > ao longo do contorno
Note que existe um salto do fluxo normal no lingtdére os dois contornos.

Se 6,=6,+m, isto €, os segmentos 1 e 2 sdo colineares, alnhitss resultam

3
+

em Iirr(\) O, =Iirr})qn = 5 , 0 que significa que n&o existe mais salto.
r- r— 2

10.2.3.
Superposi¢do de semitrinca eliptica com semitrinca polinomial

Estuda-se a superposi¢cdo de efeitos de uma trero&léptica com outra
semitrinca polinomial como mostrado na Figura 9btermos de deslocamentos.

O elemento em estudo € ideal para representarta garrinca.

10.2.3.1. Valores de potencial para r tendendo a O.

Segundo a Equacéo (5.1), (5.7), (7.39) e (7.57a pana combinacédo de

efeitos do potencial
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for0<8<§g
2r
: 1. 1), .6-6
limu EEI!%Im(CDl—dDZ) = 1+# for 6 <0<86, (7.110)
-6, for 8, <@<2mr
2

isto € 0 mesmo que a expressao

1 1 6-6, for a point outsid&€
limu = Zlimim(®, —®) =={ 27 (7.111)
r-0 kr-o0 k 6’1 —02

1+—+—2 for a point insid&
2

A diferenca do valor deirr(l)u entre um ponto dentro com outro fora do

dominio é% , COM0< limu <% .

10.2.3.2.Fluxo normal para r tendendoa o0

A superposicdo de efeitos de um semitrinca de @aedliptica com outra
polinomial &
e 3 _ (cosg-isig) §cod,-i sid,)

lim(T,®' -T,®',)=- = 7.112
im (T®',=T:®".) 4a, 2, da, 2ra, (7.112)

a que é finita e ndo depende do ang@l@ao redor do ponte =0. O campo de

gradientes é dado por

i, =-imim (70 -T,0-,) =38 351
szl 3co¥%. (7.113)

lim g, = —lim Re(T,0 ', ~T,®",) = cosg,  3cod,

r-0 r-0 431 > —

Considerandon, =sing, e n =-cosf,, e substituindo a Equagao (7.103) na

Equacédo (5.3) o fluxo normal ao contorhaio pontor - 0 €

1 3cod6,-6)

Iri[rg O, =Irirqno(—qxnX1 —qynyl) :E T ao longo do contorno :

(7.114)
: L _ 3 cod6,-6)
|IW(\) a, ‘I'mo(_qx”xz —qynyz) = - ao longo do contorno

2718,
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Note que existe um salto do fluxo normal no lingtdére os dois contornos.

Se 6,=6,+m, isto €, os segmentos 1 e 2 sdo colineares, alinitss resultam

. . 1 N ~ . .
em Img) O, =I|rr})qn =+ , 0 que significa que n&o existe mais salto.
r- r— 2

da, 2rma,

10.2.4.
Combinacao de Semitrincas formando um elemento der  otacédo para
as faces

Estuda-se a superposicao de efeitos de duas semadrde rotacdo como
mostrado na Figura 9c¢ em termos de deslocamentader@®ento em estudo é

ideal para considerar as rotacfes relativas nas fi trinca.

10.2.4.1. Valores de potencial para r tendendoa 0

Na origem, o potencial obtido a partir da Equag®es), (5.7) e (7.93) é

nulo, porém finito.

10.2.4.2. Fluxo normal para r tendendoa o0

A superposicéo de efeitos de duas semitrincastdedo fornece
lim (T, +T,0",) =
(cosg, -i sing,)
4
+(cosé’2 ~i sing,)
a4

(-(2n(r)-2in(a,) + 5 + 3(+,7-(6-4,))) (7.115)

(—(2|n(r) -2In(a,)+5)+ 2 (izﬂ—(é’—é’z)))

de onde o campo de gradientes € calculado
lim g, =—lim Im (o' +T,9',) =

Ll(-2n(r)+2n(a)-9)srd,- qm-(0-0)) cos]

L (-2in(r)+2in(a,) - sirg, - 4z, ~(6-0) cos

lim g, = ~limRe(T,0 '+ T,0",) = 7116
%T[_(‘Zln(r) +2In(a,) - 5) cod, - $£7;,-(6-86,)) sie,]

+L[(-2in(r)+ 2ina,) - §eoss, - 4z, ~(6-6,) sip,
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considerandon, =sing, e n,=-cosg, para 0 segmento 1 en =-sing, e

n, =cosg, para o segmento 2, o fluxo normal no contorné

(2In(r) +5)(1+ co4d, -4,))
lim g, :Irirqno(—qxnx1 —qynyl) :%T -2(In(a) +In (a,)cos(6, - 6,)
-2(+7, - (6-6,))sin(6,-6,)
~(2In(r) +5)(1+ co4d, - 4,))
im g, :Irirﬁno(—qxnXz —qynyz) :%T 2(In(a,) +In(a,)cos(8,-4,)) | ao longo do contorno
-2(+, - (6-6,))sin(6,-6,)
(7.117)

) ao longo do contorno

Para o caso geral o fluxo normal depende deé. Para o caso particular

de 6, - 6, = m as equacdes acima se reduzem a

lim =Irirqno(—qxnX1 —qynyl) = —Ziln (a,/a,) ao longo do contorno 1
“ (7.118)

. . 1
Irlirg A, :Irlrﬁno(—qxnXz —qynyz) = _Erln (a,/a,) aolongo do contorno

que séao valores finitos que ndo dependem de/.

10.2.5.
Combinacédo de Semitrincas formando um elemento der  otagao para
as pontas

Estuda-se a superposicao de efeitos de duas swmadrde rotacdo como
mostrado na Figura 9d em termos de deslocamentader@ento é ideal para
considerar as rotacoes relativas das faces prox@mpentas da trinca.
10.2.5.1.Valores de potencial para ' tendendo a O

Na origem, o potencial obtido a partir das Equag¢sdek), (5.7), (7.75) e
(7.93) € nulo, porém finito.
10.2.5.2.Fluxo normal para ' tendendoa O

A superposicéo de efeitos de duas semitrincastdedo é
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lim (T +T,0',) =
(cosg, -i sing,)
4

.\ (c056’24—7iT sing,) (—(2|n(r) -2In(a,)+5)+ 2 (izn—(a—az)))

(=(2In(r) - 2in(a)) + 2(x,7-(6-6))) (7.119)

de onde o campo de gradientes é calculado
IriT) ay = —|rilll10|m (qu)ll"'Tzq)l 2) =

L[ (-2in(r)+ 2in(a))sing - 42 ~(6-6)) C°§J

+$[(—2In(r)+2ln( - 5) sing, — 4+m,~(6-6,)) CO@ZJ

. . (7.120)
limag, =-lmRe(T® ' +T,®",) =

el -{2n(r)+ 2n(a) cos, - 4em-(0-6) s

+%T[_(-Zln(r)+2m(a2) 5) coss, - 2(x77, - (6-6,))sing, |

Considerandon, =sing, e n =-cosf, para 0 segmento 1 ey =-sing, €

n, =cosg, para o segmento 2, o fluxo normal no contorné

(2In(r) +5)(1+ co4d, -4,))
lim g, =Ij[no(—qxnxl —qynyl) =%T -2(In (&) +In (a,)cos(6,-6,)) | ao longo do contorno
-2(+7, - (6-6,))sin(6,-6,)
~(2In(r) +5)(1+ co4d, - 4,))
lim g, =|j[r1()(—anX2 —qynyz) =%T 2(In(a,) +In(a,)cos(8,-4,)) | ao longo do contorno
—2(+, - (6-6,))sin(6,-6,)
(7.121)
Para o caso geral o fluxo normal depende d= . Para o caso particular

de g, -6, = 7 as equagdes acima se reduzem a

lim g, =Ij[no(—qxnxl —qynyl) = —ziln (a,/a,) ao longo do contorno 1
T (7.122)

. . 1
imaq, =I!Er1()(—qxnxz —qynyz) = _Zrln (a,/a,) aolongo do contorno

gue sao valores finitos que ndo dependem de&d.
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10.3.
Expressdes analiticas para a integracdo da matriz H em problemas
de potencial quando elementos de forma polinomial s ao usados

Para elementos de interpolacao linegr, n, e |J| sdo constantes, assim a
Equacéo (5.9) pode ser convenientemente reesorita ¢
H=H,=-n|J[ g, Nd-n |3 |[ a N & (7.123)
onde € usada uma funcédo de interpolacéo lineaji-¢ ¢, comé¢0[0,4. g, €

q, sdo dadas pela Equagao (5.2) e reescritas aquopeeniéncia

g, = % - -Im(T,®,)
gj (7.124)
q, = —ka—yl =-ReT,0))

A funcéo de tensédw,(z,) € dada em termos de um argumento complexo
Z, e T, é uma constante complexa. Tartocomo T, sdo definidas na Equacgéo
(4.3). Um forma alternativa do argumento complexe

Z,(§)=A+C¢ (7.125)

onde ¢ € uma coordenada parametrigalo,], A e C, séo constantes complexas

dadas por:

i ei(ga_gl)
A =aT, =(x, +iy,)T, =-* a,

i rbel(ab_gl)
B, =bT, = (X, +1y,)T, = a (7.126)

i(6-61)
. . . I
C,=AB =B, = A = (X +iy,)T = (X, +iy,)T, = (X +iy,)T, :abT

A Equacgéo (7.123) pode ser rescrita por converag&cmmno

H=H, =n, 131 Im(T,[ &, ()N, (&) &) +n, 3 |RET, [ &, (£)N,(€) d) (7.127)

onde ®,(z,) € a mesma expressédo da Equacéo (4.10) sem o sergwdar 1/,

como mostrado na Equac&o (7.128). E possivel eastartermo singular devido a
este termo se cancelar com a superposicao de duaiscas opostas como
demonstrado no item 10.2.

1
211z,

®,(2,)=,(Z,)+ (7.128)
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O problema se reduz ao calculo das integrais

[[®,(6)(1-¢)az
[KAGIGLES

(7.129)

Existem quatro diferentes casos a ser levados ema ¢@ integracdo da

Equacéo (7.129), como ilustrado na Figura 44.

Source element

Semi-crack
Semi-crack tip (K+1)

origin (k) —> Field line

(i) (1)
a) Case a

Source element

- i

Semi-crack
Semi-crack tip (K+1)

origin (k) —> Field line

()

c) Case c

Source element

e = A\

Semi-crack
Semi-crack tip (K +1)

origin (k) — Field line

(i) (1)
b) Case b

Source element

A
Semi-crack
Semi-crack tip (k+1)
origin (k) _e—> Field line
(my (1)
d) Case d

Figura 44. Casos de integracdo da Matriz H em problemas de potencial.

O valor principal da fungcédo complexaz) comz=rée? é

In(z) =In(r)+i(6#), quando0< 6, < 27

(7.130)

onde a parte real e imaginaria sdo, respectivamente

Re( In(z)) = In(r)

Im(ln(z)) =6

(7.131)

Uma forma pratica de obt&r computacionalmente é

= 2ﬂfrac(w + 1]
2

(7.132)

O desenvolvimento analitico para cada um dos dasosando o programa

computacional Mapi¢' (2011).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1112061/CA


PUC-RiIo - Certificacdo Digital N° 1112061/CA

118

10.3.1.
Caso a — O segmento de integracdo coincide comao  eixo da
semitrinca

A integracéo da Equagéao (7.129) para o caso dad-gla. resulta em

Na[14 = [ @ ( df__gr_'% (7.133)
Na[2,1] = j;@;(f)({)df-gT -.711 (7.134)

Os resultados das integrais acima sdo armazenadasna matrizNa[n,1] ,
onde o indicen=1,2 corresponde a fungéo de interpolag@eé) ou (¢), e 1
corresponde a semitrinda As Equacdes (7.133) e (7.134) para a semitrinca
tém a mesma expressdo €€ é substituida por®, na equagdo acima e

armazenada na matrieci]n, 2] .

10.3.2.
Caso b — A origem do segmento de integragéo coincid e com a
origem da semitrinca

A integracdo da Equacéao (7.129) para o caso maostradrigura 44b é
Nb[L4 = (@, (C.&)(1-&) & =

C,(2cz-3c,-2)- ¥(C,- Y In(C)+ {Ci- Ti+ 7, - ) IfC, - J- &r( e,- Jsignum( om(C,) ):

8nC;
Nb[2,4]= [ &, &)df =
C,(6c? -5, + 2)— 3(3C, - 4) In(C))+ 43¢ - €7+ } C, - )~ Prssignum( Am(C,) 1
871C?
(7.135)

onde a funcéaign(x) € definida por

-1 for x<O
sign(x)=< 0 for x=0 (7.136)
1 for x>0

10.3.3.
Caso ¢ — A origem do segmento de integracao coincid e com a ponta
da semitrinca

A integracdo da Equacéao (7.129) para o caso mastradrigura 44c é
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Ne[1,1] = [[®; (1+C,é) (1) d =
C (2ci+c,-2+ T3 (C,+ I In(C)- 4Ci+ Z7-2C, - J IfC, + )
87C?
Nc[2,] = I (HCeé)(&)d =
C,(6C? +5C,+2)+2C} (L, + 4§ I(C)- { &+ €3+ Jin(C,+ )
871C?

(7.137)

onde o problema é resolvido considerando o valorcipal de In(C)) como

mostrado na Equacéo (7.130).

10.3.4.
Caso d — Caso geral

O calculo da integral da Equacédo (7.129) para o gasal mostrado na
Figura 44d estd em andamento, pois ainda ndo foosieada a generalidade
quando existe mudanca de quadrante, no entangrnativamente pode se
calcular a solugdo numérica pela quadratura de $Shegendre dado que néo
existem singularidades envolvidas.

N [L1] = [, (A +C)(1- )wsia'l(A+cgg!gl)(l—fg)wgﬁgl
- (7.138)

Nd[2,] = [ @, (A +C¢)(1-&) c = Z<D (A+C&, 1, (&)W, [,]

Foram desenvolvidas as solu¢cbes analiticas parasemdrinca 1, para a

semitrinca2, o procedimento é similar, substituindo o subsqtit pelo subscrito
(.),. Todos os resultados sao armazenados nas matages , Nbfi,c], Ndi,c] e
Nd[i,c] ondei=1,2 € relacionado a funcdo de formy=[1-¢,{] e c=12 €

relacionado a semitrinca 1 ou 2.
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