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10 
Apêndice 

10.1. 
Estudo do comportamento das funções de tensão na or igem da 
trinca 

 

10.1.1. 
Semitrinca de forma elíptica 

O estudo das funções de tensão de forma semielíptica também foi tratado 

por Dumont e Mamani (2011). 

As Equações (4.5) a (4.7) são reescritas aqui por conveniência 

( )2 2
2

1
1 1

1

1 1

1 ln 1 1
( ) ln

2

1

2 2 4

1Z ZZ Z
Z Z

ππ π

− − −
− −

−
Φ −+=

−
 (7.28) 

( )2
1

2 2
1

1
11

1
1

1

ln 1 1
( ) ln

22

1 1

41 2 1

ZZ
Z Z

Z

Z

Z Z ππ π
′Φ =

− − −
− −

−
−

−
 (7.29) 

( )
( ) ( )

2
1

3/22 2 22
1

1

1

1
3 2

1 1

ln 11
( ) ln

2 ) 22

1 1

(1 11

Z

Z Z
Z

ZZ
Z

π ππ

− − −
+

− −−
′′Φ = − , (7.30) 

Para o estudo de 1 0Z → , as Equações acima são convenientemente 

expressas como 

( )1 1 1 1( ) ( ) ln ( )ln regZ Z Z Z+Φ = Φ Φ   (7.31) 

( )1 1 1 1( ) ( ) ln ( )ln regZ Z Z Z′ ′ ′Φ = Φ + Φ   (7.32) 

( )1 1 1 1( ) ( ) ln ( )ln regZ Z Z Z′′ ′′ ′′Φ = Φ + Φ   (7.33) 

onde as partes ln  e reg  são dadas por: 

1

2
1( )

1

2ln Z
Z

π
Φ = −

−
, 

( )2 2
1 1

1
1

1 1 ln
( )

2

1

4

1
reg

Z Z Z
Z

π

− − − − −
−−Φ =  (7.34) 

1
1 2

1

(
2 1

)ln

Z
Z

Zπ
′ =

−
Φ , 

( )2
1 1

1 2
11

ln 1
( )

2

1 1 1

2 41
reg

Z Z
Z

ZZ ππ

− − −
−

−
′ − −Φ =  (7.35) 
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1 3 22
1

1
( )

2 (1 )ln Z
Zπ −

′′Φ = , 
( )

( ) ( )
2
1

1 3/2 2 22
1 11

( )
22

ln 1 1 1

11
reg

Z
Z

Z ZZ ππ
′′Φ =

−
+−

− −

−−
 (7.36) 

As Equações (7.31) a (7.33) necessitam de integrações especiais para avaliar 

a parte ( )1ln Z . Os termos 11 Z  na Equação (7.35) e 2
11 Z  na Equação (7.36) são 

cancelados na superposição de efeitos de duas semitrincas em problemas tanto de 

potencial quanto de elasticidade. 

Os termos principais da Equação (7.31) para 1 0Z =  (isto é, termos que são 

diferentes de zero) são, 

( ) ( )
( )2

1

1 1
0

1

1 11
lim 1 ln 2 ln csgn

2r

i Z
Z i

Z
π

π→

  + −  Φ = − + − +  
  
  

 (7.37) 

( ) ( )( )1 1
0

1
limRe ln 1 ln 2

2r
r a

π→
Φ = − + −   (7.38) 

1
1 1

1
0

1
1 1

for 
2limIm

for 2
2

r

π θ θ θ θ θ π
π

π θ θ θ π θ θ π
π

→

− + ≤ ≤ +Φ = − − + + < < +


 (7.39) 

onde existe uma singularidade do tipo ( )ln r  em ( )1Re Φ  quando r  tende a 0  e não 

existem singularidades em ( )1Im Φ . 

Os termos principais da Equação (7.32) para 1 0Z =  (isto é, termos que são 

diferentes de zero) são, 

1
0

1

1 1
lim

2 4r Zπ
′

→
Φ = − −   (7.40) 

( )1 1
1

0

cos 1
limRe

2 4r

a

r

θ θ
π

′

→

−
Φ = − −   (7.41) 

( )1 1
1

0

sin
limIm

2r

a

r

θ θ
π

′

→

−
Φ =   (7.42) 

onde existem singularidades do tipo 1 r  tanto em ( )1Im 'Φ  como em ( )1Re 'Φ . 

Os termos principais da Equação (7.33) para 1 0Z =  (isto é, termos que são 

diferentes de zero) são, 

1 20
1

1
lim

2r Zπ
′′

→
Φ =   (7.43) 
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( ) 2
1 1

1 20

cos 2 2
limRe

2r

a

r

θ θ
π

′′

→

−
Φ =   (7.44) 

( ) 2
1 1

1 20

sin 2 2
limIm

2r

a

r

θ θ
π

′′

→

−
Φ = −   (7.45) 

onde existem singularidades de 21 r  tanto em ( )1Im ''Φ  quanto em ( )1Re ''Φ . 

A maioria destas singularidades se cancelam com a superposição de efeitos 

de duas semitrincas opostas quando alguma interpretação física é dada (problemas 

de potencial ou elasticidade, por exemplo). 

 

10.1.2. 
Semitrinca de forma polinomial 

As Equações (4.9) a (4.11) são reescritas aqui por conveniência 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 3 2 3 2
1 1 1 1 1 1

1 11

1 3 2 1 3 2 5 12 12
ln ln 1

2 2 12
( )

Z Z Z Z Z
Z ZZ

Z

π π π
− + − + + −

− −Φ − +=  (7.46) 

( ) ( ) ( ) ( )1 1 1 1
11 1 1

1
1

3 1 3 1 1 1
ln l' ( n 1 3 6

2
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Z Z Z Z
Z Z Z
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π π π
− −  

− − − + −Φ 
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 (7.47) 

( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 1 1 1 2

1

3 1 2 1 2 1 6
ln l

3
'' ( n 1)

2

Z Z
ZZ Z

Zπ π π π
− −

− − + +Φ =  (7.48) 

Para 1 0Z =  as Equações acima são convenientemente expressas como 

1 1 1( ) ( ) ln ( )ln regZ Z Zξ +Φ = Φ Φ   (7.49) 

1 1 1( ) ( ) ln ( )ln regZ Z Zξ′ ′ ′Φ = Φ + Φ   (7.50) 

1 1 1( ) ( ) ln ( )ln regZ Z Zξ′′ ′′ ′′Φ = Φ + Φ   (7.51) 

onde a parte ln  e reg  estão dadas por: 

( )2 3
1 1

1

1 3
(

2
)

2ln

Z Z
Z

π
− +

−Φ = , 
( ) ( ) ( )2 3 2

1 1 1 1

1 1

1 3 2 5 12 12
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2 12
( )reg

Z Z Z Z
Z Z

π π
Φ =
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( )1 1
1( )

3 1
ln

Z Z
Z

π
′Φ =

−
, 

( ) ( )1 1
1 1 1

1

3 1 1 1
ln 1 3 6( )

2reg

Z Z
Z Z Z

Zπ π
′Φ

−  
− − − += − 

 
 (7.53) 

( )1
1

3
( )

1 2
ln

Z
Z

π
Φ =

−
′′ , 

( ) ( )1
1 1 2

1

3
(

1 2 1 6
ln 1

2
)reg

Z
Z Z

Zπ π π
−′′ − −= +Φ +  (7.54) 

As Equações (7.49) a (7.51) necessitam de integrações especiais para avaliar 

a parte 1ln Z . Os termos 11 Z  na parte regular da Equação (7.53) e 211 Z  na parte 
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regular da Equação (7.54) se cancelam quando duas semitrincas são superpostas 

em problemas de potencial e elasticidade. 

Os termos principais de 1Φ  para 1 0Z =  são 

( )
1

1 10
1

1
lim 5 6ln 6

12Z

i
Z i csgn i

Z
π

π→

  
Φ = − + + −   

  
  (7.55) 

( ) ( )( )
1

1 1
0

1
lim Re 5 6ln 6ln

12Z
r a

π→
Φ = − + −   (7.56) 

1

1
1 1

1
0

1
1 1

2lim Im
2

2

Z

for

for

π θ θ θ θ θ π
π

π θ θ θ π θ θ π
π

→

− + ≤ ≤ +Φ = − − + + < < +


 (7.57) 

não existem singularidades em ( )1Im Φ  entretanto existe uma singularidade ( )ln r  

em ( )1Re Φ . 

Os termos principais de 1
′Φ  para 1 0Z =  são 

1
1

0
1

1 3
lim '

2 2Z Zπ π→
Φ = − −   (7.58) 

( )
1

1 1
1

0

cos 3
lim Re '

2 2Z

a

r

θ θ
π π→

−
Φ = − −   (7.59) 

( )
1

1 1
1

0

sin
lim Im '

2Z

a

r

θ θ
π→

−
Φ =   (7.60) 

existem singularidades do tipo 1 r  tanto em ( )1Im Φ  quanto em ( )1Re Φ . 

Os termos principais de 1
′′Φ  para 1 0Z =  são 

( )
1

1
1 20

11

3ln1 6
lim '' 3 sgn

2Z

Z i
ic i

ZZ π ππ→

 
Φ = + + − + 

 
 (7.61) 

( ) ( ) ( )( )
1

2
11

1 20

3 2 ln lncos 2 2
lim Re ''

2Z

r aa

r

θθ
ππ→

+ −−
Φ = +  (7.62) 

( ) ( )

( ) ( )1

2
1 1

1 12

1 20
1 1

1 12

1

1

sin 2 2 3

2
lim Im ''

sin 2 2 3
2

2

Z

a
for

r

a
for

r

θ

θ

θ π θ θ
θ θ θ π

ππ
θ π θ θ

θ π θ θ π
ππ
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− − ≤ ≤ +

Φ = 
− − − +− − + < < +



 (7.63) 

há singularidades do tipo 21 r  e ( )ln r  em ( )1Re Φ  e 21 r  em ( )1Im Φ . 

Algumas singularidades desaparecem com a superposição de duas 

semitrincas opostas quando uma interpretação física é dada. 
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10.1.3. 
Semitrinca de rotação adjacente à ponta da trinca 

As Equações (4.13) a (4.15) são reescritas aqui por conveniência 

( )2 2
2

1 1 1 2
1

1 1
1 1 1

1 ln 1
( ) ln

2

1

2 8 4

1

2

1 ZZ Z ZZ
Z

Z
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ππ π
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− +
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( ) ( )2
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2
1

2 21

1

1

1
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( ) ln

22 2

ln 1 1
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ZZ Z
Z Z

Z

Z Z ππ π
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 (7.65) 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2
2 31

1 1 1
2 3/2 22
1 1 1

22
1 11 1
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1

3 2
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(

2 32 3
( ) ln

2 ) 221 11
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Z ZZ Z
Z Z

π π
π ππ

−− − −
′

− − − + +
+

−
=

− −
′Φ −  (7.66) 

Para o estudo de 1 0Z → , as Equações acima são convenientemente 

expressas como 

( )1 11 1 1 1( ) ( ) ln ( )ln rega aZ Z Z ZΦ = Φ + Φ   (7.67) 

( )1 1 11 11( ) ( ) ln ( )ln regZ Z Z a Za′ ′ ′Φ = Φ + Φ   (7.68) 

( )1 1 1 11 1( ) ( ) ln ( )ln regZ Z Z Za a′′ ′′ ′′Φ = Φ + Φ   (7.69) 

onde as funções de tensão são multiplicadas por 1a  para garantir que o ângulo de 

abertura seja sempre unitário, as partes ln  e reg  são dadas por: 

2
1 1

1( )
2

1
ln

Z Z
Z

π
Φ

−
= − , 

( )2 2
1

1
1 21 1

1

1 ln 1 1 1
( )

2 8 4reg
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π
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=  (7.70) 

2
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1 2
1
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ln
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1
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ln 12 1 1
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1

212
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ππ
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1 1

3 21 2
1(
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2 )1ln

Z Z
Z

Zπ
−

−
′′Φ = , 

( ) ( )
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2
2 31

1 1 1
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2

22
1 1

1 1

1

2 3
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ln 1 1 1 2

11
reg

Z Z Z Z Z Z
Z

Z ZZ

π π
ππ
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+

−−

−
′′Φ = − (7.72) 

as Equações (7.67) a (7.69) induzem a integrações especiais para avaliar a parte 

( )1ln Z . 

Os termos principais de 1Φ  para 1 0Z =  são 

1
0

1lim
8r

a
→

Φ =   (7.73) 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1112061/CA



106 
 

1
1

0
limRe

8r

a
→

Φ =   (7.74) 

1
0

limIm 0
r →

Φ =   (7.75) 

neste caso não existem singularidades. 

Os termos principais de 1
′Φ  para 1 0Z =  são 

( ) ( )
1

2
1 1

1 10
1

ln 2 ln 11 1
lim ' sgn

2 2 2Z

Z i i Z
a ic

Zπ π π→

  + −
  Φ = − − +

  
  

 (7.76) 

( ) ( )( )
1

1
1

1
0

2lim Re ' 2 ln ln
2Z

a
r a

π→
Φ = − + −   (7.77) 

( )

( )1

1 1
1 1

10
1 1

1 1

   for 
2lim Im '

   for 2
2

Z

a

a

π θ θ
θ θ θ π

π
π θ θ

θ π θ θ π
π

→

− +
≤ ≤ +Φ = 

− − + + < < +

 (7.78) 

existe uma singularidade ( )ln r  em ( )1Re 'Φ . 

Os termos principais de 1
′′Φ  para 1 0Z =  são 

1

1
1

0
1

lim ''
2Z

a

Zπ→
Φ = −   (7.79) 

( )
1

2
1 1

10

cos
lim Re ''

2Z

a

r

θ θ
π→

−
Φ = −   (7.80) 

( )
1

2
1 1

10

sin
lim Im ''

2Z

a

r

θ θ
π→

−
Φ =   (7.81) 

existem singularidades de 1 r  tanto em ( )1Im ''Φ  quanto em ( )1Re ''Φ . 

A maioria destas singularidades se cancelam com a superposição de efeitos 

de duas semitrincas opostas quando alguma interpretação física é dada (problemas 

de potencial ou elasticidade, por exemplo). 

 

10.1.4. 
Semitrinca de rotação na face da trinca 

As Equações (4.17) a (4.19) são reescritas aqui por conveniência 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3 2 3

1 1 1 1 1 1 2
1 1 1 11(

2 2 1
ln ln 1 2 9 6

2 2
)

2 1

Z Z Z Z Z Z
Z Z Z Z Z

π π π
− + − +

− −= − + −Φ + −  (7.82) 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

1 1 1 1

1 1 11

1 3 1 3 1
ln ln 1 5 6

4 4
(

2 4
' )

2

Z Z Z
Z

Z
Z Z Z

π π π
− + − +

− −Φ + −= −  (7.83) 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1112061/CA



107 
 

( ) ( ) ( ) ( )1 1
1 1

1
1

2 3 2 3 1 1
ln ln 1 6

2
''( )

Z Z
Z Z

Z
Z

π π π
− + − +  

+ − − + 


= −


Φ  (7.84) 

Para o estudo de 1 0Z → , as Equações acima são convenientemente 

expressas como 

( )1 11 1 1 1( ) ( ) ln ( )ln rega aZ Z Z ZΦ = Φ + Φ   (7.85) 

( )1 1 11 11( ) ( ) ln ( )ln regZ Z Z a Za′ ′ ′Φ = Φ + Φ   (7.86) 

( )1 1 1 11 1( ) ( ) ln ( )ln regZ Z Z Za a′′ ′′ ′′Φ = Φ + Φ   (7.87) 

onde as partes ln  e reg  são dadas por: 

( )2 3
1 1 1

1

2

2
( )ln

Z Z Z
Z

π
− +

Φ −= , 
( ) ( ) ( )

2 3
1 1 1 2

1 1 1 1

2 1
ln 1 2 9

12
)

2
( 6reg

Z Z Z
Z Z Z Z

π π
− +

− − − + −Φ = (7.88) 

( )2
1 1

1

1 3

2

4
( )ln

Z Z
Z

π
− +

′Φ = − , 
( ) ( ) ( )

2
1 1

1 1 1

1 3 1
ln 1 5 6

2

4
( )

4reg

Z Z
Z Z Z

π π
− +

− − −′Φ =  (7.89) 

( )1
1( )

2 3
ln

Z
Z

π
′′Φ =

− +
− , 

( ) ( )1
1 1

1

2 3 1 1
ln(

2
) 1 6reg

Z
Z Z

Zπ π
− +  

− − + 


′′ =


Φ  (7.90) 

As Equações (7.85) a (7.87) induzem a integrações especiais para avaliar a 

parte ( )1ln Z . 

Os termos principais de 1Φ  para 1 0Z =  são 

1
0

1li
6

m
r

a

π→
Φ =   (7.91) 

1
1

0
limRe

6r

a

π→
Φ =   (7.92) 

1
0

limIm 0
r →

Φ =   (7.93) 

neste caso não existem singularidades. 

Os termos principais de 1
′Φ  para 1 0Z =  são 

( )
1

1 1 1
1 1

0
1

ln 5 1
lim ' sgn

2 4 2Z

a Z a i
ia c i

Zπ π→

 
Φ = − − − − 

 
  (7.94) 

( ) ( )( )
1

1 1 1
1

0

ln ln 5
lim Re '

2 4Z

a r a a

π π→

−
Φ = − −   (7.95) 
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( )

( )1

1 1
1 1

10
1 1

1 1

   for 
2lim Im '

   for 2
2

Z

a

a

π θ θ
θ θ θ π

π
π θ θ

θ π θ θ π
π

→

− +
≤ ≤ +Φ = 

− − + + < < +

 (7.96) 

existe uma singularidade ( )ln r  em ( )1Re 'Φ . 

Os termos principais de 1
′′Φ  para 1 0Z =  são 

( )
1

1 1 1
1 1

0

1

1 1

2 ln 3
lim '' 2 sgn

2Z

a Z ai
ia c i

Z Z

a

π π π→

 
Φ = − + + − + 

 
 (7.97) 

( ) ( ) ( )( )
1

2
1 11 1 1

1
0

2 ln lncos 3
lim Re ''

2Z

a r aa a

r

θ θ
π π π→

−−
Φ = − + +  (7.98) 

( ) ( )

( ) ( )1

2
1 1 1 1

1 1

1 20
1 1 1 1

1 1

sin 4
   for 

2 2
lim Im ''

sin 4
   for 2

2 2

Z

a a

r

a a

r

θ θ π θ θ
θ θ θ π

π π
θ θ π θ θ

θ π θ θ π
π π

→

 − − +
− ≤ ≤ +

Φ = 
− − − + − + < < +



 (7.99) 

existem singularidades de 1 r  e ln  em ( )1Re ''Φ  e 1 r  em ( )1Im ''Φ . 

A maioria destas singularidades se cancelam com a superposição de efeitos 

de duas semitrincas opostas, quando alguma interpretação física é dada 

(problemas de potencial ou elasticidade, por exemplo). 

 

10.2. 
Estudo de singularidades em problemas de potencial 

Como foi mostrado no capitulo 4, uma semitrinca apresenta singularidades 

tanto na origem quanto na ponta. Na origem, estas singularidades desaparecem 

com a superposição de efeitos de duas semitrincas. Nesta Seção é apresentada a 

abordagem matemática deste fenômeno. 

 

10.2.1. 
Superposição de duas semitrincas elípticas. 

A superposição de efeitos de duas trincas semielípticas como mostrada na 

Figura 11b em termos de deslocamentos foi proposta por Dumont e Mamani 

(2011) e aqui resumida brevemente. 
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10.2.1.1. Valores de potencial para r  tendendo a 0  

Segundo as Equações (5.1), (5.7) e (7.39) para a combinação de efeitos do 

potencial tem-se 

1 2
1

1 2
1 2 1 2

0 0

1 2
2

for 0
2

1 1
lim limIm( ) 1 for 

2

for 2
2

r r
u

k k

θ θ θ θ
π
θ θ θ θ θ

π
θ θ θ θ π

π

→ →

− ≤ <


−≡ Φ − Φ = + ≤ ≤


− < ≤


 (7.100) 

isto é o mesmo que a expressão 

1 2

1 2
0 0

1 2

for a point outside 
1 1 2lim limIm( )

1 for a point inside 
2

r r
u

k k

θ θ
π
θ θ

π
→ →

− Ω≡ Φ − Φ =  − + Ω


 (7.101) 

A diferença do valor 
0

lim
r

u
→

 de um ponto dentro com outro fora do domínio é 

1

k
, com 

0

1
0 lim

r
u

k→
< < . Não existe singularidade no potencial. 

 

10.2.1.2. Fluxo normal para r  tendendo a 0  

A superposição de efeitos de duas semitrincas de abertura elíptica é 

( )
1 2

1 1 2 2
1 1 2 20

1 2 1 2

cos sin cos sin
lim ' '

4 4 4 4

i i

r

i ie e
T T

a a a a

θ θ θ θ θ θ− −

→

− −Φ − Φ = − + = − +   (7.102) 

a que é finita e não depende do ângulo θ  ao redor do ponto 0r = . O campo de 

gradientes é dado por 

( )

( )

1 2
1 1 2 2

0 0
1 2

1 2
1 1 2 2

0 0
1 2

sin sin
lim lim Im ' '

4 4

cos cos
lim limRe ' '

4 4

x
r r

y
r r

q T T
a a

q T T
a a

θ θ

θ θ

→ →

→ →

= − Φ − Φ = − +

= − Φ − Φ = −
  (7.103) 

Considerando 1sinxn θ=  e 1cosyn θ= − , e substituindo a Equação (7.103) na 

Equação (5.3) o fluxo normal ao contorno Γ  no ponto 0r →  é 

( ) ( )

( ) ( )
1 1 1

2 2 2

2 1

0 0
1 2

2 1

0 0
2 1

cos1
lim lim    ao longo do contorno 1

4 4

cos1
lim lim    ao longo do contorno 2

4 4

n x x y y
r r

n x x y y
r r

q q n q n
a a

q q n q n
a a

θ θ

θ θ

→ →

→ →

−
= − − = −

−
= − − = −

  (7.104) 
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Note que existe um salto do fluxo normal no limite entre os dois contornos. 

Se 2 1θ θ π= + , isto é, os segmentos 1 e 2 são colineares, ambos limites resultam 

em  
1 20 0

1 2

1 1
lim lim

4 4n n
r r

q q
a a→ →

= = + , o que significa que não existe mais salto. Se além 

de serem colineares, têm comprimentos iguais (1 2a a= ), nq  é constante ao longo 

de todo o contorno e a integração de nq  ao longo dos dois segmentos resulta numa 

fonte unitária, 1Q t = . 

 

10.2.2. 
Superposição de duas semitrincas polinomiais 

São apresentadas expressões devido à superposição de efeitos de duas 

semitrincas polinomiais como mostrado na Figura 9a em termos de 

deslocamentos. Este elemento é usado para a representação dos elementos da face 

na discretização de um contorno curvo geral. 

 

10.2.2.1. Valores de potencial para r  tendendo a 0 . 

Segundo a Equação (5.1), (5.7) e (7.57) para um efeito combinado de 

potenciais 

1 2
1

1 2
1 2 1 2

0 0

1 2
2

for 0
2

1 1
lim limIm( ) 1 for 

2

for 2
2

r r
u

k k

θ θ θ θ
π
θ θ θ θ θ

π
θ θ θ θ π

π

→ →

− ≤ <


−≡ Φ − Φ = + ≤ ≤


− < ≤


 (7.105) 

isto é o mesmo que a seguinte expressão 

1 2

1 2
0 0

1 2

for a point outside 
1 1 2lim limIm( )

1 for a point inside 
2

r r
u

k k

θ θ
π
θ θ

π
→ →

− Ω≡ Φ − Φ =  − + Ω


 (7.106) 

A diferença entre os valores de 
0

lim
r

u
→

 entre um ponto dentro e outro fora do 

domínio é 1
k

, com 
0

1
0 lim

r
u

k→
< < . Não existe singularidade no potencial. 
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10.2.2.2.Fluxo normal para r  tendendo a 0  

A superposição de efeitos de duas semitrincas de abertura polinomial é 

( ) ( ) ( )1 2
1 1 2 2

1 1 2 2
0

1 2 1 2

3 cos sin 3 cos sin3 3
lim ' '

2 2 2 2

i i

r

i ie e
T T

a a a a

θ θ θ θ θ θ
π π π π

− −

→

− −
Φ − Φ = − + = − +   (7.107) 

a que é finita e não depende do ângulo θ  ao longo do ponto 0r = . O campo de 

gradientes é dado por 

( )

( )

1 2
1 1 2 2

0 0
1 2

1 2
1 1 2 2

0 0
1 2

3sin 3sin
lim lim Im ' '

2 2

3cos 3cos
lim limRe ' '

2 2

x
r r

y
r r

q T T
a a

q T T
a a

θ θ
π π
θ θ

π π

→ →

→ →

= − Φ − Φ = − +

= − Φ − Φ = −
  (7.108) 

Considerando 1sinxn θ=  e 1cosyn θ= − , substituindo a Equação (7.103) na 

Equação (5.3) o fluxo normal ao contorno Γ  para 0r →  é 

( ) ( )

( ) ( )
1 1 1

2 2 2

2 1

0 0
1 2

2 1

0 0
2 1

3cos3
lim lim    ao longo do contorno 1

2 2

3cos3
lim lim    ao longo do contorno 2

2 2

n x x y y
r r

n x x y y
r r

q q n q n
a a

q q n q n
a a

θ θ
π π

θ θ
π π

→ →

→ →

−
= − − = −

−
= − − = −

  (7.109) 

Note que existe um salto do fluxo normal no limite entre os dois contornos. 

Se 2 1θ θ π= + , isto é, os segmentos 1 e 2 são colineares, ambos limites resultam 

em  
1 20 0

1 2

3 3
lim lim

2 2n n
r r

q q
a aπ π→ →

= = + , o que significa que não existe mais salto. 

 

10.2.3. 
Superposição de semitrinca elíptica com semitrinca polinomial 

Estuda-se a superposição de efeitos de uma trinca semielíptica com outra 

semitrinca polinomial como mostrado na Figura 9b em termos de deslocamentos. 

O elemento em estudo é ideal para representar a ponta da trinca. 

 

10.2.3.1. Valores de potencial para r  tendendo a 0 . 

Segundo a Equação (5.1), (5.7), (7.39) e (7.57) para uma combinação de 

efeitos do potencial 
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1 2
1

1 2
1 2 1 2

0 0

1 2
2

for 0
2

1 1
lim limIm( ) 1 for 

2

for 2
2

r r
u

k k

θ θ θ θ
π
θ θ θ θ θ

π
θ θ θ θ π

π

→ →

− ≤ <


−≡ Φ − Φ = + ≤ ≤


− < ≤


 (7.110) 

isto é o mesmo que a expressão 

1 2

1 2
0 0

1 2

for a point outside 
1 1 2lim limIm( )

1 for a point inside 
2

r r
u

k k

θ θ
π
θ θ

π
→ →

− Ω≡ Φ − Φ =  − + Ω


 (7.111) 

A diferença do valor de 
0

lim
r

u
→

 entre um ponto dentro com outro fora do 

domínio é 1
k

, com 
0

1
0 lim

r
u

k→
< < . 

 

10.2.3.2.Fluxo normal para r  tendendo a 0  

A superposição de efeitos de um semitrinca de abertura elíptica com outra 

polinomial é 

( ) ( ) ( )1 2
1 1 2 2

1 1 2 2
0

1 2 1 2

cos sin 3 cos sin3
lim ' '

4 2 4 2

i i

r

i ie e
T T

a a a a

θ θ θ θ θ θ
π π

− −

→

− −
Φ − Φ = − + = − +   (7.112) 

a que é finita e não depende do ângulo θ  ao redor do ponto 0r = . O campo de 

gradientes é dado por 

( )

( )

1 2
1 1 2 2

0 0
1 2

1 2
1 1 2 2

0 0
1 2

sin 3sin
lim lim Im ' '

4 2

cos 3cos
lim limRe ' '

4 2

x
r r

y
r r

q T T
a a

q T T
a a

θ θ
π

θ θ
π

→ →

→ →

= − Φ − Φ = − +

= − Φ − Φ = −
  (7.113) 

Considerando 1sinxn θ=  e 1cosyn θ= − , e substituindo a Equação (7.103) na 

Equação (5.3) o fluxo normal ao contorno Γ  no ponto 0r →  é 

( ) ( )

( ) ( )
1 1 1

2 2 2

2 1

0 0
1 2

2 1

0 0
2 1

3cos1
lim lim    ao longo do contorno 1

4 2

cos3
lim lim    ao longo do contorno 2

2 4

n x x y y
r r

n x x y y
r r

q q n q n
a a

q q n q n
a a

θ θ
π

θ θ
π

→ →

→ →

−
= − − = −

−
= − − = −

  (7.114) 
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Note que existe um salto do fluxo normal no limite entre os dois contornos. 

Se 2 1θ θ π= + , isto é, os segmentos 1 e 2 são colineares, ambos limites resultam 

em  
1 20 0

1 2

1 3
lim lim

4 2n n
r r

q q
a aπ→ →

= = + , o que significa que não existe mais salto. 

 

10.2.4. 
Combinação de Semitrincas formando um elemento de r otação para 
as faces 

Estuda-se a superposição de efeitos de duas semitrincas de rotação como 

mostrado na Figura 9c em termos de deslocamentos. O elemento em estudo é 

ideal para considerar as rotações relativas nas faces da trinca. 

 

10.2.4.1. Valores de potencial para r  tendendo a 0   

Na origem, o potencial obtido a partir da Equações (5.1), (5.7) e (7.93) é 

nulo, porém finito. 

 

10.2.4.2. Fluxo normal para r  tendendo a 0  

A superposição de efeitos de duas semitrincas de rotação fornece 

( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )

1 1 2 2
0

1 1
1 1 1

2 2
2 2 2

lim ' '

cos sin
2ln 2ln 5 2

4
cos sin

2ln 2ln 5 2
4

r
T T

i
r a i

i
r a i

θ θ
π θ θ

π
θ θ

π θ θ
π

→
Φ + Φ =

−
− − + + ± − −

−
+ − − + + ± − −

  (7.115) 

de onde o campo de gradientes é calculado 

( )

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )
( )

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( )

1 1 2 2
0 0

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

1 1 2 2
0 0

1 1 1 1 1

2

lim lim Im ' '

1
2ln 2ln 5 sin 2 cos

4
1

2ln 2ln 5 sin 2 cos
4

lim limRe ' '

1
2ln 2ln 5 cos 2 sin

4
1

2ln 2ln 5
4

x
r r

y
r r

q T T

r a

r a

q T T

r a

r a

θ π θ θ θ
π

θ π θ θ θ
π

θ π θ θ θ
π

π

→ →

→ →

= − Φ + Φ =

 − + − − ± − − 

 + − + − − ± − − 

= − Φ + Φ =

 − − + − − ± − − 

+ − − + − ( )( )2 2 2 2cos 2 sinθ π θ θ θ − ± − − 

  (7.116) 
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considerando 1sinxn θ=  e 1cosyn θ= −  para o segmento 1 e  2sinxn θ= −  e 

2cosyn θ=  para o segmento 2, o fluxo normal no contorno Γ  é 

( )
( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )

( )
( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( )( )

1 1 1

2 2 2

2 1

1 2 2 10 0

2 2 2 1

2 1

2 1 2 1
0 0

1 1

2ln 5 1 cos
1

lim lim 2 ln ln cos   ao longo do contorno 1
4

2 sin

2ln 5 1 cos
1

lim lim 2 ln ln cos
4

2 si

n x x y yr r

n x x y y
r r

r

q q n q n a a

r

q q n q n a a

θ θ

θ θ
π

π θ θ θ θ

θ θ

θ θ
π

π θ θ

→ →

→ →

 + + −
 
 = − − = − + −
 
− ± − − −  

− + + −

= − − = + −

− ± − − ( )2 1

   ao longo do contorno 2

n θ θ

 
 
 
 

−  
  (7.117) 

Para o caso geral o fluxo normal depende de r  e θ . Para o caso particular 

de 2 1θ θ π− =  as equações acima se reduzem a 

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1

2 2 2

1 2
0 0

1 2
0 0

1
lim lim ln   ao longo do contorno 1

2
1

lim lim ln    ao longo do contorno 2
2

n x x y y
r r

n x x y y
r r

q q n q n a a

q q n q n a a

π

π

→ →

→ →

= − − = −

= − − = −
  (7.118) 

que são valores finitos que não dependem de r  e θ .  

 

10.2.5. 
Combinação de Semitrincas formando um elemento de r otação para 
as pontas 

Estuda-se a superposição de efeitos de duas semitrincas de rotação como 

mostrado na Figura 9d em termos de deslocamentos. O elemento é ideal para 

considerar as rotações relativas das faces próximas às pontas da trinca. 

 

10.2.5.1.Valores de potencial para r  tendendo a 0   

Na origem, o potencial obtido a partir das Equações (5.1), (5.7), (7.75) e 

(7.93) é nulo, porém finito. 

 

10.2.5.2.Fluxo normal para r  tendendo a 0  

A superposição de efeitos de duas semitrincas de rotação é 
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( )
( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )

1 1 2 2
0

1 1
1 1 1

2 2
2 2 2

lim ' '

cos sin
2ln 2ln 2

4
cos sin

2ln 2ln 5 2
4

r
T T

i
r a i

i
r a i

θ θ
π θ θ

π
θ θ

π θ θ
π

→
Φ + Φ =

−
− − + ± − −

−
+ − − + + ± − −

  (7.119) 

de onde o campo de gradientes é calculado 

( )

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( )( )
( )

( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )( )

1 1 2 2
0 0

1 1 1 1 1

2 2 2 2 2

1 1 2 2
0 0

1 1 1 1 1

2

lim lim Im ' '

1
2ln 2ln sin 2 cos

4
1

2ln 2ln 5 sin 2 cos
4

lim limRe ' '

1
2ln 2ln cos 2 sin

4
1

2ln 2ln 5 cos
4

x
r r

y
r r

q T T

r a

r a

q T T

r a

r a

θ π θ θ θ
π

θ π θ θ θ
π

θ π θ θ θ
π

θ
π

→ →

→ →

= − Φ + Φ =

 − + − ± − − 

 + − + − − ± − − 

= − Φ + Φ =

 − − + − ± − − 

+ − − + − ( )( )2 2 2 22 sinπ θ θ θ − ± − − 

  (7.120) 

Considerando 1sinxn θ=  e 1cosyn θ= −  para o segmento 1 e  2sinxn θ= −  e 

2cosyn θ=  para o segmento 2, o fluxo normal no contorno Γ  é 

( )
( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( )( ) ( )

( )
( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )
( )( )

1 1 1

2 2 2

2 1

1 2 2 10 0

2 2 2 1

2 1

2 1 2 1
0 0

1 1

2ln 5 1 cos
1

lim lim 2 ln ln cos   ao longo do contorno 1
4

2 sin

2ln 5 1 cos
1

lim lim 2 ln ln cos
4

2 si

n x x y yr r

n x x y y
r r

r

q q n q n a a

r

q q n q n a a

θ θ

θ θ
π

π θ θ θ θ

θ θ

θ θ
π

π θ θ

→ →

→ →

 + + −
 
 = − − = − + −
 
− ± − − −  

− + + −

= − − = + −

− ± − − ( )2 1

   ao longo do contorno 2

n θ θ

 
 
 
 

−  
  (7.121) 

Para o caso geral o fluxo normal depende de r  e θ . Para o caso particular 

de 2 1θ θ π− =  as equações acima se reduzem a 

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1

2 2 2

1 2
0 0

1 2
0 0

1
lim lim ln   ao longo do contorno 1

2
1

lim lim ln    ao longo do contorno 2
2

n x x y y
r r

n x x y y
r r

q q n q n a a

q q n q n a a

π

π

→ →

→ →

= − − = −

= − − = −
  (7.122) 

que são valores finitos que não dependem de r  e θ .  
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10.3. 
Expressões analíticas para a integração da matriz H  em problemas 
de potencial quando elementos de forma polinomial s ão usados 

Para elementos de interpolação linear, xn , yn  e | |J  são constantes, assim a 

Equação (5.9) pode ser convenientemente reescrita como 

| | d | | d
k kki x x i y y iH n J q N n J q Nξ ξ

Γ Γ
≡ = − −∫ ∫H  (7.123) 

onde é usada uma função de interpolação linear [ ]1iN ξ ξ= − , com [ ]0,1ξ ∈ . 
1x

q  e 

1y
q  são dadas pela Equação (5.2) e reescritas aqui por conveniência 

( )

( )
1

1

1
1 1

1
1 1

Im

Re

x

y

u
q k T

x
u

q k T
y

′

′

∂= − = − Φ
∂
∂= − = − Φ
∂

  (7.124) 

A função de tensão ( )11 Z′Φ  é dada em termos de um argumento complexo 

1Z , e 1T  é uma constante complexa. Tanto 1Z  como 1T  são definidas na Equação 

(4.3). Um forma alternativa do argumento complexo 1Z  é 

( )1 1 1CZ Aξ ξ= +    (7.125) 

onde ξ  é uma coordenada paramétrica [ ]0,1ξ ∈ , 1A  e 1C  são constantes complexas 

dadas por: 

( )

( )

( )

1

1

1

1 1 1
1

1 1 1
1

1 1 1 1 1 1
1

( )

( )

( ) ( ) ( )

a

b

ab

i
a

a a

i
b

b b

i
ab

b b a a ab ab

r e
A aT x iy T

a

r e
B bT x iy T

a

r e
C AB B A x iy T x iy T x iy T

a

θ θ

θ θ

θ θ

−

−

−

= = + =

= = + =

= = − = + − + = + =

  (7.126) 

A Equação (7.123) pode ser rescrita por conveniência como 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )1 1 2 1| | Im d | | Re dki x i y iH n J T N n J T Nξ ξ ξξ ξξ′ ′

Γ Γ
≡ = Φ + Φ∫ ∫H   (7.127) 

onde ( )1 1Z′Φ  é a mesma expressão da Equação (4.10) sem o termo singular 11 Z  

como mostrado na Equação (7.128). É possível evitar este termo singular devido a 

este termo se cancelar com a superposição de duas semitrincas opostas como 

demonstrado no item 10.2. 

( ) ( )1 1
1

1 1

1

2 Z
Z Z

π
′ ′ +Φ Φ=    (7.128) 
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O problema se reduz ao cálculo das integrais 

( )( )

( )( )

1

10

1

10

1 d

d

ξ ξξ

ξ ξ ξ

′

′

Φ −

Φ

∫

∫
  (7.129) 

Existem quatro diferentes casos a ser levados em conta na integração da 

Equação (7.129), como ilustrado na Figura 44. 

Source element 
 

Semi-crack 
origin (k ) 

Semi-crack 
tip ( 1k + ) 

Field line 
( i ) ( j )  

a) Case a 

 

Source element 
 

Semi-crack 
origin (k ) 

Semi-crack 
tip ( 1k + ) 

Field line 
( i ) ( j )  

b) Case b 

 

Source element 
 

Semi-crack 
origin (k ) 

Semi-crack 
tip ( 1k + ) 

Field line 
( i ) ( j )  

c) Case c 

 

Source element 
 

Semi-crack 
origin (k ) 

Semi-crack 
tip ( 1k + ) 

Field line 
( i ) ( j )  

d) Case d 

Figura 44. Casos de integração da Matriz H  em problemas de potencial. 

 
O valor principal da função complexa ln( )z  com iz re θ=  é 

( ) ( ) ( )ln lnz r i θ= + , quando 0 2abθ π≤ <   (7.130) 

onde a parte real e imaginária são, respectivamente. 

( )( ) ( )
( )( )

Re ln ln

Im ln

z r

z θ

=

=
  (7.131) 

Uma forma prática de obter θ  computacionalmente é 

( )arctan
2 1

2

dy dx
fracθ π

π
 

= + 
 

  (7.132) 

O desenvolvimento analítico para cada um dos casos foi usando o programa 

computacional MapleTM (2011). 
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10.3.1. 
Caso a – O segmento de integração coincide com a o eixo da 
semitrinca 

A integração da Equação (7.129) para o caso da Figura 44a. resulta em 

[ ] ( )( )1

10

3 1
1,1 1 d

8 4
Na iξ ξ ξ

π
′= Φ − = − −∫   (7.133) 

[ ] ( )( )1

10

3 1
2,1 d

8 4
Na iξ ξ ξ

π
′= Φ = −∫   (7.134) 

Os resultados das integrais acima são armazenados em uma matriz [ ],1Na n , 

onde o índice 1, 2n =  corresponde à função de interpolação ( )1 ξ−  ou ( )ξ , e 1 

corresponde à semitrinca 1. As Equações (7.133) e (7.134) para a semitrinca 2  

têm a mesma expressão se 2
′Φ  é substituída por 1

′Φ  na equação acima e 

armazenada na matriz [ ],21Nc n . 

 

10.3.2. 
Caso b – A origem do segmento de integração coincid e com a 
origem da semitrinca 

A integração da Equação (7.129) para o caso mostrado na Figura 44b é 

[ ] ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

[ ] ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

3 4

1

1 10

2
1 1 1 1 1 1

2
1

1

1 10

2 3 3
1 1 1 1

3
1 1 1 1 1 1

4
1 1 11 1

2
1

1

1,1 1 d

2 3 2 2 2 ln 2 2 2 1 ln 1 2 2 1 0, ,1

8

2,1 d

6 5 2 2 4 ln 2 4 1 ln 1 2 0 ,13 ,3

8

C

C C C C C i C signum Im

C

C

C C C C C C s

Nb

C C C

signum Im

C C C

Nb

C C C

C

C i

ξ ξ ξ

π
π

ξ ξ ξ

π
π

′

′

= Φ − =

− − − − + − + − − − −

= Φ =

− + − − + − + − −

∫

∫

 (7.135) 
onde a função ( )sign x  é definida por  

( )
1 0

0 0

1 0

for x

sign x for x

for x

− <
= =
 >

  (7.136) 

 

10.3.3. 
Caso c – A origem do segmento de integração coincid e com a ponta 
da semitrinca 

A integração da Equação (7.129) para o caso mostrado na Figura 44c é 
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[ ] ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

[ ] ( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1 10

2 3 3
1 1 1 1 1 1 1

2
1

1

1 10

2 4 3
1 1 1 1 1 1 1

4
1 1

2

1

3
1 1

1

1,1 1 1 d

2 3 2 2 2 ln 2 2 1 ln 1

8

2,1 1 d

6 5 2 3 4 ln 2 3 4 1 1

8

2

n2 l

N C

C C C C C C C

C

C

C C C C C C C

c

C C C

Nc

C

C

C

ξ ξ ξ

π

ξ ξ ξ

π

′

′

= Φ + − =

+ − + + − + +

= Φ + =

+ + + + − +

− −

+ +

∫

∫
 (7.137) 

onde o problema é resolvido considerando o valor principal de 1ln( )C  como 

mostrado na Equação (7.130). 

 

10.3.4. 
Caso d – Caso geral 

O cálculo da integral da Equação (7.129) para o caso geral mostrado na 

Figura 44d está em andamento, pois ainda não foi demostrada a generalidade 

quando existe mudança de quadrante, no entanto, alternativamente pode se 

calcular a solução numérica pela quadratura de Gauss Legendre dado que não 

existem singularidades envolvidas. 

[ ] ( ) ( ) ( )( )

[ ] ( )( ) ( )( )

1

1 1 1 1 1 10
1

1

1 1 1 1 1 10
1

1,1 1 d [ ] 1 [ ]

2,1 1 d [ ] [ ]

g

g

g

g

n

g g g g g
i

n

g g g g g
i

A C A C i w i

A C A C

Nd

Nd i w i

ξ ξ ξ ξ ξ

ξ ξ ξ ξ ξ

′ ′

=

′ ′

=

= Φ + − ≡ Φ + −

= Φ + − ≡ Φ +

∑∫

∑∫

 (7.138) 

Foram desenvolvidas as soluções analíticas para uma semitrinca 1, para a 

semitrinca 2 , o procedimento é similar, substituindo o subscrito 1(.)  pelo subscrito 

2(.) . Todos os resultados são armazenados nas matrizes [ , ]Na i c , [ , ]Nb i c , [ , ]Nc i c  e 

[ , ]Nd i c  onde 1,2i =  é relacionado à função de forma [1 , ]iN ξ ξ= −  e 1,2c =  é 

relacionado à semitrinca 1 ou 2. 
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