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Resumo 
 

Mamani Vargas, Elvis Yuri; Dumont, Ney Augusto (orientador). 
Modelagem de trincas com o uso de funções de tensão de Westergaard 
generalizadas no método híbrido dos elementos de contorno. Rio de 
Janeiro, 2015. 119p. Tese de Doutorado - Departamento de Engenharia 
Civil, Pontifícia Universidade Católica do Rio de Janeiro. 

Apresenta-se uma formulação do método híbrido dos elementos de contorno 

para a análise de problemas planos de potencial e de elasticidade que, apesar de 

completamente geral para domínios finitos, é mais apropriada a aplicações de 

mecânica da fratura. A formulação exige integrações apenas ao longo do contorno 

e usa como soluções fundamentais, para interpolar campos no domínio, funções 

generalizadas do tipo Westergaard, inspiradas numa proposta feita por Tada et al. 

em 1993. Os conceitos de elementos de contorno são semelhantes aos conceitos 

apresentados por Crouch e Starfield em 1983, mas em um contexto variacional 

que permite interpretações mecânicas das equações matriciais resultantes. 

Problemas de topologia geral podem ser modelados, como ilustrado para 

domínios infinitos ou multiplamente conexos. A formulação é diretamente 

aplicável à solução de problemas de placas com entalhes ou trincas curvas 

internas ou de bordo, pois permite a descrição adequada de altos gradientes de 

tensão, sendo uma ferramenta simples para a avaliação de fatores de intensidade 

de tensão. Além disso, é possível determinar, num processo iterativo, a zona 

plástica ao redor da ponta de uma trinca. Esta tese tem foco no desenvolvimento 

matemático da formulação para problemas de potencial e de elasticidade. Vários 

exemplos numéricos de validação são apresentados. 

 

Palavras-chave 
Elementos de contorno; métodos híbridos; mecânica da fratura; funções de 

tensão de Westergaard; fator de intensidade de tensão; zona plástica. 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1112061/CA



7 
 

 

Abstract 
 

Mamani Vargas, Elvis Yuri; Dumont, Ney Augusto (Advisor). Crack 
modeling using generalized Westergaard stress functions in the hybrid 
boundary element method. Rio de Janeiro, 2015. 119p. DSc. Thesis - 
Departamento de Engenharia Civil, Pontifícia Universidade Católica do Rio 
de Janeiro. 

A particular implementation of the hybrid boundary element method is 

presented for the two dimensional analysis of potential and elasticity problems, 

which, although general in concept, is suited for fracture mechanics applications. 

The formulation requires integrations only along the boundary and uses 

fundamental solutions to interpolate fields in the domain. Generalized 

Westergaard stress functions, as proposed by Tada et al in 1993, are used as the 

problem‘s fundamental solutions. The proposed formulation leads to 

displacement-based concepts that resemble those presented by Crouch and 

Starfield, although in a variational framework that leads to matrix equations with 

sound mechanical meanings. Problems of general topology, such as in the case of 

unbounded and multiply-connected domains, may be modeled. The formulation, 

which is directly applicable to notches and generally curved, internal or external 

cracks, is especially suited for the description of the stress field in the vicinity of 

crack tips and is an easy means of evaluating stress intensity factors. The plastic 

phenomenon is taken into account around the crack tip through an iterative 

process. This thesis focuses on the mathematical fundamentals of the formulation 

of potential and elasticity problems. Several validating numerical examples are 

presented. 

  

Keywords 
Boundary elements; hybrid methods; fracture mechanics; Westergaard stress 

functions; stress intensity factors; plastic zone. 
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jη  Cossenos diretores de um elemento de superfície 

ijλ , iλ  Multiplicadores de Lagrange 

µ  Módulo de elasticidade transversal 

ν  Coeficiente de Poisson 

π  Constante 

θ  Ângulo do sistema de coordenadas polares 

iθ  Ângulo de rotação da trinca i em relação ao eixo positivo de x 

ρ  Raio de curvatura 

σ  Tensão normal 

σ ∞  Tensão normal aplicada no meio infinito 

cσ  Tensão crítica a partir da qual o crescimento da trinca é 

instável 
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nσ  Tensão normal nominal 

ijσ  Tensões normais, tensões 

,I II
ijσ  Tensões normais, tensões devido aos modo I e II de 

trincamento 
*
ijσ  Tensões referentes à solução fundamental 

* n
ijσ  Tensões totais referentes às forças de massa 

* p
ijσ  Tensões referentes à solução particular da equação de 

equilíbrio 

τ  Tensão cisalhante aplicada 

τ ∞
 Tensão cisalhante aplicada no meio infinito 

ijτ  Tensões cisalhantes 

,I II
ijτ  Tensões cisalhantes devido aos modos I e I de trincamento 

ξ , η  Coordenadas paramétricas 

( )ℑ  Parte imaginária de um número complexo 

( )ℜ  Parte real de um número complexo 
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Eu tentei 99 vezes e falhei, mas na centésima 
tentativa eu consegui, nunca desista de seus 
objetivos mesmo que esses pareçam impossíveis, a 
próxima tentativa pode ser a vitoriosa. 
 

Albert Einstein 
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