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5.

Métodos de Estimacao de Densidade

As previsbes probabilisticas para geracdo de energia eolica sdo um
desenvolvimento relativamente recente. Este tipo de previsdo possui dois tipos principais
de abordagens: uma abordagem relacionada com o erro de previsao, isto significa que
fornece previsfes probabilisticas dos erros de um modelo de previsdo deterministico
existente. A outra abordagem é chamada abordagem direta, a qual fornece diretamente as
previsdes probabilisticas da variavel considerada.

A abordagem do erro de previsdo acrescenta uma estimativa da incerteza para 0s
sistemas de previsdo deterministicos existentes. Abordagens anteriores usavam critérios
de avaliagdo globais (como o desvio padréo dos erros de previsdo calculados ao longo de
varias corridas), como avaliagdo da incerteza da previsdo. No entanto, este fornece
valores constantes para um determinado periodo de tempo.

Por outra parte, diversas abordagens diretas de previsdo probabilistica tém sido
propostas como foi expresso na Secdo 3.1. Por exemplo, a Regressao Quantilica local é
usada em Bremnes (2004) para calcular quantis especificos da produgdo de energia. Uma
comparacdo de trés abordagens quantilicas, chamadas Regressdo Quantilica Local,
modelagem Gaussiana local e o estimador de Nadaya-Watson foi efetuada por Bremnes
(2006). Similarmente, em Juban et al. (2007b), realiza-se uma comparagdo dos métodos
de Estimacdo da Densidade Condicional por kernel, Regressdo Quantilica Forests e
Regressdo Quantilica B-Spline. No entanto, o foco desta tese se centra nas previsfes que

tem como saida uma fungdo de densidade de probabilidade.

5.1.

Estimacédo de Densidade de Probabilidade

Seja X uma variavel aleatéria com funcdo de densidade de probabilidade f, isto
significa que para quaisquer valores a e b, a probabilidade de que X esteja entre a e b esta

dada por:

b

Pla<X<b)= ff(x)dx para qualquer a 5.1)
J .

<b,
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onde a funcéo f possui as seguintes propriedades:
e Toma s6 valores positivos
e Eintegravel

e Aintegral de f(x) desde —oo a +o0 € igual a 1.

Quando se tem uma amostra de dados, a qual se supde vem de uma funcdo de
densidade desconhecida, o calculo da funcdo de densidade estimada serd de interesse s6
para essa amostra de dados observados. Diversas abordagens para a estimacdo desta
densidade podem ser utilizadas, e encontram-se classificadas em estimacdes paramétricas
e ndo paramétricas. A estimacdo paramétrica requer uma especificacdo a priori de uma
familia de distribuicbes da qual se supde a amostra de dados foi obtida. Porém, na
estimacdo ndo paramétrica este pressuposto ndo € necessario e técnicas como 0
histograma ou a estimacdo por kernel podem ser aplicadas.

O histograma apresentou-se como o Unico estimador de densidade ndo paramétrico
até a década de 1950, quando importantes e simultaneos avangos foram feitos tanto para a
estimacgdo da densidade quanto para a estimacdo da densidade espectral. Em um artigo
pouco conhecido, Fix & Hodges (1951) introduziram o algoritmo bésico da estimacao da
densidade ndo paramétrica. Neste trabalho, abordou-se o problema da discriminacao
estatistica quando a forma paramétrica da densidade de amostragem é ndo conhecida.
Durante a década seguinte, varios algoritmos gerais e modos teoricos alternativos de
analise foram introduzidos por Rosenblatt (1956), Parzen (1962), e Cencov (1962).
Seguiu-se uma segunda onda de documentos importantes e principalmente tedricos por
Watson & Leadbetter (1963), Loftsgaarden & Quesenberry (1965), Schwartz (1967),
Epanechnikov (1969), Tarter & Kronmal (1970), e Wahba (1971). A generalizacdo
multivariada natural foi introduzida por Cacoullos (1966). Finalmente, na década de
1970, vieram os primeiros trabalhos com foco na aplicacéo prética destes métodos: Scott
et al. (1978) e Silverman (1978).

5.2.

Estimador Inocente

O conceito inicial do estimador da densidade de probabilidade ndo paramétrica
veio do histograma, como foi dito anteriormente. Esta abordagem considera uma particéo

de dados em m distintos intervalos da mesma largura. Neste caso (z,; z,,,) conforma um
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dos intervalos para a amostra de dados de interesse paratodom < nez,,— z = h.O

estimador da funcdo de densidade através do histograma esta dado por:

n
N 1
fx) = %Z Iz < x; < 2ppq] Vk tal que zp < x < Zjyq, (5.2)

i=1

onde I(*) é uma funcéo indicadora, igual a 1 se seu argumento € valido ou 0 caso
contrario. A estimacdo da funcdo de densidade via histograma possui as seguintes
caracteristicas:

1. A representacdo grafica dos dados é ndo suavizada

2. A representacdo depende da escolha do ponto de origem

3. A representacdo também depende do nimero de intervalos usados

tornando-se em desvantagens para o calculo da densidade. Estas dificuldades
podem ser contorneadas através do uso do estimador kernel. Para evitar esta situagdo, ou
seja, para evitar ter que fazer este tipo de escolhas arbitrarias (itens 2 e 3), o estimador
inocente considera intervalos que podem-se sobrepor ao invés de estar separados uns dos
outros. O principio aqui é estimar a funcdo de densidade em um ponto contando o nimero
de observagdes que estdo "proximas"” a este ponto de avaliagdo. Para uma amostra de n

observacdes, x, ..., X, 0 estimador inocente da densidade é:

n
f(x)=iZI[x—ﬁ<xi<x+ﬁ], (5.3)
nh L 2 2

sendo h a largura do intervalo e I(-) é uma funcdo indicadora igual a 1 se seus
argumentos sdo validos e 0 caso contrario. Nesta equacédo, a estimativa da densidade no
ponto x é dada pela proporgdo de observagdes que estdo dentro de uma distancia de h/2
ou menos desde o ponto x. A densidade global é obtida fazendo deslizar esta janela de

largura h ao longo de todos os pontos de avaliacéo.
Este estimador pode ser comparado com um histograma com intervalos de largura
h, isto é, um histograma no qual todos o0s pontos estdo no centro do intervalo. Se o ponto
de avaliacdo x da funcdo de densidade corresponde ao centro de um dos intervalos do
histograma, a avaliacdo dada pelo estimador inocente (5.3) neste ponto é exatamente a
mesma que a dada pelo histograma (5.2). Porém, para todos os pontos que nao
correspondem ao centro de um intervalo, o estimador inocente produz uma representacdo

gréfica diferente, revelando muito mais detalhe sobre a curvatura da funcdo de densidade,
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ja que a estimacéo € realizada em todos os pontos, e ndo por intervalos separados, o que
faz que o problema da escolha do ponto de origem desapareca.

A escolha da largura do intervalo permite escolher o grau de suavizacdo: valores
grandes de h produzem fungdes mais suavizadas, em quanto que valores muito menores
de h produzem curvas que ndo sdo em absoluto suavizadas. O valor de h tem de ser
suficientemente grande para garantir que ha um namero suficiente de observagdes por
intervalo, mas suficientemente pequeno para evitar o excesso de suavizacdo da funcéo
resultante. Critérios de escolha 6tima ou inspecdo visual podem ser usados para determinar
um valor satisfatério de h. Este valor dependera do nimero de observacdes que se tenham
disponiveis, e tipicamente sera menor quantos mais dados se tenham.

Desde o ponto de vista matematico o estimador inocente ndo € um estimador
desejavel de fungdes de densidade, pois ndo é diferencidvel em todos os pontos, 0 que
significa a ndo continuidade da funcéo nos pontos x + h/2 e a nulidade da derivada em
todos os pontos onde a funcédo é continua. Para obter um estimador que seja diferenciével
em todos 0s pontos, recorre-se a estimacgdo por kernel. Para fazé-lo, é util reescrever o

estimador inocente como segue:

n
R 1 X — X;
o=y w5 (54)
=1
sendo
1 se x| <1/2
w(x) = (5.5)
0 caso contrario.

A funcdo w(-) pode ser representada por um retdngulo. Como tal este estimador é a
suma de retangulos, de largura h e altura (nh)~1, colocado ao redor de cada uma das
observacdes; e onde a fungdo w() atribui um peso de 1 a todas as observagOes que

pertencem ao intervalo centrado em x, e peso de 0 as observagdes restantes.

5.3.
Estimador Kernel Univariado

Este estimador é uma generalizagdo do estimador inocente, o qual permite superar
0 problema de diferenciabilidade em todos os pontos, que como pode se observar na
Equagdo (5.5), este problema vem de w(-). O principio da estimacdo por kernel é

simples: ao invés de dar o mesmo peso a todas as observacdes no intervalo, o peso
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atribuido é maior quanto mais perto a observagéo estiver de x, isto é, a transi¢do de 1 para
0 nos pesos ndo é realizada de forma abrupta, mas sim de forma gradual. E provavel que
0 método seja 0 mais utilizado para a estimacdo de densidade, e é obtido substituindo a

fungéo de ponderagdo w(+) por uma funcéo kernel ndo negativa K (+):

fx) = n—lhi K (x ;Xi), (5.6)

sendo h é o parametro de suavizacdo (sabe-se que a escolha de h afeta

extremamente a forma da densidade estimada), X;,i = 1,2,...,N é a amostra de dados e
K é uma funcdo kernel corretamente escolhida. Exemplos destas fun¢Bes sdo os kernels
tais como o uniforme, gaussiano, epanechnikov, quadratico, entre outros. A fim de que
f(x) conserve as propriedades de uma funcdo de densidade, a funcdo kernel tem de
satisfazer a seguinte condigao:

f K(u)du = 1. (5.7)
O kernel K(-) é usualmente tomado como uma funcéo densidade de probabilidade
simétrica. Isto implica que o mesmo peso é atribuido a todas as observacdes que estéo
situadas & mesma distancia de x. Pelas propriedades da funcéo K (), tem-se que f é uma
funcdo densidade, haja vista que sua integral sobre os reais é igual & unidade.
Analogamente, f herda as propriedades de continuidade e diferenciabilidade de K (*).
Na estimacédo por kernel dois parametros tém de ser determinados: o kernel K(*) e
0 parametro de suavizacdo h. Embora a escolha do kernel afeta a estimativa da densidade,
a literatura sugere que esse efeito é bastante pequeno, com resultados empiricos muito
semelhantes para diferentes escolhas de K (). Segundo Scott (1992), a escolha da fungédo
kernel tem um papel menor na qualidade final da estimativa e sugere evitar 0 uso que
classicamente tem-se do kernel gaussiano para reduzir a sobrecarga computacional. O

kernel gaussiano corresponde a distribuigdo normal padréo, representado por:

1 w2
K(U):\/T_n_e 2, (58)

O kernel Epanechnikov(1969) é um polindmio de segundo grau, ajustado para
satisfazer as propriedades de uma funcdo de densidade. Tem a vantagem de ser

analiticamente simples, tendo também propriedades de otimalidade e esta dado por:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1113692/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1113692/CA

91

E(1—uz) selul <1
Kw={ % (5.9)

0 caso contrario.

O kernel triangular nem sempre é diferenciavel, no entanto, pode ser escrito como:

1— |u] selul <1
K(u) :{ (5.10)

0 caso contrario.

O kernel uniforme esté dado por:

1/2 selul <1
K (1) :{ (5.11)

0 caso contrario,

observe-se que este kernel corresponde ao estimador inocente, tal como definido na

Equag&o (5.3), com uma funcdo de ponderagdo normalizada.
O kernel quadratico ou biweight esta definido por:

15
—(1 —u?)? selul <1
Kw ={ 16 (5.12)

0 caso contrario.

O kernel cubico ou triweight se define como:

35
— (1 —-u?)3 selul<1
K@) =< 32 (5.13)

0 caso contrario.

Estes kernels estéo representados na Figura 5.1. Com excecdo do kernel uniforme
todos os kernels s&o simétricos em torno de zero e diminuem gradualmente & medida que
se afastam de zero. A diferenca entre eles é que, por exemplo, o kernel Gaussiano sempre
assume valores positivos, mesmo que estes sejam extremamente pequenos fora do

intervalo [-3, 3], enquanto que o kernel Epanechnikov produz valores de zero fora do
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intervalo [—1,1]. Na préatica, os kernels Gaussiano e Epanechnikov sdo usados com
maior frequéncia.

Em geral, a funcdo kernel esta normalizada; isto é, a variancia é definida igual a 1.
Isto implica que o pardmetro h desempenha o papel da varidncia na estimativa da
densidade na Equacdo (5.5). Este parametro corresponde a escolha da largura do
intervalo, e determina o grau de suavizagdo da estimativa. Este procedimento é chamado

de escolha do parametro de suavizacdo ou selecdo do tamanho da janela.

o} AlISS1E10
1 = E panechnikov
= Triangular
s 0.3 1 Quadratico
= .
_3 m——Cbico
E 0.6 - s | Tt fOrm &
g /4 \\
2
z
R, 04 -

™~

2,0 10 0,0 1,0 2,0

Figura 5.1 — Fungdes Kernel. (Fonte: Elaboracdo do Autor)

Por outra parte, as medidas de discrepancia entre o estimador de densidade f e a
verdadeira densidade sdo de suma importancia na construcdo das funcdes kernel e na
escolha do pardmetro de suavizacdo h. Quando se considera a estimacdo em um Unico
ponto, uma medida natural da discrepancia entre o estimador e a densidade real é o Erro
Quadratico Médio (MSE), o qual esta dado pela distancia média entre o valor estimado e

o valor real:

MSE(f () = E ([f@) = 0], (5.14)

esta Equacdo (5.14) pode ser descomposta em dois termos:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1113692/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1113692/CA

93

MSE(f(x)) = (E[f(0)] - f@))* + Var[f(x)]. (5.15)

A primeira expressdo (quadratica) corresponde ao viés do estimador, a segunda
expressdo a sua variancia e f(x) € a densidade estimada no ponto x. Na pratica, o
interesse radica na precisdo da estimacdo em todos 0s pontos e ndo somente em um ponto
especifico. Por conseguinte, uma medida de precisdo global de f é o Erro Quadratico
Médio Integrado (MISE), dado por:

MISE(f (x)) = E ( f [ - f(x)]zdx>. (5.16)

Analogamente ao MSE, o MISE pode ser decomposto em dois termos:

MISE(f(x)) = f (E[f )] - F)) dx + f Var[f ()]dx, (5.17)

isto €, a integral do quadrado do viés somada a integral da variancia do estimador.
O primeiro método de estimagdo do parametro h foi proposto por Silverman (1986), e se
baseia na minimiza¢do do Erro Quadratico Médio Integrado (MISE), para encontrar h
que permita obter a melhor estimacéo de f(x). De acordo com Silverman (1986), o viés
pode ser representado por %hz f"(x)k, e a variancia por n—lh [ K(t)%dt, desta forma, a

Equacdo (5.17) é reescrita como:

MISE(f(x)) = %h‘*k% f f'(x)%dx +n—1h f K(t)dt, (5.18)

sendo h a largura do kernel, k?uma constante resultante pertencente ao segundo
termo no processo de expansdo da Série de Taylor, f"'(x) a derivada segunda da
densidade real, n o tamanho da amostra dos dados e K(-) a funcdo kernel utilizada.
Silverman (1986) estabelece que o valor de h 6timo é aquele que minimiza o MISE. O
uso do critério MISE requer da avaliacdo de uma derivada que depende da funcédo de
densidade verdadeira, a qual é desconhecida. Uma forma natural de desenvolver um
método de sele¢do automatica, que € Util na pratica, é usar uma distribuicdo de referéncia.
Desta forma, a distribuicdo normal com variancia de o2 é empregada como a distribuicéo
de referéncia, e como fungdo kernel o kernel Gaussiano. Assim, o valor de h 6timo é

dado por:
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hope = 1,059 6 n”s, (5.19)

Uma forma rapida de calcular o parametro ¢ é substitui-lo pelo desvio padrao dos
dados da amostra, que é um estimador de o. Uma desvantagem do desvio padrdo dos
dados é que é muito sensivel a outliers presentes na amostra. Esta situagdo se apresenta
quando a amostra de dados é pequena ou quando a densidade verdadeira é caracterizada
por caudas pesadas. Silverman (1986) sugere usar um estimador alternativo ou uma
disperséo que seja mais robusta a outliers; propondo para a determinagdo do parametro de
suavizacdo h o intervalo interquartilico, definido como a distancia entre o terceiro e o

primeiro quartil (g3 — q4), dado por:

(5.20)

hope = 1,059 (u) s,

1,349

onde o valor de 1,349 corresponde ao intervalo interquartilico de uma distribuicédo
normal padrdo N(0,1). Estas duas propostas de largura de h funcionam bem na pratica
quando a densidade real estd perto da distribuicdo de referéncia, i.e., a distribuicdo
normal. No entanto, este ndo é o caso quando a densidade verdadeira esta distante da
distribuicdo normal. Silverman (1986) analisa 0 desempenho de diversas opg¢des de
larguras automaticas quando a densidade verdadeira ndo esta perto de ser normal e propde

utilizar;

- (G341 2
hope = 0,9 min (a; m) n’s, (5.21)

onde o é 0 desvio padrdo dos dados, g3 € g, S0, respectivamente, 0 primeiro e o
terceiro quartil calculados a partir dos dados. Esta outra abordagem resume-se a utilizagado
do minimo das duas opcdes anteriores, substituindo o valor de 1,059 por 0,9 para reduzir
0 risco de sobre-suavizagdo da funcéo, funcionando bem na maioria dos casos. Contudo,
quando a densidade real é multi-modal e muito assimétrica, a formulagcdo da Equacgao
(5.21) tende a sobre-suavizar a distribuicéo.

Pode-se pontuar que na estimacdo de densidade a escolha do parametro de
suavizacdo h constitui um problema crucial, pois ele tem uma grande influéncia na
qualidade da distribuicdo estimada. Além dos enfoques apresentados anteriormente,
existem varios métodos que indicam caminhos para a escolha do parametro de suavizacéo
h. Em algumas situagdes, por exemplo, examinam-se graficos ponderados por diferentes

parametros de suavizagdo, e escolhe-se aquele que mais se assemelha com ideias que se
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tinha a priori. Outros métodos de escolha do parametro de suavizacdo sdo: validagdo
cruzada por minimos quadrados, validacdo cruzada por verossimilhanga, teste gréfico,

referéncia a f como uma distribuicdo padréo.

5.4.

Estimador Kernel para Dados Bivariados

Até agora s6 foi considerada a estimacdo da densidade para uma Unica variavel, no
entanto, em muitos casos, € bastante Gtil estimar a densidade conjunta de uma série de
variaveis. Este método é uma extensdo para o caso multivariado trabalhado na Se¢do
anterior. A extensdo para duas dimensdes da estimacdo de densidade pelo método de
kernel é simples e informativa, porém as dificuldades na representacdo dos dados para
além de duas dimensdes torna improvavel o uso deste método de estimacdo para fins
exploratorios. De outro modo, se a intengdo ndo é ver a forma da densidade estimada,
mas sim usar a estimacao de densidade como um passo intermediario para outra técnica,
esta técnica se torna interessante para estimar densidades de altas ordens.

Considerando o caso bidimensional, a densidade conjunta de duas variaveis x e y,

para as quais se tém n observacgdes, pode ser estimada com uma funcéo kernel bivariada:

n

R 1 x—X; y—-Y;

= K : 5.22

) = e 2 K () 52
i=1

0 qual é equivalente ao produto de dois kernels univariados no caso de gaussiano,
com K(+) definida como uma fungéo densidade de probabilidade bivariada, radialmente
simétrica e unimodal.

Por sua vez, o kernel gaussiano bivariado baseia-se na distribuicdo normal padrdo

bivariada;

M) (5.23)

K(uy,up) = (2m)~exp (_ 2

Esta funcdo € igual ao produto de duas distribuicdes normais padrdo. Como tal, a
utilizacdo do kernel Gaussiano multivariado ou do produto de dois kernels gaussianos
univariados produz os mesmos resultados.

O kernel Epanechnikov bivariado é definido por:
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211 —ud —ud) se uf+ui<1
K(uq,uy) = (5.24)
0 caso contrario.

Esta expressdo ndo é igual ao produto de duas distribui¢bes univariadas
Epanechnikov. Consequentemente, a utilizacdo do kernel Epanechnikov multivariado ou
o produto de dois kernels Epanechnikov univariados nfo produz os mesmos resultados. E
apenas o kernel Epanechnikov bivariado quem atribui um peso aos pontos que diminuem,
de um modo simétrico e circular, com a distancia a partir do ponto de referéncia.

A escolha do parametro de alisamento é mais complexa no caso multivariado. Isto
acontece, em particular, porque a avaliacdo visual dos diferentes valores dos parametros
torna-se consideravelmente mais dificil em mais de duas dimensdes, mas também a
precisdo da estimativa. Acima de duas dimensdes, a escolha dos parametros de
suavizacdo é, portanto, determinada por regras de selegdo automatica. Estas podem ser
desenvolvidas como extensdes naturais daqueles desenvolvidas para o caso univariado.
Por conseguinte, os métodos analisados anteriormente propostos por Silveman (1986)
estdo baseados em estimativas da densidade através de kernel, e sua extensao para 0 caso
multivariado é direta com o uso de kernels multivariados. A sua utilizagdo, no entanto,
torna-se mais complexa, pois requer o calculo das derivadas de distribuicdes
multivariadas e uma grande quantidade de calculos numéricos. Porém é possivel
contornar esta situacdo, apelando para uma distribuicdo de referéncia, como veremos a
continuag&o.

Tomando as distribuicbes de referéncia como sendo Normais multivariadas
N(u, %), onde a matriz de covariancia é a diagonal £ = diag(cZ,-,dZ), obtém-se uma
regra empirica que é igual de simples ao caso univariado. A minimiza¢cdo de uma
aproximacao para o MISE produz uma largura 6tima do pardmetro de suavizacao
H = diag(hq, -+, hy) dada por:

4 \1/(@+9)
hj = (_) R G (5.25)

sendo j = 1,...,d, e g; os desvios padrdo das amostras. Quando d = 1, obtém-se a
expressdo da Equacdo (5.19). Scott (1992) notou que os primeiros elementos desta
expressdo sempre tomam valores entre 0.924 e 1.059, pelo que propus uma extenséo da
regra de Silverman (1986) para calcular H dada por:

~

hy =6 nY/@, (5.26)

~
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A mesma analise ndo pode ser efetuada para proporcionar uma regra no caso de
uma matriz de covariancia cujos elementos fora da diagonal da distribuicdo de referéncia
sejam diferentes de zero. No entanto, a Equacdo (5.25) sugere que H é proporcional a

21/2 Pode-se, portanto, generalizar a regra de Scott (1992), considerando:

O =512 . p-1/d+ (5.27)

A aplicacédo desta regra empirica é analoga a:

1. Transformar os dados de forma tal a que a sua matriz de covariancia seja a
matriz identidade;

2. Estimar a densidade com um Gnico parametro de alisamento h = n=%/(@+4;

3. Transformar a densidade estimada para trazé-la de volta a escala original.

Esta transformag&o prévia dos dados é simples e muito Gtil para a estimacéo préatica
de uma densidade multivariada. Tal transformacdo permite usar um Unico parametro de
alisamento na estimagdo da densidade, tendo em conta as diferentes concentragdes dos
dados em toda a dimensdo e qualquer correlacdo entre as variaveis.

Sabe-se que para 0 mesmo conjunto de dados, a mudanga do pardmetro de
suavizacdo altera significativamente a forma da densidade estimada. De modo anédlogo ao
caso univariado, existem mecanismos ha mesma linha de desenvolvimento para a escolha

do parametro de suavizagdo usando validacao cruzada.

5.5.
Estimacéo da Densidade Condicional por Kernel

A estimacdo densidade condicional foi uma importante derivacdo da estimagédo da
funcdo de densidade, a qual foi introduzida por Rosenblatt (1969). Uma corre¢do do viés
foi proposta por Hyndman et al. (1996). Em Fan et al. (1996), propds-se um estimador
direto baseado na estimag&o polinomial local. Regras de sele¢do do tamanho da janela
tém sido propostas por Bashtannyk & Hyndman (2001), Fan & Yim (2004) e Hall et al.
(2004). O problema relacionado com estimacédo da distribui¢do condicional é examinado
em Hall et al. (1999). Outros trabalhos tém utilizado estimativas da densidade condicional

como uma entrada para outros problemas, incluindo Robinson (1991), Tjgstheim (1994),
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Polonik & Yao (2000), Hyndman & Yao (2002), Juban et al. (2007a, 2007b), Bessa et al.
(2012b).

Formalmente, deseja-se estimar a densidade condicional da variavel aleatéria Y
dada X = x, para isto suponha que a varidvel explicativa X, é uma variavel aleatdria
univariada e que ambas varidveis possuem uma distribuicdo de densidade conjunta
f(x,y). Tem-se uma amostra aleatoria bivariada que serd denotada por
{(X1, Y1), ., X, )} e cujas observagBes estdo dadas por {(xq,¥1), -, (Xn, ¥n)}-
Assuma-se também que estas observagdes bivariadas sdo independentes. Desta forma, a
media condicional € denotada por r(x) = E[Y|X = x] pode-se escrever Y;|(X; = x;) =
r(x;) +¢, onde E[g] =0, V[g] =02 e os g sdo independentes (cov|e;, ] =
O parai # j), mas ndo necessariamente identicamente distribuidos.

Ao expressar a funcdo de densidade condicional em termos da densidade conjunta
f(x,y), pode-se derivar seu estimador. Para isto, seja f(x) a densidade marginal de X.

Assim a densidade condicional de Y|(X = x) est& dada por:

flxy)

o (5.28)

fOlx) =

Serd assumido que f(y|x) e f(x) sdo fungdes tais que as suas segundas derivadas
sdo continuas e sdo quadraticamente integraveis, e que r(x) tem sua segunda derivada
continua.

Deseja-se estimar o numerador e o denominador da Equagéo (5.28) separadamente
utilizando estimadores de kernel ao invés de estimativas paramétricas das funcgdes de
densidade. Em primeiro lugar, a densidade conjunta f(x,y) pode ser estimada usado uma
fungéo kernel do produto de dois kernels univariados, fornecendo o0 mesmo resultado do
estimador kernel bivariado da Equagéo (5.22) para o caso gaussiano, como exemplificado
em Scott (1992). Segundo Wand & Jone (1995), outro tipo de kernel multivariado
(bivariado) ao invés de produto de kernels pode ser usado para definir f(x,y). No
entanto, recomenda-se utilizar o produto de kernels devido a que é mais simples de ser
trabalhado, e a que conduz a estimadores de densidade condicional com varias

propriedades assintéticas boas. O estimador para f (x, y) é dado por:

{639 Z (& ) (y Y) ZKh (= X)Kn, (v = Y)),  (5.29)
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que substitui a densidade bivariada f(x,y) desconhecida, no numerador da
Equacdo (5.28). Esta formulagdo contem dois parametros de suavizagdo, h, e h,. Estes
sdo parametros fixos de escala que controlam a quantidade de suavizacdo para a
estimativa da densidade conjunta na dire¢do de x e y respectivamente. K, () = K(:/h) é
uma funcéo de densidade de probabilidade simétrica, conhecida como funcdo kernel, a

gual cumpre com 0s seguintes pressupostos gerais (Silverman, 1986):

K(u) >0, f K(u)du =1,
R

(5.30)
o2 = f u?K(u)du < o

qu(u)duzO e &

K £0

Para obter a estimativa do denominador da Equacao (5.28) correspondente a fungéo

densidade marginal f(x), lembremos que:

fx) = f [, y)dy. (5.31)

Desta forma, empregando o estimador de densidade por kernel tem-se:

) 1%
ff(x,y)dy f;ZKhx(x —X;) Kn, (v — Y;)dy
j=1

n
1
1—12 Kp, (x — X)) f Kn, (v = Y;)dy. (5.32)
j=1
Pelo pressuposto da funcéo kernel em que [ K(u)du = 1, obtém-se:
1 n
fx) = ff(x, y)dy = 172 Kp, (x — X;). (5.33)
j=1

Por conseguinte, ao substituir as Equacgdes (5.29) e (5.33) em (5.28) é obtido o estimador

seguinte:
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. %Z;‘ll Kn, (x = X;)Kn, (y — Y;)
Foly =122 -
; j=1 Khx(x - X])

Reescrevendo 0s termos:
n
FOI0 = ) WK, (v - Y,),
=1

sendo

K, (x — X))

W(x) = .
/ i Kn (x — X))

100

(5.34)

(5.35)

(5.36)

A média do estimador de densidade condicional f(y|x) fornece um estimador da

média condicional de r(x):

1= [ yfordy = Y Wy,
j=1

(5.37)

sendo esta expressdo € idéntica a funcdo de regressdo por kernel de

Nadaraya(1964) e Watson(1964), e que é na verdade, a forma como o estimador Nadaya-

Watson é frequentemente derivado (por exemplo, Scott 1992). Por defini¢do, a média

condicional de Y|X = x esta dada por:

_ _ _[Yf(xY)
1) =BGl = [ yromdy = [ 222 L ay, (539)
Estimando o numerador da Equacdo (5.38), tem-se:
. 1[N
[vinay == [y k=%, (=)
j=1
1 n
= Ez Kp, (x — X)) f YKn, (v = Y;) dy. (5.39)
j=1

Pelos pressupostos

obtém-se:

da funcdo kernel em que [uK(u)du=0 e [K(w)du =1,
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ijhy(y — Yj)dy =Y. (5.40)
Portanto, a estimativa do numerador est4 dada por:
1 n
fyf(x, y)dy = ;Z Kn, (x = X;)Y;. (5.41)
j=1

Em célculos anteriores o estimador do denominador da Equacdo (5.38) foi
determinado e esta dado pela Equagdo (5.33). Substituindo as Equacdes (5.33) e (5.41)
em (5.38), obtém-se o estimador da média condicional r(x):

o (s ()
700 = Eob) = [ ]ty = [ P22y
5.42
B SX1 K (x = X))V, (542
%Z};l Khx(x - X])
Reescrevendo os termos:

1@ =BG = [y okody =) w6, (543)

=1

expressdo que corresponde ao estimador Nadaya-Watson da Equacdo (5.37) da

media condicional (x), e com W;(x) dado pela Equagao (5.36)

Outros estimadores da densidade condicional como o estimador em dois-estagios
proposto por (Hyndman et al., 1996), o estimador da media Loess proposto por Cleveland
(1979) e o estimador Parzen-Rosenblatt (Parzen, 1962; Rosenblatt, 1969) podem ser
usados para o célculo de dita densidade; este ltimo estimador é utilizado no trabalho de
Jeon & Taylor (2012) e indica-se que ndo existem muitos exemplos aplicados a séries
temporais. Nesta tese sera usado o estimador de Nadaraya-Watson quem possui boas
propriedades estatisticas. Desta forma, o seguinte Capitulo apresenta uma estratégia de
especificagdo que leve em consideracdo a previsdo da velocidade do vento atraves de
SSA, e a estimagdo da densidade condicional da geracdo eolica para sua previsdo

probabilistica utilizando o este estimador kernel.
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