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Todos os direitos reservados. É proibida a reprodução total
ou parcial do trabalho sem autorização da universidade, do
autor e do orientador.

Alexandre de Macedo Torturela

Graduado em Engenharia de Comunicações pelo Instituto
Militar de Engenharia em 1994. Pós-graduado em Análise,
Gerência e Projeto de Sistemas pela Pontif́ıcia Universidade
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Católica do Rio de Janeiro. Departamento de Engenharia
Elétrica. IV. T́ıtulo.

CDD: 621.3

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0812744/CA



Aos meus pais Angela e Moacir.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0812744/CA



Agradecimentos

Aos professores Raimundo Sampaio Neto e César A. Medina, pela ines-

timável orientação acadêmica e por toda a demonstração de amizade.
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Resumo

Torturela, Alexandre de Macedo; Sampaio Neto, Raimundo; So-
tomayor, Cesar Augusto Medina. Novos Métodos para Es-
timação por Mı́nimos Quadrados de Sistemas Esparsos.
Rio de Janeiro, 2014. 144p. Tese de Doutorado — Departamento
de Engenharia Elétrica, Pontif́ıcia Universidade Católica do Rio de
Janeiro.

Neste trabalho, quatro métodos projetados especificamente para a es-

timação de sistemas esparsos são originalmente elaborados e apresentados.

São eles: Encolhimentos Sucessivos, Expansões Sucessivas, Minimização da

Norma l1 e Ajuste Automático do fator de regularização do Custo LS. Os

quatro métodos propostos baseiam-se na técnica de estimação de sistemas

lineares e invariantes no tempo pelo critério dos mı́nimos quadrados, uni-

versalmente conhecida por sua denominação em inglês - Least Squares (LS)

Estimation, e incorporam técnicas relacionadas a otimização convexa e à

teoria de compressive sensing. Os resultados obtidos em simulações mostram

que os métodos em questão têm desempenho superior que a estimação LS

convencional e que o algoritmo Recursive Least Squares (RLS) com regular-

ização convexa denominado l1-RLS, em muitos casos alcançando o desem-

penho ótimo apresentado pelo método de estimação LS Oráculo, no qual

o suporte da resposta ao impulso em tempo discreto do sistema estimado

é conhecido a priori. Além disso, os métodos propostos apresentam custo

computacional menor que do algoritmo l1-RLS.

Palavras–chave

Estimação de sistemas esparsos; Identificação de sistemas esparsos;

Estimação de canais esparsos; Otimização convexa; Compressive sensing;

Transmissão digital; Ultra WideBand (UWB); Impulse radio (IR).
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Abstract

Torturela, Alexandre de Macedo; Sampaio Neto, Raimundo
(Advisor); Sotomayor, Cesar Augusto Medina (Co-advisor). Novel
Sparse Systems Least Squares Estimation methods. Rio de
Janeiro, 2014. 144p. PhD Thesis — Departamento de Engenharia
Elétrica, Pontif́ıcia Universidade Católica do Rio de Janeiro.

In this thesis, four methods specifically designed for sparse systems

estimation are originally developed and presented, which were called here:

Relaxations method, Successive Expansions method, l1-norm Minimization

method and Automatic Adjustment of the Regularization Factor method.

The four proposed methods are based on the Least Squares (LS) Estimation

method and incorporate techniques related to convex optimization and to

the theory of compressive sensing. The simulation results show that the

proposed methods herein present superior performance than the ordinary

LS estimation method and the Recursive Least Squares (RLS) with convex

regularization method (l1-RLS), in many cases achieving the same optimal

performance presented by the LS Oracle method. Furthermore, the proposed

methods demand lower computational cost than the l1-RLS method.

Keywords

Sparse system identification; Sparse system estimation; Sparse

channel estimation; Convex optimization; Compressive sensing; Digital

transmission; Ultra WideBand (UWB); Impulse radio (IR).
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1

Introdução

1.1

Contextualização deste trabalho

Um sistema linear e invariante no tempo é considerado esparso quando o vetor

que representa sua resposta ao impulso em tempo discreto possui elementos

nulos ou despreźıveis. Uma técnica amplamente empregada para estimação de

sistemas lineares e invariantes no tempo é a estimação por mı́nimos quadrados,

universalmente conhecida por sua denominação em inglês - Least Squares

(LS) Estimation(1). Embora a estimação LS seja uma técnica estatisticamente

consistente, sua velocidade de convergência pode ser proibitivamente lenta em

algumas aplicações que envolvam a estimação de sistemas esparsos (2, 3).

Recentes pesquisas relacionadas à Teoria de Compressive Sensing (4, 5)

tem motivado o desenvolvimento de técnicas espećıficas para a estimação

(ou identificação) de sistemas esparsos, nos quais a esparsidade do sistema

estimado é explorada com o propósito de acelerar a velocidade de convergência

do seu processo de estimação.

Em (6), é apresentado o algoritmo Matching Pursuit (MP), que consiste em

construir, de forma iterativa, uma estimativa esparsa como uma combinação

linear de vetores pertencentes a um conjunto sobredeterminado denominado

dicionário. Em (7), uma variação do algoritmo MP é apresentado para fins de

estimação de canais esparsos, em que alguns elementos da estimativa LS, com

os menores módulos, são zerados e, subsequentemente, uma estimativa esparsa

é obtida a partir da reestimação LS dos elementos não-nulos remanescentes.

Em (8), é apresentado um algoritmo baseado em MP que constrói a estimativa

esparsa através da técnica de gradiente conjugado.

Em (9), é proposto um método de identificação de sistema no contexto de

estimação de canal para fins de equalização adaptativa, em que apenas um

subconjunto dos elementos do vetor que representa o canal são selecionados e

atualizados de forma adaptativa. Em (10), são apresentados alguns algoritmos

que tentam detectar elementos nulos no vetor que representa a estimativa

esparsa. Um desses algoritmos zera os elementos da estimativa LS cujos

módulos estejam abaixo de um limiar pré-estabelecido e, subsequentemente,

reconstrói a estimativa LS restrita aos elementos não-nulos remanescentes.

Esse processo é repetido iterativamente até que não seja observada nenhuma

mudança significativa entre duas estimativas sucessivas. Em (11), é apresentado

um algoritmo de hard-thresholding, em que alguns elementos da estimativa
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esparsa são zerados iterativamente até que algum critério de parada seja

atendido.

Em (12), o operador LASSO (Least Absolute Shrinkage and Selection Opera-

tor) é apresentado, no qual a estimação LS ordinária da resposta ao impulso

em tempo discreto do sistema é executada tendo como restrição sua norma l1

ser menor que um valor arbitrado. Em (13), é apresentado o critério de oti-

mização denominado Basis Pursuit (BP), o qual estabelece que, em um sistema

livre de rúıdos, uma representação esparsa da resposta ao impulso do sistema

pode ser obtida através da minimização de sua norma l1, sujeita à restrição

de que o erro de observação seja zero. Em um sistema com rúıdo aditivo, o

critério de otimização do BP é diferente, e equivale à minimização do custo

LS acrescido de uma função de regularização que corresponde à norma l1 da

estimativa multiplicada por uma constante real positiva arbitrária denominada

fator de regularização. Em (14), uma famı́lia de algoritmos que promovem o

encolhimento do suporte da estimativa é proposta.

Em (15, 16, 17, 18), são apresentadas algumas variações do algoritmo Least

Mean Squares (LMS), que exploram esparsidade com o objetivo de acelerar a

velocidade de convergência na estimação. Em (19), é apresentada uma variação

do algoritmo LMS que emprega sequência de Krylov e que tem como vantagens

não utilizar nenhuma informação a priori do sistema estimado e não se limitar

à estimação de sistemas esparsos.

Em (20), é apresentada uma famı́lia de algoritmos Recursive Least Squares

(RLS) que incorporam regularização convexa. Dentre eles, é apresentado o

algoritmo l1-RLS, utilizado no presente trabalho como benchmark na avaliação

de desempenho e de esforço computacional dos métodos de estimação de

sistemas esparsos originalmente elaborados e apresentados nesta Tese.

Em (21), é apresentado um algoritmo que minimiza o custo LS mais a norma l1

empregando uma função homotópica que produz uma sequência decrescente de

valores ao parâmetro de regularização. Em (22), é apresentado um algoritmo

para estimação de sistemas esparsos que emprega homotopia. Em (23, 24), são

apresentados dois trabalhos que abordam o ajuste automático dos parâmetros

de regularização.

Em (25), é apresentado um método de estimação baseado no algoritmo

Normalized -LMS (NLMS) que emprega filtros paralelos. Em (26), é proposto

um método de equalização em sistemas Direct-Squence Ultra-Wideband (DS-

UWB) que explora a esparsidade do canal e que emprega múltiplos filtros

paralelos e técnicas de posto reduzido.
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O enfoque desta Tese está direcionado ao desenvolvimento e à apresentação de

métodos originais para estimação de sistemas esparsos, de baixa complexidade

computacional, baseados em estimação por mı́nimos quadrados e que incor-

poram técnicas relacionadas à otimização convexa e à Teoria de Compressive

Sensing.

1.2

Motivação e objetivo

A atual proliferação de Redes de Sensores baseados na tecnologia Impulse-

Radio Ultra-Wideband (IR-UWB), de amplo interesse em aplicações civis e

militares, foi uma das motivações para a realização deste trabalho, haja vista

que os canais nos quais operam os sistemas IR-UWB são tipicamente esparsos.

Em relação ao problema espećıfico de estimação LS de canais esparsos em

sistemas de comunicações, reside áı a seguinte razão custo-benef́ıcio: ou a

sequência de treinamento é longa, para que o erro de estimação seja pequeno

o suficiente para que a taxa de erros de bits fique abaixo de um valor máximo

admitido, ao custo da redução da taxa efetiva de transmissão, ou a sequência

de treinamento é curta, aumentando-se assim a taxa efetiva de transmissão,

ao custo do aumento da taxa de erros de bits.

O problema de estimação LS de canais esparsos, em particular em sistemas de

comunicações baseados na tecnologia IR-UWB, motivou o desenvolvimento de

quatro métodos de baixa complexidade computacional projetados especifica-

mente para a estimação de sistemas esparsos. Estes métodos são originalmente

elaborados e apresentados no Caṕıtulo 4. São eles: Encolhimentos Sucessivos,

Expansões Sucessivas, Minimização da Norma l1 e Ajuste automático do fator

de regularização do Custo LS. Esses quatro métodos são baseados na técnica

de estimação LS e, com o objetivo de acelerar a velocidade de convergência do

processo de estimação, incorporam técnicas relacionadas à otimização convexa

e à Teoria de Compressive Sensing. A apresentação desses quatro métodos é

feita de maneira unificada tendo como elo de ligação o mesmo critério para o

relaxamento do custo LS.

O método de Encolhimentos Sucessivos guarda semelhanças com algumas

técnicas de hard-tresholding (11) e provoca, de forma controlada, sucessivos

encolhimentos do suporte da estimativa da resposta ao impulso do sistema,

até que o custo LS exceda um limiar previamente arbitrado. O método de

Expansões Sucessivas foi inspirado no algoritmo de Matching Pursuit (6) e,

em oposição ao método anterior, provoca, de maneira controlada, sucessivas

expansões do suporte da estimativa da resposta ao impulso do sistema, até
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que o custo LS fique abaixo de um limiar previamente arbitrado. O método de

Minimização da Norma l1 foi inspirado nas técnicas de Basis Pursuit (13) e

no operador LASSO (Least Absolute Shrinkage and Selection Operator) (12), e

guarda muita semelhança com o método de Encolhimentos Sucessivos. Porém,

a diferença fundamental entre esses dois métodos é a seguinte: enquanto o

método de Encolhimentos Sucessivos baseia-se na consistência estat́ıstica da

técnica de estimação LS com suporte reduzido, o método de minimização

da norma l1 baseia-se em argumentos geométricos, mais precisamente nas

condições de contorno associadas ao problema de otimização convexa intŕınseco

no método. O método de Ajuste Automático do Fator de Regularização do

custo LS foi inspirado nas técnicas baseadas na regularização da função-

custo (17, 20) e tem, como principal mérito, a busca automática pelo fator

de regularização ótimo. Sucedendo a apresentação de cada um dos métodos,

são apresentados resultados de simulações em que seus desempenhos são

comparados com as técnicas de estimação LS ordinária e LS Oráculo (que

corresponde à estimação LS com suporte reduzido em que o suporte da resposta

ao impulso do canal é conhecido a priori) e a análise de custo computacional.

1.3

Organização do texto

No Caṕıtulo 2, é feita uma breve apresentação do método ordinário de

estimação por mı́nimos quadrados de sistemas lineares e invariantes no tempo,

universalmente conhecido por sua denominação em inglês - Least Squares (LS)

Estimation. Neste caṕıtulo, é também apresentada uma forma de realizar a

estimação LS através de processamento em blocos do sinal observado na sáıda

do sistema a ser estimado.

No Caṕıtulo 3, é apresentada, com uma abordagem inédita, a técnica de

estimação LS com suporte reduzido, cujo arcabouço teórico fundamenta os

quatro métodos de estimação de sistemas esparsos originalmente apresentados

nesta Tese. Neste caṕıtulo, também são realizadas a análise de convergência e

do custo computacional da estimação LS com suporte reduzido.

No Caṕıtulo 4, o problema de estimação LS ótima de sistemas esparsos é carac-

terizado. Em seguida, é estabelecida, de maneira inédita, uma conexão entre

a norma l1 (amplamente empregada de forma heuŕıstica como medida de es-

parsidade) e a pseudo-norma l0. Finalmente, os quatro métodos de estimação

de sistemas esparsos, originalmente desenvolvidos ao longo desta Tese, são

apresentados. São eles: Encolhimentos Sucessivos, Expansões Sucessivas, Mi-

nimização da Norma l1 e Ajuste automático do fator de regularização do Custo
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LS. Esses quatro métodos são abordados de forma unificada, tendo como elo

de ligação um critério único para o relaxamento do custo LS.

O Caṕıtulo 5 é dedicado à avaliação de desempenho e de custo computacional

dos métodos propostos, a partir de resultados de simulações em computa-

dor, comparando-os entre si e com a técnica l1-RLS (20). Os resultados das

simulações são organizados em duas partes: na primeira, as simulações são

dedicadas à estimação de Sistemas Esparsos de Máxima Entropia (o conceito

de Sistemas Esparsos de Máxima Entropia é introduzido, de forma inédita,

no Anexo B); na segunda, as simulações são dedicadas ao caso de particular

interesse de avaliar a taxa de erro de bits em sistemas UWB que envolvem a es-

timação de canais esparsos, baseados no modelo de canal IEEE 802.15.4a (27)

(o modelo adotado para representação de sinais em sistemas UWB é apresen-

tado no Anexo A). Os resultados das simulações demonstram que os métodos

originalmente apresentados nesta Tese têm desempenho acentuadamente su-

perior ao apresentado pelo algoritmo l1-RLS, em muitos casos alcançando o

mesmo desempenho ótimo do algoritmo de benchmark LS Oráculo.

O Caṕıtulo 6 fecha este trabalho com a apresentação de uma análise sintética

dos métodos propostos e aponta oportunidades de continuidade nas pesquisas.

1.4

Notação adotada

Caracteres maiúsculos em negrito denotam matrizes (por exemplo, X). Ca-

racteres minúsculos em negrito denotam vetores (por exemplo, x). Caracteres

maiúsculos em negrito vazado denotam conjuntos (por exemplo, X).

Os śımbolos ⋆ T H † indicam, respectivamente, os seguintes operadores:

convolução linear, transposição, hermitiano e pseudo-inversa. O śımbolo ←
denota atribuição. O śımbolo

a.s.−→ denota convergência com probabilidade 1

(almost sure convergence).

O operador |X| denota a cardinalidade de X. O operador ℜ(x) denota a parte

real de x. O operador ⌈x⌉ denota o menor inteiro maior ou igual a x.
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2

Estimação LS de sistemas lineares e invariantes no tempo

2.1

Introdução

Nesta Tese, quatro novos métodos de estimação de sistemas esparsos são ori-

ginalmente desenvolvidos e apresentados. São eles: Encolhimentos Sucessivos,

Expansões Sucessivas, Minimização da Norma l1 e Regularização Automática

do Custo LS.

Estes quatro métodos baseiam-se na técnica de estimação de sistemas lineares

e invariantes no tempo por mı́nimos quadrados, universalmente conhecida pela

sua denominação em inglês - Least Squares (LS) Estimation. Por isso, neste

caṕıtulo, a técnica de estimação LS é sumariamente apresentada, bem como o

modelo adotado ao longo da Tese para representar o esquema de estimação de

sistemas (esparsos) lineares e invariantes no tempo.

A técnica de estimação LS é uma das mais comumente empregadas para a

estimação (ou identificação) de sistemas lineares e invariantes no tempo. No

caso da estimação de sistemas lineares e invariantes no tempo representados em

tempo discreto, a estimação LS fornece como resultado a estimativa da resposta

ao impulso em tempo discreto do sistema que minimiza a média aritmética das

normas ao quadrado dos erros de observação, que correspondem às diferenças

entre os vetores de observação (isto é, os vetores que representam o sinal na

sáıda do sistema) e os vetores que representam o sinal de sáıda reconstitúıdo

(isto é, o sinal resultante da convolução entre o sinal de entrada e a estimativa

das resposta ao impulso discreta do sistema). Esta estimativa, denominada

estimativa LS, é única (28).

Quando os erros de observação constituem-se em um processo estocástico

gaussiano branco, é posśıvel demonstrar que as estimativas LS são ótimas,

no sentido de que correspondem às estimativas que atendem ao critério

de máxima verossimilhança. Mesmo quando a caracterização estat́ıstica dos

erros de observação é desconhecida, a estimação LS costuma apresentar bom

desempenho. Além disso, a estimação LS é uma técnica amplamente empregada

mesmo quando a caracterização estat́ıstica do erro de observação é conhecida

e não corresponde a um processo estocástico gaussiano branco. Isto se deve ao

fato de que a estimação LS proporciona um tratamento matemático simples

para a estimação de sistemas lineares e invariantes no tempo.
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A estimação LS produz estimativas LS consistentes: isto é, quanto maior a

quantidade de vetores de observação processados na geração da estimativa,

menor a variância do erro de estimação, que corresponde à norma da diferença

entre os vetores que representam a estimativa LS e a verdadeira resposta ao im-

pulso em tempo discreto do sistema. A consistência e a baixa complexidade da

estimação LS foram as razões para restringir as pesquisas e o desenvolvimento

de novos métodos de estimação de sistemas esparsos a essa modalidade de es-

timação. Técnicas de caráter estocástico, tal qual o algoritmo LMS, não foram

objetos de pesquisa nesta Tese, por apresentarem desvantagens em relação à

técnica de estimação LS, tais como baixa velocidade de convergência e sempre

apresentar um patamar de erro de estimação (1).

Uma outra qualidade da estimação LS é que ela pode ser modificada para

produzir adaptativamente estimativas de sistemas variantes no tempo, como

por exemplo a técnica Recursive Least Squares (RLS), que tem como parâmetro

um fator de esquecimento (1). Embora a estimação de sistemas variantes no

tempo esteja fora do escopo desta Tese, as técnicas aqui apresentadas também

podem ser adaptadas para esta finalidade.

Apesar de todas as qualidades da estimação LS, quando aplicada à estimação

de sistemas esparsos, se a quantidade de vetores de observação processados

não for muito grande, o erro de estimação pode não ser pequeno o suficiente,

dependendo da aplicação. Por exemplo, em sistemas de comunicações, a

estimação LS de canais esparsos depara-se com a seguinte relação custo-

benef́ıcio: ou o tamanho da sequência de treinamento é longa a fim de

que o erro de estimação seja pequeno o suficiente para que a probabilidade

de erro de bits fique abaixo do limite tolerável pelo sistema, às custas da

redução da taxa efetiva de transmissão, ou o tamanho da sequência de

treinamento é curta, aumentando-se assim a taxa efetiva de transmissão, às

custas do aumento da taxa de erro de bits do sistema. Por isso, nos caṕıtulos

seguintes a técnica de estimação LS será adaptada para que a velocidade de

convergência da estimação LS de sistemas esparsos seja acelerada, destacando-

se o desenvolvimento da técnica de estimação LS com suporte reduzido. Além

disso, com o objetivo de reduzir seu custo computacional, nesse trabalho é

apresentada a técnica de processamento em blocos da estimação LS.

2.2

Esquema de Estimação LS

Seja h o vetor-coluna de comprimento L que representa a resposta ao impulso

em tempo discreto de um sistema linear e invariante no tempo H. Seja c̄ o
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vetor-coluna de comprimentoN que representa, em tempo discreto, um sinal na

entrada de H. O sinal em tempo discreto na sáıda de H pode ser representado

pelo vetor-coluna s̄, de comprimento P = L+N − 1, dado por

s̄ = c̄ ⋆ h = C̄h (2-1)

em que ⋆ representa a operação discreta de convolução e C̄ é matriz Toeplitz,

de dimensão P × L, cujo produto C̄h representa a convolução entre c̄ e h.

Seja r̄ o vetor de observação, dado por

r̄ = s̄+ z̄ = C̄h+ z̄ (2-2)

em que z̄ representa o erro de observação, de natureza estocástica.

A estimativa LS da resposta ao impulso em tempo discreto de H é definida

como

ĥ , argmin
x

∥

∥r̄− C̄x
∥

∥

2
(2-3)

O problema de minimização em 2-3 é convexo e, portanto, possui um único

mı́nimo global. Calculando o gradiente de 2-3 e igualando a zero, tem-se que

ĥ = C̄†r̄ (2-4)

em que C̄† ,
(

C̄HC̄
)−1

C̄H é a matriz pseudo-inversa de C̄.

Alternativamente, a estimativa LS pode ser calculada também da seguinte

forma

ĥ = Ā−1b̄ (2-5)

em que Ā = C̄HC̄ e b̄ = C̄H r̄.

Desde que Ā seja de posto cheio, ela também é positiva-definida e, nesse caso,

é posśıvel calcular ĥ consumindo apenas 2/3 das operações de ponto flutuante

em relação a 2-5 (29), da seguinte forma

ĥ = L̄H\T
(

L̄\T b̄
)

(2-6)

em que L̄ é a matriz triangular inferior obtida através da Decomposição de

Cholesky de Ā (ou seja, Ā = L̄HL̄) e \T representa a operação de divisão à

esquerda por matriz triangular.
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2.3

Processamento em blocos da estimação LS

O cálculo de ĥ a partir de 2-3 exige o armazenamento em memória de todo o

vetor de observação r̄, o que pode ser uma dificuldade, se o seu comprimento

P for muito grande em relação à capacidade de armazenamento do dispositivo

que executa a estimação LS do sistema. Uma alternativa é o processamento

da estimação LS em blocos, que consiste em quebrar o vetor de observação em

blocos ri de comprimento M ≤ P .

Seja L = {1, 2, . . . , L} e Pi o conjunto dos ı́ndices das linhas correspondentes

ao i-ésimo bloco, dado por

Pi = {(i− 1)M + 1, . . . , iM} (2-7)

Suponha, sem perda de generalidade, que P seja múltiplo de M tal que

P = NbM , em que Nb é a quantidade de blocos (se P não for múltiplo de

M , o vetor c̄ que representa o sinal na entrada de H pode ser acrescido de

zeros até que o vetor de observação resultante r̄ tenha comprimento múltiplo

de M). Nesse caso, a equação 2-3 pode ser reescrita da seguinte forma

ĥ , argmin
x

Nb
∑

i=1

‖ri −Cix‖2 (2-8)

em que ri é o vetor-coluna, de comprimento M , correspondente ao i-ésimo

bloco de observação, dado por

ri = (r̄)
Pi,L

(2-9)

e Ci corresponde ao i-ésimo sub-bloco da matriz C̄, dado por

Ci =
(

C̄
)

Pi,L
(2-10)

Seja ĥk a estimativa LS no instante k, definida como

ĥk , argmin
x

Jk(x) 1 ≤ k ≤ Nb (2-11)

em que Jk(x) : C
L → R

+ é o custo LS no instante k, definido como

Jk(x) ,
1

k

k
∑

i=1

‖ri −Cix‖2 (2-12)

Comparando as equações 2-8 e 2-11, verifica-se que ĥ = ĥk quando k = Nb.

A função-custo Jk(x) em 2-12 pode ser reescrita como
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Jk (x) = Rk − 2ℜ
[

bH
k x
]

+ xHAkx (2-13)

em que

Rk , 1
k

∑k
i=1 ‖ri‖

2

Ak , 1
k

∑k
i=1 C

H
i Ci

bk , 1
k

∑k
i=1 C

H
i ri

(2-14)

Igualando o gradiente de Jk(x) a zero, verifica-se que a estimativa LS ĥk, dada

por 2-11, pode ser calculada da seguinte forma

ĥk = A−1
k bk (2-15)

É importante observar que uma condição necessária para que Ak possua posto

completo L é que

kM ≥ L (2-16)

Portanto, para que 2-15 possua solução determinada, a condição em 2-16 deve

ser satisfeita.

Observando que Ak é matriz positiva-definida, é posśıvel calcular ĥk consu-

mindo apenas 2/3 das operações de ponto flutuante em relação a 2-15 (29), da

seguinte forma

ĥk = LH
k \T (Lk\Tbk) (2-17)

em que Lk é a matriz triangular inferior obtida através da Decomposição de

Cholesky de Ak (ou seja, Ak = LH
k Lk).

2.4

Generalização do processamento em blocos da estimação LS

Observando as equações 2-2, 2-9 e 2-10, verifica-se que cada bloco ri pode ser

representado da seguinte forma

ri = Cih+ zi (2-18)

em que zi é o vetor-coluna, de comprimento M , correspondente ao i-ésimo

bloco de erros de observação, dado por

zi = (z̄)
Pi,L

(2-19)
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A equação 2-18 pode ser generalizada para representar não somente o i-ésimo

bloco de r̄, mas para representar também o i-ésimo vetor de observação ri em

um esquema de estimação em que, em vez do emprego de um único sinal c̄ na

entrada do sistema a ser estimado H, é empregada uma sequência de sinais de

entrada independentes entre si {ci, i = 1, 2, . . .}.

Uma aplicação de particular interesse é a estimação de canais em sistemas

de comunicações com esquema de múltiplo acesso baseado em espalhamento

direto, tais quais alguns padrões CDMA (Code Division Multiple Access) e

UWB (Ultra-wideband). Nesse caso, ci passa a representar o i-ésimo código

de espalhamento direto transmitido através do canal H, cuja resposta ao

impulso em tempo discreto é h. Assim, Ci é matriz Toeplitz cujo produto

Cih representa a convolução entre ci e h. O cálculo de ĥk, que representa

a estimativa LS da resposta ao impulso de H no instante k, permanece

exatamente igual como foi apresentado na seção anterior.

O Anexo A apresenta a construção do modelo equivalente discreto em banda

básica para o esquema de transmissão e recepção de alguns padrões CDMA e

do padrão UWB IEEE 802.15.4a.

2.5

Considerações finais

Neste caṕıtulo, foi realizada uma breve recapitulação sobre a técnica de

estimação LS. Em seguida, foi apresentada uma forma de realizar a estimação

LS a partir da fragmentação do vetor de observação em blocos.

A estimação LS apresentada neste caṕıtulo é denominada ao longo desta Tese

como Estimação LS Full-support (de suporte completo). No caṕıtulo a seguir,

será apresentada a técnica de estimação LS com suporte reduzido, na qual é

suposto a priori que um ou mais elementos da estimativa ĥk sejam iguais a

zero. A estimação LS Full-support consiste em um caso particular da estimação

LS com suporte reduzido. A estimação LS com suporte reduzido constitui-se na

base de três das quatro técnicas de estimação de sistemas esparsos apresentados

originalmente apresentadas nesta Tese (Encolhimentos Sucessivos, Expansões

Sucessivas e Minimização da Norma l1).
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3

Estimação Least Squares com suporte reduzido

3.1

Introdução

No caṕıtulo anterior, a técnica de estimação LS full-support ordinária foi su-

mariamente apresentada. Em seguida, foi apresentada uma forma de executar

a estimação LS full-support através do processamento em blocos (fragmentos)

do vetor de observação. Apesar das virtudes da estimação LS, dentre as quais

destacam-se a produção de estimativas consistentes e despolarizadas, sua con-

vergência pode ser lenta quando aplicada à estimação de um sistema linear e

invariante no tempo esparso (2, 3), cuja resposta ao impulso em tempo discreto

possa ser representada por um vetor-coluna de comprimento longo, mas apenas

uma quantidade pequena de seus elementos significativos, com os elementos

restantes nulos ou despreźıveis.

Uma forma de acelerar a estimação LS de sistemas esparsos (como por exem-

plo, a estimação de canais esparsos em sistemas de comunicações), reduzindo-se

assim as diferenças entre a estimativa LS e a resposta ao impulso do sistema

quando a quantidade de observações processadas é pequena, é restringir ade-

quadamente o suporte da estimação. Dessa forma, a estimação LS de sistemas

esparsos pode ser vista como um problema de se determinar qual o suporte mais

adequado para representar a resposta ao impulso do sistema, considerando-se

o conjunto de vetores de observação processados. Consequentemente, a es-

timação LS de sistemas esparsos envolve o estabelecimento de algum critério

para determinar quais os elementos da estimativa LS full-support ordinária

podem ser, de fato, considerados despreźıveis e, portanto, descartáveis.

Neste caṕıtulo, é apresentada uma adaptação da técnica de estimação LS full-

support ordinária para um modelo de estimação LS com suporte reduzido.

Nesse aspecto, a estimação LS full-support pode ser vista como um caso

particular da estimação LS com suporte reduzido. Em seguida, é realizada

uma análise de convergência do custo LS e do erro de estimação produzidos

pela técnica de estimação LS com suporte reduzido. As conclusões apresentadas

neste caṕıtulo são usadas para fundamentar os seguintes métodos de estimação

de sistemas esparsos originalmente elaborados e apresentados no caṕıtulo

seguinte: Encolhimentos Sucessivos, Expansões Sucessivas e Minimização da

Norma l1.
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3.2

Apresentação do esquema de estimação LS com suporte reduzido

Considere o problema de estimação da resposta ao impulso discreta de um

sistema linear e invariante no tempo H em que o sinal observado na sáıda do

sistema, no instante k, pode ser representado pelo vetor de observação rk, dado

pela equação 2-18, repetida aqui por conveniência

rk = Ckh+ zk (3-1)

em que:

– rk é um vetor complexo de dimensão M × 1, com M = N + L− 1;

– h é um vetor complexo de dimensão L× 1 que representa a resposta ao

impulso discreta de H;
– Ck é uma matriz Toeplitz de dimensão M × L cujo produto Ckh

representa a convolução entre uma sequência deN śımbolos ck na entrada

de H (com E
{

‖ck‖2
}

= Ec < ∞ para todo k) e a resposta ao impulso

discreta h;

– zk é um vetor complexo de dimensão M × 1 que representa o erro de

observação na sáıda de H.

Seja Sh o suporte (conjunto dos ı́ndices dos elementos não nulos) de h, isto é,

Sh = {i ∈ L|hi 6= 0} (3-2)

em que L = {1, 2, . . . , L}. Seja S um superconjunto qualquer de Sh (isto é,

L ⊇ S ⊇ Sh); nesse caso, 3-1 pode ser reescrita da seguinte forma

rk = (Ck)S (h)S + zk (3-3)

em que (Ck)S é uma matriz de dimensão M ×|S| formada pelas colunas de Ck

cujos ı́ndices pertencem a S e (h)
S
é um vetor de dimensão |S|×1 formado pelos

elementos de h cujos ı́ndices pertencem a S (aqui, |.| denota a cardinalidade

do conjunto).

Seja ĥS

k o vetor de dimensão |S|× 1 que representa a estimativa da resposta ao

impulso discreta do sistema, no instante k, associada a um suporte genérico

S ⊆ L, dado por

ĥS

k = argmin
x

JS

k (x) (3-4)
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em que JS

k (x) : C
|S| → R

+ é a função-custo associada ao suporte S que fornece

a média aritmética dos erros quadráticos, definida como

JS

k (x) ,
1

k

k
∑

i=1

‖ri − (Ci)S x‖
2 (3-5)

A função-custo JS

k (x) pode ser reescrita da seguinte forma

JS

k (x) = Rk − 2ℜ
[

(bk)
H
S
x
]

+ xH (Ak)S,S x (3-6)

em que Rk, Ak e bk são definidos na equação 2-14, repetida aqui por

conveniência

Rk , 1
k

∑k
i=1 ‖ri‖

2

Ak , 1
k

∑k
i=1 C

H
i Ci

bk , 1
k

∑k
i=1 C

H
i ri

(3-7)

e (bk)S é o vetor de dimensão |S| × 1 formado pelos elementos de bk cujos

ı́ndices pertencem a S e (Ak)S,S é a matriz de dimensão |S|× |S| formada pelos

elementos de Ak cujos ı́ndices de suas linhas e de suas colunas pertencem a S.

A função-custo JS

k (x) é quadrática em x e, portanto, convexa. Além disso,

o domı́niio de JS

k (.) é conjunto fechado. Logo, JS

k (x) possui um único valor

mı́nimo global. O gradiente de JS

k (x) é dado por

∇JS

k (x) = 2
[

(Ak)S,S x− (bk)S

]

(3-8)

A solução de 3-4 é obtida resolvendo-se ∇JS

k

(

ĥS

k

)

= 0, que é dada por

ĥS

k = (Ak)
−1
S,S (bk)S (3-9)

Seja Jk(S) o mı́nimo erro médio quadrático associado ao suporte S, ou seja,

Jk (S) = JS

k

(

ĥS

k

)

(3-10)

Aplicando 3-9 em 3-6 e observando que (Ak)
−1
S,S é matriz positiva-definida,

verifica-se que Jk(S) é dado por

Jk (S) = Rk − (bk)
H
S
(Ak)

−1
S,S (bk)S (3-11)

ou equivalentemente, substituindo 3-9 em 3-11, verifica-se que

Jk (S) = Rk − (bk)
H
S
ĥS

k (3-12)

Como (Ak)S,S é matriz positiva-definida, ela pode ser expressa como
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(Ak)S,S =
(

LS

k

)H
LS

k (3-13)

em que LS

k é matriz triangular inferior, resultante da Decomposição de Cholesky

da matriz (Ak)S,S. Aplicando-se 3-13, 3-11 pode ser reescrita como

Jk (S) = Rk − ‖
(

LS

k

)−1
(bk)S ‖2 (3-14)

A equação 3-14 é uma forma de se calcular Jk (S) sem a necessidade de conhecer

ĥS

k e será útil em alguns algoritmos propostos no próximo caṕıtulo.

3.3

Composição da estimativa LS com suporte reduzido

Combinando 3-1, 3-7 e 3-9, a estimativa esparsa do sistema, associada ao

suporte S, no instante k, pode ser reescrita como

ĥS

k = (Ak)
−1
S,S

[

1

k

k
∑

i=1

(Ci)
H
S
(Cih+ zi)

]

(3-15)

Observando que Cih = (Ci)S (h)S + (Ci)S̄ (h)S̄, em que S̄ = L\S é o

complemento de S (isto é, S ∪ S̄ = L e S ∩ S̄ = ∅), então 3-15 pode ser

reescrita como

ĥS

k = (Ak)
−1
S,S

{

1

k

k
∑

i=1

(Ci)
H
S
{[(Ci)S (h)S + (Ci)S̄ (h)S̄] + zi}

}

(3-16)

Verifica-se que 1
k

∑k
i=1 (Ci)

H
S
(Ci)S = (Ak)S,S e 1

k

∑k
i=1 (Ci)

H
S
(Ci)S̄ = (Ak)S,S̄,

em que (Ak)S,S̄ é a matriz de dimensão |S| × |S̄| formada pelas linhas de Ak

cujos ı́ndices pertencem a S e pelas colunas de Ak cujos ı́ndices pertencem a

S̄. Logo, a estimativa esparsa associada ao suporte S, no instante k, pode ser

expressa como

ĥS

k = (h)
S
+ υ

S

k + ε
S

k (3-17)

em que υ
S

k é aqui denominado desvio-cruzado, definido como

υ
S

k , (Ak)
−1
S,S (Ak)S,S̄ (h)S̄ (3-18)

e ε
S

k é aqui denominado desvio-de-rúıdo, definido como

ε
S

k , (Ak)
−1
S,S

[

1

k

k
∑

i=1

(Ci)
H
S
zi

]

(3-19)

O desvio-cruzado em 3-18 também pode ser alternativamente expresso como

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0812744/CA
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υ
S

k = (Ak)
−1
S,S (Ak)S,S̃ (h)S̃ (3-20)

em que

S̃ = Sh\S = Sh ∩ S̄ (3-21)

é o conjunto dos elementos de Sh que não estão em S. Portanto, se S = L,

então S̄ = ∅ e, consequentemente, υS

k não existe. Similarmente, se L ⊃ S ⊇ Sh,

então (h)
S̃
= 0 e, consequentemente, υS

k = 0.

Em suma, 3-17 mostra que a estimativa ĥS

k pode ser expressa como a soma de

três parcelas. A primeira parcela (h)
S
corresponde ao vetor formado pelos

elementos da resposta ao impulso verdadeira h cujos ı́ndices pertencem a

S. A segunda parcela υ
S

k é denominada desvio-cruzado e seus elementos

são formados pela combinação linear dos elementos de h cujos ı́ndices não

pertencem a S. A terceira parcela ε
S

k é denominada desvio-de-rúıdo e seus

elementos são formados pela combinação linear dos elementos do vetor zk que

representa o rúıdo mais interferência.

3.4

Análise de convergência das estimativas LS com suporte reduzido

Suponha que o sinal na entrada do sistema estimado possa ser representado

por uma sequência de vetores pseudoaleatórios ck de média nula e matriz

autocorrelação (Ec/N)I, para todo k e com Ec <∞. Sem perda de generalidade,

deste ponto em diante é admitido que Ec = 1. Nesse caso, com base na forma

forte da Lei dos Grandes Números, é posśıvel verificar que, quando k tende a

infinito, a matriz Ak converge com probabilidade 1 para a matriz-identidade,

isto é,

Pr
[

lim
k→∞

Ak = I
]

= 1 (3-22)

Em decorrência disso, é posśıvel demonstrar que, quando k tende a infinito, a

inversa da matriz Ak também converge com probabilidade 1 para a inversa do

limite da matriz Ak, ou seja,

Pr

[

lim
k→∞

A−1
k =

(

lim
k→∞

Ak

)−1

= I

]

= 1 (3-23)

Também devido à Lei Forte dos Grandes Números, é posśıvel afirmar que

Pr

[

lim
k→∞

(Ak)
−1
S,S =

(

lim
k→∞

(Ak)S,S

)−1

= I−1 = I

]

= 1 (3-24)
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e que

Pr

[

lim
k→∞

(Ak)S,S̄ =
(

lim
k→∞

Ak

)

S,S̄
= (I)

S,S̄ = 0

]

= 1 (3-25)

Aplicando 3-24 e 3-25 em 3-18, conclui-se então que

Pr
[

lim
k→∞

υ
S

k = 0
]

= 1 ∀S (3-26)

Aplicando 3-24 em 3-19 e supondo que cada elemento de zi seja variável

aleatória de média zero e variância σ2
z < ∞, todos estatisticamente indepen-

dentes entre si, então verifica-se que

Pr
[

lim
k→∞

ε
S

k = 0
]

= 1 ∀S (3-27)

Ou seja, verifica-se que, para qualquer suporte S, tanto o desvio-cruzado υ
S

k

quanto o desvio-de-rúıdo εSk tendem a zero com probabilidade 1 quando k tende

a infinito.

Juntando 3-17, 3-26 e 3-27, conclui-se que

Pr
[

lim
k→∞

ĥS

k = (h)
S

]

= 1 ∀S (3-28)

Portanto, verifica-se que hS

k consiste em uma estimativa consistente e despola-

rizada de (h)
S
.

Seja ĥk a estimativa LS esparsa do sistema no instante k, dada por

ĥk = I
L,Ŝĥ

Ŝ

k (3-29)

em que Ŝ é a estimativa do suporte Sh. A equação 3-28 mostra que se Ŝ ⊇ Sh,

então ĥk converge com probabilidade 1 para a resposta ao impulso verdadeira

do sistema h.

A Figura 3.1 ilustra a convergência da estimação LS com suporte reduzido de

um sistema MESS(100,10) (o modelo MESS é descrito no Apêndice B), com

Echip/σ2
z = 5 dB, em função da cardinalidade de S, para os seguintes casos

particulares:

– S = L, que corresponde à estimação LS full-support ordinária;

– S = Sh, que corresponde à estimação LS Oráculo (com conhecimento a

priori do suporte verdadeiro do sistema);

– S ⊃ Sh, com |S| = 20.

– S ⊃ Sh, com |S| = 40.
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Figura 3.1: Convergência de estimativas LS de um sistema MESS(100,10),
com Echip/σ2

z=5 dB, N=16 e Q=100, em função do quantidade k de blocos
processados

A convergência da estimação LS na Figura 3.1 é mostrada em função do Desvio

Médio Quadrático Normalizado (Normalized Mean Square Deviation - NMSD),

calculado como

NMSD(k) =
1

Q

Q
∑

q=1

∥

∥

∥
ĥ(q) − h(q)

∥

∥

∥

2

‖h(q)‖2
(3-30)

em que Q corresponde à quantidade de realizações do sistema e (.)(q) cor-

responde à q-ésima realização. Nessa simulação, foram geradas Q = 100 rea-

lizações do sistema. O tamanho das sequências pseudoaleatórias na entrada do

sistema foi N = 16. Os elementos de cada realização S
(q) não-pertencentes ao

suporte de h(q) foram sorteados tendo todos a mesma probabilidade.

A Figura 3.1 ilustra o fato de que, quando S contém Sh, quanto menor a

cardinalidade de S, mais rápida a convergência da estimação LS com suporte

reduzido. Portanto, um dos principais objetivos da estimação LS com suporte

reduzido é acelerar a convergência no processo de estimação da resposta ao

impulso discreta de sistemas esparsos, restringindo a estimação LS a um

suporte S escolhido de forma adequada.
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3.5

Análise de convergência do custo LS com suporte reduzido

A equação 3-28 mostra que ĥS

k converge com probabilidade 1 para (h)
S
quando

k →∞ e é repetida a seguir com outra notação

ĥS

k
a.s.−→ (h)

S
(3-31)

Portanto, tem-se que

JS

k

(

ĥS

k

)

a.s.−→ JS

k ((h)S) (3-32)

Nesta seção, é realizada a análise de convergência de JS

k

(

ĥS

k

)

, quando k tende

a infinito, considerando duas hipóteses:

– Primeira hipótese: S é superconjunto de Sh;

– Segunda hipótese: S não é superconjunto de Sh.

Primeira hipótese: S é superconjunto de Sh

Suponha que S ⊇ Sh. Nesse caso, (Ci)S (h)S = Cih. Dessa forma,

JS

k ((h)S) =
1

k

k
∑

i=1

‖ri − (Ci)S (h)S‖
2 =

1

k

k
∑

i=1

‖ri −Cih‖2 = JL

k (h) (3-33)

Aplicando 3-1 em 3-33, tem-se que

JL

k (h) =
1

k

k
∑

i=1

‖zi‖2 (3-34)

Supondo que {zi, i = 1, 2, . . .} seja um processo ergódico no tempo (nos

instantes i) e que os elementos de zi sejam variáveis aleatórias independentes

entre si de média zero e variância σ2
z , então é posśıvel afirmar que

lim
k→∞

JL

k (h) = lim
k→∞

1

k

k
∑

i=1

‖zi‖2 = E
{

‖zi‖2
}

= Mσ2
z ∀i (3-35)

Portanto, aplicando 3-35 e 3-33 em 3-32, conclui-se que

JS

k

(

ĥS

k

)

a.s.−→Mσ2
z S ⊇ Sh (3-36)

Em suma, se S é um superconjunto de Sh, então JS

k

(

ĥS

k

)

converge com

probabilidade 1 para o patamar de rúıdo-mais-interferência Mσ2
z .
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Segunda hipótese: S não é superconjunto de Sh

Suponha que S 6⊇ Sh. Nesse caso, S̃ 6= ∅ e, portanto, (Ci)S (h)S = Cih −
(Ci)S̃ (h)S̃. Logo, verifica-se que

JS

k ((h)S) =
1

k

k
∑

i=1

‖ri − (Cih− (Ci)S̃ (h)S̃)‖
2 (3-37)

Utilizando 3-1, 3-37 pode ser reescrita da seguinte forma

JS

k ((h)S) =
1

k

k
∑

i=1

‖zi + (Ci)S̃ (h)S̃‖
2 (3-38)

que pode ser expandida como

JS

k ((h)S) =
1

k

k
∑

i=1

{

‖zi‖2 + 2ℜ
[

zHi (Ci)S̃ (h)S̃
]

+ ‖(Ci)S̃ (h)S̃‖
2} (3-39)

Por hipótese, {zi, i = 1, 2, . . .} é um processo ergódico, em que os elementos

de zi são variáveis aleatórias independentes entre si de média zero e variância

σ2
z , {ci, i = 1, 2, . . .} é processo ergódico de média zero, com Ec = E

{

‖ci‖2
}

,

e os dois processos são independentes entre si. Nesse caso, quando k tende a

infinito, 3-39 pode ser reescrita como

lim
k→∞

JS

k ((h)S) = Mσ2
z + Ec ‖(h)S̃‖

2
S̃ 6= ∅ (3-40)

Aplicando 3-40 em 3-32, tem-se que

JS

k

(

ĥS

k

)

a.s.−→Mσ2
z + Ec ‖(h)S̃‖

2
S̃ 6= ∅ (3-41)

A razão sinal-rúıdo-mais-interferência média (SINR) é definida como

SINR ,
EcE [‖h‖2]

σ2
z

(3-42)

Lembrando que, por hipótese, o sistema é considerado invariante no tempo ao

longo de todo o processo de estimação (e, nesse caso, E [‖h‖2] = ‖h‖2), então
a SINR, dado h, pode ser reescrita como

SINR =
Ec‖h‖2
σ2
z

(3-43)

Aplicando 3-43 em 3-41, conclui-se que
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Figura 3.2: Curvas de convergência do custo LS para Echip/σ2
z=10 dB e N=16,

avaliada em Q=1000 realizações de um sistema MESS(100,10)

JS

k

(

ĥS

k

)

a.s.−→
[

1 +
SINR

M

‖(h)
S̃
‖2

‖h‖2

]

Mσ2
z S̃ 6= ∅ (3-44)

Em suma, se S não contém Sh, então quanto maior for o produto entre a razão

sinal-rúıdo-mais-interferência (SINR) e a razão entre as energias de (h)
S̃
e h,

maior será a diferença entre JS

k

(

ĥS

k

)

e o patamar de rúıdo-mais-interferência

Mσ2
z quando k tende a infinito. Convém observar que, se S ⊇ Sh, então S̃ = ∅

e 3-44 degenera-se para o formato de 3-36.

A Figura 3.2 ilustra a evolução de E{Jk(S)} em função de k, avaliada em

Q=1000 realizações de um sistema MESS(100,10), com Echip/σ2
z=10 dB e N =

16, para quatro casos particulares de S: a curva LS Full-support corresponde

a S = L; a curva LS Oráculo corresponde ao caso ideal em que S = Sh; a

curva LS Sub-suporte corresponde ao caso indesejado em que S é subconjunto

de Sh, particularmente aqui S = {si|si ∈ Sh, i = 1 . . . S/2 e |hsi | > |hsi+1
|}; e

LS Suporte complementar corresponde ao caso indesejado em que S = L\Sh.

Conforme esperado, observa-se a convergência das curvas LS Full-support e LS

Oráculo para o patamar de rúıdo-mais-interferência, mas com a diferença da

estimação LS Oráculo convergir mais rapidamente, pelo fato de que Sh ⊆ L.

Por outro lado, como também era esperado, verifica-se uma severa degradação

de desempenho nas estimativas LS Sub-suporte e LS Suporte complementar,

uma vez que, nesses dois casos, S não é superconjunto de Sh.
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3.6

O erro médio quadrático como medida de distância

A equação 3-1 pode ser reescrita na seguinte forma ampliada

r̄k = C̄kh+ z̄k (3-45)

em que r̄k =
[

rT1 r
T
2 . . . rTk

]T
é vetor de dimensão kM×1, C̄k =

[

CT
1C

T
2 . . .CT

k

]T

é matriz de dimensão kM×L e z̄k =
[

zT1 z
T
2 . . . zTk

]T
é vetor de dimensão kM×1.

Quando S ⊇ Sh, 3-45 pode ser reescrita como

r̄k =
(

C̄k

)

S
(h)

S
+ z̄k (3-46)

em que
(

C̄k

)

S
é a matriz formada pelas colunas de C̄k cujos ı́ndices pertencem

a S.

Observando 3-46, a função-custo JS

k (x), dada por 3-5, que fornece a média

aritmética da soma dos erros quadráticos associada ao suporte S, pode ser

reescrita da seguinte forma

JS

k (x) =
1

k

∥

∥r̄k −
(

C̄k

)

S
x
∥

∥

2
(3-47)

O vetor ĥS

k que minimiza 3-47 é dado por

ĥS

k =
(

C̄k

)†

S
r̄k =

(

(

C̄k

)H

S

(

C̄k

)

S

)−1
(

C̄k

)H

S
r̄k (3-48)

que pode ser reescrita como

ĥS

k =

(

1

k

k
∑

i=1

(Ci)
H
S
(Ci)S

)−1(

1

k

k
∑

i=1

(Ci)
H
S
ri

)

= (Ak)
−1
S,S (bk)S (3-49)

Coerentemente, os resultados em 3-48 e 3-49 são o mesmo que em 3-9.

Seja Uk o espaço-vetorial contendo todos os posśıveis valores de r̄k (isto é, o

espaço-vetorial varrido pelos vetores da base canônica formada pelas colunas

da matriz-identidade IkM×kM). Seja também V
S

k o espaço-vetorial varrido pelas

colunas de
(

C̄k

)

S
. Como a cardinalidade de S é menor ou igual à dimensão de

Uk, então V
S

k constitui-se em um sub-espaço de Uk. A equação 3-47 mostra que

s̄Sk =
(

C̄k

)

S
ĥS

k representa o vetor pertencente ao sub-espaço V
S

k mais próximo

(com menor distância Euclidiana) do vetor de observação r̄k, sendo que ĥS

k

representa as coordenadas de s̄Sk em relação à base formada pelas colunas de
(

C̄k

)

S
. Como JS

k (.) é função convexa, então o vetor ĥS

k que minimiza JS

k (.) é
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único. Portanto, o elemento s̄Sk, pertencente ao sub-espaço V
S

k, mais próximo

de r̄k, é único. A unicidade de s̄Sk permite demonstrar o teorema a seguir.

Teorema 3.1 Se S1 ⊃ S2, então Jk(S1) ≤ Jk(S2)

Prova. Sejam dois suportes S1 e S2 tais que S1 ⊃ S2. Nesse caso, o sub-

espaço V
S1
k contém o sub-espaço V

S2
k . Sejam também s̄S1k e s̄S2k os elementos

pertencentes, respectivamente, a V
S1
k e V

S2
k que apresentam a menor distância

Euclidiana em relação a r̄k. Se s̄S1k pertence a V
S2
k então, como s̄S2k é único,

obrigatoriamente tem-se que s̄S1k = s̄S2k e, consequentemente, Jk(S1) = Jk(S2).

Por outro lado, se s̄S1k não pertence a V
S2
k , então a distância Euclidiana entre

s̄S1k e r̄k é, obrigatoriamente (devido à definição de s̄S1k ), menor que a distância

Euclidiana entre s̄S2k e r̄k e, nesse caso, Jk(S1) < Jk(S2). Logo, fica assim

demonstrado que, se S1 ⊃ S2, então Jk(S1) ≤ Jk(S2). �

O fato de que, se S1 ⊃ S2, então Jk(S1) ≤ Jk(S2), pode também ser explicado

da seguinte forma: as dimensões extras do espaço-vetorial VS1
k em relação ao

seu sub-espaço VS2
k conferem um maior grau de liberdade à equação 3-47, tendo

como consequência ‖r̄k − s̄S1k ‖ ≤ ‖r̄k − s̄S2k ‖.

A Figura 3.3 mostra a variação de Jk(S), no instante k = 100, em função de S

para uma única realização de um sistema MESS(100,10), com Echip/σ2
z=10 dB

e N=16. Nesse experimento, iniciou-se com S1 = L e gerou-se uma sequência

{Si ⊃ Si+1} retirando-se aleatoriamente um elemento de Si para a deter-

minação de Si+1. Conforme esperado, observa-se que a sequência {Jk(Si) | Si ⊃
Si+1} é monótona não-decrescente. Os saltos mais acentuados correspondem à

retirada em Si de algum elemento pertencente a Sh.

Qualquer estratégia de estimação de sistemas esparsos inevitavelmente induz

um relaxamento do custo LS, no sentido em que a estimativa LS esparsa não

coincide com a estimativa LS full-support ordinária, que é a que apresenta

o menor custo LS. O Teorema 3.1, demonstrado nesta seção, vai um passo

além ao mostrar que qualquer sequência {Jk(Si) | Si+1 ⊂ Si} é monótona

não-decrescente.

3.7

Determinação da estimativa LS através de algoritmos de busca

Observando 3-9, constata-se que o cálculo de ĥS

k envolve a inversão da matriz

(Ak)S,S. Como será visto no próximo caṕıtulo, a estratégia de Encolhimentos

Sucessivos inicia-se com o cálculo de ĥL

k , o que torna o armazenamento

em memória de A−1
k , previamente calculado, conveniente. Entretanto, para
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Figura 3.3: Monotonicidade de uma sequência {Jk(Si) | Si ⊃ Si+1}, em
k=100, gerada aleatoriamente, referente a uma única realização de um sistema
MESS(100,10), com Echip/σ2

z=10 dB e N=16

S 6= L, torna-se ser impraticável o pré-armazenamento em memória de todas

as matrizes (Ak)
−1
S,S correspondentes a todas as possibilidades de S ⊆ L, com

S 6= ∅.
Uma alternativa a 3-9 em que se evita o cálculo online de (Ak)

−1
S,S é a busca

iterativa de ĥS

k através de Algoritmos de Descida (Descent Algorithms) (28),

que podem ser expressos conforme o Algoritmo 3.1.

Algoritmo 3.1 Descent Algorithm

1: repita
2: x(i+1) ← x(i) +∆x(i)

3: até critério de parada atendido

em que x(i) representa o vetor resultante da busca e ∆x(i) é o vetor de busca,

ambos referentes à i-ésima iteração. O vetor de busca é escolhido de forma que

JS

k (x
(i+1)) < JS

k (x
(i)).

O critério de parada mais usual no Algoritmo 3.1 é
∥

∥∇JS

k (x)
(i)
∥

∥ < ǫ, onde ǫ

é uma constante real positiva pequena. Entretanto, esse critério não leva em

conta a ordem de grandeza do vetor estimado. Para contornar essa deficiência,

um critério de parada mais apurado é
∥

∥∇JS

k (x)
(i)
∥

∥

2
< ρ

∥

∥x(i)
∥

∥

2
, onde ρ é uma

constante real positiva pequena, costumeiramente entre 10−4 e 10−6.

Devido ao fato de JS

k (x
(i)) ser função quadrática, o valor de ∆x(i) que

corresponde à direção de descida mais ı́ngreme (steepest descent), ou seja,
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aquela que minimiza JS

k (x
(i+1))− JS

k (x
(i)) quando x(i+1) = x(i) +∆x(i), é dado

pelo passo de Newton (Newton step) (28), que é definido como

∆xN , −∇2
(

JS

k (x)
)−1∇JS

k (x) (3-50)

Utilizando 3-8 e levando-se em conta que ∇2
(

JS

k (x)
)

= 2 (Ak)S,S , constata-se

que ∆xN = −x + ĥS

k. Nesse caso, ao se escolher ∆x = ∆xN , assegura-se que

ĥS

k é encontrado em uma única iteração. Entretanto, o cálculo de ∆xN também

exige o cálculo da inversa de (Ak)S,S. Portanto, o processo de busca através do

método de Newton não apresenta nenhuma vantagem em relação ao cálculo

direto de ĥS

k através de 3-9.

Uma alternativa ao passo de Newton para escolha de ∆x é

∆x = −µ∇JS

k (x) (3-51)

em que µ é uma constante real positiva. Calculando 3-6 para x(i) = x(i) −
µ(i)∇JS

k (x
(i)), derivando em relação a µ(i) e igualando a zero, obtém-se o valor

de µ(i) que minimiza JS

k (x
(i+1))− JS

k (x
(i)), que é dado por

µ(i)
o =

∥

∥∇JS

k (x
(i))
∥

∥

2

2 (∇JS

k (x
(i)))

H
(Ak)S,S∇JS

k (x
(i))

(3-52)

O Algoritmo 3.2 descreve a busca da estimativa LS tendo como direção o

oposto ao gradiente do custo LS e com o passo ótimo dado por 3-52.

Algoritmo 3.2 Algoritmo de busca LS

Entrada(s): (Ak)S,S, (bk)S,
(

ĥS

k

)(0)

e ρ

Sáıda(s): ĥS

k

1: x←
(

ĥS

k

)(0)

2: loop

3: g← 2
(

(Ak)S,S x− (bk)S

)

4: g2← gHg
5: x2← xHx
6: se g2 ≤ (ρ x2) então
7: sai do loop
8: fim se
9: µ← g2

2gH(Ak)S,Sg

10: x← x− µg
11: fim loop
12: ĥS

k ← x
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3.7.1

Velocidade de convergência versus valor inicial da estimativa LS

Normalmente, independentemente do algoritmo de busca, quanto mais próximo

o valor inicial da estimativa em relação ao valor real, mais rápida a con-

vergência. Observando 3-9 e considerando que (Ak)S,S
a.s.−→ I, então um bom

valor inicial (hot start) para o parâmetro de entrada
(

ĥS

k

)(0)

no Algoritmo 3.2

é

(

ĥS

k

)(0)

= (bk)S (3-53)

No caso em que já tenha sido previamente calculado ĥS1
k e deseja-se determinar

ĥS2
k , sendo que S2 ⊂ S1 (o que ocorre na estratégia de Encolhimentos

Sucessivos, que será apresentada no próximo caṕıtulo), um bom valor inicial

para
(

ĥS2
k

)(0)

é

(

ĥS2
k

)(0)

= (I)
S2,S1

ĥS1
k (3-54)

em que (I)
S2,S1

é matriz formada pelas linhas da matriz-identidade IL,L cujos

ı́ndices pertencem a S2 e pelas colunas da matriz-identidade cujos ı́ndices

pertencem a S1.

A velocidade de convergência do Algoritmo 3.2 depende do grau de condiciona-

mento de (Ak)S,S, que é dado pela razão entre os módulos do maior e do menor

autovalores da matriz. Quanto maior o grau de condicionamento, mais lenta a

convergência. Admitindo que, para k×M suficientemente grande, (Ak)S,S ≈ I

(uma vez que (Ak)S,S
a.s.−→ I), então o grau de condicionamento de (Ak)S,S é

pequeno e, portanto, a velocidade de convergência costuma ser rápida.

A Figura 3.4 mostra a quantidade média de iterações do Algoritmo 3.2, em

função da cardinalidade de S, para N=8, k=10, Echip/σ2
z=0 dB e ρ = 10−4

em Q=1000 realizações de um sistema MESS(201,15). Para cada q-ésima

realização do sistema e para cada valor de cardinalidade c, foi gerado um

conjunto S
(q) com |S(q)| = c de forma totalmente aleatória e independente

das demais realizações. A curva (1) refere-se ao caso em que
(

ĥS2
k

)(0)

= 0. A

curva (2) refere-se ao caso em que
(

ĥS2
k

)(0)

= (bk)S. A curva (3) refere-se ao

caso em que
(

ĥS2
k

)(0)

= IS,Lĥ
L

k . Verifica-se que as três curvas apresentam uma

quantidade média de iterações pequena. A curva (3) apresenta uma quantidade

média de iterações ao menos duas vezes menor que as curvas (1) e (2), porém

ao custo de se ter que calcular previamente ĥL

k .
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Figura 3.4: Quantidade média de iterações do Algoritmo de Busca LS em
função de |S| para N=8, k=10, Echip/σ2

z=0 dB e ρ = 10−4, em Q=1000

realizações de um sistema MESS(201,15), nos seguintes casos: (1)
(

ĥS

k

)(0)

= 0,

(2)
(

ĥS

k

)(0)

= (bk)S, (3)
(

ĥS

k

)(0)

= IS,Lĥ
L

k

3.8

Custo computacional

O cálculo da estimativa LS, associada a um suporte S qualquer, no instante k,

é dada por 3-9, repetida a seguir por conveniência

ĥS

k = (Ak)
−1
S,S (bk)S (3-55)

A estimativa LS full-support, no instante k, corresponde a 3-55 para o caso

particular em que S = L e pode ser calculada da seguinte forma

ĥL

k = Ainv
k bk (3-56)

em que Ainv
k = A−1

k é calculada a priori e armazenada em memória. Dessa

forma, o custo computacional de 3-56, medido pelo número de operações de

ponto flutuante (FLOPS ), corresponde ao custo computacional da operação

de multiplicação algébrica entre Ainv
k e bk, que é O (L2).

Entretanto, admitindo que não seja posśıvel pré-calcular e armazenar (Ak)
−1
S,S

para todas as possibilidades em que S 6= L, então o custo computacional de

3-55 é predominado pelo custo computacional da inversão de (Ak)S,S, que é

O (|S|3).
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Uma forma de reduzir o custo computacional de 3-55 é calcular ĥS

k da seguinte

forma

ĥS

k = (LS

k)
H\T

(

LS

k\T (bk)S
)

(3-57)

em que LS

k é matriz triangular inferior obtida através da Decomposição de

Cholesky da matrix positiva-definida (Ak)S,S (ou seja, (Ak)S,S = (LS

k)
HLS

k e \T
denota divisão à esquerda por matriz triangular (29).

O custo computacional de 3-57 é a soma dos custos computacionais das duas

operações \T , que é O (|S|2), e do custo computacional da Decomposição de

Cholesky, que é O (|S|3).

Embora tanto o custo computacional da Decomposição de Cholesky quanto

o custo computacional da inversão da matriz (Ak)S,S seja O (|S|3), o custo

computacional da Decomposição de Cholesky é cerca de três vezes menor.

Portanto, para S com cardinalidade muito grande, o cálculo de ĥS

k através de

3-57 exige cerca de 1/3 da quantidade de flops quando comparado ao cálculo

através do emprego direto de 3-55.

A Figura 3.5 mostra o tempo médio gasto para determinar a estimativa LS

ĥS

k em função de |S|, para N=8, k=10, Echip/σ2
z=0 dB, ρ = 10−4, em Q=1000

realizações de um sistema MESS(201,15), empregando os seguinte métodos:

1. cálculo direto através de 3-55;

2. cálculo através de 3-57, empregando-se a Decomposição de Cholesky de

(Ak)S,S;

3. busca através do Algoritmo 3.2, com
(

ĥS

k

)(0)

= 0;

4. busca através do Algoritmo 3.2, com
(

ĥS

k

)(0)

= (bk)S;

5. busca através do Algoritmo 3.2, com
(

ĥS

k

)(0)

= IS,Lĥ
L

k , calculando-

se previamente ĥL

k através de 3-56 (com Ainv
k calculada a priori e

armazenada em memória).

Os tempos mostrados na Figura 3.5 foram obtidos com os métodos implemen-

tados em Matlab em um computador com Processador Intel i5M460@2,53GHz

com 4GB de memória RAM. Nessa figura, é posśıvel constatar que:

– apesar de, teoricamente a quantidade de flops da Decomposição de Cho-

lesky ser cerca de 1/3 a quantidade de flops da operação de inversão de
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Figura 3.5: Tempo médio gasto para determinar a estimativa LS ĥS

k em função
de |S|, para N=8, k=10, Echip/σ2

z=0 dB, ρ = 10−4, em Q=1000 realizações de
um sistema MESS(201,15), empregando os seguinte métodos: (1) cálculo direto
através de 3-55; (2) cálculo através de 3-57, empregando-se a Decomposição

de Cholesky de (Ak)S,S; (3) busca através do Algoritmo 3.2, com
(

ĥS

k

)(0)

= 0;

(4) busca através do Algoritmo 3.2, com
(

ĥS

k

)(0)

= (bk)S; (5) busca através do

Algoritmo 3.2, com
(

ĥS

k

)(0)

= IS,Lĥ
L

k , calculando-se previamente ĥL

k através de

3-56 (com Ainv
k calculada previamente e armazenada em memória).

matrizes, na prática (ao menos nas simulações realizadas), o desempenho

do método (2) de fato é bem melhor que do método (1), mas não chega

a ser três vezes melhor;

– para |S| relativamente baixo (|S| ≤ 60 aproximadamente), o método (2)

é o mais rápido para a determinação da estimativa LS;

– para |S| alto (|S| > 60), o método (5) é o mais rápido para a determinação

da estimativa LS.

3.9

Considerações finais

Neste caṕıtulo, foi apresentada a técnica de estimação LS com suporte redu-

zido, em que a técnica de estimação LS full-support ordinária pode ser vista

como um caso particular da estimação LS com suporte reduzido. Nesse sen-

tido, o presente caṕıtulo se propôs a estender todo o arcabouço teórico, tais
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como análises de convergência das estimativas e do custo LS tradicionalmente

apresentadas para o caso full-support, para o modelo com suporte reduzido.

Algumas conclusões apresentadas nesse caṕıtulo embasam as técnicas de

estimação de sistemas esparsos originalmente elaboradas e apresentadas no

próximo caṕıtulo. Dentre elas, convém destacar:

1. De acordo com a equação 3-31, a estimativa LS referente a um suporte

S converge com probabilidade 1 para o vetor formado pelos elementos

da resposta ao impulso verdadeira do sistema cujos ı́ndices pertencem

a S. Portanto, se S contém o suporte verdadeiro do sistema, então a

estimativa LS com suporte reduzido converge para a resposta ao impulso

verdadeira do sistema;

2. De acordo com a equação 3-36, o custo LS referente ao suporte S converge

com probabilidade 1 para o patamar de rúıdo-mais-interferência se S

contém o suporte verdadeiro do sistema. Por outro lado, de acordo

com a equação 3-44, o custo LS referente ao suporte S converge com

probabilidade 1 para o valor correspondente ao patamar do rúıdo-mais-

interferência multiplicado por um fator diretamente proporcional à SINR

e à razão entre a energia do vetor formado pelos elementos da resposta

ao impulso verdadeira do sistema cujos ı́ndices não pertencem a S e a

energia total da resposta ao impulso verdadeira do sistema. As equações

3-36 e 3-44, juntas, servirão como mecanismo para avaliar se a estimação

do suporte do sistema é boa ou não;

3. o Teorema 3.1 demonstra que toda sequência {Jk(Si) | Si+1 ⊂ Si}
é monótona não-decrescente e servirá de base para a estratégia de

Encolhimentos Sucessivos, apresentada no próximo caṕıtulo;

4. a Estimação LS com suporte reduzido também pode ser processada por

blocos, mantendo-se as mesmas propriedades de convergência do custo e

da estimativa LS;

5. a análise do custo computacional para determinação das estimativas LS

com suporte reduzido mostram que, se a cardinalidade do suporte for

pequena (abaixo de sessenta aproximadamente), o cálculo da estimativa

com o emprego da Decomposição de Cholesky é o método mais eficiente;

por outro lado, se a cardinalidade do suporte for grande (acima de

sessenta aproximadamente), a determinação da estimativa LS através do

algoritmo de busca pelo gradiente, com adequada iniciação do algoritmo,

é a mais eficiente.
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4

Métodos propostos para estimação de sistemas esparsos

4.1

Introdução

Uma técnica amplamente empregada para a identificação de sistemas lineares

e invariantes no tempo é a estimação LS full-support ordinária. A estimação LS

full-support ordinária é uma técnica de baixa complexidade computacional que

produz estimativas consistentes e despolarizadas. Entretanto, como foi visto no

caṕıtulo anterior, uma deficiência desta técnica de estimação é apresentar baixa

velocidade de convergência quando aplicada à estimação de sistemas esparsos

em que a resposta ao impulso em tempo discreto é representada por um vetor

de comprimento longo.

Visando acelerar a velocidade de convergência da estimação LS de sistemas

esparsos, quatro novos métodos são originalmente elaborados e apresentados

neste caṕıtulo. São eles:

1. Encolhimentos Sucessivos;

2. Expansões Sucessivas;

3. Minimização da Norma l1;

4. Regularização Automática do Custo LS.

Dos quatro métodos citados, os três primeiros se baseiam na técnica de

estimação LS com suporte reduzido, o que envolve a escolha do suporte da

estimativa LS da resposta ao impulso do sistema de forma adequada.

Os quatro métodos propostos compartilham o mesmo parâmetro de funcio-

namento Jmax, que corresponde ao máximo custo LS admitido. Em todos os

métodos propostos, quanto maior Jmax, mais esparsa a estimativa produzida.

Por isso, precedendo a apresentação dos métodos propostos, na seção seguinte

é apresentado um critério para a escolha do valor de Jmax. Visando explicar

porque a norma l1 costuma ser empregada heuristicamente como medida de

esparsidade, na seção subsequente é mostrado, como uma abordagem inédita,

o v́ınculo existente entre a norma l1 e a pseudo-norma l0. Ainda precedendo

a apresentação dos métodos propostos para estimação de sistemas esparsos, o

problema de estimação LS ótima de sistemas esparsos é caracterizado. Final-

mente, os métodos para estimação de sistemas esparsos originalmente elabo-

rados nesta Tese são apresentados.
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4.2

O valor máximo admitido para o custo LS

A estimação LS full-support ordinária visa minimizar o custo LS. Por definição,

a estimativa LS é aquela que minimiza o custo LS. Como o custo LS é função

convexa, então a estimativa LS é única. Portanto, a partir do momento em

que qualquer outro método de estimação produz estimativas diferentes da

estimativa LS, é admitido um relaxamento do custo LS, no sentido de que

as estimativas produzidas, como não coincidem com a estimativa LS, não

minimizam o custo LS.

Os métodos de estimação de sistemas esparsos propostos neste caṕıtulo com-

partilham o parâmetro Jmax, que corresponde ao máximo custo LS admitido.

Ou seja, as estimativas esparsas produzidas pelos métodos propostos apresen-

tam custo LS menor ou igual a Jmax.

A equação 3-36 mostra que Jk(L) converge com probabilidade 1 para o patamar

de rúıdo-mais-interferência Mσ2
z quando k tende a infinito. Por isso, a escolha

de Jmax pode ser vinculada a Mσ2
z , da seguinte forma

Jmax = λMσ2
z λ > 1 (4-1)

onde λ é um parâmetro real maior que 1, denominado fator de relaxamento do

custo LS. Entretanto, a escolha indireta do valor de Jmax através da escolha

do valor de λ exige a estimação do patamar de rúıdo-mais-interferência Mσ2
z .

Um procedimento semelhante é escolher Jmax em função de Jk(L), ou seja,

Jmax = λJk(L) λ > 1 (4-2)

onde Jk(L) pode ser calculado a partir de 3-11 ou de 3-12, resultando em

Jk (L) = Rk − bH
k (Ak)

−1 bk = Rk − bH
k ĥ

L

k (4-3)

Considerando que Ak
a.s.−→ I, para k suficientemente grande, o valor de Jk(L)

em 4-3 pode ser aproximado como

Jk (L) ≈ Rk − ‖bk‖2 (4-4)

Este procedimento para a obtenção de Jmax dispensa a estimação de σ2
z e,

por isso, é o procedimento adotado ao longo deste trabalho. Além disso,

conforme mostra 3-36, como Jk(L) tende com probabilidade 1 a Mσ2
z , então

para qualquer valor de λ, o valor de Jmax obtido através de 4-2 converge com

probabilidade 1 para o valor obtido através de 4-1.
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4.2.1

Critério para escolha do fator de relaxamento do custo LS

Como o valor de Jmax é obtido indiretamente, a partir do valor do fator de

relaxamento λ, torna-se necessário o estabelecimento de algum critério para a

escolha do valor de λ.

Dos quatro métodos de estimação de sistemas esparsos propostos nesta Tese, os

métodos de Encolhimentos Sucessivos, Expansões Sucessivas e Minimização da

Norma l1 provocam um encolhimento do suporte, no sentido em que o suporte

Ŝ da estimativa ĥ é um subconjunto do suporte L.

Ao longo deste trabalho, os encolhimentos são classificados em quatro eventos

distintos: quando Ŝ = Sh, diz-se que ocorreu um encolhimento correto; quando

Ŝ ⊃ Sh, diz-se que ocorreu um sub-encolhimento ou um encolhimento pequeno;

quando Ŝ ⊂ Sh, diz-se que ocorreu um super-encolhimento ou um encolhimento

excessivo e; quando Ŝ não corresponde a nenhum dos eventos anteriores, diz-se

que ocorreu um encolhimento disforme.

O enquadramento de Ŝ nesses quatro eventos é utilizado neste trabalho apenas

para fins de análise de desempenho dos métodos propostos e só faz sentido se

Sh ⊂ L, ou seja, se h contém elementos nulos. Nesse caso, o Teorema 3.1 mostra

que, na ocorrência de sub-encolhimento, a distância entre a verdadeira resposta

ao impulso do sistema e sua respectiva estimativa LS associada a Ŝ é menor que

a distância entre a verdadeira resposta ao impulso do sistema e sua respectiva

estimativa LS associada a L, porém maior que a distância entre a verdadeira

resposta ao impulso do sistema e sua respectiva estimativa LS associada ao

suporte verdadeiro do sistema Sh. Por outro lado, na ocorrência de um super-

encolhimento ou um encolhimento disforme, a equação 3-44 mostra que, em

média, a distância entre a verdadeira resposta ao impulso do sistema e sua

respectiva estimativa LS associada a Ŝ cresce significativamente.

A equação 3-44 mostra que, quanto maior o valor de k, à medida em que

são geradas sucessivas estimativas {ĥSi

k | Si ⊃ Si+1 , i = 1, 2, . . .}, então mais

provavelmente

JS

k

(

ĥS

k

)

≈
[

1 +
SINR

M

‖(h)
S̃
‖2

‖h‖2

]

Mσ2
z (4-5)

Portanto, ao longo de encolhimentos sucessivos, embora a sequência dos custos

LS {Jk(Si) | Si+1 ⊂ Si} cresça, conforme ficou demonstrado na seção 3.6, os

valores de Jk(Si) tendem a permanecer muito próximos de Jk(L) enquanto

Si ⊇ Sh. Por outro lado, o valor de Jk(Si) tende a ser significativamente maior

que Jk(L) se Si 6⊆ Sh.
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À medida em que k aumenta, os métodos de estimação que provocam um

encolhimento do suporte tendem a aumentar a robustez contra encolhimen-

tos excessivos provocados pelo rúıdo (mais interferência). Para exemplificar,

considere o caso fict́ıcio em que SINR = 30 dB, M = 100, σ2
z = 0, 01 e

|Sh| = 10, sendo o valor absoluto de cada um dos elementos não-nulos de h

aproximadamente o mesmo. Neste exemplo, para k suficientemente grande, a

equação 3-36 mostra que, enquanto Si ⊇ Sh, tem-se que, muito provavelmente,

Jk(Si) ≈ 1. Por outro lado, a equação 3-44 mostra que. se apenas um dos

ı́ndices dos elementos não-nulos de h não pertence a Si, então muito provavel-

mente Jk(Si) ≈ 2. Este salto brusco no valor de Jk(S) nitidamente indica um

encolhimento excessivo.

Apesar da robustez contra encolhimentos excessivos provocados pelo rúıdo, não

convém atribuir desnecessariamente um valor grande para λ, pois isso pode

eventualmente deixar o método de estimação mais suscept́ıvel a encolhimentos

excessivos provocados pela natureza estocástica do sistema e, portanto, mais

instável.

Diante do exposto, apesar da intŕınseca robustez contra encolhimentos exces-

sivos provocados pelo rúıdo, conclui-se que λ deve ser grande o suficiente para

permitir que os métodos de estimação propostos produzam estimativas com

adequado encolhimento do suporte (idealmente sem sub-encolhimentos e so-

mente encolhimentos corretos), ao mesmo tempo em que não pode ser grande

demais, para que esses métodos não fiquem demasiadamente suscept́ıveis, a

cada nova realização do sistema, a encolhimentos excessivos provocados pela

natureza estocástica do sistema.

Ao longo deste trabalho, a escolha de λ foi feita de maneira emṕırica, tendo

como objetivo acelerar a velocidade de convergência.

4.3

Norma L1 como medida de esparsidade

Para que seja posśıvel a implementação de técnicas de estimação de sistemas

esparsos, é necessário medir a esparsidade das estimativas produzidas através

de alguma função apropriada. Uma forma de medir a esparsidade de um vetor

x qualquer é através da sua pseudo-norma l0, denotada por ‖x‖0. Porém, a

função f(x) = ‖x‖0 é não-linear e não-diferenciável, e a estimação baseada na

pseudo-norma l0 é um problema NP-hard.

Algumas técnicas de estimação utilizam como métrica de esparsidade uma

aproximação convexa e diferenciável de ‖x‖0. Outras técnicas utilizam heuris-
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ticamente ‖x‖1 (a norma l1) como medida de esparsidade de x, haja vista se

tratar de uma função convexa e diferenciável, o que permite um tratamento

anaĺıtico ao problema de estimação.

A fim de analisar a conexão existente entre a pseudo-norma l0 e a norma l1 ,

considere a função L0(x), definida como segue

L0(x) =







(

‖x‖1
‖x‖2

)2

x 6= 0

0 x = 0
(4-6)

É posśıvel verificar três interessantes propriedades de L0(x), enunciados pelos

três teoremas a seguir 1:

Teorema 4.1 Se todos os S elementos não-nulos de x tiverem o mesmo

módulo, então L0(x) = S.

Prova. A prova decorre trivialmente de 4-6. �

Teorema 4.2 Se α ∈ C e α 6= 0, então L0(αx) = L0(x).

Prova. A prova decorre trivialmente de 4-6. �

Teorema 4.3 Se x for um vetor não-nulo de comprimento N , então L0(x) ≤
N , com a igualdade atingida se e somente se todos os elementos de x tiverem

o mesmo módulo.

Prova. Considere o problema de encontrar o ponto de máximo (ou de mı́nimo)

de L0(x) condicionado a ‖x‖22 = 1. Como, neste caso, L0(x) = ‖x‖21, o

problema é equivalente a minimizar l1(x) = ‖x‖1, condicionado a ‖x‖22 = 1. O

Lagrangiano de l1(x) é dado por

L(x, λ) =
N
∑

i=1

|xi|+ λ

(

N
∑

i=1

|xi|2 − 1

)

(4-7)

Portanto, L(x, λ) equivale à função

L(m, λ) =
N
∑

i=1

mi + λ

(

N
∑

i=1

m2
i − 1

)

(4-8)

onde m = [m1 m2 . . .mN ]
T e mi = |xi|, i = 1, 2, . . . , N .

Calculando a derivada parcial de L(m, λ) em relação a mi e igualando a zero,

tem-se que

1A função L0(x) e algumas de suas propriedades são mostradas, com abordagem
semelhante, em (30).
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∂

∂mi

L(m, λ) = 1 + 2λmi = 0 ∀i (4-9)

Logo, mi = −1/2λ ∀i. Como mi > 0 (a condição estritamente maior decorre

do fato que ‖x‖2 = 1), então tem-se que λ < 0 e, com isso, L(m, λ) é um

parabolóide côncavo em m. Portanto, m = (−1/2λ)1 corresponde ao ponto de

máximo de L0(x), condicionado a ‖x‖2 = 1.

Utilizando o Teorema 4.1, conclui-se que o valor máximo de L0(x) é N ,

condicionado a ‖x‖2 = 1. Utilizando o Teorema 4.2, conclui-se finalmente que,

sem restrição de domı́nio, quando todos os N elementos de x têm o mesmo

módulo, então a função L0(x) atinge seu valor máximo maxL0(x) = N . �

As três propriedades apresentadas fazem de L0(x) uma boa heuŕıstica para

medir a esparsidade de x. Para ilustrar, se um vetor x, de comprimentoN , tiver

apenas S elementos significativos (por exemplo, tendendo a infinito) e os outros

N − S elementos despreźıveis (por exemplo, tendendo a zero), verifica-se que

L0(x) ≈ S. Portanto, L0(x) pode ser vista como uma espécie de aproximação

cont́ınua e diferenciável de ‖x‖0, ou seja,

L0(x) = ‖x̄‖21 ≈ ‖x‖0 x 6= 0 (4-10)

Ou seja, dado um vetor x̄ = x/‖x‖2 (ou seja, ‖x̄‖2 = 1), conclui-se que ‖x̄‖21
pode ser interpretada como uma aproximação de ‖x‖0 (ou equivalentemente,

de ‖x̄‖0. Além disso, a norma l1 tem as vantagens de ser cont́ınua, diferenciável

(exceto nos vetores que contêm elementos iguais a zero) e convexa. Por essas

razões, propõe-se nesta Tese a função L0(x) como uma heuŕıstica para medir

a esparsidade de um vetor x qualquer.

A Figura 4.1 mostra a faixa delimitada por um desvio-padrão acima e abaixo

da média da função L0(h) em função da cardinalidade de h, estimada a partir

de Q = 1000 realizações independentes de um sistema MESS(100,S), para cada

valor de S = 1, 2, . . . , 100. Para sistemas MESS em particular, verifica-se que

a média da função L0(h) varia linearmente com ‖h‖0 = S. Mais precisamente,

verifica-se que a média de L0(h) é cerca de 20 por cento menor que ‖h‖0, para
todos os valores de ‖h‖0. Além disso, nota-se que o desvio-padrão da função é

muito pequeno. Portanto, 1, 2 × L0(h) corresponde a uma boa estimativa da

cardinalidade do suporte de uma realização h de um sistema MESS.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0812744/CA
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Figura 4.1: Variação da média e do desvio-padrão de L0(h) em função de S, es-

timadas em Q = 1000 realizações independentes de um sistema MESS(100,S),

para cada valor de S = 1, 2, . . . , 100

4.4

Estimação LS ótima

Como foi visto no caṕıtulo anterior, uma alternativa à técnica de estimação LS

full-support ordinária é a estimação LS com suporte reduzido. Como ambas

as técnicas de estimação produzem estimativas consistentes e despolarizadas,

então a estimação LS de sistemas esparsos pode ser enquadrada como um

problema de estimação do suporte Sh da resposta ao impulso do sistema,

seguida do cálculo da estimativa LS associado ao suporte estimado Ŝ.

Seja H (L) o conjunto formado por todos os posśıveis subconjuntos de L, isto

é,

H (L) = {S | S ⊆ L} (4-11)

e H (L, Jmax) o subconjunto de H (L) dado por

H (L, Jmax) = {S | S ∈ H (L) e Jk(S) < Jmax} (4-12)
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onde Jmax é o máximo custo LS admitido.

Seja Hmin (L, Jmax) o conjunto dos elementos de H (L, Jmax) com mı́nima

cardinalidade, isto é,

Hmin (L, Jmax) = {Si | Si ∈ H (L, Jmax) e |Si| ≤ |Sj| ∀j 6= i} (4-13)

Dado Jmax, a estimação LS ótima de sistemas esparsos é definida nesta Tese

como

ĥS∗

k = argmin
x

JS∗

k (x) (4-14)

tal que

S
∗ = argmin

S

Jk(S) S ∈ Hmin (L, Jmax) (4-15)

Em suma, este critério estabelece como estimativa ótima o vetor ĥS∗

k , associado

ao suporte S
∗, de mı́nima cardinalidade, que apresenta o menor valor Jk(S)

dentre os subconjuntos S de L, tal que Jk(S) < Jmax.

A busca pela solução ĥS∗

k ao problema de estimação LS ótima de sistemas

esparsos pode envolver o cálculo de Jk(S) para até 2
|L|−1 possibilidades de S (o

que corresponde à quantidade de todos os posśıveis subconjuntos de L, exceto

o conjunto-vazio ∅), o que pode ser computacionalmente inviável quando a

cardinalidade de L é grande. Por isso, esta Tese apresenta, nas seções seguintes,

quatro novos métodos sub-ótimos de estimação LS de sistemas esparsos, que

são: Encolhimentos Sucessivos, Expansões Sucessivas, Minimização da Norma

l1 e Regularização Automática do Custo LS.

4.5

Método de Encolhimentos Sucessivos

4.5.1

Introdução

O Método de Encolhimentos Sucessivos2, proposto nesta seção, constitui-se

num método de estimação LS sub-ótimo. Este método constrói, começando

pela estimativa LS full-support (ou seja, começando com S
(1) = L), uma

sequência de estimativas LS {ĥS(i)

k , i = 1, 2, . . .} tais que S(i+1) ⊂ S
(i), enquanto

J(S(i)) < Jmax.

2Uma descrição resumida deste método foi publicada em (31).
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Cada i-ésima iteração do Método de Encolhimentos Sucessivos pode ser

estruturado em três estapas, que são:

– Decimação Iterativa - consiste em zerar sucessivamente os elementos

não-nulos da estimativa x(i), associada ao suporte S
(i), começando pelo

elemento de menor módulo e prosseguindo em direção ao elemento de

maior módulo, resultando em uma nova estimativa x(i+1), com suporte

S
(i+1), onde S

(i+1) ⊂ S
(i);

– Minimização Linear - consiste no cálculo da estimativa que apresenta

o menor custo LS, restrita à reta varrida pelo vetor obtido na etapa

anterior de decimação;

– Despolarização - consiste no cálculo da estimativa LS ĥS(i)

k , associada

ao suporte S
(i), obtido na etapa de decimação.

4.5.2

Decimação iterativa

A técnica de Decimação Iterativa, proposta nesta subseção, consiste em zerar

sucessivamente os elementos não-nulos de x, começando pelo elemento de

menor módulo e prosseguindo em direção ao elemento de maior módulo,

construindo assim um novo vetor y, enquanto a condição Jk(y) < Jmax

permanece satisfeita. A técnica de Decimação Iterativa, descrita no Algoritmo

4.1, pode ser enquadrada como uma técnica de soft-thresholding e difere-se da

técnica de hard-thresholding em (11) pelo fato de que a condição Jk(y) < Jmax

é verificada de forma simultânea à construção de y.

Algoritmo 4.1 Decimação Iterativa

Entrada(s): S, Rk, Ak, bk e x (de dimensão |S| × 1)
Sáıda(s): y
1: w← x
2: repita
3: y← w
4: i← argmini |wi|, com wi 6= 0
5: w ← w − wiui, onde ui é o vetor unitário canônico com o i-ésimo

elemento 1 e os demais zero
6: até JS

k (w) > Jmax

Aplicando 3-6 para y = x+∆x, obtém-se a seguinte expressão para o cálculo

de JS

k (y) em função de JS

k (x).

JS

k (y) = JS

k (x) + ℜ
{

∆xH∇JS

k (x)
}

+∆xH (Ak)S,S ∆x (4-16)
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onde∇JS

k (x) é obtido a partir de 3-8. Aplicando 3-8 para y = x+∆x, obtém-se

a seguinte expressão para o cálculo de ∇JS

k (y) em função de ∇JS

k (x)

∇JS

k (y) = ∇JS

k (x) + 2 (Ak)S,S ∆x (4-17)

No caso particular em que ∆x = −xiui, com ui = (I)i, 4-16 e 4-17 podem ser

respectivamente simplificadas como

JS

k (y) = JS

k (x)−ℜ
{

x∗
i

(

∇JS

k (x)
)

i

}

+
(

(Ak)S,S

)

i,i
|xi|2 (4-18)

∇JS

k (y) = ∇JS

k (x)− 2xi

(

(Ak)S,S

)

i
(4-19)

onde
(

(Ak)S,S

)

i
corresponde à i-ésima coluna de (Ak)S,S.

Dessa forma, o algoritmo de Decimação Iterativa pode ser reescrito conforme

o Algoritmo 4.2.

Algoritmo 4.2 Decimação Iterativa II

Entrada(s): S, ĥS

k, Rk, Ak e bk

Sáıda(s): y
1: y← ĥS

k

2: w← ĥS

k

3: g← 0
4: J ← Rk − (bk)

H
S
(Ak)

−1
S,S (bk)S

5: enquanto J < Jmax faça
6: y← w
7: i← argmini |wi|, com wi 6= 0
8: w← w − wiui

9: J ← J −ℜ{w∗
i (g)i}+

(

(Ak)S,S

)

i,i
|wi|2

10: g← g − 2wi

(

(Ak)S,S

)

i
11: fim enquanto

Considerando k suficientemente grande para que seja posśıvel considerar

(Ak)S,S ≈ I e empregando 3-6 na expressão y = ĥS

k +∆h, tem-se que

JS

k (y) ≈ Jk(S) + ‖∆h‖2 k ≫ 0 (4-20)

A equação 4-20 pode ser utilizada para o cálculo aproximado de Jk(y) quando

k ≫ 1. Nesse caso, o algoritmo de decimação iterativa pode ser simplificado

na forma do Algoritmo 4.3.
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Algoritmo 4.3 Decimação Iterativa Simplificada (para k ≫ 1)

Entrada(s): S, ĥS

k, Rk e bk

Sáıda(s): y
1: y← ĥS

k

2: w← ĥS

k

3: J ← Rk − ‖ (bk)S ‖2
4: enquanto J < Jmax faça
5: y← w
6: i← argmini |wi|, com wi 6= 0
7: w← w − wiui

8: J ← J + |wi|2
9: fim enquanto

4.5.3

Minimização linear

O procedimento de Minimização Linear, proposto nesta subseção, consiste em

minimizar JS

k (y) restrita à reta y = κx, κ ∈ R.

Seja JS

k (x, κ) = JS

k (κx). Usando 3-6, JS

k (x, κ) pode ser expressa como

JS

k (x, κ) = Rk − 2κℜ
[

(bk)
H
S
x
]

+ κ2xH (Ak)S,S x (4-21)

Observando 4-21, verifica-se que JS

k (x, κ) é função quadrática em κ. Além

disso, como (Ak)S,S é matriz positiva-definida, então xH (Ak)S,S x > 0 ∀x e,

portanto, JS

k (x, κ) é convexa em κ. Logo, dado x, existe um único valor κx de

κ que minimiza JS

k (x, κ). Derivando JS

k (x, κx) em relação a κx e igualando a

zero, verifica-se que

κx =
ℜ
[

(bk)
H
S
x
]

xH (Ak)S,S x
(4-22)

Portanto, o vetor y que minimiza JS

k (y) na direção de x é dada por

y = κxx (4-23)

Convém ressaltar que L0(y) = L0(x). Portanto, o vetor y produzido pela

minimização linear possui a mesma esparsidade que o vetor original x, medida

através da função L0(.).

O emprego da etapa de Minimização Linear no Método de Encolhimentos

Sucessivos é opcional e seu propósito é reduzir o esforço computacional na

etapa consecutiva de despolarização.
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Caṕıtulo 4. Métodos propostos para estimação de sistemas esparsos 55

4.5.4

Despolarização

A despolarização consiste no cálculo da estimativa LS, associada ao suporte S

obtido na etapa de decimação. O cálculo da estimativa LS associada ao suporte

S é dado por 3-9, repetida aqui por conveniência

ĥS

k = (Ak)
−1
S,S (bk)S (4-24)

Seja ĥk a estimativa esparsa associada ao suporte S, interpolada para o suporte

pleno L, dada por

ĥk = (I)
L,S ĥ

S

k (4-25)

onde (I)
L,S é a matriz formada pelas colunas da matriz-identidade IL,L cujos

ı́ndices pertencem a S.

O fato dessa técnica ser denominada despolarização justifica-se pelo fato de

que, como para todo suporte S, ĥS

k
a.s.−→ (h)

S
, verifica-se que

S ⊇ Sh ⇒ ĥk
a.s.−→ h (4-26)

Portanto, se S ⊇ Sh, então ĥk = (I)
L,S ĥ

S

k é uma estimativa consistente e

despolarizada da resposta ao impulso verdadeira h do sistema estimado.

4.5.5

Algoritmo proposto

A etapa de decimação iterativa provoca o aumento do custo LS até o limite

Jmax ser ultrapassado. Por outro lado, as etapas de minimização linear e de

despolarização puxam o custo LS novamente para baixo e, se a redução é

suficiente para colocar o custo LS novamente abaixo do limiar Jmax, repete-

se o procedimento. Dessa forma, o método de Encolhimentos Sucessivos gera

uma sequência de suportes {S(i) | S(i) ⊃ S
(i+1)} e suas respectivas estimativas

{ĥS(i)

k , i = 1, 2, . . .}, enquanto a condição J(S(i)) < Jmax é satisfeita. O método

proposto é sumarizado no Algoritmo 4.4.

O Método de Encolhimentos Sucessivos explora o fato de que a sequência

{Jk(S(i)) | S(i+1) ⊂ S
(i)} é monótona não-decrescente, conforme demonstrado

pelo Teorema 3.1. A monotonicidade da sequência de custos LS gerada pelo

método garante sua convergência.

A Figura 4.2 ilustra o funcionamento do Método de Encolhimentos Sucessivos.

Embora a sequência dos custos LS associada aos vetores obtidos na etapa de
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Algoritmo 4.4 Encolhimentos Sucessivos

Entrada(s): L, Jmax, Rk, Ak e bk

Sáıda(s): ĥk

1: S← L

2: Encontre y = argminx J
S

k (x)
3: enquanto JS

k (y) < Jmax faça
4: Faça a decimação de y
5: Faça a minimização linear de y (etapa opcional)
6: S← {si ∈ S|yi 6= 0}
7: Faça a despolarização de y (restrita a S)
8: fim enquanto
9: ĥk ← IL,Sy

decimação não seja monótona crescente, é posśıvel constatar que ela é limitada

inferiormente pela sequência dos mı́nimos custos LS, associada aos suportes dos

vetores obtidos durante a decimação, que é monótona crescente.

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
27

28

29

30

31

32

33

# Iteração

 

 

Custo LS referente ao vetor decimado
Custo LS mínimo associado ao suporte do vetor decimado

Figura 4.2: Exemplo do funcionamento do Método de Encolhimentos Sucessi-

vos relativa à estimação de uma realização de um sistema MESS(50,10), com

K = 5, SINR = 3 dB, N = 16 e λ = 1, 2
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4.5.6

Custo computacional

O custo computacional do Método de Encolhimentos Sucessivos consiste na

soma dos custos computacionais de todas as decimações, minimizações lineares

e despolarizações realizadas.

O custo computacional de cada iteração da etapa de Decimação Iterativa

corresponde à soma dos custos computacionais das equações 4-16 e 4-17, que

é aproximadamente 3 × |S| + 8 flops apenas. Considerando que S
(1) = L e

supondo a ocorrência de um encolhimento correto (Ŝ = Sh), então o custo

computacional total da Decimação Iterativa é menor ou igual a (|L| − |Sh|)×
(3 × |L| + 8), que é O (|L|2), enquanto que o custo computacional do cálculo

da estimativa LS com suporte reduzido é O (|Sh|3).

4.5.7

Análise de desempenho

As Figuras 4.3, 4.4, 4.5 e 4.6 mostram o desempenho do método de Encolhimen-

tos Sucessivos, com λ = 1, 05, comparado com o desempenho das estimações LS

full-support e LS oráculo, em função da quantidade K de blocos da sequência

de treinamento e SINR=5, 10, 15, 20, 25 e 30 dB respectivamente, avaliado

sobre Q = 1000 realizações independentes de um sistema MESS(100,10) para

cada valor de SINR. O comprimento escolhido para os blocos de treinamento

foi N=16 e seus elementos foram sorteados de −1,+1 de forma equiprovável.

As Figuras 4.9, 4.10, 4.11 e 4.12 apresentam resultados obtidos com sistema

MESS(100,20), mantendo-se os demais parâmetros de simulação inalterados.

Nos gráficos superiores, são mostrados os desempenhos dos algoritmos citados

em termos de NMSD. Nos gráficos inferiores, são mostradas as probabilidades

de ocorrência dos posśıveis eventos de encolhimento, discutidos na seção 4.2.1.
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Figura 4.3: Enc. Suc.: SINR=5dB, MESS(100,10), λ=1,05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.4: Enc. Suc.: SINR=10dB, MESS(100,10), λ=1,05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.5: Enc. Suc.: SINR=15dB, MESS(100,10), λ=1,05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.6: Enc. Suc.: SINR=20dB, MESS(100,10), λ=1,05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.7: Enc. Suc.: SINR=25dB, MESS(100,10), λ=1,05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.8: Enc. Suc.: SINR=30dB, MESS(100,10), λ=1,05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.9: Enc. Suc.: SINR=5dB, MESS(100,20), λ=1,05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.10: Enc. Suc.: SINR=10dB, MESS(100,20), λ=1,05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.11: Enc. Suc.: SINR=15dB, MESS(100,20), λ=1,05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.12: Enc. Suc.: SINR=20dB, MESS(100,20), λ=1,05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.13: Enc. Suc.: SINR=25dB, MESS(100,20), λ=1,05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.14: Enc. Suc.: SINR=30dB, MESS(100,20), λ=1,05, N=16 e Q=1000
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4.6

Método de Expansões Sucessivas

4.6.1

Introdução

OMétodo Expansões Sucessivas, proposto nesta seção, é um método sub-ótimo

de estimação de sistemas esparsos baseado no algoritmo de Matching Pursuit

(MP) (6). O algoritmo de MP constrói, a partir de um vetor x, uma projeção x̂

em um sub-espaço varrido por um conjunto D = {u1,u2, . . . ,uP} de vetores de
base, todos com norma unitária, mas não necessariamente ortogonais entre si.

Definindo o reśıduo ξ(i) = x−x̂(i) e começando com x̂(0) = 0, este procedimento

é realizado iterativamente, de forma que, na i-ésima iteração (i = 1, 2, . . .),

x̂(i) =
∑i

j=1 x
(j)u(j), onde u(i) ∈ D e u(i) 6= u(i−1), até que um critério

de parada seja atendido (por exemplo, ‖ξ(i)‖ < ξmax). Em cada iteração,

u(i) = argmaxv∈D(i−1) |x(i)|, sendo x(i) = (u(i))Hξ(i−1) e D(i) = D(i−1)\{u(i)}.

4.6.2

Algoritmo proposto

Considere o problema de estimação da resposta ao impulso de um sistema a

partir da expressão em 3-45, repetida a seguir por conveniência

r̄k = C̄kh+ z̄k (4-27)

onde r̄k =
[

rT1 r
T
2 . . . rTk

]T
é vetor de dimensão kM×1, C̄k =

[

CT
1C

T
2 . . .CT

k

]T
é

matriz de dimensão kM×L e z̄k =
[

zT1 z
T
2 . . . zTk

]T
é vetor de dimensão kM×1.

O vetor de observação r̄k pode ser genericamente representado da seguinte

forma

r̄k = C̄kx+ ξ = x1c̄k,1 + x2c̄k,2 + . . .+ xLc̄k,L + ξ (4-28)

onde L é a quantidade de colunas de C̄k, c̄k,i é a i-ésima coluna de C̄k, xi é o

i-ésimo elemento de x e ξ é o reśıduo (diferença) entre r̄k e C̄kx.

O custo LS é definido em 3-47, repetido aqui por conveniência

JS

k (x) =
1

k

∥

∥r̄k −
(

C̄k

)

S
x
∥

∥

2
(4-29)

Comparando 4-28 e 4-29, verifica-se que, dado x, tem-se que

‖ξ‖2 = kJS

k (x) (4-30)
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Caṕıtulo 4. Métodos propostos para estimação de sistemas esparsos 65

Portanto, adotando no algoritmo de MP D = {c̄k,1, c̄k,2, . . . , c̄k,L}, substituindo
ξmax por um limiar Jmax e monitorando iterativamente Jk(.) em vez de ‖ξ‖,
origina-se o Método de Expansões Sucessivas, descrito no Algoritmo 4.5.

Algoritmo 4.5 Expansões Sucessivas

Entrada(s): r̄k, C̄k e ξmax

Sáıda(s): h̃k

1: ξ ← r̄k
2: y← 0
3: D ← {c̄1, c̄2, . . . , c̄L}
4: repita
5: i← argmaxj |ξH c̄j|, tal que c̄j ∈ D
6: α← ξH c̄i
7: y← y + αc̄i
8: ξ ← ξ − αc̄i
9: D ← D\{c̄i}

10: até Jk(y) < Jmax ou D = ∅
11: h̃k ← y

O Algoritmo 4.5 possui a desvantagem de exigir o armazenamento em memória

e o empilhamento de todos os vetores de observação r1, r2, . . . , rk e de todas as

sequências de śımbolos transmitidos c1, c2, . . . , ck. Devido a essa desvantagem,

é proposta a seguir uma segunda versão do método, que apresenta menor custo

computacional.

Utilizando 3-9, tem-se que

bk = Akĥk (4-31)

Aplicando 3-17 em 4-31, tem-se que

bk = Ak(h+ εk) = h1 (Ak)1 + h2 (Ak)2 + . . .+ hL (Ak)L + ξ (4-32)

onde

ξ = Akεk (4-33)

Baseado em 4-32 e utilizando as equações 4-16 e 4-17 para o cálculo iterativo do

custo LS à medida em que a estimativa é constrúıda, propõe-se uma segunda

versão do método de Expansões Sucessivas, conforme descrito no Algoritmo

4.6.

O método de Expansões Sucessivas, na versão descrita pelo Algoritmo 4.6,

diferencia-se da versão descrita pelo Algoritmo 4.5 no seguinte aspecto funda-

mental: enquanto que na primeira versão o processamento é realizado direta-

mente sobre o vetor de observações r̄k, na segunda versão, o processamento é
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Algoritmo 4.6 Expansões Sucessivas (versão 2)

Entrada(s): Rk, Ak, bk e λ
Sáıda(s): h̃k e S

1: ξ ← bk

2: Achol ← Decomposição de Cholesky de Ak

3: bchol ← Achol\bk

4: Jmax ← λ
(

Rk − bH
cholbchol

)

5: h̃k ← 0
6: J ← Rk

7: g← −2bk

8: enquanto J > Jmax faça

9: i← argmaxj

∣

∣

∣
(ξ)j

∣

∣

∣

10: x← (ξ)i
11: (h̃k)i ← (h̃k)i + x
12: ξ ← ξ − x (Ak)i
13: J ← J + ℜ (x∗g) + (Ak)i,i |x|2
14: g← g + 2x (Ak)i
15: fim enquanto

16: S←
{

i | (h̃k)i 6= 0
}

17: h̃k ← (Ak)
−1
S,S (bk)S (etapa somente na versão com despolarização e pode

ser implementada através do algoritmo de busca LS 3.2)

realizado sobre o vetor bk. A etapa opcional de despolarização, quando execu-

tada, proporciona um melhor desempenho ao método.

O método de Expansões Sucessivas corresponde ao oposto do método de Enco-

lhimentos Sucessivos, no seguinte aspecto: enquanto o método de Encolhimen-

tos Sucessivos constrói uma estimativa a partir da decimação da estimativa

LS, indo em direção ao vetor nulo, o método de Expansões Sucessivas constrói

uma estimativa a partir do vetor nulo, indo em direção à estimativa LS.

4.6.3

Custo computacional

O custo computacional de cada iteração do Algoritmo 4.6 é praticamente o

mesmo de cada iteração do Algoritmo 4.2 (algoritmo de Decimações Iterativas),

haja vista que ambos empregam as mesmas equações (equações 4-18 e 4-19)

para atualizar o custo LS à medida em que o vetor estimado é constrúıdo.

A diferença está no fato de que, admitindo uma expansão correta do suporte

(Ŝ = Sh), o Método de Expansões Sucessivas exige apenas |Sh| iterações em

vez de |L| − |Sh| iterações exigidas pelo método de Encolhimentos Sucessivos.

Portanto, o Método de Expansões Sucessivas é computacionalmente mais

vantajoso que o Método de Encolhimentos Sucessivos quando |Sh| ≤ (|L| ÷ 2).

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0812744/CA
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4.6.4

Análise de desempenho

As Figuras 4.15, 4.16, 4.17 e 4.18 mostram o desempenho do método de Ex-

pansões Sucessivas, com λ = 1, 05, nas versões sem e com despolarização,

comparado com o desempenho das estimações LS full-support e LS Oráculo,

em função do comprimento K da sequência de treinamento, avaliado sobre

Q = 1000 realizações independentes de um sistema MESS(100,10), com N=16

e SINR=5, 10, 15, 20, 25 e 30 dB respectivamente. Nos gráficos superiores, são

mostrados os desempenhos dos algoritmos citados em termos de NMSD. Nos

gráficos inferiores, são mostradas as probabilidades de ocorrência dos posśıveis

eventos de encolhimento. As Figuras 4.21, 4.22, 4.23 e 4.24 mostram o desem-

penho dos algoritmos citados para a estimação de um sistema MESS(100,20),

mantendo-se inalterados os demais parâmetros de simulação. As figuras mos-

tram que, quanto maior SINR ou menor S, menores as probabilidades de

ocorrências de sub-encolhimentos e encolhimentos disformes, aumentando-se

assim o desempenho do algoritmo proposto.
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Figura 4.15: Exp. Suc.: MESS(100,10), SINR=5dB, λ=1,05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.16: Exp. Suc.: MESS(100,10), SINR=10dB, λ=1,05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.17: Exp. Suc.: MESS(100,10), SINR=15dB, λ=1,05, N=16 e Q=1000
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Caṕıtulo 4. Métodos propostos para estimação de sistemas esparsos 69

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
10

−3

10
−2

10
−1

10
0

10
1

K

N
M

S
D

 

 
Expansões Sucessivas
Exp. Suc. Despolarizada
LS Full−support
LS Oráculo

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

K

P
ro

ba
b.

 E
nc

ol
hi

m
en

to

 

 
Correto
Pequeno
Grande
Disforme

Figura 4.18: Exp. Suc.: MESS(100,10), SINR=20dB, λ=1,05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.19: Exp. Suc.: MESS(100,10), SINR=25dB, λ=1,05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.20: Exp. Suc.: MESS(100,10), SINR=30dB, λ=1,05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.21: Exp. Suc.: MESS(100,20), SINR=5dB, λ=1,05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.22: Exp. Suc.: MESS(100,20), SINR=10dB, λ=1,05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.23: Exp. Suc.: MESS(100,20), SINR=15dB, λ=1,05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.24: Exp. Suc.: MESS(100,20), SINR=20dB, λ=1,05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.25: Exp. Suc.: MESS(100,20), SINR=25dB, λ=1,05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.26: Exp. Suc.: MESS(100,20), SINR=30dB, λ=1,05, N=16 e Q=1000

4.7

Método de Minimização da Norma L1

4.7.1

Introdução

Da Teoria de Compressive Sensing, origina-se a técnica de estimação denomi-

nada Basis Pursuit, cujo critério de otimização é dado por (13)

x̃ = argmin
x
‖x‖1 tal que Hx = r (4-34)

onde r é o vetor que representa a observação e H uma matriz de dimensão

m× n, cujas colunas formam uma base sobredeterminada (ou seja, m ≤ n).

A formulação da técnica de Basis Pursuit, adaptada para observações com

rúıdo, é

x̃ = argmin
x

Jk(x) + γ‖x‖1 (4-35)

onde γ é um fator de regulação arbitrado. Quanto maior o valor de γ, mais

esparso x̃.
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O operador LASSO (12), que tem forte conexão com a técnica de Basis Pursuit,

pode ser formulado da seguinte forma

x̃ = argmin
x

Jk(x) tal que ‖x‖1 ≤ t (4-36)

onde t é um parâmetro que limita o grau de esparsidade de x̃.

4.7.2

Algoritmo proposto

Inspirado nas técnicas de Basis Pursuit e LASSO, o método de Minimização

da Norma l1, aqui proposto, consiste em encontrar a estimativa h̃L

k , associada

ao suporte L, no instante k, dada por

h̃L

k = argmin
x
‖x‖1 tal que JL

k (x) < Jmax (4-37)

onde JL

k (x) é o custo LS, dado por 3-6, e Jmax é o valor máximo admitido para

o custo LS.

Se JL

k (0) < Jmax, então 4-37 tem como solução única h̃L

k = 0. Caso contrário,

como ‖.‖1 é função convexa e JL

k (.) é estritamente convexa, então 4-37 possui

uma solução única não-trivial h̃L

k 6= 0.

O problema enunciado em 4-37 é equivalente a

h̃L

k = argmin
x
‖x‖1 + φ

[

JL

k (x)− Jmax

]

(4-38)

em que φ(z) : R→ R é a função barreira ideal, definida como

φ(z) =

{

0 z < 0

∞ z ≥ 0
(4-39)

Entretanto, φ(z) é não-diferenciável. Baseado em técnicas de ponto interior

(28), a solução para 4-38 pode ser obtida analiticamente e corresponde à

solução, quando u tende a infinito, para a seguinte expressão

h̃L

k = argmin
x

fu(x) (4-40)

onde

fu(x) = ‖x‖1 + φu

[

JL

k (x)− Jmax

]

(4-41)

e φu(z) : R → R é a função barreira logaŕıtmica (com parâmetro u ∈ R
+),

definida como
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φu(z) =

{

− 1
2u

log(−z) z < 0

∞ z ≥ 0
(4-42)

A função JL

k (.)−Jmax é convexa. A função φu(.), além de convexa, é crescente,

para todo u ∈ R
+. Logo, a composição φu

[

JL

k (.)− Jmax

]

é convexa. Como ‖.‖1
é convexa, então fu(.) também é convexa e, portanto, possui um único ponto

de mı́nimo global. À medida em que u tende a infinito, a função barreira

logaŕıtmica converge para a função barreira ideal e, consequentemente, a

solução para 4-40 converge para a solução ao problema originalmente enunciado

em 4-37.

O desenvolvimento do método proposto, apresentado a seguir, é desmembrado

em duas hipóteses:

– h̃L

k não possui nenhum elemento nulo;

– h̃L

k possui um ou mais elementos nulos.

Primeira hipótese: h̃L

k não possui nenhum elemento nulo

Seja, por hipótese, x = [x1 x2 . . . x|L|]
T um vetor de dimensão |L|×1 com todos

os seus elementos diferentes de zero. Nesse caso, o gradiente de fu(x) é dado

por

∇fu(x) = sgn(x) + u−1
[

Jmax − JL

k (x)
]−1
[

(Ak)S,S x− (bk)S

]

(4-43)

onde sgn(x) = [sgn(x1) sgn(x2) . . . sgn(xN)]
T , para um vetor-coluna de com-

primento N. A função sgn(z) : C∗ → C é dada por

sgn(z) =
z

|z| ∀z 6= 0 (4-44)

A solução anaĺıtica de 4-40 é encontrada fazendo ∇fu
(

h̃L

k

)

= 0. Nesse caso,

tem-se que

sgn
(

h̃L

k

)

+ δ−1
u

[

(Ak)S,S h̃
L

k − (bk)S

]

= 0 (4-45)

em que

δu = u
[

Jmax − JL

k (h̃
L

k )
]

(4-46)

Seja Mx a matriz-diagonal formada pelos módulos dos elementos de x, ou seja
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Mx =













|x1|
|x2|

. . .

|x|L||













(4-47)

Dessa forma, tem-se que

sgn(x) = M−1
x x (4-48)

Utilizando 3-9 e 4-48, 4-45 pode ser reescrita como

{

I+ δu (Ak)
−1
S,S M

−1

h̃L

k

}

h̃L

k = ĥL

k (4-49)

Seja, por hipótese, (Ak)S,S = I (condição atendida quando k =∞). Nesse caso,

a equação 4-49 pode ser simplificada da seguinte forma

Dh̃L

k = ĥL

k (4-50)

onde D é uma matriz-diagonal dada por

D = I+ δuM
−1

h̃L

k

(4-51)

Portanto, a solução h̃L

k ao problema enunciado em 4-40, quando k tende a

infinito, pode ser expressa como

h̃L

k = D−1ĥL

k (4-52)

A equação 4-50 pode ser expressa como

di

(

h̃L

k

)

i
=
(

ĥL

k

)

i
i = 1, 2, . . . , |L| (4-53)

em que

di = 1 +
δu

∣

∣

∣

(

h̃L

k

)

i

∣

∣

∣

∀i (4-54)

Como u ∈ R
+ e, por hipótese, JL

k

(

h̃L

k

)

< Jmax, então δu > 0 para todo u e,

consequentemente, di > 1 para todo i. Logo, ao se aplicar o operador módulo

nos dois lados da equação 4-53, tem-se que



1 +
δu

∣

∣

∣

(

h̃L

k

)

i

∣

∣

∣





∣

∣

∣

(

h̃L

k

)

i

∣

∣

∣
=
∣

∣

∣

(

ĥL

k

)

i

∣

∣

∣
(4-55)

que pode ser rearranjada da seguinte forma
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∣

∣

∣

(

h̃L

k

)

i

∣

∣

∣
=
∣

∣

∣

(

ĥL

k

)

i

∣

∣

∣
− δu ∀i (4-56)

Como, por hipótese,
(

h̃L

k

)

i
6= 0 para todo i, então 4-56 implica em

δu < min
i

{∣

∣

∣

(

ĥL

k

)

i

∣

∣

∣

}

∀u (4-57)

A equação 4-56 mostra que o método proposto provoca um encolhimento de

ĥL

k de tal forma que todos seus elementos sofrem uma mesma redução δu em

seus respectivos módulos. Uma solução ao problema enunciado em 4-40 que

atende à condição estabelecida em 4-56 é dada por

(

h̃L

k

)

i
=



1− δu
∣

∣

∣

(

ĥL

k

)

i

∣

∣

∣





(

ĥL

k

)

i
(4-58)

Lembrando que, para qualquer valor de u, existe uma única solução para 4-40,

haja vista que fu(.) é convexa, então conclui-se que a solução dada por 4-58 é

a única solução para 4-40.

Alternativamente, a solução para a equação 4-40 pode ser determinada da

seguinte forma. Seja ∆h = h̃L

k − ĥL

k . Como, por hipótese, Ak = I então,

empregando 4-16, tem-se que

JL

k (h̃
L

k ) = Jk(L) + ‖∆h‖2 (4-59)

Além disso, observando 4-53 e lembrando que di > 1 para todo i, então é

posśıvel afirmar que

∥

∥

∥
h̃L

k

∥

∥

∥

1
=
∥

∥

∥
ĥL

k

∥

∥

∥

1
− ‖∆h‖1 (4-60)

Portanto, minimizar
∥

∥

∥
h̃L

k

∥

∥

∥

1
corresponde a maximizar ‖∆h‖1, tal que a condição

estabelecida em 4-59 seja atendida. Dado o valor de ‖∆h‖22 (ou equivalente-

mente, o valor de JL

k

(

h̃L

k

)

), o Teorema 4.3 demonstra que ‖∆h‖1 é maximizada

quando ∆h = δu1, o que vai ao encontro da condição estabelecida em 4-56.

Logo, é posśıvel afirmar que

δu =

√

‖∆h‖22
|L| (4-61)

Empregando 4-59 em 4-61, tem-se que

δu =

√

√

√

√

JL

k

(

h̃L

k

)

− Jk(L)

|L| (4-62)
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Combinando 4-46 e 4-62, tem-se que

δu = u
[

Jmax − Jk(L)− |L|δ2u
]

(4-63)

A equação 4-63 corresponde a um polinômio de segundo grau em δu, cuja única

raiz real não-negativa é dada por

δu =

√

u−2 + 4|L|[Jmax − Jk(L)]− u−1

2|L| (4-64)

Portanto, dados Jmax e u, é posśıvel obter o valor correspondente de δu através

de 4-64. Se o valor obtido atender à condição estabelecida em 4-57, então

quando k tende a infinito, h̃L

k obtido através de 4-58 obedece à hipótese de que

todos seus elementos são diferentes de zero e corresponde à única solução de

4-40.

Segunda hipótese: h̃L

k possui um ou mais elementos nulos

Se o valor de δu, obtido através de 4-64, não atender à condição estabelecida

em 4-57, então como a solução de 4-40 existe e é única, conclui-se que h̃L

k possui

um ou mais elementos nulos.

Considere as seguintes variáveis

l = argminj

{∣

∣

∣

∣

(

ĥS(i)

k

)

j

∣

∣

∣

∣

}

S
(i+1) = S

(i)\{l}
a(i) =

∣

∣

∣

(

ĥS(i)

k

)

l

∣

∣

∣

(4-65)

Sejam V
(i) o sub-espaço subjacente a S

(i), x ∈ V
(i) o vetor obtido através de 4-

58 (substituindo L por S(i)) para o caso particular em que δu = a(i−1) e y ∈ V
(i)

o vetor obtido através de 4-58 para δu = b, com a(i−1) < b < a(i). À medida

em que o valor de δu varia de 0 até b, descreve-se uma curva em V
(i), iniciando

em ĥ
S(i)
k , passando por x e terminando em y. A distância ‖x − ĥS(i)

k ‖1 é a

máxima distância correspondente à variação de δu de 0 até a(i−1). A distância

‖y − ĥS(i)

k ‖1 é a máxima distância correspondente à variação de δu de 0 até

b. Logo, devido à propriedade triangular das normas, é posśıvel afirmar que a

distância ‖y − x‖1 é a máxima distância correspondente à variação de δu de

a(i−1) até b, dentro do sub-espaço V
(i).

Seja z ∈ V
(i−1) o vetor obtido através de 4-58 (substituindo L por S

(i−1))

para o caso particular em que δu = a(i−1). A distância ‖z − ĥS(i−1)

k ‖1 é a

máxima distância correspondente à variação de δu de 0 até a(i−1). Quando
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k tende a infinito (ou seja, quando Ak tende com probabilidade 1 à matriz-

identidade), é posśıvel verificar que z ≡ x, no sentido em que z = IS(i−1),S(i)x.

Sejaw = IS(i−1),S(i)y (ou seja, w ≡ y). Portanto, observando que V(i) ⊂ V
(i−1) e

devido à propriedade triangular das normas, é posśıvel afirmar que a distância

‖w − ĥS(i−1)

k ‖1 é a máxima distância correspondente à variação de δu de

0 até b, dentro do sub-espaço V
(i−1). Além disso, é posśıvel verificar que

JS(i)

k (y) = JS(i−1)

k (w).

Diante do exposto, conclui-se por indução que a solução h̃L

k , quando k tende

a infinito, somente pode ser obtida através de encolhimentos sucessivos do

suporte L, conforme 4-65, até que a condição δu < a(i) seja atendida, com o

valor de δu obtido através de 4-64. A Figura 4.27 ilustra os trajetos de máxima

distância, considerando a transição entre os sub-espaços V
(i−1) e V

(i), com

V
(i) ⊂ V

(i−1).

Figura 4.27: Transição entre os sub-espaços V(i−1) e V(i), com V
(i) ⊂ V

(i−1). A

curva azul representa o trajeto de máxima distância l1, no sub-espaço V
(i−1),

entre ĥS(i−1)

k (δu = 0) e o ponto de contato z com V
(i) (δu = a(i−1)). A curva

vermelha representa o trajeto de máxima distância l1, no sub-espaço V
(i),

entre ĥS(i)

k (δu = 0) e y (δu = b), passando pelo ponto x ≡ z (δu = a(i−1)).
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Resumo do algoritmo

O método proposto de Minimização da Norma l1 pode ser descrito conforme

o Algoritmo 4.7.

Algoritmo 4.7 Minimização da Norma L1

Entrada(s): ĥk, L, Rk, Ak e bk

Sáıda(s): h̃k

1: y← ĥk

2: repita
3: i← argmini |yi|, yi 6= 0

4: δu ←
√

Jmax−JL

k
(y)

‖y‖0

5: se δu > |yi| então
6: yi ← 0
7: fim se
8: até δu ≤ |yi|
9: S← {si|yi 6= 0}

10: y← IS,Ly
11: y← (I− δuM

−1
y )y

12: h̃k ← IL,Sy

O algoritmo 4.7 gera estimativas polarizadas. Suas etapas 10 a 12 podem ser

substitúıdas por uma etapa de despolarização, dando origem ao Algoritmo 4.8.

4.7.3

Análise de convergência

Quando u tende a infinito, a solução h̃L

k ao problema enunciado em 4-40

converge para a solução ao problema original enunciado em 4-37. A expressão

em 4-64 é monótona crescente. Quando u = 0, δu = 0 (que corresponde ao

ponto interior ĥL

k ) e, quando u tende a infinito, tem-se que

δ∞ =

√

Jmax − Jk(L)

|L| (4-66)

Comparando 4-66 com 4-62, verifica-se que, quando u =∞, JL

k (h̃
L

k ) = Jmax.

4.7.4

Interpretação geométrica

Geometricamente, o problema enunciado em 4-37 pode ser interpretado da

seguinte forma: Seja E
L(Jmax) = {x | JL

k (x) ≤ Jmax} o lugar-geométrico
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Algoritmo 4.8 Minimização da Norma L1 com despolarização

Entrada(s): ĥk, L, Rk, Ak e bk

Sáıda(s): h̃k

1: y← ĥk

2: repita
3: i← argmini |yi|, yi 6= 0

4: δu ←
√

Jmax−JL

k
(y)

‖y‖0

5: se δu > |yi| então
6: yi ← 0
7: fim se
8: até δu ≤ |yi|
9: S← {si|yi 6= 0}

10: y← (Ak)
−1
S,S (bk)S (esta etapa pode ser implementada através do algoritmo

de busca LS 3.2)
11: h̃k ← IL,Sy

dos pontos no hiperespaço associado ao suporte L cujo custo LS é menor

ou igual a Jmax. Nesse caso, EL(Jmax) é um hiper-elipsoide cujo centro é ĥL

k .

Seja P
L(c) = {x | ‖x‖1 ≤ c} o lugar-geométrico dos pontos no hiperespaço

associado ao suporte L cuja norma l1 é menor ou igual a uma constante c.

Nesse caso, PL(c) corresponde a um hiper-poliedro cujo centro é a origem.

Caso JL

k (0) = Rk ≤ Jmax, então o hiper-elipsoide contém a origem e, portanto,

a solução trivial de 4-37 é h̃L

k = 0; caso contrário, h̃L

k corresponde ao único

ponto de contato entre a superf́ıcie do hiper-elipsoide E
L(Jmax) e a superf́ıcie

do único hiper-poliedro P
L(c) que tangencia E

L(Jmax). Portanto nesse caso,

‖h̃L

k‖1 = c e JL

k

(

h̃L

k

)

= Jmax. A unicidade de h̃L

k é garantida pelo fato de PL(c)

ser convexa para todo c ≥ 0 e E
L(Jmax) ser estritamente convexa. A Figura

4.28 ilustra esta condição de contorno.

−2.5 −2 −1.5 −1 −0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5
−3

−2

−1

0

1

2

3

(b)

+

+(a) ĥ

h

Hiperpoliedro que
tangencia o elipsoide (b)Elipsoide que

contém o vetor nulo

~

Figura 4.28: Unicidade da estimativa referente à minimização da norma l1,

restrita ao custo LS menor que Jmax: (a) J
L

k (0) ≤ Jmax, (b) J
L

k (0) > Jmax
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O ponto de tangência h̃L

k entre o hiperelipsóide E
L(Jmax) e o hiperpoliedro

P
L(c) pode estar localizado ou em uma das faces ou em uma das arestas ou

em um dos vértices de P
L(c). Quando h̃L

k é um dos vértices de P
L(c), então

apenas um dos seus elementos é diferente de zero; quando h̃L

k está localizado

em uma das arestas de P
L(c), então h̃L

k contém um ou mais elementos nulos;

h̃L

k esta localizado no interior de uma das faces de P
L(c), então todos os seus

elementos são diferentes de zero. A Figura 4.29 ilustra as três possibilidades

de tangência entre o hiperelipsóide E
L(Jmax) e o hiperpoliedro P

L(c).

Figura 4.29: Tangência do hiper-elipsoide com: (a) face do hiperpoliedro; (b)

aresta do hiperpoliedro; (c) vértice do hiperpoliedro

Quando k tende a infinito, os hiperelipsóides EL
h̃(Jmax) e E

L(Jmax) degeneram-

se em hiperesferas, tendo como pontos centrais ĥ
L
h̃

k e ĥL

k , respectivamente,

sendo que ĥ
L
h̃

k corresponde à projeção de ĥL

k no sub-espaço associado a Lh̃.

A seguinte analogia pode ser feita em relação ao Algoritmo 4.8, para deter-

minação de h̃L

k : seja uma represa totalmente cheia, onde na i-ésima posição

(i = 1, 2, . . . , |L|) a profundidade é igual a |(ĥL

k )i|, determinada pelo terreno
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irregular do seu fundo. Nesse caso, a superf́ıcie da represa cheia corresponde

a δu = 0. À medida em que o ńıvel da represa baixa (ou seja, à medida em

que δu aumenta), alguns pontos do fundo da represa passam a ficar descober-

tos (a profundidade nesses pontos da represa passa a ser zero). Além disso, à

medida em que δu aumenta (ou seja, o ńıvel de água da represa baixa), JL

k (h̃
L

k )

aumenta, haja vista que, quanto maior δu, maior ‖ĥL

k − h̃L

k‖2. A Figura 4.30

ilustra essa analogia.
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e

(b)

Fundo da represa

Fundo da represa

Nível da água (com δ
u
>0)

(a)  Nível da água (com δ
u
=0)

Figura 4.30: Analogia do Método de Minimização da Norma l1 com a redução

do ńıvel de água em uma represa. Neste exemplo |L| = 20, onde: (a) se δu = 0,

então JL

k (h̃k) = Jk(L); (b) se δu > 0, então JL

k (h̃k) > Jk(L). À medida em que

δu aumenta, JL

k (h̃k) também aumenta, ao mesmo tempo em que os elementos

de h̃k são encolhidos. Dependendo do valor de δu, alguns elementos de h̃k

podem ser zerados, o que é ilustrado em (b) pelas superf́ıcies do fundo da

represa acima do ńıvel de água.
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Cabe aqui destacar que o método proposto de Minimização da Norma l1 é,

surpreendentemente, muito semelhante ao método de Encolhimentos Sucessi-

vos, haja vista que ambos constroem suas estimativas a partir da decimação

dos elementos de ĥL

k , começando pelo elemento com o menor valor absoluto e

prosseguindo em direção ao elemento com o maior valor absoluto. Entretanto,

enquanto que no método de encolhimentos sucessivos o critério de decimação se

justifica pelo fato de que a variância do desvio de rúıdo tende a zero à medida

em que k tende a infinito, no método de minimização da norma l1 o critério

de decimação se justifica pelas condições geométricas de contorno que o ponto

de tangência h̃L

k entre E
L(Jmax) e P

L(c) deve atender. Apesar das diferentes

argumentações, estes dois métodos apresentam uma forte conexão entre si.

4.7.5

Custo computacional

Os passos 2 a 8 dos algoritmos 4.7 e 4.8 são muito semelhantes ao algoritmo

de encolhimentos sucessivos. Os passos 9 a 12 do algoritmo 4.7 substituem

a etapa de despolarização encontrada no método de encolhimentos sucessivos

e têm custo computacional O (|S|) (bem menor que o custo para o cálculo

da estimativa LS com suporte reduzido, que é O (|S|3)), haja vista que My é

matriz-diagonal. Por outro lado, o algoritmo 4.8 também possui uma etapa de

despolarização e, por isso, seu custo computacional é um pouco maior que do

algoritmo de encolhimentos sucessivos.

4.7.6

Avaliação de desempenho

O algoritmo proposto, em sua versão sem despolarização, foi projetado

admitindo-se Ak = I (o que ocorre quando k =∞) e u =∞ (que é a condição

para que a solução h̃S

k ao problema enunciado em 4-40 coincida com a solução

ao problema original enunciado em 4-37), quando JS

k (h̃
S

k) = Jmax.

A Figura 4.31 mostra o desvio normalizado médio do custo LS em relação a

Jmax em função do tamanho da sequência de treinamento K, estimado sobre

Q = 1000 realizações independentes de um sistema MESS(100,S), com S = 10

e S = 20, N = 32, λ = 1, 01 e SINR igual a 6 dB e 20 dB. O desvio normalizado

médio do custo LS em relação a Jmax é definido como

NMSDJ(k) = E





∣

∣

∣

∣

∣

JL

k (h̃k)− Jmax

Jmax

∣

∣

∣

∣

∣

2


 (4-67)
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A Figura 4.31 mostra que, nas simulações executadas, independente do valor

de SINR, o desvio normalizado médio do custo LS permaneceu pequeno mesmo

para valores de K relativamente pequenos.
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Figura 4.31: NMSD do custo LS para sistema MESS(100,S), com S = 10 e

S = 20, N = 32, λ = 1, 01 e Q = 1000

As Figuras 4.32, 4.33, 4.34 e 4.35 mostram o desempenho médio do algoritmo

proposto, nas versões sem e com despolarização, comparado com o desempenho

das estimações LS Full-support e LS oráculo, em função do comprimento K da

sequência de treinamento e avaliado sobre Q = 1000 realizações independentes

de sistema MESS(100,10), com N = 16, λ = 1, 05 e SINR= 15, 20, 25 e 30

dB respectivamente. Nos gráficos superiores, são mostrados os desempenhos

dos algoritmos citados em termos de NMSD. Nos gráficos inferiores, são

mostradas as probabilidades de ocorrência dos seguintes tipos de encolhimento:

correto, pequeno, excessivo e disforme. As Figuras 4.36, 4.37, 4.38 e 4.39

mostram o desempenho médio do algoritmo proposto, nas versões sem e com

despolarização, para MESS(100,20) e mantendo-se os parâmetros de simulação

restantes inalterados.
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Figura 4.32: Min. l1: MESS(100,10), SINR=15dB, λ=1,05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.33: Min. l1: MESS(100,10), SINR=20dB, λ=1,05, N=16 e Q=1000

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0812744/CA
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Figura 4.34: Min. l1: MESS(100,10), SINR=25dB, λ=1,05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.35: Min. l1: MESS(100,10), SINR=30dB, λ=1,05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.36: Min. l1: MESS(100,20), SINR=15dB, λ=1,05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.37: Min. l1: MESS(100,20), SINR=20dB, λ=1,05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.38: Min. l1: MESS(100,20), SINR=25dB, λ=1,05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.39: Min. l1: MESS(100,20), SINR=30dB, λ=1,05, N=16 e Q=1000
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As figuras mostram que, quanto maior SINR ou mais esparso o sistema

estimado, menores as probabilidades de ocorrências de sub-encolhimentos e

encolhimentos disformes, aumentando-se assim o desempenho do algoritmo

proposto.

4.8

Método de Regularização Automática do custo LS

4.8.1

Introdução

A técnica de regularização do custo LS consiste em adicionar uma função de

penalidade à função-custo JL

k (x), formando uma nova função-custo J̃γ
k (x) :

C
|L| → R, dada por

J̃γ
k (x) = JL

k (x) + γf (x) (4-68)

onde f (x) : C|L| → R é uma função de penalidade (também chamada de função

de regularização) e γ ∈ R
+ é o fator de penalidade (ou fator de regularização)

(17, 20).

A função de penalidade f(x) é projetada para que, quanto maior o grau de

esparsidade de x, menor seu valor. O grau de esparsidade pode ser medido

através de funções baseadas na pseudo-norma l0 ou na norma l1, no sentido de

que, quanto menor ‖x‖d, com d ∈ {0, 1}, maior o grau de esparsidade de x.

Para todo γ ≥ 0, a estimativa da resposta ao impulso discreta do sistema é

dada por

h̃k(γ) = argmin
x

J̃γ
k (x) (4-69)

4.8.2

O valor ótimo do fator de regularização

Nos métodos de regularização mais comumente encontrados na literatura, o

valor de γ é fixado em função da função de penalidade adotada e do modelo

estocástico da resposta ao impulso do sistema estimado. Entretanto, essa

abordagem possui duas caracteŕısticas indesejadas: a escolha do valor de γ

é usualmente emṕırica e; como o valor de γ é fixo, não é otimizado para cada

realização individual da resposta ao impulso do sistema estimado.

Neste trabalho, o valor ótimo de γ, aqui denominado de γ∗, é definido como
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γ∗ , argγ J
L

k (h̃k(γ)) = Jmax (4-70)

onde h̃k(γ) é a solução de 4-69 e Jmax é o custo LS admitido, com Jk(L) <

Jmax < Jk(0). O valor de Jmax é escolhido conforme critério estabelecido na

seção 4.2.1. Como será mostrado na seção 4.8.4, Jk(h̃k(γ)) cresce monotona-

mente em função de γ e, portanto, existe um único valor de γ∗ que satisfaz

4-70.

Seja h∗
k o valor ótimo da estimativa esparsa (associado a γ∗), dado por

h∗
k = h̃k(γ

∗) = argmin
x

J̃γ∗

k (x) (4-71)

Como J̃γ
k (.) é função convexa para todo γ, então a solução de 4-71 é única.

O fato de γ pertencer ao intervalo ilimitado [0,∞) pode dificultar a obtenção

de γ∗, o que motiva o emprego de homotopia entre o custo LS e a função de

regularização.

4.8.3

Regularização do custo LS por homotopia

Seja a função convexa J̌ρ
k (x) : C

|L| → R, com ρ ∈ [0, 1], dada por

J̌ρ
k (x) = J̌k (x, ρ) , (1− ρ)JL

k (x) + ρf (x) (4-72)

A função J̌ρ
k (x) estabelece uma homotopia entre JL

k (x) e f (x), ou seja,

variando-se ρ continuamente de zero até um, J̌ρ
k (x) transforma-se continu-

amente de JL

k (x) para f (x).

Como 0 ≤ ρ ≤ 1, J̌ρ
k (.) constitui-se em uma combinação afim de duas funções

convexas e, portanto, também é convexa. Logo, J̌ρ
k (.) possui um único mı́nimo

global, dado por

ȟk(ρ) = argmin
x

J̌k (x, ρ) (4-73)

Comparando 4-68 com 4-72, é posśıvel estabelecer a seguinte relação de

equivalência

h̃k(γ) = ȟk(ρ)⇔ γ =
ρ

1− ρ
(4-74)

É importante observar em 4-74 que, para cada valor de γ no intervalo ilimitado

[0,∞), existe um único valor correspondente de ρ no intervalo limitado [0, 1],

e vice-versa.
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4.8.4

Variação do custo LS e da penalidade em função do fator de regularização

Sejam as funções g(ρ), p(ρ) e q(ρ) definidas a seguir para ρ ∈ [0, 1]

g(ρ) , J̌ρ
k

(

ȟk(ρ)
)

(4-75)

p(ρ) , JL

k

(

ȟk(ρ)
)

(4-76)

q(ρ) , f
(

ȟk(ρ)
)

(4-77)

Nesse caso, é posśıvel demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 4.4 A função g(ρ) é côncava.

Prova. Por definição, g(.) é função côncava se e somente se, para todo a e todo

b pertencentes ao domı́nio de g(.) e θ ∈ [0, 1], θg(a)+(1−θ)g(b) ≤ g(c), com c =

θa+(1−θ)b. Segue que θg(a)+(1−θ)g(b) = θJ̌a
k

(

ȟk(a)
)

+(1−θ)J̌ b
k

(

ȟk(b)
)

≤
θJ̌a

k

(

ȟk(c)
)

+ (1 − θ)J̌ b
k

(

ȟk(c)
)

= θ
[

(1− a)JL

k

(

ȟk(c)
)

+ af
(

ȟk(c)
)]

+ (1 −
θ)
[

(1− b)JL

k

(

ȟk(c)
)

+ bf
(

ȟk(c)
)]

= [θ(1− a) + (1− θ)(1− b)] JL

k

(

ȟk(c)
)

+

[θa+ (1− θ)b] f
(

ȟk(c)
)

= (1− c)JL

k

(

ȟk(c)
)

+ cf
(

ȟk(c)
)

= J̌ c
k

(

ȟk(c)
)

= g(c).

Portanto, fica demonstrado que g(.) é função côncava. �

Além do fato de g(ρ) ser côncava, é posśıvel verificar que, quando ρ = 0 (o que

corresponde a γ = 0), tem-se que ȟk(0) = ĥk e g(0) = Jk(L); por outro lado,

para o caso particular em que f(x) = ‖x‖1, quando ρ = 1 (o que corresponde

a γ =∞), tem-se que ȟk(1) = 0 e g(1) = f(0) = 0.

Além disso, é posśıvel demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 4.5 As funções p(ρ) e q(ρ) são, respectivamente, monótona cres-

cente e monótona decrescente.

Prova. Combinando 4-72, 4-75, 4-76 e 4-77, tem-se que

g(ρ) = (1− ρ)p(ρ) + ρq(ρ) (4-78)

Admitindo-se que p(ρ) e q(ρ) são continuamente diferenciáveis (de classe C1),

derivando a expressão em 4-78 em relação a ρ, obtém-se

g′(ρ) = (1− ρ)p′(ρ) + ρq′(ρ) + q(ρ)− p(ρ) (4-79)

Em consequência de 4-73, tem-se que, para ρ qualquer,
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∇J̌ρ
k

(

ȟk(ρ)
)

= ∇xJ̌k
(

ȟk(ρ), ρ
)

= 0 (4-80)

Utilizando 4-72, a equação 4-80 pode ser reescrita da seguinte forma

∇J̌ρ
k

(

ȟk(ρ)
)

= (1− ρ)∇JL

k

(

ȟk(ρ)
)

+ ρ∇f
(

ȟk(ρ)
)

= 0 (4-81)

Seja ȟ′
k(ρ) = [h′

1(ρ) h
′
2(ρ) . . . h′

L(ρ)]
T , em que h′

i(ρ) é a derivada em relação

a ρ da i-ésima componente de ȟk(ρ). Pela Regra da Cadeia, tem-se que

p′(ρ) = ℜ
{

[

∇JL

k

(

ȟk(ρ)
)]H

ȟ′
k(ρ)

}

(4-82)

q′(ρ) = ℜ
{

[

∇f
(

ȟk(ρ)
)]H

ȟ′
k(ρ)

}

(4-83)

Combinando 4-81, 4-82 e 4-83, resulta que

(1− ρ)p′(ρ) + ρq′(ρ) = 0 (4-84)

e, portanto,

p′(ρ)

q′(ρ)
= − ρ

1− ρ
(4-85)

Para 0 < ρ < 1, como ρ/(1 − ρ) > 0, a equação 4-85 estabelece que, se

p′(ρ) > 0, então q′(ρ) < 0, e vice-versa. Aplicando 4-84 em 4-79, tem-se que

g′(ρ) = q(ρ)− p(ρ) (4-86)

Derivando 4-86 em relação a ρ, e levando em consideração que a função g(ρ)

é côncava (Teorema 4.4), resulta que

g′′(ρ) = q′(ρ)− p′(ρ) ≤ 0 (4-87)

Finalmente, combinando 4-85 e 4-87, tem-se que p′(ρ) ≥ 0 e q′(ρ) ≤ 0

para todo ρ ∈ [0, 1]. Portanto, fica demonstrado que p(ρ) é função monótona

crescente e q(ρ) é função monótona decrescente 3. �

Devido à monotonicidade de p(ρ) (ou de q(ρ)), tem-se como corolário,

ρ1 6= ρ2 ⇔ ȟk(ρ1) 6= ȟk(ρ2) (4-88)

Como a variação de p(ρ) em função de ρ ocorre no sentido oposto ao da variação

de q(ρ), ocorre que a variação de ρ ao longo do intervalo [0, 1] descreve uma

curva de relação custo-benef́ıcio, (curva de tradeoff ) entre essas duas funções.

3Admite-se que tanto p(.) quanto q(.) não são funções constantes.
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A Figura 4.40 ilustra uma curva de tradeoff entre p(ρ) e q(ρ) para uma única

realização de um sistema MESS(100,10), SINR = 10 dB, com N = 32 e k = 50,

com p(ρ) = JL

k

(

ȟk(ρ)
)

e q(ρ) =
∥

∥ȟk(ρ)
∥

∥

1
.
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Figura 4.40: Curva de tradeoff entre p(ρ) e q(ρ) para uma única realização de

um sistema MESS(100,10) e SINR = 10 dB, com N = 32 e k = 50

4.8.5

Algoritmo proposto

A relação de equivalência estabelecida em 4-74 e a correspondência biuńıvoca

entre γ e ρ possibilitam a obtenção de h∗
k a partir de ρ∗ em vez de γ∗. A

busca por ρ∗ é mais vantajosa que a busca por γ∗, haja vista que ρ pertence

ao intervalo limitado [0, 1].

O algoritmo aqui proposto de Regularização Automática do custo LS, descrito

no Algoritmo 4.9, tem como propósito a obtenção de h∗
k ao mesmo tempo em

que se busca ρ∗ tal que p(ρ∗) = Jmax. O parâmetro tol corresponde à tolerância

admitida ao erro |p(ρ) − Jmax|/Jmax. O parâmetro λ corresponde ao fator de

relaxamento do custo LS, para determinação de Jmax.
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O algoritmo de Regularização Automática do custo LS baseia-se no método

de bisseção para a busca de ρ∗. Iniciando com ρ
(0)
min = 0, ρ

(0)
max = 1 e ρ(0) = 0, 5,

o método de bisseção consiste em, a cada nova iteração i-ésima iteração,

fazer o seguinte: se p(ρ(i−1)) < Jmax, então ρ
(i)
min ← ρ(i−1), ρ

(i)
max ← ρ

(i−1)
max e

ρ(i) ← [ρ
(i)
min + ρ

(i)
max]/2; caso contrário, ρ

(i)
max ← ρ(i−1), ρ

(i)
min ← ρ

(i−1)
min e ρ(i) ←

[ρ
(i)
min + ρ

(i)
max]/2. O método de bisseção fundamenta-se no fato de que p(ρ) é

monótona crescente. As iterações se repetem até que |p(ρ(i))−Jmax|/Jmax < tol,

quando é feito ρ∗ ← ρ(i).

Algoritmo 4.9 Regularização Automática

Entrada(s): Rk, Ak, bk, λ, ρ
(0) e tol

Sáıda(s): ρ e h∗
k

1: ĥk ← A−1
k bk

2: Jmax ← λ
(

Rk − bHĥk

)

3: ρ← ρ(0)

4: ρmin ← 0
5: ρmax ← 1
6: loop
7: ȟk ← argminx J̌k(x)
8: se

[

|Jk(ȟk)− Jmax|/Jmax

]

< tol então

9: h∗
k ← ȟk

10: Fim do algoritmo
11: senão se Jk(ȟk) > Jmax então
12: ρmax ← ρ
13: senão
14: ρmin ← ρ
15: fim se
16: ρ← (ρmin + ρmax)/2
17: fim loop

4.8.6

Algoritmo de busca para obtenção da estimativa regularizada

O passo 7 do Algoritmo 4.9 corresponde à obtenção de ȟk(ρ). Nesta seção,

propõe-se um algoritmo de busca para obtenção de ȟk(ρ) baseado em back-

tracking line search, tendo como direção de busca o oposto do gradiente do

custo LS regularizado, para o caso particular em que a função de regularização

é dada por

f(x) = ‖x‖1 (4-89)

Nesse caso, o gradiente da função de regularização é dado por
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∇f(x) = sgn(x) (4-90)

onde sgn(x) = [sgn(x1) sgn(x2) . . . sgn(xL)]
T , e sgn(z) : C→ C é dada por

sgn(z) =

{

z
|z|

z 6= 0

0 z = 0
(4-91)

O gradiente de J̌ρ
k (x) é dado por

∇J̌ρ
k (x) = (1− ρ)∇JL

k (x) + ρ∇f(x) (4-92)

Empregando 3-8 e 4-90, obtém-se o gradiente de J̌ρ
k (x), que é dado por

∇J̌ρ
k (x) = 2(1− ρ) [Akx− bk] + ρ× sgn(x) (4-93)

Para acelerar a velocidade de convergência, o algoritmo de busca aqui proposto

incorpora um mecanismo opcional de hard-tresholding, cujo valor de corte é

dado pelo parâmetro de entrada η. Este mecanismo não restringe o espaço de

buscas, haja vista que, em cada iteração do algoritmo, os elementos zerados

de h̃k podem novamente ultrapassar o limiar η de hard-thresholding.

Outra caracteŕıstica do algoritmo de busca proposto nesta seção é que ele

realiza a normalização do gradiente antes de executar a busca pelo método

de backtracking line search, o que possibilita o cálculo do parâmetro de busca

β em função dos parâmetros de entrada maxiteracoes (que corresponde ao

número máximo de iterações admitido por busca) e ǫ (valor mı́nimo admitido

para norma do vetor de busca).

O Algoritmo 4.10 descreve em detalhes o algoritmo de busca proposto nesta

seção, o qual pode ser empregado no passo 7 do Algoritmo de Regularização

Automática (Algoritmo 4.9).

4.8.7

Algoritmo de Regularização Automática em versão iterativa

Todos os algoritmos de estimação de sistemas esparsos apresentados até o mo-

mento foram projetados para funcionar ao final da sequência de treinamento.

Comparado com os métodos apresentados anteriormente, o método de regula-

rização automática do custo LS possui a vantagem de poder ser implementado

de forma iterativa, na qual o esforço computacional é distribúıdo ao longo da

sequência de treinamento.

A diferença fundamental entre as versões não-iterativa e iterativa do algoritmo

de regularização automática é que, enquanto na primeira versão há um loop
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Algoritmo 4.10 Minimização do custo LS com regularização em L1

Entrada(s): Rk, Ak, bk, ρ, ȟ
(0), maxiteracoes, η e ǫ

Sáıda(s): ȟk

1: x← h̃(0)

2: β ← ǫ(1/maxiteracoes)

3: loop
4: Para todo i-ésimo elemento de x, se |xi| < η, faça xi ← 0 (etapa opcional

de hard-tresholding)
5: g← 2(1− ρ)(Akx− bk) + ρ× sgn(x)
6: ng ← gHg
7: nx ← xHx
8: se ng > 0 então

9: g←
√

nx

ng
g (normalização do gradiente)

10: fim se
11: J̌x ← (1− ρ)

{

R + ℜ
[

−2bH
k x
]

+ xHAkx
}

+ ρ‖x‖1
12: µ← 1
13: loop
14: y← x− µg
15: J̌y ← (1− ρ)

{

R + ℜ
[

−2bH
k y
]

+ yHAky
}

+ ρ‖y‖1
16: se J̌y < J̌x então
17: x← y
18: J̌x ← J̌y
19: Sai do loop
20: fim se
21: µ← βµ
22: se µ < ǫ então
23: ȟk ← x
24: Fim do algoritmo
25: fim se
26: fim loop
27: fim loop

em que são realizadas várias iterações da bisseção do intervalo de busca até a

obtenção de ρ∗ e ȟ∗
k, na segunda versão esse loop não existe, e a cada iteração

do algoritmo é realizada apenas uma iteração da bisseção do intervalo de busca.

O algoritmo aqui proposto de Regularização Automática do Custo LS, em

sua versão iterativa, é descrito no Algoritmo 4.11. É recomendável iniciar o

algoritmo com ȟ0 = ĥ0, ρmax,0 = 1 e ρmin,0 = 0.

A Figura 4.41 ilustra a variação dos parâmetros ρmin, ρmax e ρ empregando-

se o algoritmo iterativo de regularização automática do custo LS (Algoritmo

4.11) ao longo da sequência de treinamento para uma única realização de um

sistema MESS(100,10), com SINR=15 dB, N = 16 e λ = 1, 05. Os parâmetros

iniciais do algoritmo foram: ȟ0 = ĥ1, ρmax,0 = 1 e ρmin,0 = 1E − 10, ρ0 = 0, 5,

tol = 0, 01, η = 0, 0001, β = 0, 8 e ǫ = 0, 001. Nela, é posśıvel observar o
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Algoritmo 4.11 Regularização Automática (versão iterativa, para cada ins-
tante k)

Entrada(s): Rk, Ak, bk, ρmax,k−1, ρmin,k−1, ρk−1, ȟk−1, Jmax, tol, β, η e ǫ
Sáıda(s): ȟ∗

k, ρmax,k ρmin,k e ρk
1: ρmin,k ← ρmin,k−1

2: ρmax,k ← ρmax,k−1

3: ρ← ρk−1

4: x← ȟ∗
k−1

5: Para todo i-ésimo elemento de x, se |xi| < η, faça xi ← 0 (etapa opcional
de hard-tresholding)

6: g← 2(1− ρ)(Akx− bk) + ρ× sgn(x)
7: ng ← gHg
8: nx ← xHx
9: se ng > 0 então

10: g←
√

nx

ng
g (normalização do gradiente)

11: fim se
12: J̌x ← (1− ρ)

{

R + ℜ
[

−2bH
k x
]

+ xHAkx
}

+ ρ‖x‖1
13: µ← 1
14: loop
15: y← x− µg
16: J̌y ← (1− ρ)

{

R + ℜ
[

−2bH
k y
]

+ yHAky
}

+ ρ‖y‖1
17: se J̌y < J̌x então
18: x← y
19: J̌x ← J̌y
20: Sai do loop
21: fim se
22: µ← βµ
23: se µ < ǫ então
24: ȟk ← x
25: Sai do loop
26: fim se
27: fim loop
28: ȟ∗

k ← x
29: se

[

|Jk(ȟk)− Jmax|/Jmax

]

< tol então
30: Fim do algoritmo
31: senão se Jk(ȟk) > Jmax então
32: ρmax,k ← ρk−1

33: senão
34: ρmin,k ← ρk−1

35: fim se
36: ρk ← (ρmin,k + ρmax,k)/2
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mecanismo de bisseção em funcionamento.
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Figura 4.41: Mecanismo de bisseção em uma única realização de canal gaus-

siano esparso com L = 100, S = 10, SINR=15 dB, N = 32 e λ = 1, 05.

Parâmetros iniciais: ȟ0 = ĥ1, ρmax,0 = 1 e ρmin,0 = 1E − 10, ρ0 = 0, 01,

tol = 0, 01, η = 0, 0001, β = 0, 8 e ǫ = 0, 001

A Figura 4.42 mostra a variação média do fator de regularização ρ empregando-

se o algoritmo iterativo de regularização automática do custo LS (Algoritmo

4.11), estimada com Q = 1000 realizações independentes de um sistema

MESS(100,S), com λ = 1, 05, em quatro situações diferentes: (a) S = 10

e SINR = 10 dB, (b) S = 10 e SINR = 25 dB, (c) S = 20 e SINR =

10 dB e, finalmente, (d) S = 25 e SINR = 20 dB. Nota-se que, para

cada um dos cenários de simulação, ρ converge para um valor diferente, em

aproximadamente 10 iterações.
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Figura 4.42: Variação média do fator de regularização ρ ao longo da sequência

de treinamento referente a Q = 1000 realizações independentes de um sistema

MESS(100,S), com N = 16 e λ = 1, 05. Parâmetros iniciais: ȟ0 = ĥ1,

ρmax,0 = 1 e ρmin,0 = 1E − 10, ρ0 = 0, 5, tol = 0, 01, η = 0, 0001, β = 0, 8

e ǫ = 0, 001

4.8.8

Custo computacional

O método de regularização automática do custo LS é o que apresenta o maior

custo computacional dentre todos os métodos de estimação de sistemas espar-

sos apresentados nesta Tese, conforme mostram os resultados das simulações

apresentados a seguir. Por outro lado, sua versão iterativa apresenta a vanta-

gem, em relação aos demais métodos apresentados, de permitir a distribuição

do custo computacional total ao longo de toda a sequência de treinamento.

4.8.9

Análise de desempenho

As Figuras 4.43, 4.44, 4.45 e 4.46 mostram o desempenho do algoritmo

iterativo do método de regularização automática do custo LS (Algoritmo

4.11), comparado com o desempenho das estimações LS full-support e LS

oráculo, ao longo da sequência de treinamento, com N=16, λ = 1, 05, sistema

MESS(100,10) e SINR=5, 10, 15, 20, 25 e 30 dB respectivamente. As Figuras

4.49, 4.50, 4.51 e 4.52 mostram o desempenho dos mesmos algoritmos na

estimação de um sistema MESS(100,20), mantendo-se os demais parâmetros de

simulação inalterados. Foram consideradasQ = 1000 realizações independentes
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do sistema para cada valor de SINR. Em cada figura, nos gráficos superiores,

são mostrados os desempenhos dos algoritmos citados em termos de NMSD e,

nos gráficos inferiores, são mostradas as variações de ρmin, ρ e ρmax ao longo

da sequência de treinamento.
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Figura 4.43: Reg. iter.: MESS(100,10), SINR=5dB, λ=1,05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.44: Reg. iter.: MESS(100,10), SINR=10dB, λ=1,05, N=16 e Q=1000

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0812744/CA
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Figura 4.45: Reg. iter.: MESS(100,10), SINR=15dB, λ=1,05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.46: Reg. iter.: MESS(100,10), SINR=20dB, λ=1,05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.47: Reg. iter.: MESS(100,10), SINR=25dB, λ=1,05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.48: Reg. iter.: MESS(100,10), SINR=30dB, λ=1,05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.49: Reg. iter.: MESS(100,20), SINR=5dB, λ = 1, 05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.50: Reg. iter.: MESS(100,20), SINR=10dB, λ = 1, 05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.51: Reg. iter.: MESS(100,20), SINR=15dB, λ = 1, 05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.52: Reg. iter.: MESS(100,20), SINR=20dB, λ = 1, 05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.53: Reg. iter.: MESS(100,20), SINR=25dB, λ = 1, 05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.54: Reg. iter.: MESS(100,20), SINR=30dB, λ = 1, 05, N=16 e Q=1000
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As figuras mostram que, dependendo de SINR e de S, o valor do fator de

regularização converge para resultados muito diferentes; adicionalmente, os

resultados mostram que, o valor do fator de regularização for fixo para todas

as amostras geradas de resposta ao impulso do sistema, o desempenho da

estimação LS com regularização é consideravelmente degradado. Esses dois

fatores demonstram a utilidade do método proposto de ajuste automático

do fator de regularização. Além disso, é posśıvel verificar que as curvas de

desempenho do algoritmo de Regularização Automática mantém-se sempre

entre as curvas do LS Full-support e do LS Oráculo, o que demonstra a sua

robustez.

4.9

Considerações finais

Neste caṕıtulo, foram originalmente elaborados e apresentados quatro métodos

projetados especificamente para a estimação de sistemas esparsos. São eles:

– Encolhimentos Sucessivos;

– Expansões Sucessivas;

– Minimização da norma l1;

– Regularização do Custo LS.

Buscou-se aqui realizar a apresentação dos métodos citados de maneira unifi-

cada, em que o elo de ligação entre eles é o parâmetro λ (fator de relaxamento

do custo LS), que regula o custo LS máximo admitido Jmax. Por isso, alguns

critérios para escolha do máximo valor admitido para o custo LS, baseados

nas equações de convergência do custo LS apresentadas no caṕıtulo anterior,

foram apresentados.

Em seguida, foi apresentada a função L0(.) como uma espécie de aproximação

cont́ınua e diferenciável da pseudo-norma l0. Através desta função, mostrou-

se o v́ınculo existente entre a pseudo-norma l0 e a norma l1, no intuito de

esclarecer o fato de a norma l1 ser frequentemente empregada na técnicas

de estimação esparsas encontradas na literatura. Além disso, a função L0(.)

revelou-se uma ferramenta útil para estimação da cardinalidade do suporte

da resposta ao impulso do canal, tendo sido empregada em uma versão do

algoritmo de Encolhimentos Sucessivos com limitação da cardinalidade mı́nima

do suporte da resposta ao impulso do canal estimado.

Numa introdução aos métodos de estimação previamente citados, a tarefa de

estimação ótima do suporte da resposta ao impulso do canal foi caracterizada.
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Mostrou-se que esta tarefa consiste num problema NP-hard, normalmente

inviável devido ao tamanho t́ıpico da cardinalidade do suporte da resposta

ao impulso do canal, justificando assim os métodos sub-ótimos de estimação

apresentados a seguir.

O primeiro método sub-ótimo de estimação apresentada foi o método de

Encolhimentos Sucessivos. Foi mostrado que este método fundamenta-se no

Teorema 3.1, em que se demonstra a monotonicidade da sequência de custos

LS associadas às estimativas LS com suporte reduzido, à medida em que o

suporte estimado sofre encolhimentos sucessivos. Para implementação deste

método, foi proposto um novo algoritmo de decimação iterativa, de baixo custo

computacional. Foram também apresentadas diversas simulações comparando

o algoritmo proposto com os algoritmos de minimização do custo LS Full-

support e custo LS Oráculo (com suporte conhecido). Por último, foi feita

uma análise do algoritmo proposto em termos de custo computacional.

O segundo método sub-ótimo de estimação apresentado foi o método de

Expansões Sucessivas, que foi inspirado no algoritmo de Matching Pursuit.

Foram também apresentadas diversas simulações comparando o algoritmo

proposto com os algoritmos de minimização do custo LS Full-support e custo

LS Oráculo (com suporte conhecido). Por último, foi feita uma análise do

algoritmo proposto em termos de custo computacional.

O terceiro método sub-ótimo de estimação apresentado foi o método de

Minimização da Norma l1, Precedendo a apresentação deste método, foram

apresentados os algoritmos correlatos Basis Pursuit e LASSO. Foram também

apresentadas diversas simulações comparando o algoritmo proposto com os

algoritmos de minimização do custo LS Full-support e custo LS Oráculo (com

suporte conhecido). Por último, foi feita uma análise do algoritmo proposto

em termos de custo computacional.

O quarto método sub-ótimo de estimação apresentado foi o método de Re-

gularização Automática do Custo LS. Inicialmente, os conceitos básicos de

regularização foram apresentados. Em seguida, foi proposta uma modificação

na função-custo LS com regularização. A partir dessa nova função-custo, foi

proposto um critério para determinação do valor ótimo do fator de regula-

rização, baseado no fato de que a variação do fator de regularização descreve

uma curva de tradeoff entre o custo LS e a norma l1 da estimativa produzida.

A partir dáı, foi proposto um mecanismo de ajuste automático do fator de

regularização. Finalmente, foi proposto um novo algoritmo iterativo de regula-

rização, com ajuste automático do parâmetro de regularização. Foram também

apresentadas diversas simulações comparando o algoritmo proposto com os al-
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goritmos de minimização do custo LS Full-support e custo LS Oráculo (com

suporte conhecido). Por último, foi feita uma análise do algoritmo proposto

em termos de custo computacional.

No caṕıtulo seguinte, os quatro métodos de estimação de sistemas esparsos

originalmente propostos neste caṕıtulo são comparados entre si e com o

algoritmo l1-RLS (20), em termos de desempenho e custo computacional,

a partir do resultado de simulações. Esses cinco algoritmos são também

comparados com os algoritmos LS full-support e LS Oráculo. As simulações

apresentadas no próximo caṕıtulo dividem-se em duas categorias: estimação

de sistemas MESS e estimação de canais UWB esparsos, conforme o modelo

descrito no documento “IEEE 805.15.4a channel model - final report” (27).
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5

Avaliação de desempenho

5.1

Introdução

Este caṕıtulo tem como finalidade realizar uma avaliação de desempenho dos

métodos de estimação de sistemas esparsos apresentados no caṕıtulo anterior.

Na seção a seguir, as versões despolarizadas dos quatro métodos de estimação

de sistemas esparsos propostos nesta Tese são comparadas entre si e com os

algoritmos LS Full-support, LS Oráculo e l1-RLS, em termos de desempenho

e de custo computacional, a partir dos resultados obtidos em simulações em

que eles são empregados na estimação de sistemas modelados como MESS (o

modelo de sistemas MESS é descrito no Anexo B). Na seção subsequente,

estes métodos são avaliados em termos da taxa de erros de bits versus a razão-

sinal rúıdo, a partir dos resultados obtidos em simulações de um sistema de

comunicações IR-UWB, conforme o modelo descrito no Anexo A, em que estes

métodos são empregados na estimação de canais que seguem o modelo IEEE

802.15.4a (27). A seção seguinte destina-se à avaliação de custo computacional

dos métodos apresentados. O caṕıtulo termina com uma seção destinada a

considerações finais.

5.2

Avaliação de desempenho dos métodos quando empregados na estimação

de sistemas MESS

Nesta seção, as versões despolarizadas dos quatro métodos de estimação de

sistemas esparsos originalmente concebidos nesta Tese são comparadas entre

si, em termos de desempenho na estimação de sistemas MESS.

As Figuras 5.1 a 5.6 mostram o desempenho dos métodos de Encolhimentos

Sucessivos, Expansões Sucessivas despolarizado, Minimização da Norma l1

despolarizado, Regularização Iterativa Automática do Custo LS, LS Full-

support e LS Oráculo, para Q = 1000 realizações de um sistema MESS(100,10)

e SINR variando de 5dB até 30dB, com N = 16 e λ = 1, 05. As Figuras 5.7 a

5.12 mostram o desempenho dos mesmo métodos, para sistema MESS(100,20),

mantendo-se inalterados os outros parâmetros de simulação.
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Figura 5.1: Comparação de desempenho: MESS(100,10), SINR = 5 dB,

λ = 1, 05, N = 16 e Q = 1000
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Figura 5.2: Comparação de desempenho: MESS(100,10), SINR = 10 dB,

λ = 1, 05, N = 16 e Q = 1000
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Figura 5.3: Comparação de desempenho: MESS(100,10), SINR = 15 dB,

λ = 1, 05, N = 16 e Q = 1000
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Figura 5.4: Comparação de desempenho: MESS(100,10), SINR = 20 dB,

λ = 1, 05, N = 16 e Q = 1000
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Figura 5.5: Comparação de desempenho: MESS(100,10), SINR = 25 dB,

λ = 1, 05, N = 16 e Q = 1000
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Figura 5.6: Comparação de desempenho: MESS(100,10), SINR = 30 dB,

λ = 1, 05, N = 16 e Q = 1000
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Figura 5.7: Comparação de desempenho: MESS(100,20), SINR = 5 dB,

λ = 1, 05, N = 16 e Q = 1000
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Figura 5.8: Comparação de desempenho: MESS(100,20), SINR = 10 dB,

λ = 1, 05, N = 16 e Q = 1000
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Figura 5.9: Comparação de desempenho: MESS(100,20), SINR = 15 dB,

λ = 1, 05, N = 16 e Q = 1000
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Figura 5.10: Comparação de desempenho: MESS(100,20), SINR = 20 dB,

λ = 1, 05, N = 16 e Q = 1000

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0812744/CA
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Figura 5.11: Comparação de desempenho: MESS(100,20), SINR = 25 dB,

λ = 1, 05, N = 16 e Q = 1000
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Figura 5.12: Comparação de desempenho: MESS(100,20), SINR = 30 dB,

λ = 1, 05, N = 16 e Q = 1000
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Para que a comparação de desempenho não ficasse restrita aos métodos origi-

nalmente apresentados nesta Tese, o algoritmo l1-RLS, apresentado em (20), foi

eleito com essa finalidade, por se tratar de um algoritmo baseado na técnica de

estimação LS, assim como os demais. A Figura 5.13 mostra o desempenho dos

métodos de Encolhimentos Sucessivos, Expansões Sucessivas despolarizado,

Minimização da Norma l1 despolarizado, Regularização Iterativa Automática

do Custo LS, LS Full-support, LS Oráculo e l1-RLS, nas mesmas condições de

de avaliação apresentadas em (20), que são: Q = 100 realizações de um sis-

tema MESS(64,8), SINR=20dB com N = 1000, M = 1 e λ = 1, 2. O algoritmo

l1-RLS foi testado com os mesmos valores de parâmetros adotados em (20):

ff=0,995 (fator de esquecimento) e fr=1,5 (fator de regularização). Verifica-se

que o patamar de NMSD estacionário do algoritmo l1-RLS é maior que dos de-

mais algoritmos, devido ao fato de que (ff< 1), pois o efeito de regularização só

ocorre quando (ff< 1), o que consiste em uma limitação do algoritmo l1-RLS.

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

k

N
M

S
D

 

 
Enc. Suc
Min. l1

 
desp.

Reg. auto.
LS Full−support
LS Oráculo
l
1
 RLS

Figura 5.13: Comparação de desempenho entre os métodos de Encolhimentos

Sucessivos, Expansões Sucessivas despolarizada, Minimização da norma l1

despolarizada, Ajuste automático do fator de regularização do custo LS, LS

Full-support, LS Oráculo e l1-RLS, com: MESS(64,8), SINR = 20 dB, λ = 1, 2,

N = 1000, M = 1 e Q = 1000
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5.3

Avaliação de desempenho dos métodos quando empregados na estimação

de canais IEEE 802.15.4a

Nesta seção, os quatro métodos de estimação de sistemas esparsos original-

mente apresentados nesta Tese e os algoritmos LS Full-support, LS Oráculo

e l1-RLS são comparados entre si, em termos de taxa de erros de bits versus

razão sinal-rúıdo, quando empregados na estimação de canais em sistemas IR-

UWB, conforme modelo de sinais apresentado no Anexo A. Nas simulações, o

canal equivalente discreto foi gerado a partir da amostragem, com intervalo de

2ns, da convolução entre o filtro de transmissão, o filtro de recepção (ambos

do tipo raiz de cosseno levantado com fator de rolloff igual a 0,35) e o modelo

IEEE 802.15.4a de canal para ambientes outdoor, descrito em (27).

As Figuras 5.14 a 5.29 mostram, de forma intercalada, a variação do fator

de casamento (a definição do fator de casamento é apresentada no Anexo

A) e da taxa de erros de bits (BER) em função do tamanho da sequência

de treinamento, para valores de razão sinal-rúıdo variando de 6dB a 20dB,

mantendo-se os seguintes parâmetros dos algoritmos: N=32 e λ = 1, 01. Em

cada figura, foram geradas Q = 1000 realizações de canal, e a taxa de erros de

bits foi obtida de forma semi-anaĺıtica, a partir do fator de casamento entre

cada uma dessas realizações e sua respectiva estimativa, conforme apresentado

no Anexo A. Convém observar que, quanto menor o fator de casamento (que

pode variar de -1 a 1), maior a taxa de erro de bits e, à medida em que o

fator de casamento aproxima-se de 1, mais a taxa de erro de bits aproxima-se

do seu valor teórico para canais lineares e invariantes no tempo com rúıdo

aditivo gaussiano branco. Constata-se que o fator de casamento varia de forma

diferente para cada método de estimação avaliado, sendo que os métodos de

Encolhimentos Sucessivos, Expansões Sucessivas e Minimização da norma l1

alcançam o fator de casamento máximo com uma sequência de treinamento

mais curta que o método de Regularização Automática do Custo LS.

A Figura 5.30 mostra o desempenho em termos da menor taxa de erros de bits

alcançada por cada método versus a razão sinal-rúıdo, a partir da consolidação

dos resultados mostrados nos gráficos antecessores.

5.4

Avaliação do custo computacional

A Figura 5.31 mostra o custo computacional dos métodos apresentados,

medido através do tempo de processamento dos mesmos, nas simulações
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Figura 5.14: Fator de casamento na estimação do canal IEEE 802.15.4a (6dB)
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Figura 5.15: Taxa de erro de bits na estimação do canal IEEE 802.15.4a (6dB)
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Figura 5.16: Fator de casamento na estimação do canal IEEE 802.15.4a (8dB)
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Figura 5.17: Taxa de erro de bits na estimação do canal IEEE 802.15.4a (8dB)
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Figura 5.18: Fator de casamento na estimação do canal IEEE 802.15.4a (10dB)
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Figura 5.19: Taxa de erro de bits na estimação do canal IEEE 802.15.4a (10dB)
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Figura 5.20: Fator de casamento na estimação do canal IEEE 802.15.4a (12dB)

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
10

−4

10
−3

10
−2

K (Tamanho da sequência de treinamento)

B
E

R

Canal Modelo IEEE 802.15.4a Outdoor: LOS=1 N=32 SINR=12 dB Q=100 λ=1.01

 

 
Encolhimentos Sucessivos
Expansões Sucessivas despolarizada
Min l

1
 despolarizada

Reg. automática
LS Full−support
Estimativa perfeita

Figura 5.21: Taxa de erro de bits na estimação do canal IEEE 802.15.4a (12dB)

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0812744/CA
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Figura 5.22: Fator de casamento na estimação do canal IEEE 802.15.4a (14dB)
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Figura 5.23: Taxa de erro de bits na estimação do canal IEEE 802.15.4a (14dB)
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Figura 5.24: Fator de casamento na estimação do canal IEEE 802.15.4a (16dB)
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Figura 5.25: Taxa de erro de bits na estimação do canal IEEE 802.15.4a (16dB)
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Figura 5.26: Fator de casamento na estimação do canal IEEE 802.15.4a (18dB)
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Figura 5.27: Taxa de erro de bits na estimação do canal IEEE 802.15.4a (18dB)
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Figura 5.28: Fator de casamento na estimação do canal IEEE 802.15.4a (20dB)
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Figura 5.29: Taxa de erro de bits na estimação do canal IEEE 802.15.4a (20dB)
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Figura 5.30: BER versus SINR

referentes à estimação de sistemas MESS, cujos resultados foram apresentados

na seção 5.2. As simulações foram implementadas em Matlab e executadas um

computador com Processador Intel i5M460@2,53GHz com 4GB de memória

RAM. Nela, nota-se que o Método de Regularização Automática do Custo LS

é o método que apresenta o maior custo computacional (contabilizando o tempo

acumulado de processamento até o instante k), seguido de perto do algoritmo

l1-RLS, embora o tempo de processamento médio por iteração, representado

pela linha tracejada, seja menor que o tempo de processamento apresentados

pelos métodos de Encolhimentos Sucessivos e de Minimização da norma l1

despolarizada. O algoritmo de Expansões Sucessivas despolarizada apresenta

tempo de processamento bem menor que do algoritmo de Encolhimentos

Sucessivos, devido ao fato de as realizações dos sistemas geradas nas simulações

serem bastante esparsas (L = 100 e S = 10). Dessa forma, o algoritmo de

Expansões Sucessivas despolarizada precisa de menos iterações para produzir

as estimativas que o algoritmo de Encolhimentos Sucessivos (nessas simulações

em particular, aproximadamente 10 iterações contra aproximadamente 90 do

algoritmo de encolhimentos sucessivos). Finalmente, é posśıvel constatar que

o algoritmo de Minimização da norma l1 apresenta o desempenho mais estável

às custas de um esforço computacional um pouco maior que o do algoritmo de

Encolhimentos Sucessivos.
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Figura 5.31: Custo computacional relativo

5.5

Considerações finais

Os resultados das simulações mostram que os métodos de Encolhimentos Su-

cessivos, Expansões Sucessivas, Minimização da norma l1 e Ajuste automático

do fator de regularização do custo LS apresentam desempenho superior que

o algoritmo LS Full-support, em muitos casos alcançando o desempenho do

algoritmo LS Oráculo e com a vantagem em relação ao algoritmo l1-RLS de

não apresentarem um patamar de NMSD. Além disso, os algoritmos de En-

colhimentos Sucessivos, Expansões Sucessivas e Minimização da norma l1 de-

mandam menor esforço computacional que o algoritmo l1-RLS.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0812744/CA



6

Conclusão

Esta Tese enfoca o problema de estimação de sistemas esparsos. A principal

motivação para a elaboração deste trabalho consiste na atual proliferação de

Redes de Sensores baseados na tecnologia Impulse-Radio Ultra-Wideband (IR-

UWB), de amplo interesse em aplicações civis e militares. A razão para isso se

deve ao fato de que os modelos de canal nos quais operam os sistemas IR-UWB

são tipicamente esparsos.

Os esforços envidados nesse trabalho se concentraram na elaboração de novos

métodos, de baixa complexidade computacional, com a finalidade espećıfica

de estimação de sistemas esparsos. O resultado foi o desenvolvimento de

quatro novos métodos para estimação de sistemas esparsos, todos baseados

na técnica de estimação por mı́nimos quadrados, universalmente conhecida

por sua denominação em inglês - Least Squares (LS) Estimation. São eles:

Encolhimentos Sucessivos, Expansões Sucessivas, Minimização da norma l1

e Ajuste automático do fator de regularização do custo LS. Objetivando

acelerar a velocidade de convergência, estes novos métodos incorporam técnicas

relacionadas à otimização convexa e à Teoria de Compressive Sensing. O elo

de ligação entre eles decorre do fato de compartilharem o mesmo critério de

relaxamento do custo LS.

Os quatro métodos de estimação de sistemas esparsos originalmente elaborados

e apresentados nesta Tese foram constrúıdos a partir do modelo de processa-

mento em blocos da estimação LS, proposto no Caṕıtulo 2. A generalização

desse modelo possibilitou a aplicação dos métodos em questão na tarefa es-

pećıfica de estimação de canais esparsos em sistemas de comunicações baseados

em algumas tecnologias CDMA e IR-UWB, de amplo interesse em aplicações

civis e militares.

Os métodos de Encolhimentos Sucessivos, Expansões Sucessivas e Minimização

da Norma l1 intrinsecamente envolvem a estimação do suporte da resposta ao

impulso em tempo discreto do sistema estimado. O método de Encolhimentos

Sucessivos fundamenta-se no fato de que a sequência de mı́nimos custos LS, as-

sociada a uma sequência de suportes em que o suporte posterior é subconjunto

do anterior, é monótona não-decrescente. O método de Expansões Sucessivas

foi inspirado no algoritmo de Matching Pursuit. Esses dois algoritmos podem

ser considerados antagônicos, no sentido de que o primeiro constrói uma esti-

mativa esparsa a partir da estimativa LS full-support e promove o encolhimento

do suporte da estimativa a cada iteração, enquanto que o segundo constrói a
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estimativa a partir do vetor nulo e promove iterativamente a expansão do su-

porte da estimativa. O método de Minimização da Norma l1 foi inspirado nos

algoritmos Basis Pursuit e LASSO e também constrói iterativamente a esti-

mativa a partir da estimativa LS, promovendo o encolhimento do suporte a

cada nova iteração. Nesse aspecto, guarda semelhança com o método de En-

colhimentos Sucessivos. A diferença fundamental entre eles reside no fato de

que a solução do método de minimização da norma l1 surge do atendimento às

condições de contorno de um problema de otimização convexa com restrições,

enquanto que a solução do outro surge da convergência com probabilidade 1

das estimativas LS com suporte reduzido.

O método de Ajuste automático do fator de regularização do Custo LS foi

inspirado nos algoritmos de regularização convexa e zero-attractor. O mérito

desse algoritmo é incorporar a técnica de bisseção para a busca automática do

valor ótimo do fator de regularização, que corresponde àquele que faz com que

o custo LS associado à estimativa fique igual a um valor máximo admitido.

Resultados obtidos em simulações mostram que os algoritmos originalmente

apresentados nesta Tese conciliam baixa complexidade computacional e exce-

lente desempenho, em muitos casos igualando o desempenho apresentado pelo

algoritmo de benchmark LS Oráculo.

Dando continuidade ao desenvolvimento de novos métodos para estimação de

sistemas esparsos, uma oportunidade de pesquisa é a parametrização a partir

da inserção de um fator de esquecimento, com o propósito de que esses novos

métodos possam ser empregados em estimação de sistemas esparsos variantes

no tempo. Outra oportunidade de pesquisa é o desenvolvimento de critérios

não-emṕıricos para escolha do fator de relaxamento.
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A

Representação de sinais em sistemas UWB

Uma das aplicações de particular interesse para os métodos de estimação

de sistemas esparsos propostos ao longo desta Tese é a estimação de canais

esparsos em sistemas de comunicações, tais quais nos sistemas UWB que

seguem o padrão IEEE 802.15.4a (27). Portanto, o modelo de sinal apresentado

neste anexo é apropriado para representar os sistemas de comunicações UWB

que seguem o referido padrão (32).

A.1

Modelo de sinal em tempo cont́ınuo

Seja x(t) a representação em banda básica do sinal transmitido por um terminal

qualquer em uma rede de comunicações, com modulação linear, dada por

x(t) =
K
∑

k=1

akqk (t− kTq) (A-1)

onde

– K é a quantidade de śımbolos transmitidos (comprimento do pacote);

– ak é o k-ésimo śımbolo transmitido, com ak ∈ A, sendo A o alfabeto

(conjunto de śımbolos) referente ao esquema de modulação linear em-

pregado;

– qk(t) é o sinal referente à sequência pseudoaleatória (código) de espalha-

mento direto dentro do k-ésimo quadro do pacote;

– Tq é a duração de cada um dos quadros.

Considerando que o esquema de múltiplo acesso é realizado através da as-

sociação dos mecanismos de espalhamento direto por código e time-hopping,

então qk(t) pode ser representado como

qk(t) =
N
∑

n=1

ck,np (t−∆k − (n− 1)Tc) (A-2)

onde

– ck,n é o n-ésimo elemento do k-ésimo código de espalhamento direto;

– N é o comprimento dos códigos de espalhamento direto;
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– p(t) é o pulso básico de transmissão, com duração igual a Tp;

– Tc é o intervalo de chip;

– ∆k é o k-ésimo intervalo de time-hopping.

No presente trabalho, supõe-se não haver sobreposição de quadros consecuti-

vos, ou seja,

∆k ≤ ∆max e ∆max + (N − 1)Tc + Tp < Tq (A-3)

O respectivo sinal recebido y(t), nos terminais da antena de um usuário

receptor, pode ser representado como

y(t) = x(t) ⋆ v(t) + w(t) (A-4)

onde o śımbolo ⋆ representa o operador convolução e

– v(t) é a resposta ao impulso do canal, considerado invariante ao longo

da duração do pacote;

– w(t) é processo estocástico correspondente ao rúıdo mais interferência.

Admitindo que o filtro receptor seja casado ao pulso básico de transmissão, o

sinal na sáıda do filtro casado pode ser representado como

r(t) = y(t) ⋆ p(−t) (A-5)

Utilizando A-2 e A-4 em A-5, o sinal r(t) pode ser reescrito como

r(t) =
K
∑

k=1

ak

[

N
∑

n=1

ck,nh (t− kTq −∆k − (n− 1)Tc)

]

+ z(t) (A-6)

onde

h(t) = p(t) ⋆ v(t) ⋆ p(Tp − t) (A-7)

é a resposta ao impulso do canal equivalente e

z(t) = w(t) ⋆ p(Tp − t) (A-8)

é o rúıdo-mais-interferência equivalente.

A equação A-6 pode ser reescrita como

r(t) =
K
∑

k=1

aksk(t− kTq −∆k) + zk(t) (A-9)
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onde

sk(t) =
N
∑

n=1

ck,nh (t− (n− 1)Tc) (A-10)

é a assinatura efetiva associada ao k-ésimo quadro.

A.2

Modelo de sinal em tempo discreto

Para fins de detecção coerente de sinais, o sinal na sáıda do filtro de recepção

r(t) deve ser devidamente sincronizado e amostrado. Seja rk,m a amostra de

r(t) no instante tk,m, dado por

rk,m = r (tk,m) | tk,m = kTq +∆k + (m− 1)Tc (A-11)

Aplicando A-9 em A-11, verifica-se que

rk,m = aksk,m + zk,m + s̃k,m (A-12)

onde

sk,m = sk ((m− 1)Tc) =
N
∑

n=1

ck,nh ((m− n)Tc) (A-13)

é a m-ésima amostra referente à k-ésima assinatura efetiva,

zk,m = z (tk,m) (A-14)

é a amostra de z(t) no instante tk,m e

s̃k,m =
∑

i 6=k

aisi (tk,m − iTq −∆i) (A-15)

é a amostra no instante tk,m do sinal referente à interferência provocada

pela sobreposição das assinaturas efetivas anteriores e posteriores à k-ésima

assinatura efetiva.

Seja Th a duração de h(t). Observando A-10, verifica-se que a duração Ts de

cada uma das assinaturas efetivas é dada por

Ts = Th + (N − 1)Tc (A-16)

No presente trabalho, supõe-se que h(t) = 0 t < 0 e que

Ts +∆max < Tq (A-17)
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Dessa forma, são evitadas interferências entre assinaturas efetivas consecutivas

e, com isso, tem-se que

s̃k,m = 0 ∀k,m (A-18)

A quantidade necessária de amostras de r(t), para fins de detecção de ak com

estat́ıstica suficiente, é dada por

M =

⌈

Ts

Tc

⌉

(A-19)

ou equivalentemente

M = N + L− 1 (A-20)

onde

L =

⌈

Th

Tc

⌉

(A-21)

Seja rk = [rk,1 rk,2 . . . rk,M ]T o k-ésimo vetor de observação, de dimensãoM×1.
Observando A-12 e supondo que a condição em A-18 é satisfeita, verifica-se

que rk pode ser expresso na seguinte notação vetorial

rk = aksk + zk (A-22)

onde sk = [sk,1 sk,2 . . . sk,M ]T é a representação discreta da assinatura efetiva

e zk = [zk,1 zk,2 . . . zk,M ]T é a representação discreta do sinal correspondente

ao rúıdo mais interferência.

A equação A-13 pode ser reescrita da seguinte forma

sk = ck ⋆ h (A-23)

onde ⋆ representa o operador convolução discreta e

– ck = [ck,1 ck,2 . . . ck,N ]
T é vetor de dimensão N × 1 que representa o

k-ésimo código pseudoaleatório de espalhamento direto;

– h = [h(0) h(Tc) h(2Tc) . . . h ((L− 1)Tc)]
T é vetor de dimensão L × 1

que representa a resposta ao impulso discreta do canal equivalente h(t).

A equação A-23 também pode ser expressa na seguinte notação algébrica

sk = Ckh (A-24)
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Figura A.1: Diagrama de um Sistema de Comunicações com Espalhamento
Direto por Código e Time-Hopping

onde Ck é matriz Toeplitz cujo produto Ckh é igual à convolução discreta

entre ck e h.

Portanto, utilizando A-23, é posśıvel reescrever A-22 como

rk = akck ⋆ h+ zk (A-25)

ou ainda, utilizando A-24, é posśıvel reescrever A-22 como

rk = akCkh+ zk (A-26)

A Figura A.1 mostra o modelo de sistema de comunicações adotado. A Figura

A.2 mostra o modelo equivalente ao apresentado na Figura A.1.

O modelo discreto ora apresentado será empregado, de forma genérica ao longo

desta Tese, como o esquema em que os métodos propostos para estimação de

sistemas esparsos são aplicados.

A.3

Regras de decisão de śımbolos

Seja âk o k-ésimo śımbolo decidido utilizando o critério de decisão de Máxima

Probabilidade a Posteriori (critério MAP), expresso como

âk = argmax
a∈A

P (ak = a | rk) (A-27)

Pela regra de Bayes, a probabilidade a posteriori P (a | rk) pode ser expressa em
função das probabilidades e densidades de probabilidade a priori da seguinte

forma
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Figura A.2: Diagrama equivalente do Sistema de Comunicações representado
na Fig. A.1

P (ak = a | rk) =
P (ak = a)pr(rk | ak = a)

pr(rk)
(A-28)

onde pr(.) é função densidade de probabilidade do vetor de observação.

Se os śımbolos a ∈ A forem equiprováveis, então aplicando A-28 em A-27, o

critério MAP pode ser substitúıdo pelo critério de Máxima Verossimilhança

(critério ML), dado por

âk = argmax
a∈A

p(rk | ak = a) (A-29)

Utilizando A-22, o vetor zk (que representa o rúıdo mais interferência) pode

ser expresso como

zk = rk − aksk (A-30)

Suponha que w(t) seja processo estacionário branco com média zero e função

autocorrelação σ2
wδ(τ), e que p(t) atende ao critério de Nyquist para eliminação

de interferência entre śımbolos. Considere ainda, sem perda de generalidade,

que a energia de p(t) seja igual a 1. Supondo sincronização perfeita entre

transmissor e receptor e observando A-8, verifica-se que zk é vetor gaussiano

complexo com média 0 e matriz de autocorrelação σ2
wI. Com isso, a função

densidade de probabilidade a priori pr(rk | ak = a) pode ser expressa como

pr(rk | ak = a) = pzk(rk − ask) =
1

(2π)M
exp

[

− 1

σ2
w

‖rk − ask‖2
]

(A-31)

Observando A-31, verifica-se que, no caso particular em que zk é vetor

gaussiano complexo com média 0 e matriz de autocorrelação σ2
wI, o critério de
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decisão expresso em A-29 pode ser expresso pela regra de decisão pela mı́nima

distância, dada por

âk = argmin
a∈A
‖rk − ask‖2 (A-32)

No caso espećıfico de modulações em fase, nas quais |ak| é uma constante (isto

é, |ak|2 = Ea ∀ak ∈ A), a regra de decisão em A-32 pode ser substitúıda pela

regra de decisão pela máxima correlação entre o sinal reconstitúıdo ask, (com

a ∈ A) e o vetor de observação rk, dada por

âk = argmax
a∈A
ℜ
[

a∗sHk rk
]

(A-33)

No caso ainda mais particular em que A = {−1,+1} (que corresponde ao

esquema de modulação binária antipodal), a regra de decisão em A-33 pode

ser simplificada da seguinte forma

âk
+1

≷
−1
ℜ
[

sHk rk
]

(A-34)

A.4

Impacto do erro de estimação do canal na detecção

As regras de decisão de śımbolos apresentadas na seção anterior fazem uso

da assinatura efetiva. Entretanto, para a assinatura efetiva ser calculada, é

necessário conhecer a resposta ao impulso do canal equivalente discreto. Porém,

na prática, o receptor dispõe apenas de uma estimativa da resposta ao impulso

do canal. Esta seção apresenta uma análise do impacto provocado pelo erro de

estimação da resposta ao impulso do canal equivalente discreto na degradação

da taxa de erro de śımbolos (ou de bits), particularmente para os esquemas de

modulação BPSK e bi-ortogonal, empregados no padrão UWB IEEE 802.15.4a.

Seja ŝk a estimativa da k-ésima assinatura efetiva, dada por

ŝk = Ckĥ (A-35)

onde ĥ é a estimativa da resposta ao impulso do canal equivalente discreto.

Perante o desconhecimento da resposta ao impulso do canal equivalente

discreto e no caso espećıfico de modulação BPSK, em que o alfabeto é

A = {−1,+1}, o critério de decisão em A-34 deve ser substitúıdo pelo seguinte

critério de decisão

âk
+1

≷
−1
ℜ
[

ŝHk rk
]

(A-36)
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Utilizando A-22, o critério de decisão em A-36 pode ser expandido como

âk
+1

≷
−1
ℜ
[

ŝHk (aksk + zk)
]

(A-37)

que, por sua vez, pode ser reescrito como

âk
+1

≷
−1

sgn
[

ℜ
(

ŝHk sk
)]

ak
√

Eb + n (A-38)

em que Eb é a energia do bit na entrada do módulo decisor, dada por

Eb =
[

ℜ
(

ŝHk sk
)]2

(A-39)

sgn(.) : R∗ → {−1,+1} é a função-sinal, definida como

sgn(x) ,
x

|x| (A-40)

e n é variável aleatória dada por

n = ℜ [ŝkzk] (A-41)

Suponha que os códigos ck sejam projetados de forma que

CH
k Ck = EcI ∀k (A-42)

em que Ec = NEchip é a energia dos códigos de espalhamento.

Utilizando A-35 e A-42, A-39 pode ser reescrita como

Eb = E2c
[

ℜ
(

ĥHh
)]2

(A-43)

Por sua vez, supondo que zk seja vetor gaussiano de média zero e matriz-

autocorrelação σ2
zI, tem-se que n é variável aleatória gaussiana de média zero

e variância σ2
n, dada por

σ2
n =

1

2
E
[

|ŝHk zk|2
]

(A-44)

Utilizando A-35 e A-42, A-44 pode ser reescrita como

σ2
n =
Ecσ2

z

2
‖ĥ‖2 (A-45)

Portanto, a razão sinal-rúıdo-mais-interferência na entrada do decisor é

Eb
σ2
n

=
2Ec
σ2
z

[

ℜ
(

ĥHh
)]2

∥

∥

∥
ĥ
∥

∥

∥

2 (A-46)
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A razão sinal-rúıdo-mais-interferência média na entrada do filtro de recepção

é definida como

SINR ,
EcE [‖h‖2]

σ2
z

(A-47)

Empregando A-47, A-46 pode ser reescrita como

Eb
σ2
n

=
2Θ2‖h‖2
E [‖h‖2] SINR (A-48)

onde Θ é o fator de casamento entre ĥ e h, definido como

Θ ,
ℜ
[

ĥHh
]

∥

∥

∥
ĥ
∥

∥

∥
‖h‖

(A-49)

Utilizando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, é posśıvel mostrar que

−1 ≤ Θ ≤ 1 (A-50)

com Θ = 1 se e somente se ĥ = κh, com κ real positivo.

Utilizando A-49 e A-42, é posśıvel reescrever A-38 como

âk
+1

≷
−1

sgn (Θ) ak
√

Eb + n (A-51)

A taxa de erro de bits (Bit Error Rate - BER) para modulação BPSK, tendo

como critério de decisão a regra estabelecida em A-51, é dada por

BER2

( Eb
σ2
n

,Θ

)

=















Q
(√

Eb
σ2
n

)

Θ ≥ 0

1−Q
(√

Eb
σ2
n

)

Θ < 0

(A-52)

na qual a função Q(.) é definida como

Q(x) ,
1√
2π

∫ ∞

x

e−
Y 2

2 dY (A-53)

Finalmente, empregando A-48 em A-52, a taxa de erro de bits da modulação

BPSK, em função de SINR, E [‖h‖2], h e Θ pode ser expressa como

BER2

(

SINR, E
[

‖h‖2
]

,h,Θ
)

=



















Q
(√

2Θ2‖h‖2

E[‖h‖2]
SINR

)

Θ ≥ 0

1−Q
(√

2Θ2‖h‖2

E[‖h‖2]
SINR

)

Θ < 0

(A-54)
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Como Q(.) é função monótona decrescente, conclui-se que, para um valor de

SINR qualquer, quanto menor Θ, maior a taxa de erro de bits.

No caso de sistemas com modulação bi-ortogonal quaternário, tais quais os

sistemas que seguem o padrão IEEE 802.15.4a, o detector pode ser visto como

dois bancos de decisores BPSK paralelos, nos quais decide-se pelo śımbolo que

apresenta a maior correlação dentre os dois bancos. Portanto, a taxa de erro

de bits dos sistemas com modulação bi-ortogonal é a mesma do esquema de

modulação QPSK e pode ser expressa como

BER4

(

SINR, E
[

‖h‖2
]

,h,Θ
)

=















b4

(

2Θ2‖h‖2

E[‖h‖2]
SINR

)

Θ ≥ 0

1− b4

(

2Θ2‖h‖2

E[‖h‖2]
SINR

)

Θ < 0

(A-55)

em que

b4(x) = 2Q
(√

x
)

−Q2
(√

x
)

(A-56)

Um dos objetivos das estratégias de identificação de sistemas esparsos apresen-

tadas ao longo deste trabalho é, quando aplicadas em sistemas de comunicações

na estimação de canais esparsos, reduzir a taxa de erro de bits, a partir da

geração de estimativas ĥ da resposta ao impulso do canal com o maior fator

de casamento posśıvel com a resposta ao impulso verdadeira h, empregando a

menor sequência de treinamento posśıvel.
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O Sistema Esparso de Máxima Entropia

Seja h o vetor-coluna que representa uma realização de um Sistema Esparso de

Máxima Entropia (Maximum Entropy Sparse System - MESS). Ao longo deste

trabalho, o MESS é representado pela notação MESS(L,S), cujos parâmetros

são:

– o comprimento L do vetor h;

– a quantidade S de elementos não-nulos em h.

Seja L = {1, 2, . . . , L}. Cada realização h do MESS é gerada da seguinte forma:

1. São sorteados S elementos distintos de L, com todos os elementos

de L equiprováveis e estatisticamente independentes entre si. Esses S

elementos formam o suporte Sh da realização h, isto é, o conjunto dos S

elementos não-nulos de h.

2. Os elementos cujos ı́ndices pertencem a Sh são sorteados. Esses elementos

consistem em variáveis aleatórias gaussianas complexas independentes

entre si, de média zero e mesma variância igual a 1/S.

3. É atribúıdo o valor zero aos elementos de h cujos ı́ndices não pertencem

a Sh.

Todos os posśıveis suportes, que correspondem a todas as possibilidades de

subconjuntos de L com cardinalidade igual a S, são amostras de uma variável

aleatória discreta com distribuição uniforme, o que corresponde à distribuição

discreta de máxima entropia. Os elementos não-nulos de h formam um vetor

gaussiano com média zero e matriz autocorrelação diagonal, o que corresponde

à função densidade de probabilidade conjunta de máxima entropia. Por essas

duas razões, o presente modelo é aqui denominado Sistema Esparso de Máxima

Entropia (MESS). Nesse sentido, o MESS apresenta máxima variabilidade

e, por isso, constitui-se em um excelente modelo de referência para testar a

eficiência dos algoritmos de estimação de sistemas esparsos propostos ao longo

desta Tese.
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