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Resumo

Torturela, Alexandre de Macedo; Sampaio Neto, Raimundo; So-
tomayor, Cesar Augusto Medina. Novos Métodos para Es-
timagao por Minimos Quadrados de Sistemas Esparsos.
Rio de Janeiro, 2014. 144p. Tese de Doutorado — Departamento
de Engenharia Elétrica, Pontificia Universidade Catolica do Rio de
Janeiro.

Neste trabalho, quatro métodos projetados especificamente para a es-
timacao de sistemas esparsos sao originalmente elaborados e apresentados.
Sao eles: Encolhimentos Sucessivos, Expansoes Sucessivas, Minimizacao da
Norma [; e Ajuste Automético do fator de regularizagao do Custo LS. Os
quatro métodos propostos baseiam-se na técnica de estimacao de sistemas
lineares e invariantes no tempo pelo critério dos minimos quadrados, uni-
versalmente conhecida por sua denominagao em inglés - Least Squares (LS)
Estimation, e incorporam técnicas relacionadas a otimizacao convexa e a
teoria de compressive sensing. Os resultados obtidos em simulagoes mostram
que os métodos em questao tém desempenho superior que a estimacao LS
convencional e que o algoritmo Recursive Least Squares (RLS) com regular-
izagdo convexa denominado [;-RLS, em muitos casos alcancando o desem-
penho 6timo apresentado pelo método de estimacao LS Oraculo, no qual
o suporte da resposta ao impulso em tempo discreto do sistema estimado
é conhecido a priori. Além disso, os métodos propostos apresentam custo

computacional menor que do algoritmo [;-RLS.

Palavras—chave
Estimacao de sistemas esparsos; Identificagdo de sistemas esparsos;

Estimacao de canais esparsos;  Otimizacao convexa; Compressive sensing;
Transmissao digital; Ultra WideBand (UWB); Impulse radio (IR).
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Abstract

Torturela, Alexandre de Macedo; Sampaio Neto, Raimundo
(Advisor); Sotomayor, Cesar Augusto Medina (Co-advisor). Novel
Sparse Systems Least Squares Estimation methods. Rio de
Janeiro, 2014. 144p. PhD Thesis — Departamento de Engenharia
Elétrica, Pontificia Universidade Catélica do Rio de Janeiro.

In this thesis, four methods specifically designed for sparse systems
estimation are originally developed and presented, which were called here:
Relaxations method, Successive Expansions method, /;-norm Minimization
method and Automatic Adjustment of the Regularization Factor method.
The four proposed methods are based on the Least Squares (LS) Estimation
method and incorporate techniques related to convex optimization and to
the theory of compressive sensing. The simulation results show that the
proposed methods herein present superior performance than the ordinary
LS estimation method and the Recursive Least Squares (RLS) with convex
regularization method (I;-RLS), in many cases achieving the same optimal
performance presented by the LS Oracle method. Furthermore, the proposed

methods demand lower computational cost than the [;-RLS method.

Keywords
Sparse system identification; Sparse system estimation; Sparse

channel estimation; Convex optimization; Compressive sensing; Digital
transmission; Ultra WideBand (UWB); Impulse radio (IR).
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1

Introducao

1.1

Contextualizacao deste trabalho

Um sistema linear e invariante no tempo é considerado esparso quando o vetor
que representa sua resposta ao impulso em tempo discreto possui elementos
nulos ou despreziveis. Uma técnica amplamente empregada para estimagao de
sistemas lineares e invariantes no tempo é a estimacao por minimos quadrados,
universalmente conhecida por sua denominacao em inglés - Least Squares
(LS) Estimation(1). Embora a estimagao LS seja uma técnica estatisticamente
consistente, sua velocidade de convergéncia pode ser proibitivamente lenta em
algumas aplicagoes que envolvam a estimacdo de sistemas esparsos (2, 3).
Recentes pesquisas relacionadas a Teoria de Compressive Sensing (4, 5)
tem motivado o desenvolvimento de técnicas especificas para a estimagao
(ou identificacdo) de sistemas esparsos, nos quais a esparsidade do sistema
estimado é explorada com o propdsito de acelerar a velocidade de convergéncia

do seu processo de estimacao.

Em (6), é apresentado o algoritmo Matching Pursuit (MP), que consiste em
construir, de forma iterativa, uma estimativa esparsa como uma combinagao
linear de vetores pertencentes a um conjunto sobredeterminado denominado
dicionério. Em (7), uma variacao do algoritmo MP é apresentado para fins de
estimacao de canais esparsos, em que alguns elementos da estimativa LS, com
os menores modulos, sao zerados e, subsequentemente, uma estimativa esparsa
é obtida a partir da reestimacao LS dos elementos nao-nulos remanescentes.
Em (8), é apresentado um algoritmo baseado em MP que constréi a estimativa

esparsa através da técnica de gradiente conjugado.

Em (9), é proposto um método de identificagdo de sistema no contexto de
estimacao de canal para fins de equalizacao adaptativa, em que apenas um
subconjunto dos elementos do vetor que representa o canal sao selecionados e
atualizados de forma adaptativa. Em (10), sdo apresentados alguns algoritmos
que tentam detectar elementos nulos no vetor que representa a estimativa
esparsa. Um desses algoritmos zera os elementos da estimativa LS cujos
modulos estejam abaixo de um limiar pré-estabelecido e, subsequentemente,
reconstréi a estimativa LS restrita aos elementos nao-nulos remanescentes.
Esse processo ¢ repetido iterativamente até que nao seja observada nenhuma
mudanga significativa entre duas estimativas sucessivas. Em (11), é apresentado

um algoritmo de hard-thresholding, em que alguns elementos da estimativa
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esparsa sao zerados iterativamente até que algum critério de parada seja

atendido.

Em (12), o operador LASSO (Least Absolute Shrinkage and Selection Opera-
tor) é apresentado, no qual a estimacao LS ordinaria da resposta ao impulso
em tempo discreto do sistema é executada tendo como restricao sua norma [y
ser menor que um valor arbitrado. Em (13), é apresentado o critério de oti-
mizacao denominado Basis Pursuit (BP), o qual estabelece que, em um sistema
livre de ruidos, uma representacao esparsa da resposta ao impulso do sistema
pode ser obtida através da minimizacao de sua norma [y, sujeita a restricao
de que o erro de observacao seja zero. Em um sistema com ruido aditivo, o
critério de otimizacao do BP é diferente, e equivale a minimizacao do custo
LS acrescido de uma funcao de regularizacao que corresponde a norma l; da
estimativa multiplicada por uma constante real positiva arbitraria denominada
fator de regularizagao. Em (14), uma familia de algoritmos que promovem o

encolhimento do suporte da estimativa é proposta.

Em (15, 16, 17, 18), sao apresentadas algumas variagoes do algoritmo Least
Mean Squares (LMS), que exploram esparsidade com o objetivo de acelerar a
velocidade de convergéncia na estimagao. Em (19), é apresentada uma variagao
do algoritmo LMS que emprega sequéncia de Krylov e que tem como vantagens
nao utilizar nenhuma informacao a priori do sistema estimado e nao se limitar

a estimacao de sistemas esparsos.

Em (20), é apresentada uma familia de algoritmos Recursive Least Squares
(RLS) que incorporam regularizacdo convexa. Dentre eles, é apresentado o
algoritmo [1-RLS, utilizado no presente trabalho como benchmark na avaliacao
de desempenho e de esfor¢co computacional dos métodos de estimacao de

sistemas esparsos originalmente elaborados e apresentados nesta Tese.

Em (21), é apresentado um algoritmo que minimiza o custo LS mais a norma [;
empregando uma funcao homotdpica que produz uma sequéncia decrescente de
valores ao parametro de regularizacdo. Em (22), é apresentado um algoritmo
para estimagao de sistemas esparsos que emprega homotopia. Em (23, 24), sao
apresentados dois trabalhos que abordam o ajuste automéatico dos parametros

de regularizagao.

Em (25), é apresentado um método de estimagdo baseado no algoritmo
Normalized-LMS (NLMS) que emprega filtros paralelos. Em (26), é proposto
um método de equalizacao em sistemas Direct-Squence Ultra- Wideband (DS-
UWB) que explora a esparsidade do canal e que emprega multiplos filtros

paralelos e técnicas de posto reduzido.
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O enfoque desta Tese esta direcionado ao desenvolvimento e a apresentacao de
métodos originais para estimacao de sistemas esparsos, de baixa complexidade
computacional, baseados em estimacao por minimos quadrados e que incor-
poram técnicas relacionadas a otimizacgao convexa e a Teoria de Compressive

Sensing.

1.2

Motivacao e objetivo

A atual proliferagao de Redes de Sensores baseados na tecnologia Impulse-
Radio Ultra-Wideband (IR-UWB), de amplo interesse em aplicages civis e
militares, foi uma das motivacoes para a realizacgao deste trabalho, haja vista

que os canais nos quais operam os sistemas IR-UWDB sao tipicamente esparsos.

Em relagdo ao problema especifico de estimacao LS de canais esparsos em
sistemas de comunicacoes, reside ai a seguinte razao custo-beneficio: ou a
sequéncia de treinamento é longa, para que o erro de estimacao seja pequeno
o suficiente para que a taxa de erros de bits fique abaixo de um valor méaximo
admitido, ao custo da reducao da taxa efetiva de transmissao, ou a sequéncia
de treinamento é curta, aumentando-se assim a taxa efetiva de transmissao,

ao custo do aumento da taxa de erros de bits.

O problema de estimacao LS de canais esparsos, em particular em sistemas de
comunicagoes baseados na tecnologia IR-UWB, motivou o desenvolvimento de
quatro métodos de baixa complexidade computacional projetados especifica-
mente para a estimacao de sistemas esparsos. Estes métodos sao originalmente
elaborados e apresentados no Capitulo 4. Sao eles: Encolhimentos Sucessivos,
Expansoes Sucessivas, Minimizacao da Norma [; e Ajuste automético do fator
de regularizagao do Custo LS. Esses quatro métodos sao baseados na técnica
de estimagcao LS e, com o objetivo de acelerar a velocidade de convergéncia do
processo de estimacao, incorporam técnicas relacionadas a otimizagao convexa
e a Teoria de Compressive Sensing. A apresentacao desses quatro métodos é
feita de maneira unificada tendo como elo de ligacao o mesmo critério para o

relaxamento do custo LS.

O método de Encolhimentos Sucessivos guarda semelhangas com algumas
técnicas de hard-tresholding (11) e provoca, de forma controlada, sucessivos
encolhimentos do suporte da estimativa da resposta ao impulso do sistema,
até que o custo LS exceda um limiar previamente arbitrado. O método de
Expansoes Sucessivas foi inspirado no algoritmo de Matching Pursuit (6) e,
em oposicao ao método anterior, provoca, de maneira controlada, sucessivas

expansoes do suporte da estimativa da resposta ao impulso do sistema, até
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que o custo LS fique abaixo de um limiar previamente arbitrado. O método de
Minimizagao da Norma [y foi inspirado nas técnicas de Basis Pursuit (13) e
no operador LASSO (Least Absolute Shrinkage and Selection Operator) (12), e
guarda muita semelhanca com o método de Encolhimentos Sucessivos. Porém,
a diferenca fundamental entre esses dois métodos é a seguinte: enquanto o
método de Encolhimentos Sucessivos baseia-se na consisténcia estatistica da
técnica de estimagao LS com suporte reduzido, o método de minimizagao
da norma [; baseia-se em argumentos geométricos, mais precisamente nas
condicoes de contorno associadas ao problema de otimizacao convexa intrinseco
no método. O método de Ajuste Automatico do Fator de Regularizacao do
custo LS foi inspirado nas técnicas baseadas na regularizacao da funcao-
custo (17, 20) e tem, como principal mérito, a busca automética pelo fator
de regularizacao 6timo. Sucedendo a apresentacao de cada um dos métodos,
sao apresentados resultados de simulagoes em que seus desempenhos sao
comparados com as técnicas de estimacao LS ordindria e LS Oréculo (que
corresponde a estimacao LS com suporte reduzido em que o suporte da resposta

ao impulso do canal é conhecido a priori) e a anélise de custo computacional.

1.3

Organizacao do texto

No Capitulo 2, é feita uma breve apresentacao do método ordinario de
estimacgao por minimos quadrados de sistemas lineares e invariantes no tempo,
universalmente conhecido por sua denominagao em inglés - Least Squares (LS)
Estimation. Neste capitulo, é também apresentada uma forma de realizar a
estimacao LS através de processamento em blocos do sinal observado na saida

do sistema a ser estimado.

No Capitulo 3, é apresentada, com uma abordagem inédita, a técnica de
estimacao LS com suporte reduzido, cujo arcaboucgo tedrico fundamenta os
quatro métodos de estimacao de sistemas esparsos originalmente apresentados
nesta Tese. Neste capitulo, também sao realizadas a analise de convergéncia e

do custo computacional da estimacao LS com suporte reduzido.

No Capitulo 4, o problema de estimacao LS 6tima de sistemas esparsos é carac-
terizado. Em seguida, é estabelecida, de maneira inédita, uma conexao entre
a norma [; (amplamente empregada de forma heuristica como medida de es-
parsidade) e a pseudo-norma ly. Finalmente, os quatro métodos de estimagao
de sistemas esparsos, originalmente desenvolvidos ao longo desta Tese, sao
apresentados. Sao eles: Encolhimentos Sucessivos, Expansoes Sucessivas, Mi-

nimizacao da Norma [, e Ajuste automatico do fator de regularizacao do Custo
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LS. Esses quatro métodos sao abordados de forma unificada, tendo como elo

de ligacao um critério unico para o relaxamento do custo LS.

O Capitulo 5 é dedicado a avaliacao de desempenho e de custo computacional
dos métodos propostos, a partir de resultados de simulacoes em computa-
dor, comparando-os entre si e com a técnica [;-RLS (20). Os resultados das
simulagoes sao organizados em duas partes: na primeira, as simulagoes sao
dedicadas a estimagao de Sistemas Esparsos de Méxima Entropia (o conceito
de Sistemas Esparsos de Maxima Entropia é introduzido, de forma inédita,
no Anexo B); na segunda, as simulagoes sao dedicadas ao caso de particular
interesse de avaliar a taxa de erro de bits em sistemas UWB que envolvem a es-
timacao de canais esparsos, baseados no modelo de canal IEEE 802.15.4a (27)
(o modelo adotado para representagao de sinais em sistemas UWB é apresen-
tado no Anexo A). Os resultados das simulag¢oes demonstram que os métodos
originalmente apresentados nesta Tese tém desempenho acentuadamente su-
perior ao apresentado pelo algoritmo [;-RLS, em muitos casos alcancando o

mesmo desempenho 6timo do algoritmo de benchmark LS Oréculo.

O Capitulo 6 fecha este trabalho com a apresentacao de uma analise sintética

dos métodos propostos e aponta oportunidades de continuidade nas pesquisas.

1.4

Notacao adotada

Caracteres maiusculos em negrito denotam matrizes (por exemplo, X). Ca-
racteres minisculos em negrito denotam vetores (por exemplo, x). Caracteres

maiusculos em negrito vazado denotam conjuntos (por exemplo, X).

Os simbolos « 7 # T indicam, respectivamente, os seguintes operadores:

convolucao linear, transposicao, hermitiano e pseudo-inversa. O simbolo <+
. .~ ’ a.s. ~ . o1

denota atribuicao. O simbolo — denota convergéncia com probabilidade 1

(almost sure convergence).

O operador |X| denota a cardinalidade de X. O operador R(x) denota a parte

real de . O operador [x] denota o menor inteiro maior ou igual a x.
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Estimacao LS de sistemas lineares e invariantes no tempo

2.1

Introducao

Nesta Tese, quatro novos métodos de estimacao de sistemas esparsos sao ori-
ginalmente desenvolvidos e apresentados. Sao eles: Encolhimentos Sucessivos,
Expansoes Sucessivas, Minimizagao da Norma [; e Regularizacao Automatica
do Custo LS.

Estes quatro métodos baseiam-se na técnica de estimacao de sistemas lineares
e invariantes no tempo por minimos quadrados, universalmente conhecida pela
sua denominagdo em inglés - Least Squares (LS) Estimation. Por isso, neste
capitulo, a técnica de estimacao LS é sumariamente apresentada, bem como o
modelo adotado ao longo da Tese para representar o esquema de estimagao de

sistemas (esparsos) lineares e invariantes no tempo.

A técnica de estimacao LS é uma das mais comumente empregadas para a
estimacao (ou identificacao) de sistemas lineares e invariantes no tempo. No
caso da estimacao de sistemas lineares e invariantes no tempo representados em
tempo discreto, a estimacao LS fornece como resultado a estimativa da resposta
ao impulso em tempo discreto do sistema que minimiza a média aritmética das
normas ao quadrado dos erros de observacao, que correspondem as diferencas
entre os vetores de observacao (isto é, os vetores que representam o sinal na
saida do sistema) e os vetores que representam o sinal de saida reconstituido
(isto é, o sinal resultante da convolugao entre o sinal de entrada e a estimativa
das resposta ao impulso discreta do sistema). Esta estimativa, denominada

estimativa LS, é tnica (28).

Quando os erros de observacao constituem-se em um processo estocastico
gaussiano branco, é possivel demonstrar que as estimativas LS sao 6timas,
no sentido de que correspondem as estimativas que atendem ao critério
de maxima verossimilhanca. Mesmo quando a caracterizacao estatistica dos
erros de observacao é desconhecida, a estimacao LS costuma apresentar bom
desempenho. Além disso, a estimacao LS é uma técnica amplamente empregada
mesmo quando a caracterizacao estatistica do erro de observacao ¢ conhecida
e nao corresponde a um processo estocastico gaussiano branco. Isto se deve ao
fato de que a estimagao LS proporciona um tratamento matematico simples

para a estimacao de sistemas lineares e invariantes no tempo.
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A estimacao LS produz estimativas LS consistentes: isto é, quanto maior a
quantidade de vetores de observagao processados na geragao da estimativa,
menor a variancia do erro de estimagao, que corresponde a norma da diferenga
entre os vetores que representam a estimativa LS e a verdadeira resposta ao im-
pulso em tempo discreto do sistema. A consisténcia e a baixa complexidade da
estimacao LS foram as razoes para restringir as pesquisas e o desenvolvimento
de novos métodos de estimagao de sistemas esparsos a essa modalidade de es-
timacao. Técnicas de carater estocastico, tal qual o algoritmo LMS, nao foram
objetos de pesquisa nesta Tese, por apresentarem desvantagens em relacao a
técnica de estimagao LS, tais como baixa velocidade de convergéncia e sempre

apresentar um patamar de erro de estimagao (1).

Uma outra qualidade da estimacao LS é que ela pode ser modificada para
produzir adaptativamente estimativas de sistemas variantes no tempo, como
por exemplo a técnica Recursive Least Squares (RLS), que tem como parametro
um fator de esquecimento (1). Embora a estimagao de sistemas variantes no
tempo esteja fora do escopo desta Tese, as técnicas aqui apresentadas também

podem ser adaptadas para esta finalidade.

Apesar de todas as qualidades da estimacao LS, quando aplicada & estimacao
de sistemas esparsos, se a quantidade de vetores de observacao processados
nao for muito grande, o erro de estimacao pode nao ser pequeno o suficiente,
dependendo da aplicacao. Por exemplo, em sistemas de comunicagoes, a
estimacao LS de canais esparsos depara-se com a seguinte relacao custo-
beneficio: ou o tamanho da sequéncia de treinamento é longa a fim de
que o erro de estimacao seja pequeno o suficiente para que a probabilidade
de erro de bits fique abaixo do limite toleravel pelo sistema, as custas da
reducao da taxa efetiva de transmissao, ou o tamanho da sequéncia de
treinamento é curta, aumentando-se assim a taxa efetiva de transmissao, as
custas do aumento da taxa de erro de bits do sistema. Por isso, nos capitulos
seguintes a técnica de estimacao LS serd adaptada para que a velocidade de
convergencia da estimagao LS de sistemas esparsos seja acelerada, destacando-
se o desenvolvimento da técnica de estimagao LS com suporte reduzido. Além
disso, com o objetivo de reduzir seu custo computacional, nesse trabalho é

apresentada a técnica de processamento em blocos da estimacao LS.

2.2

Esquema de Estimacao LS

Seja h o vetor-coluna de comprimento L que representa a resposta ao impulso

em tempo discreto de um sistema linear e invariante no tempo H. Seja € o
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vetor-coluna de comprimento /N que representa, em tempo discreto, um sinal na
entrada de H. O sinal em tempo discreto na saida de H pode ser representado

pelo vetor-coluna s, de comprimento P = L + N — 1, dado por

s=c+h=Ch (2-1)

em que * representa a operacao discreta de convolucao e C é matriz Toeplitz,

de dimensdo P x L, cujo produto Ch representa a convolucdo entre ¢ e h.

Seja T o vetor de observagao, dado por

r=s+z=Ch+z (2-2)
em que z representa o erro de observacao, de natureza estocastica.

A estimativa LS da resposta ao impulso em tempo discreto de H é definida

CcOo1mo

~

héargmian'—(_j)c”2 (2-3)

O problema de minimizagao em 2-3 é convexo e, portanto, possui um tunico

minimo global. Calculando o gradiente de 2-3 e igualando a zero, tem-se que

h = C'r (2-4)
em que CT & (CHC)_l CH é a matriz pseudo-inversa de C.

Alternativamente, a estimativa LS pode ser calculada também da seguinte

forma

h=A"D (2-5)
em que A = CHC e b = CHr.
Desde que A seja de posto cheio, ela também é positiva-definida e, nesse caso,

é possivel calcular h consumindo apenas 2/3 das operagoes de ponto flutuante

em relagao a 2-5 (29), da seguinte forma

h— L"\r (L\rb) (2-6)

em que L é a matriz triangular inferior obtida através da Decomposicdo de
Cholesky de A (ou seja, A = LL) e \r representa a operagao de divisdo a

esquerda por matriz triangular.
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2.3

Processamento em blocos da estimacao LS

O célculo de h a partir de 2-3 exige o armazenamento em memoria de todo o
vetor de observacao r, o que pode ser uma dificuldade, se o seu comprimento
P for muito grande em relagao a capacidade de armazenamento do dispositivo
que executa a estimacao LS do sistema. Uma alternativa é o processamento
da estimacao LS em blocos, que consiste em quebrar o vetor de observagao em

blocos r; de comprimento M < P.

Seja L = {1,2,...,L} e P; o conjunto dos indices das linhas correspondentes

ao i-ésimo bloco, dado por

P, ={(i—1)M+1,...,iM} (2-7)

Suponha, sem perda de generalidade, que P seja multiplo de M tal que
P = NyM, em que N, é a quantidade de blocos (se P nao for multiplo de
M, o vetor € que representa o sinal na entrada de H pode ser acrescido de
zeros até que o vetor de observagao resultante r tenha comprimento multiplo

de M). Nesse caso, a equacao 2-3 pode ser reescrita da seguinte forma

Ny
h 2 argminz |r; — Cix||? (2-8)

i=1
em que r; € o vetor-coluna, de comprimento M, correspondente ao i-ésimo

bloco de observagao, dado por

;= (M., (2-9)

e C; corresponde ao i-ésimo sub-bloco da matriz C, dado por

Ci=(C)y,, (2-10)
Seja h; a estimativa LS no instante k, definida como
hy, £ arg mxin Ji(x) 1<k<N, (2-11)
em que Ji(x) : C¥ — RT ¢ o custo LS no instante k, definido como
Lk
Tul(x) = £ ;: v — Cx||” (2-12)

Comparando as equacoes 2-8 e 2-11, verifica-se que h=h; quando k = N,.

A funcao-custo Ji(x) em 2-12 pode ser reescrita como
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Ji (x) = Ry, — 2R [bi/x] + x" Ayx (2-13)
em que
R 2t 20 lnl?
A2 YL Clc (2-14)
b, = %Zf:l Cf]rz

Igualando o gradiente de Ji(x) a zero, verifica-se que a estimativa LS flk, dada

por 2-11, pode ser calculada da seguinte forma
hy = A b, (2-15)
E importante observar que uma condicao necessaria para que Ay possua posto
completo L é que
kM > L (2-16)

Portanto, para que 2-15 possua solucao determinada, a condicao em 2-16 deve

ser satisfeita.

Observando que Aj é matriz positiva-definida, é possivel calcular h, consu-
mindo apenas 2/3 das operagoes de ponto flutuante em relagao a 2-15 (29), da

seguinte forma

by = L \r (Li\rby) (2-17)
em que L; é a matriz triangular inferior obtida através da Decomposicao de
Cholesky de A (ou seja, Ay, = LILy).

2.4

Generalizacdao do processamento em blocos da estimacao LS

Observando as equacoes 2-2, 2-9 e 2-10, verifica-se que cada bloco r; pode ser

representado da seguinte forma

em que z; é o vetor-coluna, de comprimento M, correspondente ao i-ésimo

bloco de erros de observacao, dado por

Z; = (z)]}»i,L (2-19)
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A equacao 2-18 pode ser generalizada para representar nao somente o i-ésimo
bloco de r, mas para representar também o i-ésimo vetor de observacao r; em
um esquema de estimagao em que, em vez do emprego de um unico sinal ¢ na
entrada do sistema a ser estimado H, ¢ empregada uma sequéncia de sinais de

entrada independentes entre si {c;, i =1,2,...}.

Uma aplicagao de particular interesse é a estimacao de canais em sistemas
de comunicacoes com esquema de multiplo acesso baseado em espalhamento
direto, tais quais alguns padroes CDMA (Code Division Multiple Access) e
UWB (Ultra-wideband). Nesse caso, c; passa a representar o i-ésimo c6digo
de espalhamento direto transmitido através do canal H, cuja resposta ao
impulso em tempo discreto é h. Assim, C; é matriz Toeplitz cujo produto
C;h representa a convolucao entre c¢; e h. O célculo de hy, que representa
a estimativa LS da resposta ao impulso de H no instante k, permanece

exatamente igual como foi apresentado na se¢ao anterior.

O Anexo A apresenta a construgao do modelo equivalente discreto em banda
basica para o esquema de transmissao e recepcao de alguns padroes CDMA e
do padrao UWB IEEE 802.15.4a.

2.5

Consideracoes finais

Neste capitulo, foi realizada uma breve recapitulagao sobre a técnica de
estimacao LS. Em seguida, foi apresentada uma forma de realizar a estimacao

LS a partir da fragmentacao do vetor de observagao em blocos.

A estimacao LS apresentada neste capitulo é denominada ao longo desta Tese
como Estimagao LS Full-support (de suporte completo). No capitulo a seguir,
serd apresentada a técnica de estimacao LS com suporte reduzido, na qual é
suposto a priori que um ou mais elementos da estimativa flk sejam iguais a
zero. A estimacao LS Full-support consiste em um caso particular da estimagao
LS com suporte reduzido. A estimacao LS com suporte reduzido constitui-se na
base de trés das quatro técnicas de estimacao de sistemas esparsos apresentados
originalmente apresentadas nesta Tese (Encolhimentos Sucessivos, Expansoes

Sucessivas e Minimizacao da Norma [;).
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3

Estimacao Least Squares com suporte reduzido

3.1

Introducao

No capitulo anterior, a técnica de estimacao LS full-support ordinaria foi su-
mariamente apresentada. Em seguida, foi apresentada uma forma de executar
a estimacao LS full-support através do processamento em blocos (fragmentos)
do vetor de observacao. Apesar das virtudes da estimacao LS, dentre as quais
destacam-se a producao de estimativas consistentes e despolarizadas, sua con-
vergéencia pode ser lenta quando aplicada a estimagao de um sistema linear e
invariante no tempo esparso (2, 3), cuja resposta ao impulso em tempo discreto
possa ser representada por um vetor-coluna de comprimento longo, mas apenas
uma quantidade pequena de seus elementos significativos, com os elementos

restantes nulos ou despreziveis.

Uma forma de acelerar a estimagao LS de sistemas esparsos (como por exem-
plo, a estimacao de canais esparsos em sistemas de comunicagoes), reduzindo-se
assim as diferencas entre a estimativa LS e a resposta ao impulso do sistema
quando a quantidade de observacoes processadas é pequena, é restringir ade-
quadamente o suporte da estimacao. Dessa forma, a estimacao LS de sistemas
esparsos pode ser vista como um problema de se determinar qual o suporte mais
adequado para representar a resposta ao impulso do sistema, considerando-se
o conjunto de vetores de observagao processados. Consequentemente, a es-
timagao LS de sistemas esparsos envolve o estabelecimento de algum critério
para determinar quais os elementos da estimativa LS full-support ordinéria

podem ser, de fato, considerados despreziveis e, portanto, descartaveis.

Neste capitulo, é apresentada uma adaptagao da técnica de estimagao LS full-
support ordinaria para um modelo de estimacao LS com suporte reduzido.
Nesse aspecto, a estimacao LS full-support pode ser vista como um caso
particular da estimacao LS com suporte reduzido. Em seguida, é realizada
uma analise de convergéncia do custo LS e do erro de estimacao produzidos
pela técnica de estimagao LS com suporte reduzido. As conclusoes apresentadas
neste capitulo sao usadas para fundamentar os seguintes métodos de estimacao
de sistemas esparsos originalmente elaborados e apresentados no capitulo
seguinte: Encolhimentos Sucessivos, Expansoes Sucessivas e Minimizacao da

Norma [;.
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3.2

Apresentacao do esquema de estimacdao LS com suporte reduzido

Considere o problema de estimacao da resposta ao impulso discreta de um
sistema linear e invariante no tempo H em que o sinal observado na saida do
sistema, no instante k, pode ser representado pelo vetor de observacao ry, dado

pela equagao 2-18, repetida aqui por conveniéncia

Iy = Ckh+Zk (3-1)

em que:

— 1 € um vetor complexo de dimensao M x 1, com M = N + L — 1;

— h é um vetor complexo de dimensao L X 1 que representa a resposta ao

impulso discreta de H;

— C; ¢ uma matriz Toeplitz de dimensao M x L cujo produto Cih
representa a convolugao entre uma sequéncia de /N simbolos c¢; na entrada
de H (com E {||ck||2} = &. < oo para todo k) e a resposta ao impulso

discreta h;

— 75 é um vetor complexo de dimensao M x 1 que representa o erro de

observacgao na saida de H.

Seja Sy, o suporte (conjunto dos indices dos elementos nao nulos) de h, isto é,

Sp = {i € L|h; # 0} (3-2)

em que L. = {1,2,...,L}. Seja S um superconjunto qualquer de Sy, (isto é,

L DS O Sy); nesse caso, 3-1 pode ser reescrita da seguinte forma

ri, = (Ci)g (h)g + 2 (3-3)

em que (Cy)g é uma matriz de dimensao M x [S| formada pelas colunas de Cy
cujos indices pertencem a S e (h)g é um vetor de dimensao [S| x 1 formado pelos
elementos de h cujos indices pertencem a S (aqui, |.| denota a cardinalidade

do conjunto).

Seja fli o vetor de dimensao [S| x 1 que representa a estimativa da resposta ao
impulso discreta do sistema, no instante k, associada a um suporte genérico
S C L, dado por

h = argmin J3 (x) (3-4)
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em que J (x) : CI¥l — R* ¢ a funcio-custo associada ao suporte S que fornece

a média aritmética dos erros quadraticos, definida como

k
Al
)2 1 2l (€l (3-5)
=1

A fungio-custo J§ (x) pode ser reescrita da seguinte forma

JE () = B = 2R (o) x| + X" (Ar)gox (3-6)
em que Ry, Ap e b, sao definidos na equagao 2-14, repetida aqui por
conveniencia

Ry £ % izt |l
A 213 clic (3-7)
b = %Zf:l Ci'r;

e (bg)g é o vetor de dimensao [S| x 1 formado pelos elementos de by, cujos
indices pertencem a S e (Ay)gs ¢ a matriz de dimensao [S| x |S| formada pelos

elementos de Ay cujos indices de suas linhas e de suas colunas pertencem a S.

A fungao-custo J§ (x) é quadratica em x e, portanto, convexa. Além disso,
o dominiio de J(.) é conjunto fechado. Logo, J¢ (x) possui um tnico valor

minimo global. O gradiente de J£ (x) é dado por

VI () = 2 | (A)ggx — (bi | (3-8)
A solugio de 3-4 ¢ obtida resolvendo-se V.J; (ﬁi) = 0, que é dada por
B = (Au)gd (o), (3-9)
Seja Ji(S) o minimo erro médio quadratico associado ao suporte S, ou seja,

Ji (8) = J5 (Bf) (3-10)

Aplicando 3-9 em 3-6 e observando que (Ay)g é ¢ matriz positiva-definida,

verifica-se que Ji(S) é dado por

Ji (S) = R — (br)g (Ar)ss (br)s (3-11)

ou equivalentemente, substituindo 3-9 em 3-11, verifica-se que

Ji (S) = Ry, — (by)g b (3-12)

Como (Ay)gs € matriz positiva-definida, ela pode ser expressa como
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(Apgs = (LE)" L (3-13)

em que L é matriz triangular inferior, resultante da Decomposicio de Cholesky

da matriz (Aj)g g Aplicando-se 3-13, 3-11 pode ser reescrita como

Je(S) = R — || (L) ™" (be)s | (3-14)

A equagao 3-14 é uma forma de se calcular Jj, (S) sem a necessidade de conhecer

h? e serd 1til em alguns algoritmos propostos no préximo capitulo.

3.3
Composicao da estimativa LS com suporte reduzido
Combinando 3-1, 3-7 e 3-9, a estimativa esparsa do sistema, associada ao

suporte S, no instante k, pode ser reescrita como

(3-15)

1
h = ( AkSS[EZ J(Cih +2;)

Observando que C;h = (C;)s(h)s + (Ci)s(h)s, em que S = L\S é o
complemento de S (isto 6, SUS = L e SNS = ), entdo 3-15 pode ser

reescrita como

hi = (Ai)ss {% Z (Ci)s {I(Ci)s ()5 + (Ci)s ()g] + Zi}} (3-16)

Verifica-se que 1 321, (Ci)g' (Ci)s = (Ar)gg © 3 2y (Co)g (Cilg = (An)gg,
em que (Ay)gs ¢ a matriz de dimensdo [S[ x [S| formada pelas linhas de Ay
cujos indices pertencem a S e pelas colunas de Ay cujos indices pertencem a
S. Logo, a estimativa esparsa associada ao suporte S, no instante k, pode ser

expressa como

hf = (h) + v} + €} (3-17)

em que v é aqui denominado desvio-cruzado, definido como

vy £ (Ap)gs (Ap)ss (h)g (3-18)

e €9 é aqui denominado desvio-de-ruido, definido como

(3-19)

=1

4|1
USSR

O desvio-cruzado em 3-18 também pode ser alternativamente expresso como
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= (Ap)ss (Ap)ss (h)s (3-20)

em que

S=Sp\S=S,NS (3-21)

¢ o conjunto dos elementos de Sy que nao estao em S. Portanto, se S = L,
entdo S = ) e, consequentemente, v} nao existe. Similarmente, se L O S D Sy,

entdao (h)s = 0 e, consequentemente, v} = 0.

Em suma, 3-17 mostra que a estimativa ﬁ% pode ser expressa como a soma de
trés parcelas. A primeira parcela (h)g corresponde ao vetor formado pelos
elementos da resposta ao impulso verdadeira h cujos indices pertencem a
S. A segunda parcela v§ é denominada desvio-cruzado e seus elementos
sao formados pela combinacao linear dos elementos de h cujos indices nao
pertencem a S. A terceira parcela €} ¢ denominada desvio-de-ruido e seus
elementos sao formados pela combinacao linear dos elementos do vetor z; que

representa o ruido mais interferéncia.

3.4

Andlise de convergéncia das estimativas LS com suporte reduzido

Suponha que o sinal na entrada do sistema estimado possa ser representado
por uma sequencia de vetores pseudoaleatérios c; de média nula e matriz
autocorrelagao (€./N)I, para todo k e com &, < co. Sem perda de generalidade,
deste ponto em diante é admitido que £, = 1. Nesse caso, com base na forma
forte da Lei dos Grandes Numeros, é possivel verificar que, quando k tende a
infinito, a matriz A, converge com probabilidade 1 para a matriz-identidade,

isto é,

Pr [ lim Ay = I] —1 (3-22)

Em decorréncia disso, é possivel demonstrar que, quando k tende a infinito, a
inversa da matriz Ay também converge com probabilidade 1 para a inversa do

limite da matriz Ay, ou seja,

-1
. -1 _ . o o ~
Pr [ lim A = ( lim Ak) - I] —1 (3-23)

Também devido a Lei Forte dos Grandes Numeros, é possivel afirmar que

. -1 . -1 —
Pr |:kh—>120 (Ak)ss = (ljl_{go (Ak)s,g) =1 = I] =1 (3-24)
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e que

k—o0

Pr { Tim (Ay)gg = ( Jim Ak)s,g — (T)gs = 0} ~1 (3-25)

Aplicando 3-24 e 3-25 em 3-18, conclui-se entao que

Pr [lim v = o] —1VS (3-26)

k—o0
Aplicando 3-24 em 3-19 e supondo que cada elemento de z; seja variavel
aleatéria de média zero e variancia o2 < oo, todos estatisticamente indepen-

dentes entre si, entao verifica-se que

Pr [nm el = o] —1VS (3-27)
k—o00

Ou seja, verifica-se que, para qualquer suporte S, tanto o desvio-cruzado v}
quanto o desvio-de-ruido €} tendem a zero com probabilidade 1 quando k tende

a infinito.

Juntando 3-17, 3-26 e 3-27, conclui-se que

.S
Pr [ lim hf = (h)g] —1vS (3-28)
Portanto, verifica-se que h} consiste em uma estimativa consistente e despola-

rizada de (h)g.

Seja h; a estimativa LS esparsa do sistema no instante k, dada por

hy =T, shy, (3-29)

em que S é a estimativa do suporte Syp. A equacao 3-28 mostra que se SD Sh,
entdo hy, converge com probabilidade 1 para a resposta ao impulso verdadeira

do sistema h.

A Figura 3.1 ilustra a convergéncia da estimacao LS com suporte reduzido de
um sistema MESS(100,10) (o modelo MESS é descrito no Apéndice B), com
Eenip/0? = 5 dB, em fungao da cardinalidade de S, para os seguintes casos

particulares:

— S =1L, que corresponde a estimacao LS full-support ordinéria;

— S = Sh, que corresponde a estimagao LS Oréculo (com conhecimento a

priori do suporte verdadeiro do sistema);
— S D Sp, com [S| = 20.
— S D Sp, com [S| = 40.
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10 T T T T
LS Full-support
------- LS Oréculo
o T (P LS |S|=20 (SO Sh) 4
- — = LS|S|=40 (SO Sh)

NMSD

0 100 200 300 400 500

Figura 3.1: Convergéncia de estimativas LS de um sistema MESS(100,10),
com Eepip/02=5 dB, N=16 ¢ Q=100, em fungao do quantidade %k de blocos
processados

A convergéncia da estimagao LS na Figura 3.1 é mostrada em fungao do Desvio
Médio Quadrético Normalizado (Normalized Mean Square Deviation - NMSD),

calculado como

2

Hh(q (9)
NMSD(k Q Z e (3-30)

em que () corresponde & quantidade de realizacdes do sistema e (.)(@ cor-
responde a g-ésima realizacao. Nessa simulagao, foram geradas () = 100 rea-
lizagoes do sistema. O tamanho das sequéncias pseudoaleatérias na entrada do
sistema foi N = 16. Os elementos de cada realizacao S@ nao-pertencentes ao

suporte de h(@ foram sorteados tendo todos a mesma probabilidade.

A Figura 3.1 ilustra o fato de que, quando S contém Sy, quanto menor a
cardinalidade de S, mais rapida a convergéncia da estimacgao LS com suporte
reduzido. Portanto, um dos principais objetivos da estimacao LS com suporte
reduzido é acelerar a convergéncia no processo de estimacao da resposta ao
impulso discreta de sistemas esparsos, restringindo a estimacao LS a um

suporte S escolhido de forma adequada.
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3.5
Analise de convergéncia do custo LS com suporte reduzido

A equacao 3-28 mostra que HE converge com probabilidade 1 para (h)g quando

k — oo e é repetida a seguir com outra notagao

h{ =% (h)g (3-31)
Portanto, tem-se que
JE(B5) 5 JE () (3-32)

Nesta segao, é realizada a analise de convergéncia de J; (ﬁi), quando £ tende

a infinito, considerando duas hipdteses:

— Primeira hipdtese: S é superconjunto de Sy;

— Segunda hipdtese: S nao é superconjunto de Sy,.

Primeira hipdtese: S é superconjunto de Sy

Suponha que S O Sy. Nesse caso, (C;)q (h)g = C;h. Dessa forma,

k k
1 1
h)s) = k Z [ h)|l 2 =% Z [ri — Cih||2 = Jy (h) (3-33)
=1 i=1

Aplicando 3-1 em 3-33, tem-se que

k
1
= 2l (3-34)
=1

Supondo que {z;,7 = 1,2,...} seja um processo ergédico no tempo (nos
instantes i) e que os elementos de z; sejam varidveis aleatérias independentes

entre si de média zero e variancia o2, entao é possivel afirmar que

k
o1 2 20 _ as2 :
Jim i (h) = Jim Z_; lz:1* = E {l|z:]|*} = Mo? Vi (3-35)
Portanto, aplicando 3-35 e 3-33 em 3-32, conclui-se que
S (hi) % Mo SDSy (3-36)

Em suma, se S é um superconjunto de Sy, entdo J; <h§> converge com

probabilidade 1 para o patamar de ruido-mais-interferéncia Mo?.
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Segunda hipétese: S nao é superconjunto de Sy

Suponha que S 2 Sp. Nesse caso, S # () e, portanto, (C;)s (h); = C;h —
(Ci)s (h)s. Logo, verifica-se que

Z r: = —(Ci)s ()y)I’ (3-37)

wlf—‘

Utilizando 3-1, 3-37 pode ser reescrita da seguinte forma

= 23l + (Cog () (3-39)
que pode ser expandida como
T ()g) = 23 (Il + 2R " (s ()] + /(s ()} (339)

Por hipétese, {z;,i = 1,2,...} é um processo ergddico, em que os elementos
de z; sao variaveis aleatorias independentes entre si de média zero e variancia
. / /7 . /7 . 2
o2, {c;;i = 1,2,...} é processo ergédico de média zero, com &. = F {HCZH },
e os dois processos sao independentes entre si. Nesse caso, quando k tende a

infinito, 3-39 pode ser reescrita como

lim J7 ((h)g) = Mo? + E [|(h)s]*  S#0 (3-40)

k—o0

Aplicando 3-40 em 3-32, tem-se que

JE () =5 Mo? + £ )l S #0 (3-41)
A razao sinal-ruido-mais-interferéncia média (SINR) é definida como

EE [|[h]*]

2
0

SINR & (3-42)

Lembrando que, por hipdtese, o sistema é considerado invariante no tempo ao
longo de todo o processo de estimacio (e, nesse caso, E [||h||?] = ||h||?), entao

a SINR, dado h, pode ser reescrita como

Ec|[h|?
2

0%

SINR = (3-43)

Aplicando 3-43 em 3-41, conclui-se que
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10 T T
LS Full-support
““““ LS Oraculo
————— LS Sub-suporte
= = = LS Suporte complementar
= -7
3 U P O
£ 100 | f 4
2 1
L Do
1
10’1 ! ! ! ! ! ! ! ! !

Figura 3.2: Curvas de convergéncia do custo LS para Schip/agzlo dB e N=16,
avaliada em Q=1000 realiza¢oes de um sistema MESS(100,10)

S5\ as SINR |[(h)s]” &
S (h§> LI P V2 - (3-44)
M |h|
Em suma, se S nao contém Sy, entao quanto maior for o produto entre a razao
sinal-ruido-mais-interferéncia (SINR) e a razao entre as energias de (h)s e h,

maior serd a diferenca entre J¢ (h%) e o patamar de ruido-mais-interferéncia

Mo? quando k tende a infinito. Convém observar que, se S 2 Sy, entao S=10

e 3-44 degenera-se para o formato de 3-36.

A Figura 3.2 ilustra a evolu¢ao de E{Jx(S)} em fungao de k, avaliada em
Q=1000 realizacoes de um sistema MESS(100,10), com Euip/02=10 dB e N =
16, para quatro casos particulares de S: a curva LS Full-support corresponde
a S = LL; a curva LS Oraculo corresponde ao caso ideal em que S = Sy; a
curva LS Sub-suporte corresponde ao caso indesejado em que S é subconjunto
de Sp, particularmente aqui S = {s;|s; € Sp,i = 1...5/2 e |hy,| > |hs,,|}; €
LS Suporte complementar corresponde ao caso indesejado em que S = L\Sy,.
Conforme esperado, observa-se a convergencia das curvas LS Full-support e LS
Oréaculo para o patamar de ruido-mais-interferéncia, mas com a diferenca da
estimacao LS Oraculo convergir mais rapidamente, pelo fato de que Sy, C L.
Por outro lado, como também era esperado, verifica-se uma severa degradacao
de desempenho nas estimativas LS Sub-suporte e LS Suporte complementar,

uma vez que, nesses dois casos, S nao é superconjunto de Sy,.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0812744/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0812744/CA

Capitulo 3. Estimagdo Least Squares com suporte reduzido 35

3.6

O erro médio quadratico como medida de distancia

A equagao 3-1 pode ser reescrita na seguinte forma ampliada

r, = Ckh + Z; (3—45)

emque Ty = [r{r} ... r;ﬂT é vetor de dimensdo kM x1, C, = [CTCT . .. C;ﬂT

) . . ~ _ T, . <
¢ matriz de dimensdo kM x L ez, = [2]23 ...z]]" é vetor de dimensdo kM x 1.

Quando S O Sy, 3-45 pode ser reescrita como

. = (C)g (h)g + 2, (3-46)

em que (Ck) é a matriz formada pelas colunas de Cj, cujos indices pertencem

as.

S

Observando 3-46, a fungao-custo J¢ (x), dada por 3-5, que fornece a média
aritmética da soma dos erros quadraticos associada ao suporte S, pode ser

reescrita da seguinte forma

700 = 1 |lee — (Co)y x| (3-47)

O vetor h$ que minimiza 3-47 é dado por

b = (Gl = (€07 (G),) (GOl me (3-43)

que pode ser reescrita como

h{ = (%Z(Ci)g (Ci)s> (%Z(Ci)g ri) = (Ap)gs (br)s  (3-49)

i=1 i=1
Coerentemente, os resultados em 3-48 e 3-49 sao o mesmo que em 3-9.

Seja Uy o espago-vetorial contendo todos os possiveis valores de T (isto é, o
espago-vetorial varrido pelos vetores da base canonica formada pelas colunas
da matriz-identidade Ipr«xar). Seja também Vi o espago-vetorial varrido pelas
colunas de (Ck)S' Como a cardinalidade de S é menor ou igual a dimensao de
Uy, entdao V¥ constitui-se em um sub-espago de Uy. A equacio 3-47 mostra que
sy = (Ck)g h? representa o vetor pertencente ao sub-espago V§ mais préximo
(com menor distancia Euclidiana) do vetor de observacao T, sendo que hf
representa as coordenadas de % em relagio & base formada pelas colunas de

(Ck)g- Como Ji(.) é fungdo convexa, entao o vetor h{ que minimiza J¥(.) é
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tinico. Portanto, o elemento 8%, pertencente ao sub-espaco V5, mais préximo

de T, é tinico. A unicidade de 8 permite demonstrar o teorema a seguir.

Teorema 3.1 Se S; D Sy, entao Jp(S1) < Ji(Ss)

Prova. Sejam dois suportes S e Sy tais que S D So. Nesse caso, o sub-

2L e s, os elementos

espaco Vil contém o sub-espaco Vi? Sejam também S
pertencentes, respectivamente, a Vil e VEQ que apresentam a menor distancia
Fuclidiana em relacdo a 1. Se Sil pertence a Vi"’ entao, como éEQ ¢ unico,
obrigatoriamente tem-se que §,' = 8,2 e, consequentemente, Ji(S1) = Jx(Sa).
Por outro lado, se §§1 nao pertence a V%, entao a distancia Fuclidiana entre
éil e Ty €, obrigatoriamente (devido a defini¢ao de éil), menor que a distancia
Euclidiana entre §§2 e T e, nesse caso, Jip(S1) < Jip(S2). Logo, fica assim
demonstrado que, se Sy D Sy, entdo Jp(S1) < Ji(Ss). [ |

O fato de que, se S; D Sy, entao Ji(S1) < Ji(Ss), pode também ser explicado
da seguinte forma: as dimensoes extras do espago-vetorial Vil em relagao ao
seu sub-espaco VEQ conferem um maior grau de liberdade a equagao 3-47, tendo

como consequéncia ||F, — 8,1 < ||, — 52

A Figura 3.3 mostra a variagao de Ji(S), no instante k& = 100, em fungao de S
para uma tnica realizagdo de um sistema MESS(100,10), com Eu,ip,/02=10 dB
e N=16. Nesse experimento, iniciou-se com S; = IL e gerou-se uma sequéncia
{S; D Si;1} retirando-se aleatoriamente um elemento de S; para a deter-
minagao de S;; ;. Conforme esperado, observa-se que a sequéncia { Jx(S;) | S; D
Si+1} é mondtona nao-decrescente. Os saltos mais acentuados correspondem a

retirada em S; de algum elemento pertencente a Sy,.

Qualquer estratégia de estimacgao de sistemas esparsos inevitavelmente induz
um relaxamento do custo LS, no sentido em que a estimativa LS esparsa nao
coincide com a estimativa LS full-support ordinéria, que é a que apresenta
o menor custo LS. O Teorema 3.1, demonstrado nesta se¢do, vai um passo
além ao mostrar que qualquer sequéncia {Ji(S;) | S;y1 C S;} é mondtona

nao-decrescente.

3.7

Determinacao da estimativa LS através de algoritmos de busca

Observando 3-9, constata-se que o cdlculo de h§ envolve a inversdo da matriz

A)c«. Como serd visto no proximo capitulo, a estratégia de Encolhimentos
S, )

Sucessivos inicia-se com o cdlculo de hy, o que torna o armazenamento

em memoéria de A,;l, previamente calculado, conveniente. Entretanto, para
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J100(S)

0 20 40 60 80 100
i Si . Si+l

Figura 3.3: Monotonicidade de uma sequéncia {J(S;) | S; D Sii1}, em
k=100, gerada aleatoriamente, referente a uma tunica realizacao de um sistema
MESS(100,10), com Epip/02=10 dB e N=16

S # L, torna-se ser impraticavel o pré-armazenamento em memoria de todas
. —1 T
as matrizes (Ajy)gg correspondentes a todas as possibilidades de S C L, com

S # 0.

Uma alternativa a 3-9 em que se evita o calculo online de (Ak)sfé ¢ a busca
iterativa de h através de Algoritmos de Descida (Descent Algorithms) (28),

que podem ser expressos conforme o Algoritmo 3.1.

Algoritmo 3.1 Descent Algorithm

1: repita
2: X(i+1) < X(Z) + AX(Z)
3: até critério de parada atendido

em que x representa o vetor resultante da busca e Ax® é o vetor de busca,
ambos referentes a i-ésima iteracao. O vetor de busca é escolhido de forma que
J3(xH)) < J3(x@).

O critério de parada mais usual no Algoritmo 3.1 é HVJ,?(X)“W < €, onde €
¢ uma constante real positiva pequena. Entretanto, esse critério nao leva em
conta a ordem de grandeza do vetor estimado. Para contornar essa deficiéncia,

2 .
, onde p é uma

um critério de parada mais apurado é ||VJ]§(X)(i) H2 <p ‘}x(i)‘
constante real positiva pequena, costumeiramente entre 10 e 107°.

Devido ao fato de JP(x®) ser funcio quadritica, o valor de Ax® que

corresponde a direcdo de descida mais ingreme (steepest descent), ou seja,
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aquela que minimiza J$(xD) — J5(x®) quando 20+ = 2@ + Ax(® ¢ dado

pelo passo de Newton (Newton step) (28), que é definido como

Axy 2 -V (J8(x))” VI (x) (3-50)

Utilizando 3-8 e levando-se em conta que V2 (J§(x)) = 2 (Ag)gg » constata-se
que Axy = —X + fli Nesse caso, ao se escolher Ax = Axy , assegura-se que
ﬁ% é encontrado em uma unica iteracao. Entretanto, o cdlculo de Axy também
exige o cdlculo da inversa de (Aj)gg. Portanto, o processo de busca através do
método de Newton nao apresenta nenhuma vantagem em relagao ao célculo

direto de fl% através de 3-9.

Uma alternativa ao passo de Newton para escolha de Ax é

Ax = —puVJg(x) (3-51)

em que p é uma constante real positiva. Calculando 3-6 para x(® = x() —
p OV I3 (x®), derivando em relagao a u( e igualando a zero, obtém-se o valor

de ¥ que minimiza Jg(xY) — J3(x®), que é dado por

AN (12
) = | V5 (x| (3-52)
2 (VI3 (x)" (Ap)g g VIE(xD)

O Algoritmo 3.2 descreve a busca da estimativa LS tendo como dire¢ao o

oposto ao gradiente do custo LS e com o passo 6timo dado por 3-52.

Algoritmo 3.2 Algoritmo de busca LS

~ .\ (0)
Entrada(s): (A)ss, (bi)s. <h§> ep
Saida(s): h

-\ (0
2: loop
3: g <+ 2 <(Ak)S,SX — (bk)S>
4. g2+« gllg
5 a2+ xfx
6: se g2 < (p z2) entao
7 sai do loop
8 fim se
) 92
J: B QgH(Ak)sysg
10: X< X—ug
11: fim loop

12: h§ « x
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3.7.1

Velocidade de convergéncia versus valor inicial da estimativa LS

Normalmente, independentemente do algoritmo de busca, quanto mais proximo
o valor inicial da estimativa em relacao ao valor real, mais réapida a con-

vergéncia. Observando 3-9 e considerando que (A})qs —> I, entdo um bom

<\ (0)
valor inicial (hot start) para o parametro de entrada <h§) no Algoritmo 3.2

é

(85)" = o) (3-53)

No caso em que ja tenha sido previamente calculado flil e deseja-se determinar
1;1%, sendo que Sy C S; (o que ocorre na estratégia de Encolhimentos

Sucessivos, que serd apresentada no proximo capitulo), um bom valor inicial
S NO)
para (hk ) é

~ (0) ~
(6) " = Mg, B (3-54)

em que (I)g g € matriz formada pelas linhas da matriz-identidade Iy, cujos
indices pertencem a S, e pelas colunas da matriz-identidade cujos indices

pertencem a S;.

A velocidade de convergéncia do Algoritmo 3.2 depende do grau de condiciona-
mento de (Ak)g,s» que é dado pela razao entre os modulos do maior e do menor
autovalores da matriz. QQuanto maior o grau de condicionamento, mais lenta a
convergéncia. Admitindo que, para k x M suficientemente grande, (Ak)&S ~1
(uma vez que (Ag)gg 2% 1), entdo o grau de condicionamento de (Ag)gs €

pequeno e, portanto, a velocidade de convergéncia costuma ser réapida.

A Figura 3.4 mostra a quantidade média de iteracoes do Algoritmo 3.2, em
fun¢do da cardinalidade de S, para N=8, k=10, Euqp/0?=0 dB e p = 107*
em Q=1000 realizagbes de um sistema MESS(201,15). Para cada ¢-ésima
realizacao do sistema e para cada valor de cardinalidade ¢, foi gerado um

conjunto S@ com [S9| = ¢ de forma totalmente aleatéria e independente

N
das demais realizac¢oes. A curva (1) refere-se ao caso em que (h%) =0 A
A~ (0
curva (2) refere-se ao caso em que (h%) = (by)g. A curva (3) refere-se ao

~ (0 A
caso em que <h§2> = Igph}. Verifica-se que as trés curvas apresentam uma
quantidade média de iteragoes pequena. A curva (3) apresenta uma quantidade
média de iteragoes ao menos duas vezes menor que as curvas (1) e (2), porém

ao custo de se ter que calcular previamente hk.
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Figura 3.4: Quantidade média de iteragoes do Algoritmo de Busca LS em
fungdo de |S| para N=8, k=10, Eupip/0?=0 dB e p = 107*, em Q=1000

~ o\ (0)
realizagoes de um sistema MESS(201,15), nos seguintes casos: (1) <h§> =0,

@)(5)" = b0, @) (87) " =T,

3.8

Custo computacional

O calculo da estimativa LS, associada a um suporte S qualquer, no instante k,

¢ dada por 3-9, repetida a seguir por conveniéncia

hf = (Ar)ss (bi)s (3-55)

A estimativa LS full-support, no instante k, corresponde a 3-55 para o caso

particular em que S = I e pode ser calculada da seguinte forma

hj = A}"by, (3-56)

em que A" = A;l é calculada a priori e armazenada em memoria. Dessa
forma, o custo computacional de 3-56, medido pelo nimero de operacoes de
ponto flutuante (FLOPS), corresponde ao custo computacional da operagao

de multiplicagao algébrica entre A" e by, que é O (L?).

Entretanto, admitindo que nao seja possivel pré-calcular e armazenar (Ay)g é
para todas as possibilidades em que S # L, entdao o custo computacional de

3-55 é predominado pelo custo computacional da inversao de (Ak)S,S7 que é

O (ISP).
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Uma forma de reduzir o custo computacional de 3-55 é calcular fl% da seguinte

forma

hi = (L)"\r (Li\r (bi)s) (3-57)
em que LY é matriz triangular inferior obtida através da Decomposicio de

Cholesky da matrix positiva-definida (Ay)gg (ou seja, (Ax)gg = (L) "Ly e \r

denota divisao a esquerda por matriz triangular (29).

O custo computacional de 3-57 é a soma dos custos computacionais das duas

operagoes \7, que é O (|S|?), e do custo computacional da Decomposicao de

Cholesky, que ¢ O (|S|?).

Embora tanto o custo computacional da Decomposicao de Cholesky quanto
o custo computacional da inversao da matriz (Ay)gg seja O (|S|*), o custo
computacional da Decomposi¢ao de Cholesky é cerca de trés vezes menor.
Portanto, para S com cardinalidade muito grande, o calculo de fl% através de
3-57 exige cerca de 1/3 da quantidade de flops quando comparado ao célculo

através do emprego direto de 3-55.

A Figura 3.5 mostra o tempo médio gasto para determinar a estimativa LS
fl% em fungao de |S|, para N=8, k=10, Euip/0?=0 dB, p = 107*, em Q=1000

realizagoes de um sistema MESS(201,15), empregando os seguinte métodos:

1. calculo direto através de 3-55;

2. calculo através de 3-57, empregando-se a Decomposicao de Cholesky de
(Ak)ss?

~ o\ (0)
3. busca através do Algoritmo 3.2, com (hi) =0;
, . CS (0)
4. busca através do Algoritmo 3.2, com (hk) = (bg)g;

~ o\ (0) N
5. busca através do Algoritmo 3.2, com <h§> = Isph), calculando-

se previamente h} através de 3-56 (com AP calculada a priori e

armazenada em memoria).

Os tempos mostrados na Figura 3.5 foram obtidos com os métodos implemen-
tados em Matlab em um computador com Processador Intel i5M460@2,53GHz

com 4GB de memoria RAM. Nessa figura, é possivel constatar que:

— apesar de, teoricamente a quantidade de flops da Decomposicao de Cho-

lesky ser cerca de 1/3 a quantidade de flops da operagao de inversao de
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15

T T T T T T T

—&0— (1) Célculo direto com inversdo de matriz

—©6— (2) Célculo direto com decomposi¢ao de Cholesky
(3)BuscalLS1

—%— (4) Busca LS 2

—8— (5) Busca LS 3

0.5

Tempo médio de processamento (s)

-, |
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
cardinalidade do suporte S

Figura 3.5: Tempo médio gasto para determinar a estimativa LS fli em funcao
de |S|, para N=8, k=10, Euip/0?=0 dB, p = 107*, em Q=1000 realizagoes de
um sistema MESS(201,15), empregando os seguinte métodos: (1) cdlculo direto
através de 3-55; (2) calculo através de 3-57, empregando-se a Decomposigao

~ .\ (0)
de Cholesky de (Aj)gg; (3) busca através do Algoritmo 3.2, com (h%) = 0;

~ .\ (0)
(4) busca através do Algoritmo 3.2, com (hﬁ) = (bg)g; (5) busca através do

)

~\ (0 A A
Algoritmo 3.2, com (h%) = Igph¥, calculando-se previamente hy através de

3-56 (com A" calculada previamente e armazenada em memdria).

matrizes, na pratica (a0 menos nas simulagoes realizadas), o desempenho
do método (2) de fato é bem melhor que do método (1), mas nao chega

a ser trés vezes melhor;

— para |S| relativamente baixo (|S| < 60 aproximadamente), o método (2)
é 0 mais rapido para a determinacao da estimativa LS;
— para |S| alto (|S| > 60), o método (5) é o mais rapido para a determinagao

da estimativa LS.

3.9

Consideracoes finais

Neste capitulo, foi apresentada a técnica de estimacao LS com suporte redu-
zido, em que a técnica de estimacao LS full-support ordinaria pode ser vista
como um caso particular da estimacao LS com suporte reduzido. Nesse sen-

tido, o presente capitulo se propos a estender todo o arcabouco tedrico, tais
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como analises de convergencia das estimativas e do custo LS tradicionalmente

apresentadas para o caso full-support, para o modelo com suporte reduzido.

Algumas conclusoes apresentadas nesse capitulo embasam as técnicas de
estimacao de sistemas esparsos originalmente elaboradas e apresentadas no

préximo capitulo. Dentre elas, convém destacar:

1. De acordo com a equacao 3-31, a estimativa LS referente a um suporte
S converge com probabilidade 1 para o vetor formado pelos elementos
da resposta ao impulso verdadeira do sistema cujos indices pertencem
a S. Portanto, se S contém o suporte verdadeiro do sistema, entao a
estimativa LS com suporte reduzido converge para a resposta ao impulso

verdadeira do sistema;

2. De acordo com a equacao 3-36, o custo LS referente ao suporte S converge
com probabilidade 1 para o patamar de ruido-mais-interferéncia se S
contém o suporte verdadeiro do sistema. Por outro lado, de acordo
com a equacao 3-44, o custo LS referente ao suporte S converge com
probabilidade 1 para o valor correspondente ao patamar do ruido-mais-
interferéncia multiplicado por um fator diretamente proporcional a SINR,
e a razao entre a energia do vetor formado pelos elementos da resposta
ao impulso verdadeira do sistema cujos indices nao pertencem a S e a
energia total da resposta ao impulso verdadeira do sistema. As equagoes
3-36 e 3-44, juntas, servirao como mecanismo para avaliar se a estimacao

do suporte do sistema é boa ou nao;

3. 0 Teorema 3.1 demonstra que toda sequéncia {Jx(S;) | S;y1 C S;}
¢ monotona nao-decrescente e servird de base para a estratégia de

Encolhimentos Sucessivos, apresentada no préximo capitulo;

4. a Estimacao LS com suporte reduzido também pode ser processada por
blocos, mantendo-se as mesmas propriedades de convergéncia do custo e

da estimativa LS;

5. a analise do custo computacional para determinacao das estimativas LS
com suporte reduzido mostram que, se a cardinalidade do suporte for
pequena (abaixo de sessenta aproximadamente), o cdlculo da estimativa
com o emprego da Decomposi¢ao de Cholesky é o método mais eficiente;
por outro lado, se a cardinalidade do suporte for grande (acima de
sessenta aproximadamente), a determinagao da estimativa LS através do
algoritmo de busca pelo gradiente, com adequada iniciagao do algoritmo,

¢ a mais eficiente.
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Métodos propostos para estimacao de sistemas esparsos

4.1

Introducao

Uma técnica amplamente empregada para a identificagao de sistemas lineares
e invariantes no tempo ¢ a estimagao LS full-support ordinaria. A estimagao LS
full-support ordinaria é uma técnica de baixa complexidade computacional que
produz estimativas consistentes e despolarizadas. Entretanto, como foi visto no
capitulo anterior, uma deficiéncia desta técnica de estimacao é apresentar baixa
velocidade de convergéencia quando aplicada a estimacao de sistemas esparsos
em que a resposta ao impulso em tempo discreto é representada por um vetor

de comprimento longo.

Visando acelerar a velocidade de convergéncia da estimacao LS de sistemas
esparsos, quatro novos métodos sao originalmente elaborados e apresentados

neste capitulo. Sao eles:

1. Encolhimentos Sucessivos;
2. Expansoes Sucessivas;
3. Minimizacao da Norma [y;

4. Regularizagao Automatica do Custo LS.

Dos quatro métodos citados, os trés primeiros se baseiam na técnica de
estimacao LS com suporte reduzido, o que envolve a escolha do suporte da

estimativa LS da resposta ao impulso do sistema de forma adequada.

Os quatro métodos propostos compartilham o mesmo parametro de funcio-
namento Jy.x, que corresponde ao maximo custo LS admitido. Em todos os
métodos propostos, quanto maior J.,, mais esparsa a estimativa produzida.
Por isso, precedendo a apresentacao dos métodos propostos, na se¢ao seguinte
¢ apresentado um critério para a escolha do valor de Jy.. Visando explicar
porque a norma [; costuma ser empregada heuristicamente como medida de
esparsidade, na secao subsequente ¢ mostrado, como uma abordagem inédita,
o vinculo existente entre a norma [/; e a pseudo-norma ly. Ainda precedendo
a apresentacao dos métodos propostos para estimacao de sistemas esparsos, o
problema de estimacao LS 6tima de sistemas esparsos é caracterizado. Final-
mente, os métodos para estimacao de sistemas esparsos originalmente elabo-

rados nesta Tese sao apresentados.
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4.2

O valor maximo admitido para o custo LS

A estimacao LS full-support ordinaria visa minimizar o custo LS. Por defini¢ao,
a estimativa LS é aquela que minimiza o custo LS. Como o custo LS é funcao
convexa, entao a estimativa LS é tnica. Portanto, a partir do momento em
que qualquer outro método de estimacgao produz estimativas diferentes da
estimativa LS, é admitido um relaxamento do custo LS, no sentido de que
as estimativas produzidas, como nao coincidem com a estimativa LS, nao

minimizam o custo LS.

Os métodos de estimacgao de sistemas esparsos propostos neste capitulo com-
partilham o parametro J,.y, que corresponde ao maximo custo LS admitido.
Ou seja, as estimativas esparsas produzidas pelos métodos propostos apresen-

tam custo LS menor ou igual a Jyax.

A equagao 3-36 mostra que Ji (L) converge com probabilidade 1 para o patamar
de ruido-mais-interferéncia Mo? quando k tende a infinito. Por isso, a escolha

de Juax pode ser vinculada a Mo?, da seguinte forma

Jnax = AMo? A >1 (4-1)

onde A é um parametro real maior que 1, denominado fator de relaxamento do
custo LS. Entretanto, a escolha indireta do valor de J,.. através da escolha

do valor de X exige a estimacao do patamar de rufdo-mais-interferéncia Mo?.

Um procedimento semelhante é escolher Jy,,., em fungao de Ji (L), ou seja,

Jmax = ML) A>1 (4-2)

onde Ji(L) pode ser calculado a partir de 3-11 ou de 3-12, resultando em

Ji (L) = Ry — b (A) "' by = Ry, — by'hy; (4-3)

Considerando que A;, 2% I, para k suficientemente grande, o valor de J;(IL)

em 4-3 pode ser aproximado como

Ji(L) = Ry, — ||by’ (4-4)

Este procedimento para a obtengdo de Jy.. dispensa a estimagio de o2 e,
por isso, é o procedimento adotado ao longo deste trabalho. Além disso,
conforme mostra 3-36, como Ji(IL) tende com probabilidade 1 a M2, entao
para qualquer valor de A, o valor de Jy,.x obtido através de 4-2 converge com

probabilidade 1 para o valor obtido através de 4-1.
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4.2.1

Critério para escolha do fator de relaxamento do custo LS

Como o valor de J. é obtido indiretamente, a partir do valor do fator de
relaxamento A, torna-se necessario o estabelecimento de algum critério para a

escolha do valor de .

Dos quatro métodos de estimacao de sistemas esparsos propostos nesta Tese, os
métodos de Encolhimentos Sucessivos, Expansoes Sucessivas e Minimizagao da
Norma [; provocam um encolhimento do suporte, no sentido em que o suporte

S da estimativa h ¢ um subconjunto do suporte L.

Ao longo deste trabalho, os encolhimentos sao classificados em quatro eventos
distintos: quando S = Sh, diz-se que ocorreu um encolhimento correto; quando
So Sh, diz-se que ocorreu um sub-encolhimento ou um encolhimento pequeno;
quando S C Sh, diz-se que ocorreu um super-encolhimento ou um encolhimento
excessivo e; quando S nao corresponde a nenhum dos eventos anteriores, diz-se

que ocorreu um encolhimento disforme.

O enquadramento de S nesses quatro eventos ¢é utilizado neste trabalho apenas
para fins de andlise de desempenho dos métodos propostos e s6 faz sentido se
Sn C L, ou seja, se h contém elementos nulos. Nesse caso, o Teorema 3.1 mostra
que, na ocorréncia de sub-encolhimento, a distancia entre a verdadeira resposta
ao impulso do sistema e sua respectiva estimativa LS associada a S é menor que
a distancia entre a verdadeira resposta ao impulso do sistema e sua respectiva
estimativa LS associada a IL, porém maior que a distancia entre a verdadeira
resposta ao impulso do sistema e sua respectiva estimativa LS associada ao
suporte verdadeiro do sistema Sy,. Por outro lado, na ocorréncia de um super-
encolhimento ou um encolhimento disforme, a equacao 3-44 mostra que, em
média, a distancia entre a verdadeira resposta ao impulso do sistema e sua

respectiva estimativa LS associada a S cresce significativamente.

A equacao 3-44 mostra que, quanto maior o valor de k, a medida em que

sao geradas sucessivas estimativas {h% S; O Siyq ,i=1,2,...}, entdo mais

provavelmente

- SINR ||(h)g|?

Ji (hi) ~ |1+ 7% o? (4-5)
Portanto, ao longo de encolhimentos sucessivos, embora a sequéncia dos custos
LS {Ji(S;) | Siz1 C S;} cresga, conforme ficou demonstrado na se¢ao 3.6, os
valores de Ji(S;) tendem a permanecer muito préximos de Ji(L) enquanto
Si 2 Sp. Por outro lado, o valor de Ji(S;) tende a ser significativamente maior

que Ji(L) se S; € Sp.
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A medida em que k aumenta, os métodos de estimagao que provocam um
encolhimento do suporte tendem a aumentar a robustez contra encolhimen-
tos excessivos provocados pelo ruido (mais interferéncia). Para exemplificar,
considere o caso ficticio em que SINR = 30 dB, M = 100, o2 = 0,01 e
ISu| = 10, sendo o valor absoluto de cada um dos elementos nao-nulos de h
aproximadamente o mesmo. Neste exemplo, para k suficientemente grande, a
equacao 3-36 mostra que, enquanto S; O Sy, tem-se que, muito provavelmente,
Je(S;) = 1. Por outro lado, a equacao 3-44 mostra que. se apenas um dos
indices dos elementos nao-nulos de h nao pertence a S;, entao muito provavel-
mente Ji(S;) ~ 2. Este salto brusco no valor de Ji(S) nitidamente indica um

encolhimento excessivo.

Apesar da robustez contra encolhimentos excessivos provocados pelo ruido, nao
convém atribuir desnecessariamente um valor grande para A, pois isso pode
eventualmente deixar o método de estimacao mais susceptivel a encolhimentos
excessivos provocados pela natureza estocastica do sistema e, portanto, mais

instavel.

Diante do exposto, apesar da intrinseca robustez contra encolhimentos exces-
sivos provocados pelo ruido, conclui-se que A deve ser grande o suficiente para
permitir que os métodos de estimacao propostos produzam estimativas com
adequado encolhimento do suporte (idealmente sem sub-encolhimentos e so-
mente encolhimentos corretos), ao mesmo tempo em que nao pode ser grande
demais, para que esses métodos nao fiquem demasiadamente susceptiveis, a
cada nova realizacao do sistema, a encolhimentos excessivos provocados pela

natureza estocastica do sistema.

Ao longo deste trabalho, a escolha de A foi feita de maneira empirica, tendo

como objetivo acelerar a velocidade de convergéncia.

4.3

Norma L1 como medida de esparsidade

Para que seja possivel a implementacao de técnicas de estimacao de sistemas
esparsos, ¢ necessario medir a esparsidade das estimativas produzidas através
de alguma fungao apropriada. Uma forma de medir a esparsidade de um vetor
x qualquer é através da sua pseudo-norma [y, denotada por ||x||o. Porém, a
funcao f(x) = ||x]|op é ndo-linear e ndo-diferencidvel, e a estimagao baseada na

pseudo-norma [y ¢ um problema NP-hard.

Algumas técnicas de estimacao utilizam como métrica de esparsidade uma

aproximagcao convexa e diferenciavel de ||x||o. Outras técnicas utilizam heuris-
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ticamente ||x||; (a norma ;) como medida de esparsidade de x, haja vista se
tratar de uma funcao convexa e diferenciavel, o que permite um tratamento

analitico ao problema de estimacao.

A fim de analisar a conexao existente entre a pseudo-norma [y e a norma [y ,

considere a fun¢ao Ly(x), definida como segue

Lo(x) = () x#o0 (4-6)
0 x=0

E possivel verificar trés interessantes propriedades de Ly(x), enunciados pelos

trés teoremas a seguir !:

Teorema 4.1 Se todos os S elementos nao-nulos de x tiverem o mesmo

modulo, entio Lo(x) = S.

Prova. A prova decorre trivialmente de 4-6. |

Teorema 4.2 Se a € C e a # 0, entao Lo(ax) = Ly(x).

Prova. A prova decorre trivialmente de 4-6. |

Teorema 4.3 Se x for um vetor nao-nulo de comprimento N, entao Ly(x) <
N, com a igualdade atingida se e somente se todos os elementos de X tiverem

o mesmo modulo.

Prova. Considere o problema de encontrar o ponto de mdzimo (ou de minimo)
de Lo(x) condicionado a ||x||3 = 1. Como, neste caso, Lo(x) = ||x||?, o
problema € equivalente a minimizar l;(x) = ||x||;, condicionado a ||x||3=1. O

Lagrangiano de l,(x) é dado por

L(x,\) = Z |2zi] + A <Z |2 — 1) (4-7)

Portanto, £(x, \) equivale a fungao

L£(m,\) = Z m; + A (Z m? — 1) (4-8)

onde m = [my my...my|" em; =|z;],i=1,2,...,N.

Calculando a derivada parcial de £(m, \) em relagio a m; e igualando a zero,
tem-se que

A fungdo Lo(x) e algumas de suas propriedades sao mostradas, com abordagem
semelhante, em (30).
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0
8mi£<m’ A)=14+2\m; =0Vi (4-9)
Logo, m; = —1/2X\ Vi. Como m; > 0 (a condi¢ao estritamente maior decorre

do fato que ||x||a = 1), entao tem-se que X\ < 0 e, com isso, £(m,\) é um
paraboldide concavo em m. Portanto, m = (—1/2X)1 corresponde ao ponto de

mazimo de Ly(x), condicionado a ||x||s = 1.

Utilizando o Teorema 4.1, conclui-se que o wvalor mdzximo de Lo(x) € N,
condicionado a ||x||a = 1. Utilizando o Teorema 4.2, conclui-se finalmente que,
sem restricao de dominio, quando todos os N elementos de x tém o mesmo

mddulo, entdo a func¢ao Lo(x) atinge seu valor mdzimo max Lo(x) = N. B

As trés propriedades apresentadas fazem de Lg(x) uma boa heuristica para
medir a esparsidade de x. Para ilustrar, se um vetor x, de comprimento NV, tiver
apenas S elementos significativos (por exemplo, tendendo a infinito) e os outros
N — S elementos despreziveis (por exemplo, tendendo a zero), verifica-se que
Lo(x) =~ S. Portanto, Lo(x) pode ser vista como uma espécie de aproximagao

continua e diferencidvel de ||x||o, ou seja,

Lo(x) = |IXI[f = [Ix[lo ~ x#0 (4-10)

Ou seja, dado um vetor x = x/||x||2 (ou seja, ||x]|2 = 1), conclui-se que [|x||?
pode ser interpretada como uma aproximagao de ||x||p (ou equivalentemente,
de ||x]|o. Além disso, a norma [; tem as vantagens de ser continua, diferencidvel
(exceto nos vetores que contém elementos iguais a zero) e convexa. Por essas
razoes, propoe-se nesta Tese a fungdo Lo(x) como uma heuristica para medir

a esparsidade de um vetor x qualquer.

A Figura 4.1 mostra a faixa delimitada por um desvio-padrao acima e abaixo
da média da fungao Ly(h) em fun¢ao da cardinalidade de h, estimada a partir
de @ = 1000 realizagoes independentes de um sistema MESS(100,S), para cada
valor de S = 1,2,...,100. Para sistemas MESS em particular, verifica-se que
a média da fun¢ao Ly(h) varia linearmente com ||h||o = S. Mais precisamente,
verifica-se que a média de Lg(h) é cerca de 20 por cento menor que |/hl|y, para
todos os valores de ||h|p. Além disso, nota-se que o desvio-padrao da funcao é
muito pequeno. Portanto, 1,2 x Lg(h) corresponde a uma boa estimativa da

cardinalidade do suporte de uma realizacao h de um sistema MESS.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0812744/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0812744/CA

Capitulo 4. Métodos propostos para estimagdo de sistemas esparsos 50
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Figura 4.1: Variacao da média e do desvio-padrao de Ly(h) em funcao de S, es-
timadas em @ = 1000 realizacoes independentes de um sistema MESS(100,S),
para cada valor de S =1,2,...,100

4.4

Estimacao LS étima

Como foi visto no capitulo anterior, uma alternativa a técnica de estimacao LS
full-support ordindaria é a estimagao LS com suporte reduzido. Como ambas
as técnicas de estimagao produzem estimativas consistentes e despolarizadas,
entao a estimacao LS de sistemas esparsos pode ser enquadrada como um

problema de estimacao do suporte S, da resposta ao impulso do sistema,

seguida do cédlculo da estimativa LS associado ao suporte estimado S.

Seja H (IL) o conjunto formado por todos os possiveis subconjuntos de L, isto

¢,

H(L)={S|ScL} (4-11)

e H (L, Jimax) 0 subconjunto de H (L) dado por

H (L, Jya) = {S | S € H(L) € Ji(S) < Junax} (4-12)
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onde J.x € 0 maximo custo LS admitido.

Seja Hyin (L, Jmax) 0 conjunto dos elementos de H (L, Jyax) com minima

cardinalidade, isto é,

Hmin (]L, Jmax) = {Sz | SZ € H(L, Jmax) e |Sz’ < |S]’ VJ # Z} (4—13)

Dado Jy.x, a estimacao LS otima de sistemas esparsos é definida nesta Tese

como

hY" = arg mxin Jy(x) (4-14)
tal que

S* = arg mSin Ji(S) S € Huin (L, Jmax) (4-15)

Em suma, este critério estabelece como estimativa 6tima o vetor h}", associado
ao suporte S*, de minima cardinalidade, que apresenta o menor valor Ji(S)

dentre os subconjuntos S de L, tal que Ji(S) < Jpax-

A busca pela solucao fl% ao problema de estimacao LS o6tima de sistemas
esparsos pode envolver o calculo de Ji(S) para até 2/ —1 possibilidades de S (o
que corresponde a quantidade de todos os possiveis subconjuntos de L, exceto
o conjunto-vazio }), o que pode ser computacionalmente inviavel quando a
cardinalidade de IL é grande. Por isso, esta Tese apresenta, nas secoes seguintes,
quatro novos métodos sub-6timos de estimacgao LS de sistemas esparsos, que
sao: Encolhimentos Sucessivos, Expansoes Sucessivas, Minimizacao da Norma

[; e Regularizacao Automatica do Custo LS.

4.5

Método de Encolhimentos Sucessivos

4.5.1

Introducao

O Método de Encolhimentos Sucessivos?, proposto nesta secao, constitui-se
num método de estimacao LS sub-6timo. Este método constréi, comecando
pela estimativa LS full-support (ou seja, comecando com S = L), uma
sequéncia de estimativas LS {fli(i),i =1,2,...} tais que S"*V ¢ SO enquanto
J(SW) < Jnax-

2Uma descrigao resumida deste método foi publicada em (31).
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Cada i-ésima iteracao do Método de Encolhimentos Sucessivos pode ser

estruturado em trés estapas, que sao:

— Decimacgao Iterativa - consiste em zerar sucessivamente os elementos
nao-nulos da estimativa x associada ao suporte S, comecando pelo
elemento de menor modulo e prosseguindo em direcao ao elemento de
maior médulo, resultando em uma nova estimativa x+%, com suporte
St onde S¢HD c SO,

— Minimizacao Linear - consiste no calculo da estimativa que apresenta
o menor custo LS, restrita a reta varrida pelo vetor obtido na etapa

anterior de decimacao;

. ~ . , . . ~ () .
— Despolarizagao - consiste no cdlculo da estimativa LS hf" associada

ao suporte S obtido na etapa de decimacao.

4.5.2

Decimacao iterativa

A técnica de Decimacao Iterativa, proposta nesta subsecao, consiste em zerar
sucessivamente os elementos nao-nulos de x, comegando pelo elemento de
menor moédulo e prosseguindo em direcao ao elemento de maior modulo,
construindo assim um novo vetor y, enquanto a condigdo Jg(y) < Jmax
permanece satisfeita. A técnica de Decimacao Iterativa, descrita no Algoritmo
4.1, pode ser enquadrada como uma técnica de soft-thresholding e difere-se da
técnica de hard-thresholding em (11) pelo fato de que a condigao Ji(y) < Jmax

¢ verificada de forma simultanea a construgao de y.

Algoritmo 4.1 Decimagao Iterativa
Entrada(s): S, Ri, A, by e x (de dimensao [S| x 1)
Saida(s): y
1: W< X
2: repita
3: y <— W
4: i < argmin, |w;|, com w; # 0
5 W < W — w;u;, onde u; é o vetor unitario canénico com o i-ésimo
elemento 1 e os demais zero
6: até JL(W) > Jax

Aplicando 3-6 para y = x + Ax, obtém-se a seguinte expressao para o calculo
de J(y) em fungao de J§(x).

Ji (y) = Ji (x) + R{AX"VI (%)} + Ax" (Ag)g s Ax (4-16)
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onde V.J£(x) é obtido a partir de 3-8. Aplicando 3-8 para y = x+Ax, obtém-se

a seguinte expressao para o cdlculo de V.J§(y) em fungao de VJ§(x)

VJi(y) = Vi (x) + 2 (Ag)s s Ax (4-17)

No caso particular em que Ax = —x;u;, com u; = (I);, 4-16 e 4-17 podem ser

respectivamente simplificadas como
i (y) = I 00 = R {a7 (V) + ((Aw)sg) il (+18)

V) = VIE(x) — 20 ((Ar)g ) (+19)

onde <(Ak)g,s). corresponde a i-ésima coluna de (Aj)g.

Dessa forma, o algoritmo de Decimacao Iterativa pode ser reescrito conforme

o Algoritmo 4.2.

Algoritmo 4.2 Decimacao Iterativa II

Entrada(s): S, fl%, Ry, Ay e by,
Saida(s): y

1y < h%

2: W fl%

3: g+ 0

4: J < Ry, — (bk)g (Ak:)gjé (br)s

5. enquanto J < Jy., faca

6: Yy W

7. 44— argmin; |w;|, com w; # 0

8: W — W — w; 4,

o T T = R{wl (g)}+ ((Anss) il

10 g+ g—2w; <(Ak)s,s>
11: fim enquanto

)

Considerando k suficientemente grande para que seja possivel considerar

(Ag)ss = I e empregando 3-6 na expressio y = ﬁ% + Ah, tem-se que

Ji(y) = Ji(S) + | AR k>0 (4-20)

A equacgao 4-20 pode ser utilizada para o célculo aproximado de Ji(y) quando
k > 1. Nesse caso, o algoritmo de decimacao iterativa pode ser simplificado

na forma do Algoritmo 4.3.
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Algoritmo 4.3 Decimacao Iterativa Simplificada (para k> 1)

Entrada(s): S, h, Ry e by,
Saida(s): y

1y < hi

2: W < fli

3: J < R — || (br)s II?

4: enquanto J < J,., faca

o: y <— W

6: i< argmin,; |w;|, com w; # 0
7 W <— W — w; 4,

8: J— J+ ]wi\Q

9: fim enquanto

4.5.3

Minimizacao linear

O procedimento de Minimizacao Linear, proposto nesta subsecao, consiste em
minimizar J3(y) restrita a reta y = rx, k € R.

Seja J2(x, k) = JP(kx). Usando 3-6, J2(x, k) pode ser expressa como

JE0,K) = R — 26 [ (bl x| + #3xT (Ag)gx (4-21)

Observando 4-21, verifica-se que JS(x,k) é fungao quadrdtica em x. Além
disso, como (Ay)gg ¢ matriz positiva-definida, entao xH (Ag)ssx > 0 Vx e,
portanto, J£(x, k) é convexa em k. Logo, dado x, existe um tinico valor x, de
Kk que minimiza J¢(x, ). Derivando J3(x, kx) em relagio a ry e igualando a

zero, verifica-se que

R (bl x|

Fy = ——— 4-22
xH (Ak)S,S X ( )
Portanto, o vetor y que minimiza J§(y) na dire¢dao de x é dada por
Y = KxX (4-23)
Convém ressaltar que Lo(y) = Lo(x). Portanto, o vetor y produzido pela

minimizagao linear possui a mesma esparsidade que o vetor original x, medida

através da fungao Lg(.).

O emprego da etapa de Minimizagao Linear no Método de Encolhimentos
Sucessivos é opcional e seu proposito é reduzir o esforco computacional na

etapa consecutiva de despolarizacao.
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454

Despolarizacao

A despolarizagao consiste no célculo da estimativa LS, associada ao suporte S
obtido na etapa de decimacgao. O calculo da estimativa LS associada ao suporte

S é dado por 3-9, repetida aqui por conveniéncia

hj, = (Ay)gg (br)s (4-24)

Seja hy a estimativa esparsa associada ao suporte S, interpolada para o suporte

pleno L, dada por

by, = (I)y g b} (4-25)

onde (I); ¢ é a matriz formada pelas colunas da matriz-identidade I, cujos

indices pertencem a S.

O fato dessa técnica ser denominada despolarizacao justifica-se pelo fato de

que, como para todo suporte S, fli S (h)g, verifica-se que

SOSp=h; “5h (4-26)

Portanto, se S O Sy, entdo h, = (I)Lgfli ¢ uma estimativa consistente e

despolarizada da resposta ao impulso verdadeira h do sistema estimado.

4.5.5

Algoritmo proposto

A etapa de decimagao iterativa provoca o aumento do custo LS até o limite
Jmax ser ultrapassado. Por outro lado, as etapas de minimizacao linear e de
despolarizacao puxam o custo LS novamente para baixo e, se a reducao é
suficiente para colocar o custo LS novamente abaixo do limiar J,.., repete-
se o procedimento. Dessa forma, o método de Encolhimentos Sucessivos gera
uma sequéncia de suportes {S® | SO > S+ e suas respectivas estimativas
{0 i =1,2,...}, enquanto a condicio J(S®) < Jyax ¢ satisfeita. O método

proposto é sumarizado no Algoritmo 4.4.

O Método de Encolhimentos Sucessivos explora o fato de que a sequéncia
{Je(S®) | St+Y) ¢ S®} ¢ monétona ndo-decrescente, conforme demonstrado
pelo Teorema 3.1. A monotonicidade da sequéncia de custos LS gerada pelo

método garante sua convergéncia.

A Figura 4.2 ilustra o funcionamento do Método de Encolhimentos Sucessivos.

Embora a sequéncia dos custos LS associada aos vetores obtidos na etapa de
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Algoritmo 4.4 Encolhimentos Sucessivos
Entrada(s): L, Jyax, Ri, Ag e by
Saida(s): hy
1: S« L
. Encontre y = arg min, J3(x)
enquanto J3(y) < Juax faga
Facga a decimagao de y
Faca a minimizagao linear de y (etapa opcional)
Faca a despolarizagao de y (restrita a S)
: fim enquanto
s hy < Ingy

© P> ey

decimacao nao seja mondtona crescente, é possivel constatar que ela é limitada
inferiormente pela sequéncia dos minimos custos LS, associada aos suportes dos

vetores obtidos durante a decimagao, que é mondtona crescente.

33

—@— Custo LS referente ao vetor decimado

=—@— Custo LS minimo associado ao suporte do vetor decimado
32r b

30 b

29 b

27 | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

# Iteracdo

Figura 4.2: Exemplo do funcionamento do Método de Encolhimentos Sucessi-
vos relativa a estimac@o de uma realizagao de um sistema MESS(50,10), com
K=5SINR=3dB,N=16e A =1,2
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4.5.6

Custo computacional

O custo computacional do Método de Encolhimentos Sucessivos consiste na
soma dos custos computacionais de todas as decimacoes, minimizagoes lineares

e despolarizacoes realizadas.

O custo computacional de cada iteracao da etapa de Decimacao Iterativa
corresponde a soma dos custos computacionais das equacoes 4-16 e 4-17, que
é aproximadamente 3 x |S| 4 8 flops apenas. Considerando que S = L e
supondo a ocorréncia de um encolhimento correto (S = Su), entdo o custo
computacional total da Decimagcao Iterativa é menor ou igual a (|L| — [Sy|) X
(3 x |L] + 8), que é O (|L|?), enquanto que o custo computacional do calculo

da estimativa LS com suporte reduzido é O (|Sy[?).

4.5.7

Analise de desempenho

As Figuras 4.3, 4.4, 4.5 e 4.6 mostram o desempenho do método de Encolhimen-
tos Sucessivos, com A = 1,05, comparado com o desempenho das estimagoes LS
full-support e LS ordculo, em funcao da quantidade K de blocos da sequéncia
de treinamento e SINR=5, 10, 15, 20, 25 e 30 dB respectivamente, avaliado
sobre = 1000 realizac¢oes independentes de um sistema MESS(100,10) para
cada valor de SINR. O comprimento escolhido para os blocos de treinamento
foi N=16 e seus elementos foram sorteados de —1, 41 de forma equiprovavel.
As Figuras 4.9, 4.10, 4.11 e 4.12 apresentam resultados obtidos com sistema
MESS(100,20), mantendo-se os demais parametros de simulagao inalterados.
Nos graficos superiores, sao mostrados os desempenhos dos algoritmos citados
em termos de NMSD. Nos graficos inferiores, sao mostradas as probabilidades

de ocorréncia dos possiveis eventos de encolhimento, discutidos na secao 4.2.1.
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NMSD

Probab. Encolhimento
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Figura 4.3: Enc. Suc.: SINR=5dB, MESS(100,10), A=1,05, N=16 e Q=1000
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4.4: Enc. Suc.: SINR=10dB, MESS(100,10), A=1,05, N=16 ¢ Q=1000
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NMSD

Probab. Encolhimento

Figura
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4.5: Enc. Suc.: SINR=15dB, MESS(100,10), A=1,05, N=16 ¢ Q=1000
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4.6: Enc. Suc.: SINR=20dB, MESS(100,10), A=1,05, N=16 ¢ Q=1000
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NMSD

Probab. Encolhimento

Figura
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4.7: Enc. Suc.: SINR=25dB, MESS(100,10), A=1,05, N=16 ¢ Q=1000
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4.8: Enc. Suc.: SINR=30dB, MESS(100,10), A=1,05, N=16 ¢ Q=1000
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Figura 4.9: Enc. Suc.: SINR=5dB, MESS(100,20), A=1,05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.10: Enc. Suc.: SINR=10dB, MESS(100,20), A=1,05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.12: Enc. Suc.: SINR=20dB, MESS(100,20), A=1,05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.13: Enc. Suc.: SINR=25dB, MESS(100,20), A=1,05, N=16 ¢ Q=1000
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Figura 4.14: Enc. Suc.: SINR=30dB, MESS(100,20), A=1,05, N=16 e Q=1000
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4.6

Método de Expansoes Sucessivas

4.6.1

Introducao

O Método Expansoes Sucessivas, proposto nesta se¢ao, ¢ um método sub-6timo
de estimacao de sistemas esparsos baseado no algoritmo de Matching Pursuit
(MP) (6). O algoritmo de MP constréi, a partir de um vetor x, uma projegao X
em um sub-espago varrido por um conjunto D = {u;, us,...,up} de vetores de
base, todos com norma unitaria, mas nao necessariamente ortogonais entre si.
Definindo o residuo ¢ = x—%® e comecando com x(©) = 0, este procedimento
é realizado iterativamente, de forma que, na i-ésima iteragao (i = 1,2,...),
%) = 23:1 u onde u” € D e u® # uY, até que um critério
de parada seja atendido (por exemplo, [|€P] < E&uax). Em cada iteragao,
u® = arg max, pi-1 |29], sendo 2@ = (uD)H¢(=D ¢ DO = D=\ {u®)}.

4.6.2

Algoritmo proposto

Considere o problema de estimacao da resposta ao impulso de um sistema a

partir da expressao em 3-45, repetida a seguir por conveniéncia

tr = Cyh + 7, (4-27)

onde 1y, = [r{rg . .I‘f]T é vetor de dimensao kM x 1, Cy, = [CITCQT e CHT é

: : - _ T, : .
matriz de dimensdo kM x L e z, = [z23 ...z]|" ¢ vetor de dimensao kM x 1.

O vetor de observacao ry pode ser genericamente representado da seguinte

forma

f‘k = CkX —f-f = xlék,l + x26k72 —+ ... —f- ILékJJ —|—§ (4—28)

onde L é a quantidade de colunas de Cy, ¢ ; ¢ a i-ésima coluna de Cy, z; ¢ o

i-ésimo elemento de x e £ é o residuo (diferenga) entre 7y e Cix.

O custo LS é definido em 3-47, repetido aqui por conveniéncia

T 00 = o [~ (G X (4-29)

Comparando 4-28 e 4-29, verifica-se que, dado x, tem-se que

llf* = kJE (x) (4-30)
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Portanto, adotando no algoritmo de MP D = {¢.1, €2, . . ., Ck 1 }, substituindo
Emax pOr um limiar Jy., e monitorando iterativamente Ji(.) em vez de [|£]|,

origina-se o Método de Expansoes Sucessivas, descrito no Algoritmo 4.5.

Algoritmo 4.5 Expansoes Sucessivas
Entrada(s): tj, Cy e &nax
Saida(s): hy,
1: f T
y<+0
D + {61762,...,EL}
repita
i + argmax; |¢¥¢;|, tal que ¢; € D
o <— éHél
y < y+tac
£ & —ag
D + D\{c;}
até Ji(y) < Jmax ou D =10
: flk —Yy

— =
— O

O Algoritmo 4.5 possui a desvantagem de exigir o armazenamento em meméria
e o empilhamento de todos os vetores de observacao ry, rs, ..., r; e de todas as
sequéncias de simbolos transmitidos ¢y, cs, ..., cg. Devido a essa desvantagem,
é proposta a seguir uma segunda versao do método, que apresenta menor custo

computacional.

Utilizando 3-9, tem-se que

b, = Ay (4-31)

Aplicando 3-17 em 4-31, tem-se que

bk = Ak(h + €k> = hl (Ak)l -+ hg (Ak)Q + ...+ hL (Ak)L +£ (4—32)

onde

g = Akek (4—33)

Baseado em 4-32 e utilizando as equacoes 4-16 e 4-17 para o céalculo iterativo do
custo LS a medida em que a estimativa é construida, propoe-se uma segunda
versao do método de Expansoes Sucessivas, conforme descrito no Algoritmo
4.6.

O método de Expansoes Sucessivas, na versao descrita pelo Algoritmo 4.6,
diferencia-se da versao descrita pelo Algoritmo 4.5 no seguinte aspecto funda-
mental: enquanto que na primeira versao o processamento é realizado direta-

mente sobre o vetor de observacoes T, na segunda versao, o processamento é
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Algoritmo 4.6 Expansoes Sucessivas (versao 2)
Entrada(s): Ry, Ax, by e A
Saida(s): hy e S
1: 5 + by,
A o + Decomposicao de Cholesky de Ay
benot < Achot\bk
Jmax — A (Rk - bgwlbchol)
flk ~—0
J +— Ry
g < —Qbk
enquanto J > J,., faca

i ¢ arg max; ‘(5)3‘
ZE~<— (5)2 ~

(hy)i < (hg); + 2

£+ §—x(Ay),

J = J+R(z*g) + (Ap);, Jz]?

g < g+ 2z (Ay),

: fim enquanto

: S<—{z‘ | (Bk)ﬁéo}

. hy, (Ak)gé (bi)s (etapa somente na versao com despolarizagao e pode
ser implementada através do algoritmo de busca LS 3.2)

— = = = s =
A > e

= =
N O

realizado sobre o vetor by. A etapa opcional de despolarizacao, quando execu-

tada, proporciona um melhor desempenho ao método.

O método de Expansoes Sucessivas corresponde ao oposto do método de Enco-
lhimentos Sucessivos, no seguinte aspecto: enquanto o método de Encolhimen-
tos Sucessivos constréi uma estimativa a partir da decimacgao da estimativa
LS, indo em direcao ao vetor nulo, o método de Expansoes Sucessivas constréi

uma estimativa a partir do vetor nulo, indo em direcao a estimativa LS.

4.6.3

Custo computacional

O custo computacional de cada iteracao do Algoritmo 4.6 é praticamente o
mesmo de cada itera¢ao do Algoritmo 4.2 (algoritmo de Decimagoes Iterativas),
haja vista que ambos empregam as mesmas equagoes (equagoes 4-18 e 4-19)
para atualizar o custo LS a medida em que o vetor estimado é construido.
A diferenca esta no fato de que, admitindo uma expansao correta do suporte
(S = Sn), 0 Método de Expansoes Sucessivas exige apenas |Sy| iteracoes em
vez de |L| — |Sp| iteragoes exigidas pelo método de Encolhimentos Sucessivos.
Portanto, o Método de Expansoes Sucessivas é computacionalmente mais

vantajoso que o Método de Encolhimentos Sucessivos quando [Sy| < (|L| =+ 2).
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4.6.4

Analise de desempenho

As Figuras 4.15, 4.16, 4.17 e 4.18 mostram o desempenho do método de Ex-
pansoes Sucessivas, com A = 1,05, nas versoes sem e com despolarizacao,
comparado com o desempenho das estimacoes LS full-support e LS Oraculo,
em fungao do comprimento K da sequéncia de treinamento, avaliado sobre
() = 1000 realizacoes independentes de um sistema MESS(100,10), com N=16
e SINR=5, 10, 15, 20, 25 e 30 dB respectivamente. Nos graficos superiores, sao
mostrados os desempenhos dos algoritmos citados em termos de NMSD. Nos
graficos inferiores, sao mostradas as probabilidades de ocorréncia dos possiveis
eventos de encolhimento. As Figuras 4.21, 4.22, 4.23 e 4.24 mostram o desem-
penho dos algoritmos citados para a estimagao de um sistema MESS(100,20),
mantendo-se inalterados os demais parametros de simulagao. As figuras mos-
tram que, quanto maior SINR ou menor S, menores as probabilidades de
ocorréncias de sub-encolhimentos e encolhimentos disformes, aumentando-se

assim o desempenho do algoritmo proposto.
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Figura 4.15: Exp. Suc.: MESS(100,10), SINR=5dB, A\=1,05, N=16 e Q=1000


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0812744/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0812744/CA

Capitulo 4. Métodos propostos para estimagdo de sistemas esparsos 68

T T T
Expansdes Sucessivas
----- Exp. Suc. Despolarizada
— — = LS Full-support 3
S T R IR LS Oréaculo
] 4
=
z
10‘2 1 1 1 1 - L L 1 [ (LI
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
K
1p - ‘
o \ Correto
€ 08 ~ 7' 7'y - — = Pequeno
g i R REERERY Grande
% 0.6l \ ----- Disforme | |
2 |
g '
= o04art A i
S -\ ot
Rl Iy o
o - - -
g 02 o N o N R
1 Ny
0 = L . L L Il 1 1 1 ]
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
K

T T T
Expansdes Sucessivas
----- Exp. Suc. Despolarizada
= = =LS Full-support
al - LS Oréculo
]
S | N — T - _____
Z —————
10‘4 ! ! ! ! ! ! ! ! !
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
K
1 1 T T T T
1 : Correto
] R
c 081 N = = = Pequeno
g \ e T Grande
= S i
< o6 ' _ : Disforme | |
< \‘-\‘\ -
L Lt .-
g 04r ¢ 'y i
o] - \-
5 |1 i
g 02 *_, i
! /k
0 | ~ 1 1 1 | 1 1 |
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
K

Figura 4.17: Exp. Suc.: MESS(100,10), SINR=15dB, A=1,05, N=16 e Q=1000
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NMSD
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Figura 4.18: Exp. Suc.: MESS(100,10), SINR=20dB, A=1,05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.19: Exp. Suc.: MESS(100,10), SINR=25dB, A=1,05, N=16 e Q=1000
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NMSD

Probab. Encolhimento
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Figura 4.20: Exp. Suc.: MESS(100,10), SINR=30dB, A=1,05, N=16 ¢ Q=1000
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4.21: Exp. Suc.: MESS(100,20), SINR=5dB, A=1,05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.22: Exp. Suc.: MESS(100,20), SINR=10dB, A=1,05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.23: Exp. Suc.: MESS(100,20), SINR=15dB, A=1,05, N=16 ¢ Q=1000
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Figura 4.24: Exp. Suc.: MESS(100,20), SINR=20dB, A=1,05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.25: Exp. Suc.: MESS(100,20), SINR=25dB, A=1,05, N=16 ¢ Q=1000
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Figura 4.26: Exp. Suc.: MESS(100,20), SINR=30dB, A=1,05, N=16 e Q=1000

4.7

Método de Minimizacdao da Norma L1

4.7.1

Introducao

Da Teoria de Compressive Sensing, origina-se a técnica de estimacao denomi-

nada Basis Pursuit, cujo critério de otimizacao é dado por (13)

x = argmin ||x||; tal que Hx =r (4-34)

onde r é o vetor que representa a observacao e H uma matriz de dimensao

m X n, cujas colunas formam uma base sobredeterminada (ou seja, m < n).

A formulacao da técnica de Basis Pursuit, adaptada para observagoes com

ruido, é

x = argmin Ji(x) + v||x]|1 (4-35)

onde v é um fator de regulagao arbitrado. Quanto maior o valor de ~, mais

esparso X.
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O operador LASSO (12), que tem forte conexao com a técnica de Basis Pursuit,

pode ser formulado da seguinte forma

x = argmin Ji(x) tal que ||x[|; <t (4-36)

onde t é um parametro que limita o grau de esparsidade de x.

4.7.2

Algoritmo proposto

Inspirado nas técnicas de Basis Pursuit e LASSO, o método de Minimizacao
da Norma [, aqui proposto, consiste em encontrar a estimativa h}, associada

ao suporte IL, no instante k, dada por

ht = arg min Ix][; tal que Ji(x) < Jmax (4-37)
onde J{(x) é o custo LS, dado por 3-6, e Jiax ¢ 0 valor méximo admitido para

o custo LS.

Se J=(0) < Jiax, entdo 4-37 tem como solugao tnica hi = 0. Caso contrério,
como ||.||; é fungdo convexa e Ji-(.) é estritamente convexa, entao 4-37 possui

uma solugao tinica nao-trivial h} # 0.

O problema enunciado em 4-37 ¢ equivalente a

le,; = arg mxin Ix|[x + ¢ [J,ICL(X) — Jmax} (4-38)

em que ¢(z) : R — R é a fungao barreira ideal, definida como

¢<z>={ Vo<t (4-39)

oo z>0

Entretanto, ¢(z) é nao-diferenciavel. Baseado em técnicas de ponto interior
(28), a solugao para 4-38 pode ser obtida analiticamente e corresponde a

solucao, quando u tende a infinito, para a seguinte expressao

ht = arg min f,(x) (4-40)

onde

fu(x) =[xl + du [Ty (%) = inax] (4-41)

e ¢u(z) : R = R é a funcao barreira logaritmica (com parametro u € RT),

definida como
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bu(z) = { aulos(=2) 2 <0 (4-42)

00 z>0

A fungao J(.) — Jumax ¢ convexa. A fungdo ¢,(.), além de convexa, ¢ crescente,
para todo v € RT. Logo, a composicao ¢, [J,]CL() — Jmax} é convexa. Como |||
é convexa, entao f,(.) também é convexa e, portanto, possui um tnico ponto
de minimo global. A medida em que u tende a infinito, a funcao barreira
logaritmica converge para a fungao barreira ideal e, consequentemente, a
solucao para 4-40 converge para a solucao ao problema originalmente enunciado
em 4-37.

O desenvolvimento do método proposto, apresentado a seguir, é desmembrado

em duas hipdteses:

— h} nio possui nenhum elemento nulo;

— h% possui um ou mais elementos nulos.

Primeira hipétese: h}: ndo possui nenhum elemento nulo

Seja, por hipdtese, x = [z1 3 ...z ]" um vetor de dimenséo |L| x 1 com todos

os seus elementos diferentes de zero. Nesse caso, o gradiente de f,(x) é dado

por

V(%) = sgu(x) + 0" [ = JE)] T [(Akdgox = (bl (4-43)

onde sgn(x) = [sgn(z1) sgn(zs) . ..sgn(zy)]", para um vetor-coluna de com-

primento N. A fungao sgn(z) : C* — C ¢ dada por
sgn(z) = é Vz#0 (4-44)

A solugao analitica de 4-40 é encontrada fazendo V f, (ﬁ%) = 0. Nesse caso,

tem-se que

sgn (BF) + 6, | (An)gg bt = (by)g| = 0 (4-45)

em que

b0 =t [T — T ()] (4-46)

Seja My a matriz-diagonal formada pelos médulos dos elementos de x, ou seja
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1]
|22

Mx = . (4—47)

||

Dessa forma, tem-se que

sgn(x) = M 'x (4-48)

Utilizando 3-9 e 4-48, 4-45 pode ser reescrita como
{1 + 6. (Ap)ss M;l} hl = ht (4-49)

Seja, por hipétese, (Ag)gs = I (condigao atendida quando k = 00). Nesse caso,

a equacao 4-49 pode ser simplificada da seguinte forma

Dh} = h (4-50)

onde D é uma matriz-diagonal dada por

D=1+ 5UM1§I£ (4-51)

Portanto, a solucao fl]}; ao problema enunciado em 4-40, quando k tende a
infinito, pode ser expressa como

hi = D~ 'h: (4-52)

A equacao 4-50 pode ser expressa como

d; (fﬂi;), - (ﬁ%) i=1,2,...|L| (4-53)

(2

em que
Oy
(B,

Como u € R e, por hipétese, Ji- (fl],%) < Jmax, entao 9, > 0 para todo u e,

di=1+ Vi (4-54)

consequentemente, d; > 1 para todo i. Logo, ao se aplicar o operador médulo

nos dois lados da equacao 4-53, tem-se que

1+5—“ ‘(fﬂ};)

(B5),

que pode ser rearranjada da seguinte forma

(4-55)

(2

=|(85),
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— b, Vi (4-56)

(5), = |(5),

Como, por hipotese, (fl%) # (0 para todo i, entao 4-56 implica em

o < min {](B),

A equacao 4-56 mostra que o método proposto provoca um encolhimento de

} Vu (4-57)

h} de tal forma que todos seus elementos sofrem uma mesma redugio ¢, em
seus respectivos moédulos. Uma solucao ao problema enunciado em 4-40 que

atende a condicao estabelecida em 4-56 é dada por

(fﬂ,;) B P T (ﬁﬂ,;) (4-58)

@' (Be) ||

7
Lembrando que, para qualquer valor de u, existe uma tnica solugao para 4-40,

haja vista que f,(.) é convexa, entao conclui-se que a solugao dada por 4-58 é

a Unica solugao para 4-40.

Alternativamente, a solucao para a equacao 4-40 pode ser determinada da
seguinte forma. Seja Ah = fl% — ﬁﬂ,; Como, por hipétese, A, = I entao,

empregando 4-16, tem-se que

Ji(hy) = Ji(L) + || Ah? (4-59)

Além disso, observando 4-53 e lembrando que d; > 1 para todo i, entao é

possivel afirmar que

[, = i, o, (460

Portanto, minimizar HB%H corresponde a maximizar ||Ah||,, tal que a condigao
1

estabelecida em 4-59 seja atendida. Dado o valor de ||Ah|% (ou equivalente-

mente, o valor de J}- (fﬂ};) ), 0 Teorema 4.3 demonstra que ||Ah||; é maximizada

quando Ah = §,1, o que vai ao encontro da condicao estabelecida em 4-56.

[||Ah]||2

Empregando 4-59 em 4-61, tem-se que

Logo, é possivel afirmar que

T (fﬂ};) — Ju(L)
IL|

5, = (4-62)
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Combinando 4-46 e 4-62, tem-se que

5u =u [Jmax - Jk(]L‘) - |L|53} (4_6?))

A equacao 4-63 corresponde a um polinémio de segundo grau em ¢, cuja tinica

raiz real nao-negativa é dada por

w2 + 4| L|[Jpax — Je(L)] —u™!
- L e T o
Portanto, dados Jy.x € u, é possivel obter o valor correspondente de 9, através
de 4-64. Se o valor obtido atender a condicao estabelecida em 4-57, entao
quando k tende a infinito, fl]],; obtido através de 4-58 obedece a hipdtese de que

todos seus elementos sao diferentes de zero e corresponde a unica solucao de

4-40.

Segunda hipétese: hl possui um ou mais elementos nulos

Se o valor de 9, obtido através de 4-64, ndo atender a condicao estabelecida
em 4-57, entao como a solugao de 4-40 existe e é tinica, conclui-se que h¥ possui

um ou mais elementos nulos.

Considere as seguintes variaveis

[ = arg min; {’ (fl%”) ' }
J

S+ = SO\ {1} (4-65)

o= )
l

Sejam V® o sub-espaco subjacente a S®, x € V® o vetor obtido através de 4-

58 (substituindo L por S®) para o caso particular em que 6, = a1 ey € V@
o vetor obtido através de 4-58 para 6, = b, com a@™D < b < a®. A medida
em que o valor de §, varia de 0 até b, descreve-se uma curva em V@ iniciando
em fli(i), passando por x e terminando em y. A distancia [|[x — h$”|; ¢ a
méxima distancia correspondente & variacao de §, de 0 até a~Y. A distancia
ly — b$”||; é a méxima distancia correspondente & variacio de 8, de 0 até
b. Logo, devido a propriedade triangular das normas, é possivel afirmar que a
distancia ||y — x||; é a méxima distancia correspondente & variacao de 0, de
a1 até b, dentro do sub-espaco V).

Seja z € V=D o vetor obtido através de 4-58 (substituindo L por S¢~Y)
para o caso particular em que 6, = a(~D. A distancia ||z — """, ¢ a

maxima distancia correspondente & variacdo de d, de 0 até a~Y. Quando
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k tende a infinito (ou seja, quando Ay tende com probabilidade 1 & matriz-
identidade), é possivel verificar que z = x, no sentido em que z = Igu-1) g X.
Seja w = Igi-1) gy (ou seja, w = y). Portanto, observando que V() c V=l e
devido a propriedade triangular das normas, é possivel afirmar que a distancia
|lw — flﬁ(i_l)nl ¢ a maxima distancia correspondente a variagao de 9, de

i—1).

0 até b, dentro do sub-espaco V¢ Além disso, é possivel verificar que

T y) = T (w).

Diante do exposto, conclui-se por inducao que a solucao fll};, quando k tende
a infinito, somente pode ser obtida através de encolhimentos sucessivos do
suporte L, conforme 4-65, até que a condicdo d, < a? seja atendida, com o
valor de §, obtido através de 4-64. A Figura 4.27 ilustra os trajetos de maxima

distancia, considerando a transicdo entre os sub-espacos Vi1 e VO com
\WORGR G

Figura 4.27: Transicao entre os sub-espacos V01 ¢ V@ com V@ ¢ Vi-D_ A
curva azul representa o trajeto de maxima distancia [, no sub-espaco V01,
entre b (3, = 0) e o ponto de contato z com V@ (6, = o). A curva
vermelha representa o trajeto de méxima distancia [;, no sub-espaco V@,

entre h}"” (3, = 0) ey (4, = b), passando pelo ponto x = z (3, = al™V).
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Resumo do algoritmo

O método proposto de Minimizagao da Norma [; pode ser descrito conforme

o Algoritmo 4.7.

Algoritmo 4.7 Minimizacao da Norma L1

Entrada(s)~: flk, ]L, Rk, Ak (§] bk
Saida(s): hy

1: y < hg

2: repita

3: i< argmin |y, y; # 0
4: 0y —Jma’l‘lf‘]’% &)

yllo

5. se d, > |y;| entao
6: Yi < 0

7. fim se

8: até o, < |y

9: S « {sily; # 0}
10: y < IS,]Ly
11: y « (I-6,M; )y
12: flk — IIL,Sy

O algoritmo 4.7 gera estimativas polarizadas. Suas etapas 10 a 12 podem ser

substituidas por uma etapa de despolarizacao, dando origem ao Algoritmo 4.8.

4.7.3

Analise de convergéncia

Quando u tende a infinito, a solugdo h¥ ao problema enunciado em 4-40
converge para a solu¢ao ao problema original enunciado em 4-37. A expressao
em 4-64 é mondtona crescente. Quando u = 0, §, = 0 (que corresponde ao

ponto interior fl%) e, quando u tende a infinito, tem-se que

Jmax - Jk(L>
By = o[ Lmex — Tl 4-66
I (4-66)

Comparando 4-66 com 4-62, verifica-se que, quando u = oo, Jr(hf) = Jyax.
4.7.4

Interpretacao geométrica

Geometricamente, o problema enunciado em 4-37 pode ser interpretado da

seguinte forma: Seja EX(Jpax) = {x | JE(x) < Jmax} 0 lugar-geométrico
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Algoritmo 4.8 Minimizag¢ao da Norma L1 com despolarizacao

Entrada(s): flk, L, R, A, e by,
Saida(s): hy

1: y < hg
2: repita
3: i<« argming |y, y; # 0
b Oy by T iO)
v llyllo
5 sed, > |y;| entao
6: Yi <— 0
7. fim se
8: até 571, S |yz|
9: S+ {sl|yz 7’é 0}

>—~
@

y < (Ap)sg, é (bg)g (esta etapa pode ser implementada através do algoritmo
de busca LS 3.2)
11: hy, < I]L,gy

dos pontos no hiperespaco associado ao suporte L cujo custo LS é menor
ou igual a Jyax. Nesse caso, EX(Jpax) é um hiper-elipsoide cujo centro é ﬁ%
Seja PX(c) = {x | ||x][i < ¢} o lugar-geométrico dos pontos no hiperespaco
associado ao suporte I cuja norma [; ¢ menor ou igual a uma constante c.

Nesse caso, PL(c) corresponde a um hiper-poliedro cujo centro é a origem.

Caso J(0) = Ry < Jimax, €ntao o hiper-elipsoide contém a origem e, portanto,
a solucao trivial de 4-37 é fl]]]; = 0; caso contrario, fl]}; corresponde ao 1unico
ponto de contato entre a superficie do hiper-elipsoide EX(J,.x) € a superficie
do tnico hiper-poliedro P*(c) que tangencia E"(Jy.x). Portanto nesse caso,
bk, = ce J& (fl%) — Jinax- A unicidade de h}; é garantida pelo fato de P*(c)
ser convexa para todo ¢ > 0 e EX(J,.,) ser estritamente convexa. A Figura

4.28 ilustra esta condig¢ao de contorno.

2r (b)

1r () o
O - "
/ Hiperpoliedro que

-2 | Elipsoide que tangencia o elipsoide (b)
contém o vetor nulo

-25 -2 -15 -1 -05 0 0.5 1 15 2 25

Figura 4.28: Unicidade da estimativa referente a minimizacao da norma [y,
restrita ao custo LS menor que Jia: (a) JE(0) < Jmax, (b) JE(0) > Jiax
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O ponto de tangéncia ﬁ]}; entre o hiperelipséide E(J,.x) e o hiperpoliedro
PE(c) pode estar localizado ou em uma das faces ou em uma das arestas ou
em um dos vértices de P*(¢). Quando hi é um dos vértices de P*(c), entdo
apenas um dos seus elementos é diferente de zero; quando fl],% esta localizado
em uma das arestas de P¥(c), entdo h: contém um ou mais elementos nulos;
ﬁ% esta localizado no interior de uma das faces de PY(c), entao todos os seus
elementos sao diferentes de zero. A Figura 4.29 ilustra as trés possibilidades

de tangéncia entre o hiperelipséide EY(J;,.,) € o hiperpoliedro PX(c).

Figura 4.29: Tangéncia do hiper-elipsoide com: (a) face do hiperpoliedro; (b)

aresta do hiperpoliedro; (c) vértice do hiperpoliedro

Quando k tende a infinito, os hiperelipséides EY (J;0x) € E¥(Jiax) degeneram-
se em hiperesferas, tendo como pontos centrais le,;f‘ e 1;1]],;, respectivamente,

/\]L~ A~
h N . ~ L . _
sendo que h." corresponde a projecao de hy no sub-espacgo associado a L.

A seguinte analogia pode ser feita em relacao ao Algoritmo 4.8, para deter-
minagao de hf: seja uma represa totalmente cheia, onde na i-ésima posigao

(i =1,2,...,|]L|) a profundidade é igual a |(hL);|, determinada pelo terreno
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irregular do seu fundo. Nesse caso, a superficie da represa cheia corresponde
a 0, = 0. A medida em que o nivel da represa baixa (ou seja, a medida em
que d,, aumenta), alguns pontos do fundo da represa passam a ficar descober-
tos (a profundidade nesses pontos da represa passa a ser zero). Além disso, &
medida em que J,, aumenta (ou seja, o nivel de dgua da represa baixa), J}i‘(fﬂ};)
aumenta, haja vista que, quanto maior J,, maior ||f1”,; — fl%”z A Figura 4.30

ilustra essa analogia.

0.5 T \
(a) Nivel da agua (com & =0)

Profundidade
&
(6]

Fundo da represa

5 10 15 20
Posicédo

-1.5
0

0.5

(b)

Nivel da agua (com 6u>0)

Profundidade
S
(63}

Fundo da represa

0 5 10 15 20
Posicéo

Figura 4.30: Analogia do Método de Minimizacao da Norma /; com a reducao
do nivel de d4gua em uma represa. Neste exemplo |L| = 20, onde: (a) se §, = 0,
entdo JE(hy) = Ji(L); (b) se 6, > 0, entdao J&(hy) > Ji(L). A medida em que
0, aumenta, J,E‘(flk) também aumenta, ao mesmo tempo em que os elementos
de flk sao encolhidos. Dependendo do valor de §,, alguns elementos de flk
podem ser zerados, o que é ilustrado em (b) pelas superficies do fundo da

represa acima do nivel de agua.
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Cabe aqui destacar que o método proposto de Minimizacao da Norma [; é,
surpreendentemente, muito semelhante ao método de Encolhimentos Sucessi-
vos, haja vista que ambos constroem suas estimativas a partir da decimacao
dos elementos de flﬂ,;, comecando pelo elemento com o menor valor absoluto e
prosseguindo em direcao ao elemento com o maior valor absoluto. Entretanto,
enquanto que no método de encolhimentos sucessivos o critério de decimacgao se
justifica pelo fato de que a variancia do desvio de ruido tende a zero a medida
em que k tende a infinito, no método de minimizacao da norma [; o critério
de decimacao se justifica pelas condi¢oes geométricas de contorno que o ponto
de tangéncia hl entre E¥(Jp.y) e PY(c) deve atender. Apesar das diferentes

argumentagoes, estes dois métodos apresentam uma forte conexao entre si.

4.7.5

Custo computacional

Os passos 2 a 8 dos algoritmos 4.7 e 4.8 sao muito semelhantes ao algoritmo
de encolhimentos sucessivos. Os passos 9 a 12 do algoritmo 4.7 substituem
a etapa de despolarizagao encontrada no método de encolhimentos sucessivos
e tém custo computacional O (|S]) (bem menor que o custo para o célculo
da estimativa LS com suporte reduzido, que é O (|S|?)), haja vista que My, é
matriz-diagonal. Por outro lado, o algoritmo 4.8 também possui uma etapa de
despolarizacao e, por isso, seu custo computacional é um pouco maior que do

algoritmo de encolhimentos sucessivos.

4.7.6

Avaliacao de desempenho

O algoritmo proposto, em sua versao sem despolarizacao, foi projetado
admitindo-se Ay =T (o que ocorre quando k = c0) e u = oo (que é a condigao
para que a solucao fli ao problema enunciado em 4-40 coincida com a solugao

ao problema original enunciado em 4-37), quando J$(hS) = Jpay.

A Figura 4.31 mostra o desvio normalizado médio do custo LS em relagao a
Jmax €m funcao do tamanho da sequéncia de treinamento K, estimado sobre
() = 1000 realizagoes independentes de um sistema MESS(100,S), com S = 10
eS =20, N=32,A=1,01eSINRigual a 6 dB e 20 dB. O desvio normalizado

médio do custo LS em relagao a Jy.x é definido como

2

J]E;(ljlk) - Jmax
Jmax

NMSDy(k) = E (4-67)
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A Figura 4.31 mostra que, nas simulagoes executadas, independente do valor
de SINR, o desvio normalizado médio do custo LS permaneceu pequeno mesmo

para valores de K relativamente pequenos.

-3

10 ‘
S=10 Echip/No=5dB
— — =S5=10 E . /N =20dB
chip 0
S=20 Echip/N0=5dB
..... S=20 E . /N =20dB
10_4_\ chip 0 i

10 | | | |
0 20 40 60 80 100

Figura 4.31: NMSD do custo LS para sistema MESS(100,S), com S = 10 e
S=20, N=32 A=1,01 ¢ Q = 1000

As Figuras 4.32, 4.33, 4.34 e 4.35 mostram o desempenho médio do algoritmo
proposto, nas versoes sem e com despolarizagao, comparado com o desempenho
das estimacoes LS Full-support e LS oraculo, em funcao do comprimento K da
sequéncia de treinamento e avaliado sobre () = 1000 realizacoes independentes
de sistema MESS(100,10), com N = 16, A = 1,05 e SINR= 15, 20, 25 e 30
dB respectivamente. Nos graficos superiores, sao mostrados os desempenhos
dos algoritmos citados em termos de NMSD. Nos graficos inferiores, sao
mostradas as probabilidades de ocorréncia dos seguintes tipos de encolhimento:
correto, pequeno, excessivo e disforme. As Figuras 4.36, 4.37, 4.38 e 4.39
mostram o desempenho médio do algoritmo proposto, nas versoes sem e com
despolarizagao, para MESS(100,20) e mantendo-se os parametros de simulagao

restantes inalterados.
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NMSD
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Figura 4.33: Min. {;: MESS(100,10), SINR=20dB, A=1,05, N=16 ¢ Q=1000
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NMSD
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87

Figura 4.34: Min. I;: MESS(100,10), SINR=25dB, A=1,05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.35: Min. [;: MESS(100,10), SINR=30dB, A=1,05, N=16 ¢ Q=1000
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Figura 4.37: Min. {;: MESS(100,20), SINR=20dB, A=1,05, N=16 ¢ Q=1000
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Figura 4.38: Min. {;: MESS(100,20), SINR=25dB, A=1,05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.39: Min. {;: MESS(100,20), SINR=30dB, A=1,05, N=16 ¢ Q=1000
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As figuras mostram que, quanto maior SINR ou mais esparso o sistema
estimado, menores as probabilidades de ocorréncias de sub-encolhimentos e
encolhimentos disformes, aumentando-se assim o desempenho do algoritmo

proposto.

4.8

Método de Regularizacao Automatica do custo LS

4.8.1

Introducao

A técnica de regularizacao do custo LS consiste em adicionar uma fungao de
penalidade & fungao-custo J(x), formando uma nova fungao-custo j]Z (x) :
C™ — R, dada por

(%) = Jy (%) + 7 (x) (4-68)
onde f (x) : C* — R é uma funcio de penalidade (também chamada de funcéo

de regularizagao) e v € R™ é o fator de penalidade (ou fator de regularizagao)
(17, 20).

A fungao de penalidade f(x) é projetada para que, quanto maior o grau de
esparsidade de x, menor seu valor. O grau de esparsidade pode ser medido
através de fungoes baseadas na pseudo-norma [y ou na norma [y, no sentido de

que, quanto menor ||x||4, com d € {0, 1}, maior o grau de esparsidade de x.

Para todo v > 0, a estimativa da resposta ao impulso discreta do sistema ¢

dada por

hy(7) = argmin J; (x) (4-69)

4.8.2

O valor 6timo do fator de regularizacao

Nos métodos de regularizacao mais comumente encontrados na literatura, o
valor de v é fixado em funcao da funcao de penalidade adotada e do modelo
estocastico da resposta ao impulso do sistema estimado. Entretanto, essa
abordagem possui duas caracteristicas indesejadas: a escolha do valor de ~
é usualmente empirica e; como o valor de 7 é fixo, nao é otimizado para cada

realizacao individual da resposta ao impulso do sistema estimado.

Neste trabalho, o valor 6timo de «, aqui denominado de ~v*, é definido como
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v & arg, JE(he(7) = Jmax (4-70)

onde flk(’y) ¢ a solugao de 4-69 e Jyax € 0 custo LS admitido, com Ji (L) <
Jmax < Jk(0). O valor de Jyax € escolhido conforme critério estabelecido na
secao 4.2.1. Como serd mostrado na secio 4.8.4, Ji(hy(7)) cresce monotona-
mente em funcao de ~ e, portanto, existe um unico valor de v* que satisfaz
4-70.

Seja hj o valor 6timo da estimativa esparsa (associado a v*), dado por

h} = hy,(v*) = argmin J} (x) (4-71)

Como J,j() ¢ funcao convexa para todo 7, entao a solugao de 4-71 é unica.
O fato de 7 pertencer ao intervalo ilimitado [0, 00) pode dificultar a obtengao
de v*, o que motiva o emprego de homotopia entre o custo LS e a funcao de

regularizacao.

4.8.3

Regularizacao do custo LS por homotopia
Seja a fungao convexa J! (x) : CM — R, com p € [0, 1], dada por

JE(x) = Ji (x,p) £ (1= p)Ji (%) + pf (%) (4-72)
A funcdo JZ (x) estabelece uma homotopia entre Jp (x) e f(x), ou seja,
variando-se p continuamente de zero até um, j,f (x) transforma-se continu-

amente de J (x) para f (x).

Como 0 < p <1, J(.) constitui-se em uma combinacao afim de duas funcoes
convexas e, portanto, também é convexa. Logo, J{(.) possui um tnico minimo

global, dado por

h,(p) = argmin J, (x, p) (4-73)
Comparando 4-68 com 4-72, é possivel estabelecer a seguinte relacao de
equivaléncia
. . p
hi(v) =hi(p) & v = - (4-74)

E importante observar em 4-74 que, para cada valor de v no intervalo ilimitado
[0, 00), existe um unico valor correspondente de p no intervalo limitado [0, 1],

e vice-versa.
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4.8.4

Variacao do custo LS e da penalidade em funcao do fator de regularizacao

Sejam as fungoes g(p), p(p) e ¢(p) definidas a seguir para p € [0, 1]

g9(p) £ J{ (hi(p)) (4-75)
p(p) £ Ji (hi(p)) (4-76)
q(p) = f (hy(p)) (4-77)

Nesse caso, ¢ possivel demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 4.4 A fungao g(p) é concava.

Prova. Por defini¢ao, g(.) € funcdo concava se e somente se, para todo a e todo
b pertencentes ao dominio de g(.) e 8 € [0, 1], 8g(a)+(1—-0)g(b) < g(c), com c =

(9(1—1-(}—9)1). Seque que 0g(a)+(1—0)g(b) = 0J¢ (hx(a)) +(1—0)J? (hy(b)) <
0.J¢ (hi(c)) + (1 = 6)Jf (hy(c)) = 6 [(1 —a)Jy (hi(e)) + af (he(e)] + (1 —
0) [(1 = )JF (Be(c)) +bf (hi())] = 001 — )+ (1= 0)(1 = b)] T (Be(c)) +
[0a + (1 = 0)b] f (hi(c) = (1 =) I (hk( )) +cf (hi(e)) = Jg (hi(e) = g(0).
Portanto, fica demonstrado que g(.) € fun¢ao concava. |

Além do fato de g(p) ser concava, é possivel verificar que, quando p = 0 (o que
corresponde a v = 0), tem-se que h,(0) = hy e g(0) = Ji(L); por outro lado,
para o caso particular em que f(x) = ||x||1, quando p = 1 (o que corresponde
a = 00), tem-se que hy(1) = 0 e g(1) = £(0) = 0.

Além disso, é possivel demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 4.5 As funcoes p(p) e q(p) sao, respectivamente, mondtona cres-

cente e mondtona decrescente.

Prova. Combinando 4-72, 4-75, 4-76 e 4-77, tem-se que

g(p) = (1 = p)p(p) + pq(p) (4-78)

Admitindo-se que p(p) e q(p) sao continuamente diferencidveis (de classe C1),

deriwando a expressao em 4-78 em relagao a p, obtém-se

g'(p) = (1= p)p'(p) + pd'(p) +q(p) — p(p) (4-79)

Em consequéncia de 4-73, tem-se que, para p qualquer,
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V¢ (hi(p)) = Vi (hi(p), p) =0 (4-80)

Utilizando 4-72, a equac¢ao 4-80 pode ser reescrita da sequinte forma

VI (hi(p)) = (1 = p)VJy (hi(p)) + pV [ (hi(p)) = 0 (4-81)

Seja b, (p) = [Wy(p) hy(p) ... By(p)]", em que R.(p) € a derivada em relagdo

a p da i-ésima componente de hy(p). Pela Regra da Cadeia, tem-se que

P(o) = R{ [VJE (Be(p))] " B o)} (4-82)
7() = R{[Vf (b)) " B ()} (4-83)
Combinando 4-81, 4-82 e 4-83, resulta que
(L=p)p'(p) +pd'(p) =0 (4-84)
e, portanto,
Pip)  p )
7o) T-p (4-85)

Para 0 < p < 1, como p/(1 — p) > 0, a equacdo 4-85 estabelece que, se
P (p) >0, entdo ¢'(p) <0, e vice-versa. Aplicando 4-84 em 4-79, tem-se que

9'(p) = q(p) — p(p) (4-86)

Derivando 4-86 em relagdo a p, e levando em considerac¢ao que a fungao g(p)

¢ concava (Teorema 4.4), resulta que

9"(p) =4 (p) —p'(p) <0 (4-87)

Finalmente, combinando 4-85 e 4-87, tem-se que p'(p) > 0 e ¢(p) < 0
para todo p € (0,1]. Portanto, fica demonstrado que p(p) € fun¢dao mondtona

crescente e q(p) € funcdo mondtona decrescente 3. |

Devido & monotonicidade de p(p) (ou de ¢(p)), tem-se como corolério,

pr 7 p2 < hi(p1) # hi(p2) (4-88)

Como a variacao de p(p) em fungao de p ocorre no sentido oposto ao da variagao
de ¢(p), ocorre que a variagdo de p ao longo do intervalo [0, 1] descreve uma

curva de relagao custo-beneficio, (curva de tradeoff ) entre essas duas fungoes.

3 Admite-se que tanto p(.) quanto ¢(.) ndo sdo funcdes constantes.
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A Figura 4.40 ilustra uma curva de tradeoff entre p(p) e q(p) para uma tnica
realizacao de um sistema MESS(100,10), SINR = 10 dB, com N = 32 e k = 50,

com p(p) = Ji (hx(p)) e a(p) = || (p) |-

a L i
= 05
O | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
p
15
1 - -
C
S
0.5 b
0 | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 4.40: Curva de tradeoff entre p(p) e q(p) para uma tunica realizagao de
um sistema MESS(100,10) e SINR = 10 dB, com N =32 e k = 50

4.8.5

Algoritmo proposto

A relagao de equivaléncia estabelecida em 4-74 e a correspondéncia biunivoca
entre v e p possibilitam a obtencao de hj a partir de p* em vez de 7v*. A
busca por p* é mais vantajosa que a busca por 7*, haja vista que p pertence

ao intervalo limitado [0, 1].

O algoritmo aqui proposto de Regularizagao Automatica do custo LS, descrito
no Algoritmo 4.9, tem como propésito a obtencao de h; ao mesmo tempo em
que se busca p* tal que p(p*) = Jmax. O parametro tol corresponde a tolerancia
admitida ao erro |p(p) — Jmax|/Jmax. O parametro A corresponde ao fator de

relaxamento do custo LS, para determinagao de Jyax.
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O algoritmo de Regularizacao Automaética do custo LS baseia-se no método

N - 0 0
de bissecao para a busca de p*. Iniciando com pfni)n =0, pl(m)lX =1ep® =0,5,
o método de bissecao consiste em, a cada nova iteragao i-ésima iteracao,

fazer o seguinte: se p(pi) < Joax, entdo pl  — pi=D pi - D ¢

P [p0 + pl]/2; caso contrério, pihy + pD, pli)  pl-D

[ (2)

pmin

e p¥
+ pl(fl)ax] /2. O método de bissegdo fundamenta-se no fato de que p(p) é
mondtona crescente. As iteraces se repetem até que [p(p™) — Jyax|/Jmax < tol,

quando é feito p* « p@.

Algoritmo 4.9 Regularizagao Automaética

Entrada(s): Ry, Ay, bi, A, p© e tol
Saida(s): p e hj
1: hy + Alzlbk
Jmas = A (B = bRy
p = p©

hy, arg miny Je(x)
se [|Je(hy) = Jmax|/ Jmax| < tol entao

T~

(@]

]
i)

10: Fim do algoritmo

11: senao se Jk(ﬁk) > Jhax €ntao
12: Pmax < P

13: senao

14: Pmin < P

15:  fim se

16: p < (pmin + prnax)/z

17: fim loop

4.8.6

Algoritmo de busca para obtencao da estimativa regularizada

O passo 7 do Algoritmo 4.9 corresponde a obtencao de Bk(p). Nesta secao,
propoe-se um algoritmo de busca para obtencao de flk(,o) baseado em back-
tracking line search, tendo como direcao de busca o oposto do gradiente do
custo LS regularizado, para o caso particular em que a funcao de regularizacao

¢ dada por

f(x) = x|y (4-89)

Nesse caso, o gradiente da funcao de regularizacao é dado por
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Vf(x) = sgn(x) (4-90)

onde sgn(x) = [sgn(z1) sgn(zs) . ..sgn(z.)]", e sgn(z) : C — C é dada por

sgn(z) = { o270 (4-91)

O gradiente de J?(x) é dado por

VILX) = (1 - p)VIE() + pV f(x) (4-92)

Empregando 3-8 e 4-90, obtém-se o gradiente de Jvlf (x), que é dado por

VJ(x) = 2(1 = p) [Agx — by + p x sgn(x) (4-93)

Para acelerar a velocidade de convergéncia, o algoritmo de busca aqui proposto
incorpora um mecanismo opcional de hard-tresholding, cujo valor de corte é
dado pelo parametro de entrada 7. Este mecanismo nao restringe o espaco de
buscas, haja vista que, em cada iteracao do algoritmo, os elementos zerados

de hy, podem novamente ultrapassar o limiar n de hard-thresholding.

Outra caracteristica do algoritmo de busca proposto nesta secao é que ele
realiza a normalizacao do gradiente antes de executar a busca pelo método
de backtracking line search, o que possibilita o calculo do parametro de busca
f em fungao dos parametros de entrada maziteracoes (que corresponde ao
nimero maximo de iteragdes admitido por busca) e € (valor minimo admitido

para norma do vetor de busca).

O Algoritmo 4.10 descreve em detalhes o algoritmo de busca proposto nesta
se¢ao, o qual pode ser empregado no passo 7 do Algoritmo de Regularizagao
Automatica (Algoritmo 4.9).

4.8.7

Algoritmo de Regularizacao Automatica em versao iterativa

Todos os algoritmos de estimacao de sistemas esparsos apresentados até o mo-
mento foram projetados para funcionar ao final da sequéncia de treinamento.
Comparado com os métodos apresentados anteriormente, o método de regula-
rizagao automatica do custo LS possui a vantagem de poder ser implementado
de forma iterativa, na qual o esfor¢co computacional é distribuido ao longo da

sequencia de treinamento.

A diferenca fundamental entre as versoes nao-iterativa e iterativa do algoritmo

de regularizacao automatica é que, enquanto na primeira versao ha um loop
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Algoritmo 4.10 Minimizacao do custo LS com regularizacao em L1

Entrada(s): Ry, Ay, by, p, hO maziteracoes, n e €
Saida(s): hy
10 X < fl(o)
9. 5 «— €(1/ma:):iteracoes)
3: loop
4:  Para todo i-ésimo elemento de x, se |x;| < 7, faga x; < 0 (etapa opcional
de hard-tresholding)
g < 2(1 — p)(Agx — bg) + p x sgn(x)
ng < g''g
Ny — xIx
se ng > 0 entao

g Z—;‘g (normalizagao do gradiente)

10:  fim se
11 Je + (1= p) {R+ R[-2bfx] + x"Apx} + plx|

12: w1

13:  loop

14: Yy X—ug

15 Jy < (L—p) {R+R[-2b]'y] +y"Awy} +pllylh
16: se Jy < Jx entao
17: XYy

18: Jye  Jy

19: Sai do loop

20: fim se

21: W< B

22: se |1 < € entao

23 h, + x

24: Fim do algoritmo
25: fim se

26: fim loop

27: fim loop

em que sao realizadas varias iteragoes da bissecao do intervalo de busca até a
obtencao de p* e hj, na segunda versao esse loop nao existe, e a cada iteragao

do algoritmo é realizada apenas uma iteracao da bisse¢ao do intervalo de busca.

O algoritmo aqui proposto de Regularizacao Automatica do Custo LS, em
sua versao iterativa, é descrito no Algoritmo 4.11. E recomendével iniciar o

algoritmo com flo = flo, Pmax,0 = 1 € Pmino = 0.

A Figura 4.41 ilustra a variacao dos parametros pmin, Pmax € P empregando-
se o algoritmo iterativo de regularizacao automatica do custo LS (Algoritmo
4.11) ao longo da sequéncia de treinamento para uma tnica realiza¢ao de um
sistema MESS(100,10), com SINR=15 dB, N = 16 e A = 1,05. Os parametros
iniciais do algoritmo foram: flo = fll, Pmax,0 = 1 € Pmino = 1E — 10, pg = 0, 3,
tol = 0,01, n = 0,0001, B = 0,8 e ¢ = 0,001. Nela, é possivel observar o
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Algoritmo 4.11 Regularizagdo Automatica (versao iterativa, para cada ins-
tante k)
Entrada(s): Rk, Ak, bi, pmaxk—1, Pmink—1, Pk—1, hy—1, Jmax, tol, B, m e €
Saida(s): h}, pmaxk Pmink € Pk
1t Pmink < Prmink—1
Pmax,k € Pmax,k—1
P = Pr—1
x < h;_,
Para todo i-ésimo elemento de x, se |z;| < 7, faga x; + 0 (etapa opcional
de hard-tresholding)
g+ 2(1 — p)(Arx — by) + p X sgn(x)
ng < g''g
ny — xAx
se ng > 0 entao

10: g /ixg (normalizagao do gradiente)

11: fim se

12: Jy < (1 —p) {R+ R [-2bfx] + x" Apx} + plx|
13: p < 1

14: loop

15: Yy X—ug

16: Jy (1= p) {R+R[-2b]'y] +y" Ay} +pllylh
17:  se Jy, < Jy entao

18: X<y

19: Je — Jy,
20: Sai do loop
21:  fim se

220 < B

23:  se i < € entao
24: hy, + x

25: Sai do loop
26: fim se

27: fim loop

28: hi + x

29: se [|Jk(f1k) — JmaX|/JmaX} < tol entao
30:  Fim do algoritmo

31: senao se Ji(hy) > Jy.x entao

32: Pmax,k < Pk—1

33: senao

34: Pmin,k < Pk—1

35: fim se

36: Pr < (pmin,k + pmafo)/Q
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mecanismo de bissecao em funcionamento.

— P
-5 min

P

—R

max

0 20 40 60 80 100

Figura 4.41: Mecanismo de bisse¢ao em uma unica realizacao de canal gaus-
siano esparso com L = 100, S = 10, SINR=15 dB, N = 32 e A = 1,05.
Parametros iniciais: hy = fll, Pmax0 = 1 € pming = 1E — 10, py = 0,01,
tol = 0,01, n =0,0001, 3 =0,8 e ¢ =0,001

A Figura 4.42 mostra a variagao média do fator de regularizacao p empregando-
se o algoritmo iterativo de regularizacao automatica do custo LS (Algoritmo
4.11), estimada com @ = 1000 realizagdes independentes de um sistema
MESS(100,5), com A = 1,05, em quatro situages diferentes: (a) S = 10
e SINR = 10 dB, (b) S = 10 e SINR = 25 dB, (¢) S = 20 e SINR =
10 dB e, finalmente, (d) S = 25 e SINR = 20 dB. Nota-se que, para
cada um dos cenarios de simulagao, p converge para um valor diferente, em

aproximadamente 10 iteracoes.
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Figura 4.42: Variacao média do fator de regularizacao p ao longo da sequéncia
de treinamento referente a () = 1000 realizacoes independentes de um sistema
MESS(100,5), com N = 16 e A = 1,05. Parametros iniciais: hy = h,,
Pmax0 = 1 € pmino = 1E — 10, po = 0,5, tol = 0,01, n = 0,0001, 5 = 0,8
e e=0,001

4.8.8

Custo computacional

O método de regularizagao automaética do custo LS é o que apresenta o maior
custo computacional dentre todos os métodos de estimacao de sistemas espar-
sos apresentados nesta Tese, conforme mostram os resultados das simulacoes
apresentados a seguir. Por outro lado, sua versao iterativa apresenta a vanta-
gem, em relagao aos demais métodos apresentados, de permitir a distribuicao

do custo computacional total ao longo de toda a sequéncia de treinamento.

4.8.9

Analise de desempenho

As Figuras 4.43, 4.44, 4.45 e 4.46 mostram o desempenho do algoritmo
iterativo do método de regularizacdo automadtica do custo LS (Algoritmo
4.11), comparado com o desempenho das estimagdes LS full-support e LS
oraculo, ao longo da sequéncia de treinamento, com N=16, A = 1,05, sistema
MESS(100,10) e SINR=5, 10, 15, 20, 25 e 30 dB respectivamente. As Figuras
4.49, 4.50, 4.51 e 4.52 mostram o desempenho dos mesmos algoritmos na
estimagao de um sistema MESS(100,20), mantendo-se os demais parametros de

simulagao inalterados. Foram consideradas ) = 1000 realizagoes independentes
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do sistema para cada valor de SINR. Em cada figura, nos gréaficos superiores,

sao mostrados os desempenhos dos algoritmos citados em termos de NMSD e,

nos graficos inferiores, sao mostradas as variagoes de pmin, P € Pmax a0 longo

da sequéncia de treinamento.

NMSD

10

10

10

10

10 T T T
Regularizacéo lterativa
= = = LS Full-support
2 LS Oraculo
10"
10° _— L g
1072 L L L L L L L L L
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
K
— pmin
-2.0001
L o H
““““ Prnax
—2.0002 | al
-2.0003 | B
-2.0004 B
1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 4.43: Reg. iter.: MESS(100,10), SINR=5dB, A=1,05, N=16 e Q=1000

NMSD

T T T
Regularizagéo lterativa
— = = LS Full-support

LS Oraculo

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
K
pmin
P
““““ Prax
1 1 1 1 1 1 1 1
20 30 40 50 60 70 80 90 100

Figura 4.44: Reg. iter.: MESS(100,10), SINR=10dB, A=1,05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.46: Reg

. iter.: MESS(100,10), SINR=20dB, A=1,05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.47: Reg. iter.: MESS(100,10), SINR=25dB, A=1,05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.48: Reg. iter.: MESS(100,10), SINR=30dB, A=1,05, N=16 e Q=1000
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NMSD
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Figura 4.49: Reg. iter.: MESS(100,20), SINR=5dB, A = 1,05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.50: Reg. iter.: MESS(100,20), SINR=10dB, A = 1,05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.52: Reg. iter.: MESS(100,20), SINR=20dB, A = 1,05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.53: Reg. iter.: MESS(100,20), SINR=25dB, A = 1,05, N=16 e Q=1000
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Figura 4.54: Reg. iter.: MESS(100,20), SINR=30dB, A = 1,05, N=16 e Q=1000


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0812744/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0812744/CA

Capitulo 4. Métodos propostos para estimagdo de sistemas esparsos 107

As figuras mostram que, dependendo de SINR e de S, o valor do fator de
regularizacao converge para resultados muito diferentes; adicionalmente, os
resultados mostram que, o valor do fator de regularizacao for fixo para todas
as amostras geradas de resposta ao impulso do sistema, o desempenho da
estimacao LS com regularizacao é consideravelmente degradado. Esses dois
fatores demonstram a utilidade do método proposto de ajuste automatico
do fator de regularizacao. Além disso, é possivel verificar que as curvas de
desempenho do algoritmo de Regularizacao Automadtica mantém-se sempre
entre as curvas do LS Full-support e do LS Oraculo, o que demonstra a sua

robustez.

4.9

Consideracoes finais

Neste capitulo, foram originalmente elaborados e apresentados quatro métodos

projetados especificamente para a estimacgao de sistemas esparsos. Sao eles:

— Encolhimentos Sucessivos;

Expansoes Sucessivas;

— Minimizacao da norma [y;

Regularizagao do Custo LS.

Buscou-se aqui realizar a apresentacao dos métodos citados de maneira unifi-
cada, em que o elo de ligacao entre eles é o parametro A (fator de relaxamento
do custo LS), que regula o custo LS maximo admitido Jy,.x. Por isso, alguns
critérios para escolha do maximo valor admitido para o custo LS, baseados
nas equacoes de convergéncia do custo LS apresentadas no capitulo anterior,

foram apresentados.

Em seguida, foi apresentada a fungao Ly(.) como uma espécie de aproximagao
continua e diferenciavel da pseudo-norma [y. Através desta funcao, mostrou-
se o vinculo existente entre a pseudo-norma [y e a norma [;, no intuito de
esclarecer o fato de a norma [; ser frequentemente empregada na técnicas
de estimagao esparsas encontradas na literatura. Além disso, a funcao Lo(.)
revelou-se uma ferramenta ttil para estimacao da cardinalidade do suporte
da resposta ao impulso do canal, tendo sido empregada em uma versao do
algoritmo de Encolhimentos Sucessivos com limitagao da cardinalidade minima

do suporte da resposta ao impulso do canal estimado.

Numa introducao aos métodos de estimacao previamente citados, a tarefa de

estimacao 6tima do suporte da resposta ao impulso do canal foi caracterizada.
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Mostrou-se que esta tarefa consiste num problema NP-hard, normalmente
inviavel devido ao tamanho tipico da cardinalidade do suporte da resposta
ao impulso do canal, justificando assim os métodos sub-6timos de estimacao

apresentados a seguir.

O primeiro método sub-6timo de estimacao apresentada foi o método de
Encolhimentos Sucessivos. Foi mostrado que este método fundamenta-se no
Teorema 3.1, em que se demonstra a monotonicidade da sequéncia de custos
LS associadas as estimativas LS com suporte reduzido, a medida em que o
suporte estimado sofre encolhimentos sucessivos. Para implementacao deste
método, foi proposto um novo algoritmo de decimagao iterativa, de baixo custo
computacional. Foram também apresentadas diversas simulagoes comparando
o algoritmo proposto com os algoritmos de minimizacao do custo LS Full-
support e custo LS Ordculo (com suporte conhecido). Por tltimo, foi feita

uma andalise do algoritmo proposto em termos de custo computacional.

O segundo método sub-6timo de estimacao apresentado foi o método de
Expansoes Sucessivas, que foi inspirado no algoritmo de Matching Pursuit.
Foram também apresentadas diversas simulacoes comparando o algoritmo
proposto com os algoritmos de minimizacao do custo LS Full-support e custo
LS Oréaculo (com suporte conhecido). Por tltimo, foi feita uma andlise do

algoritmo proposto em termos de custo computacional.

O terceiro método sub-6timo de estimacao apresentado foi o método de
Minimizagao da Norma [y, Precedendo a apresentacao deste método, foram
apresentados os algoritmos correlatos Basis Pursuit e LASSO. Foram também
apresentadas diversas simulagoes comparando o algoritmo proposto com os
algoritmos de minimizagao do custo LS Full-support e custo LS Oraculo (com
suporte conhecido). Por tltimo, foi feita uma andlise do algoritmo proposto

em termos de custo computacional.

O quarto método sub-6timo de estimacao apresentado foi o método de Re-
gularizacao Automética do Custo LS. Inicialmente, os conceitos bésicos de
regularizacao foram apresentados. Em seguida, foi proposta uma modificacao
na funcao-custo LS com regularizacao. A partir dessa nova funcao-custo, foi
proposto um critério para determinacao do valor 6timo do fator de regula-
rizacao, baseado no fato de que a variacao do fator de regularizacao descreve
uma curva de tradeoff entre o custo LS e a norma [, da estimativa produzida.
A partir dai, foi proposto um mecanismo de ajuste automético do fator de
regularizacao. Finalmente, foi proposto um novo algoritmo iterativo de regula-
rizacao, com ajuste automatico do parametro de regularizacao. Foram também

apresentadas diversas simulacoes comparando o algoritmo proposto com os al-
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goritmos de minimizagao do custo LS Full-support e custo LS Orédculo (com
suporte conhecido). Por tltimo, foi feita uma andlise do algoritmo proposto

em termos de custo computacional.

No capitulo seguinte, os quatro métodos de estimacgao de sistemas esparsos
originalmente propostos neste capitulo sao comparados entre si e com o
algoritmo [;-RLS (20), em termos de desempenho e custo computacional,
a partir do resultado de simulacoes. Esses cinco algoritmos sao também
comparados com os algoritmos LS full-support e LS Oraculo. As simulagoes
apresentadas no préximo capitulo dividem-se em duas categorias: estimacao
de sistemas MESS e estimacao de canais UWB esparsos, conforme o modelo
descrito no documento “IEEE 805.15.4a channel model - final report” (27).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0812744/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 0812744/CA

5

Avaliacao de desempenho

5.1

Introducao

Este capitulo tem como finalidade realizar uma avaliagao de desempenho dos
métodos de estimacao de sistemas esparsos apresentados no capitulo anterior.
Na secao a seguir, as versoes despolarizadas dos quatro métodos de estimacgao
de sistemas esparsos propostos nesta Tese sao comparadas entre si e com os
algoritmos LS Full-support, LS Oraculo e [1-RLS, em termos de desempenho
e de custo computacional, a partir dos resultados obtidos em simulacoes em
que eles sdo empregados na estimagao de sistemas modelados como MESS (o
modelo de sistemas MFESS é descrito no Anexo B). Na se¢ao subsequente,
estes métodos sao avaliados em termos da taxa de erros de bits versus a razao-
sinal ruido, a partir dos resultados obtidos em simulagoes de um sistema de
comunicagoes IR-UWB, conforme o modelo descrito no Anexo A, em que estes
métodos sao empregados na estimacgao de canais que seguem o modelo IEEE
802.15.4a (27). A sec@o seguinte destina-se & avaliac@o de custo computacional
dos métodos apresentados. O capitulo termina com uma secao destinada a

consideragoes finais.

5.2

Avaliacao de desempenho dos métodos quando empregados na estimacao
de sistemas MESS

Nesta secao, as versoes despolarizadas dos quatro métodos de estimacao de
sistemas esparsos originalmente concebidos nesta Tese sao comparadas entre

si, em termos de desempenho na estimagcao de sistemas MESS.

As Figuras 5.1 a 5.6 mostram o desempenho dos métodos de Encolhimentos
Sucessivos, Expansoes Sucessivas despolarizado, Minimizagao da Norma [,
despolarizado, Regularizacao Iterativa Automatica do Custo LS, LS Full-
support e LS Oraculo, para @) = 1000 realizagdes de um sistema MESS(100,10)
e SINR variando de 5dB até 30dB, com N =16 e A = 1,05. As Figuras 5.7 a
5.12 mostram o desempenho dos mesmo métodos, para sistema MESS(100,20),

mantendo-se inalterados os outros parametros de simulacao.
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Figura 5.1: Comparagao de desempenho: MESS(100,10), SINR =

A=1,05, N =16 e Q = 1000
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Figura 5.2: Comparagao de desempenho: MESS(100,10), SINR = 10 dB,

A=1,05, N =16 ¢ Q = 1000
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Figura 5.3: Comparagao de desempenho: MESS(100,10), SINR = 15 dB,
A=1,05, N =16 ¢ Q = 1000
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Figura 5.4: Comparagao de desempenho: MESS(100,10), SINR = 20 dB,
A=1,05, N =16 e Q = 1000
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Figura 5.5: Comparagao de desempenho: MESS(100,10), SINR = 25 dB,
A=1,05, N =16 ¢ Q = 1000
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Figura 5.6: Comparagao de desempenho: MESS(100,10), SINR = 30 dB,
A=1,05, N =16 e Q = 1000
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Figura 5.7: Comparagao de desempenho: MESS(100,20), SINR =

A=1,05, N =16 e Q = 1000
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Figura 5.8: Comparagao de desempenho: MESS(100,20), SINR = 10 dB,

A=1,05, N =16 ¢ Q = 1000
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Figura 5.9: Comparagao de desempenho: MESS(100,20), SINR = 15 dB,
A=1,05, N =16 ¢ Q = 1000
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Figura 5.10: Comparagao de desempenho: MESS(100,20), SINR = 20 dB,
A=1,05, N =16 e Q = 1000
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Figura 5.11: Comparagao de desempenho: MESS(100,20), SINR = 25 dB,
A=1,05, N =16 ¢ Q = 1000
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Figura 5.12: Comparagao de desempenho: MESS(100,20), SINR = 30 dB,
A=1,05, N =16 e Q = 1000
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Para que a comparagao de desempenho nao ficasse restrita aos métodos origi-
nalmente apresentados nesta Tese, o algoritmo l;-RLS, apresentado em (20), foi
eleito com essa finalidade, por se tratar de um algoritmo baseado na técnica de
estimacao LS, assim como os demais. A Figura 5.13 mostra o desempenho dos
métodos de Encolhimentos Sucessivos, Expansoes Sucessivas despolarizado,
Minimizag¢ao da Norma [; despolarizado, Regularizacao Iterativa Automatica
do Custo LS, LS Full-support, LS Oraculo e [;-RLS, nas mesmas condi¢oes de
de avaliagdo apresentadas em (20), que sdo: @ = 100 realizagoes de um sis-
tema MESS(64,8), SINR=20dB com N = 1000, M =1e X =1,2. O algoritmo
[;-RLS foi testado com os mesmos valores de parametros adotados em (20):
ff=0,995 (fator de esquecimento) e fr=1,5 (fator de regularizagao). Verifica-se
que o patamar de NMSD estacionario do algoritmo /;-RLS é maior que dos de-
mais algoritmos, devido ao fato de que (ff< 1), pois o efeito de regularizacao sé

ocorre quando (ff< 1), o que consiste em uma limitagao do algoritmo I;-RLS.

T T
i Enc. Suc
I Min. 11 desp.
10" =

i Reg. auto.

E e LS Full-support
LS Oraculo

I1 RLS

NMSD

| | | | | | | | |
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
k

Figura 5.13: Comparagao de desempenho entre os métodos de Encolhimentos
Sucessivos, Expansoes Sucessivas despolarizada, Minimizacao da norma [y
despolarizada, Ajuste automatico do fator de regularizagao do custo LS, LS
Full-support, LS Oraculo e [;-RLS, com: MESS(64,8), SINR = 20 dB, A = 1, 2,
N =1000, M =1 e = 1000
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5.3

Avaliacao de desempenho dos métodos quando empregados na estimacao
de canais IEEE 802.15.4a

Nesta secao, os quatro métodos de estimacao de sistemas esparsos original-
mente apresentados nesta Tese e os algoritmos LS Full-support, LS Oraculo
e [1-RLS sao comparados entre si, em termos de taxa de erros de bits versus
razao sinal-ruido, quando empregados na estimacao de canais em sistemas IR-
UWB, conforme modelo de sinais apresentado no Anexo A. Nas simulagoes, o
canal equivalente discreto foi gerado a partir da amostragem, com intervalo de
2ns, da convolugao entre o filtro de transmissao, o filtro de recepgao (ambos
do tipo raiz de cosseno levantado com fator de rolloff igual a 0,35) e o modelo
IEEE 802.15.4a de canal para ambientes outdoor, descrito em (27).

As Figuras 5.14 a 5.29 mostram, de forma intercalada, a variacao do fator
de casamento (a definicdo do fator de casamento é apresentada no Anexo
A) e da taxa de erros de bits (BER) em fungdo do tamanho da sequéncia
de treinamento, para valores de razao sinal-ruido variando de 6dB a 20dB,
mantendo-se os seguintes parametros dos algoritmos: N=32 e A\ = 1,01. Em
cada figura, foram geradas () = 1000 realizagoes de canal, e a taxa de erros de
bits foi obtida de forma semi-analitica, a partir do fator de casamento entre
cada uma dessas realizacoes e sua respectiva estimativa, conforme apresentado
no Anexo A. Convém observar que, quanto menor o fator de casamento (que
pode variar de -1 a 1), maior a taxa de erro de bits e, a medida em que o
fator de casamento aproxima-se de 1, mais a taxa de erro de bits aproxima-se
do seu valor tedrico para canais lineares e invariantes no tempo com ruido
aditivo gaussiano branco. Constata-se que o fator de casamento varia de forma
diferente para cada método de estimacao avaliado, sendo que os métodos de
Encolhimentos Sucessivos, Expansoes Sucessivas e Minimizacao da norma [y
alcancam o fator de casamento maximo com uma sequéncia de treinamento

mais curta que o método de Regularizagao Automatica do Custo LS.

A Figura 5.30 mostra o desempenho em termos da menor taxa de erros de bits
alcancada por cada método versus a razao sinal-ruido, a partir da consolidagao

dos resultados mostrados nos graficos antecessores.

5.4

Avaliacao do custo computacional

A Figura 5.31 mostra o custo computacional dos métodos apresentados,

medido através do tempo de processamento dos mesmos, nas simulacoes
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Média do fator de casamento
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Figura 5.14: Fator de casamento na estimagao do canal IEEE 802.15.4a (6dB)
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Figura 5.15: Taxa de erro de bits na estimagao do canal IEEE 802.15.4a (6dB)
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Média do fator de casamento
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Figura 5.16: Fator de casamento na estimagao do canal IEEE 802.15.4a (8dB)
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Figura 5.17: Taxa de erro de bits na estimagao do canal IEEE 802.15.4a (8dB)
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Canal Modelo IEEE 802.15.4a Outdoor: LOS=1 N=32 SINR=10 dB Q=100 A=1.01
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Figura 5.18: Fator de casamento na estimagao do canal IEEE 802.15.4a (10dB)
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Figura 5.19: Taxa de erro de bits na estimagao do canal IEEE 802.15.4a (10dB)
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Canal Modelo IEEE 802.15.4a Outdoor: LOS=1 N=32 SINR=12 dB Q=100 A=1.01
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Figura 5.20: Fator de casamento na estimagao do canal IEEE 802.15.4a (12dB)
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Figura 5.21: Taxa de erro de bits na estimagao do canal IEEE 802.15.4a (12dB)
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Canal Modelo IEEE 802.15.4a Outdoor: LOS=1 N=32 SINR=14 dB Q=100 A=1.01
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Figura 5.22: Fator de casamento na estimagao do canal IEEE 802.15.4a (14dB)
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Figura 5.23: Taxa de erro de bits na estimagao do canal IEEE 802.15.4a (14dB)
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Canal Modelo IEEE 802.15.4a Outdoor: LOS=1 N=32 SINR=16 dB Q=100 A=1.01
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Figura 5.24: Fator de casamento na estimagao do canal IEEE 802.15.4a (16dB)

Canal Modelo IEEE 802.15.4a Outdoor: LOS=1 N=32 SINR=16 dB Q=100 A=1.01
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Figura 5.25: Taxa de erro de bits na estimagao do canal IEEE 802.15.4a (16dB)
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Média do fator de casamento
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Figura 5.26: Fator de casamento na estimagao do canal IEEE 802.15.4a (18dB)

Canal Modelo IEEE 802.15.4a Outdoor: LOS=1 N=32 SINR=18 dB Q=100 A=1.01
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Figura 5.27: Taxa de erro de bits na estimagao do canal IEEE 802.15.4a (18dB)
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Canal Modelo IEEE 802.15.4a Outdoor: LOS=1 N=32 SINR=20 dB Q=100 A=1.01
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Figura 5.28: Fator de casamento na estimagao do canal IEEE 802.15.4a (20dB)

Canal Modelo IEEE 802.15.4a Outdoor: LOS=1 N=32 SINR=20 dB Q=100 A=1.01
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Figura 5.29: Taxa de erro de bits na estimagao do canal IEEE 802.15.4a (20dB)
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Figura 5.30: BER versus SINR

referentes a estimacao de sistemas MESS, cujos resultados foram apresentados
na secao 5.2. As simulagoes foram implementadas em Matlab e executadas um
computador com Processador Intel i5M460@Q2,53GHz com 4GB de memoria
RAM. Nela, nota-se que o Método de Regularizagao Automética do Custo LS
¢ o método que apresenta o maior custo computacional (contabilizando o tempo
acumulado de processamento até o instante k), seguido de perto do algoritmo
[;-RLS, embora o tempo de processamento médio por iteracao, representado
pela linha tracejada, seja menor que o tempo de processamento apresentados
pelos métodos de Encolhimentos Sucessivos e de Minimizagao da norma [
despolarizada. O algoritmo de Expansoes Sucessivas despolarizada apresenta
tempo de processamento bem menor que do algoritmo de Encolhimentos
Sucessivos, devido ao fato de as realizagoes dos sistemas geradas nas simulacoes
serem bastante esparsas (L = 100 e S = 10). Dessa forma, o algoritmo de
Expansoes Sucessivas despolarizada precisa de menos iteragoes para produzir
as estimativas que o algoritmo de Encolhimentos Sucessivos (nessas simulagoes
em particular, aproximadamente 10 iteracoes contra aproximadamente 90 do
algoritmo de encolhimentos sucessivos). Finalmente, é possivel constatar que
o algoritmo de Minimizacao da norma [; apresenta o desempenho mais estavel
as custas de um esforco computacional um pouco maior que o do algoritmo de

Encolhimentos Sucessivos.
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Figura 5.31: Custo computacional relativo

5.5

Consideracoes finais

Os resultados das simulagoes mostram que os métodos de Encolhimentos Su-
cessivos, Expansoes Sucessivas, Minimizagao da norma [, e Ajuste automatico
do fator de regularizacao do custo LS apresentam desempenho superior que
o algoritmo LS Full-support, em muitos casos alcancando o desempenho do
algoritmo LS Oréculo e com a vantagem em relacao ao algoritmo [;-RLS de
nao apresentarem um patamar de NMSD. Além disso, os algoritmos de En-
colhimentos Sucessivos, Expansoes Sucessivas e Minimizagao da norma [y de-

mandam menor esfor¢o computacional que o algoritmo [;-RLS.
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6
Conclusao

Esta Tese enfoca o problema de estimacao de sistemas esparsos. A principal
motivacao para a elaboracao deste trabalho consiste na atual proliferacao de
Redes de Sensores baseados na tecnologia Impulse-Radio Ultra- Wideband (IR~
UWB), de amplo interesse em aplicagoes civis e militares. A razdo para isso se
deve ao fato de que os modelos de canal nos quais operam os sistemas IR-UWB

sao tipicamente esparsos.

Os esforgos envidados nesse trabalho se concentraram na elaboracao de novos
métodos, de baixa complexidade computacional, com a finalidade especifica
de estimacao de sistemas esparsos. O resultado foi o desenvolvimento de
quatro novos métodos para estimacao de sistemas esparsos, todos baseados
na técnica de estimacao por minimos quadrados, universalmente conhecida
por sua denominacao em inglés - Least Squares (LS) Estimation. Sao eles:
Encolhimentos Sucessivos, Expansoes Sucessivas, Minimizacao da norma [
e Ajuste automatico do fator de regularizacao do custo LS. Objetivando
acelerar a velocidade de convergéncia, estes novos métodos incorporam técnicas
relacionadas a otimizacao convexa e a Teoria de Compressive Sensing. O elo
de ligacao entre eles decorre do fato de compartilharem o mesmo critério de

relaxamento do custo LS.

Os quatro métodos de estimagao de sistemas esparsos originalmente elaborados
e apresentados nesta Tese foram construidos a partir do modelo de processa-
mento em blocos da estimagao LS, proposto no Capitulo 2. A generalizacao
desse modelo possibilitou a aplicacao dos métodos em questao na tarefa es-
pecifica de estimacao de canais esparsos em sistemas de comunicagoes baseados
em algumas tecnologias CDMA e IR-UWB, de amplo interesse em aplicagoes

civis e militares.

Os métodos de Encolhimentos Sucessivos, Expansoes Sucessivas e Minimizagao
da Norma [; intrinsecamente envolvem a estimacgao do suporte da resposta ao
impulso em tempo discreto do sistema estimado. O método de Encolhimentos
Sucessivos fundamenta-se no fato de que a sequéncia de minimos custos LS, as-
sociada a uma sequéncia de suportes em que o suporte posterior é subconjunto
do anterior, é mondtona nao-decrescente. O método de Expansoes Sucessivas
foi inspirado no algoritmo de Matching Pursuit. Esses dois algoritmos podem
ser considerados antagonicos, no sentido de que o primeiro constréi uma esti-
mativa esparsa a partir da estimativa LS full-support e promove o encolhimento

do suporte da estimativa a cada iteracao, enquanto que o segundo constroi a
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estimativa a partir do vetor nulo e promove iterativamente a expansao do su-
porte da estimativa. O método de Minimizagao da Norma [; foi inspirado nos
algoritmos Basis Pursuit e LASSO e também constréi iterativamente a esti-
mativa a partir da estimativa LS, promovendo o encolhimento do suporte a
cada nova iteracao. Nesse aspecto, guarda semelhanca com o método de En-
colhimentos Sucessivos. A diferenga fundamental entre eles reside no fato de
que a solu¢ao do método de minimizacao da norma [, surge do atendimento as
condicoes de contorno de um problema de otimizacao convexa com restrigoes,
enquanto que a solucao do outro surge da convergéncia com probabilidade 1

das estimativas LS com suporte reduzido.

O método de Ajuste automatico do fator de regularizacao do Custo LS foi
inspirado nos algoritmos de regularizacao convexa e zero-attractor. O mérito
desse algoritmo ¢é incorporar a técnica de bisse¢ao para a busca automatica do
valor étimo do fator de regularizacao, que corresponde aquele que faz com que

o custo LS associado a estimativa fique igual a um valor méximo admitido.

Resultados obtidos em simulacoes mostram que os algoritmos originalmente
apresentados nesta Tese conciliam baixa complexidade computacional e exce-
lente desempenho, em muitos casos igualando o desempenho apresentado pelo

algoritmo de benchmark LS Oraculo.

Dando continuidade ao desenvolvimento de novos métodos para estimacao de
sistemas esparsos, uma oportunidade de pesquisa é a parametrizacao a partir
da insercao de um fator de esquecimento, com o propoésito de que esses novos
métodos possam ser empregados em estimagao de sistemas esparsos variantes
no tempo. Outra oportunidade de pesquisa é o desenvolvimento de critérios

nao-empiricos para escolha do fator de relaxamento.
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A
Representacao de sinais em sistemas UWB

Uma das aplicagoes de particular interesse para os métodos de estimacao
de sistemas esparsos propostos ao longo desta Tese é a estimacao de canais
esparsos em sistemas de comunicagoes, tais quais nos sistemas UWB que
seguem o padrao IEEE 802.15.4a (27). Portanto, o modelo de sinal apresentado
neste anexo é apropriado para representar os sistemas de comunicacoes UWB

que seguem o referido padrao (32).

Al

Modelo de sinal em tempo continuo

Seja z(t) a representacao em banda bésica do sinal transmitido por um terminal

qualquer em uma rede de comunicagoes, com modulagao linear, dada por

2(t) =) apg (t — kT,) (A-1)

k=1

onde

— K é a quantidade de simbolos transmitidos (comprimento do pacote);

— aj € 0 k-ésimo simbolo transmitido, com a; € A, sendo A o alfabeto
(conjunto de simbolos) referente ao esquema de modulagao linear em-

pregado;

— qr(t) é o sinal referente a sequéncia pseudoaleatéria (cédigo) de espalha-

mento direto dentro do k-ésimo quadro do pacote;

— Ty ¢é a duragao de cada um dos quadros.

Considerando que o esquema de multiplo acesso é realizado através da as-
sociacao dos mecanismos de espalhamento direto por cédigo e time-hopping,

entao g (t) pode ser representado como

ar(t) = Z Crnp (t— A — (n — 1)T,) (A-2)

n=1

onde

~ ¢k € 0 n-ésimo elemento do k-ésimo codigo de espalhamento direto;

— N é o comprimento dos codigos de espalhamento direto;
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— p(t) é o pulso basico de transmissao, com duragao igual a T);
— T, é o intervalo de chip;

— Ay é 0 k-ésimo intervalo de time-hopping.

No presente trabalho, supoe-se nao haver sobreposicao de quadros consecuti-

VoS, ou seja,

Ap <A € Apt+ (N=1D)T.+T, < T, (A-3)

O respectivo sinal recebido y(t), nos terminais da antena de um usudrio

receptor, pode ser representado como

y(t) = x(t) x v(t) + w(t) (A-4)

onde o simbolo % representa o operador convolugao e

— v(t) é a resposta ao impulso do canal, considerado invariante ao longo

da duracgao do pacote;

— w(t) é processo estocastico correspondente ao ruido mais interferéncia.

Admitindo que o filtro receptor seja casado ao pulso basico de transmissao, o

sinal na saida do filtro casado pode ser representado como

r(t) = y(t) x p(=t) (A-5)

Utilizando A-2 e A-4 em A-5, o sinal r(t) pode ser reescrito como

r(t) =Y ar | Y ernh (t — kT, — Mg — (n— DT) | + 2(t) (A-6)

onde

h(t) = p(t) x v(t) * p(T, — 1) (A7)
é a resposta ao impulso do canal equivalente e
2(t) = w(t) x p(T, — t) (A-8)

é o ruido-mais-interferéncia equivalente.

A equacao A-6 pode ser reescrita como

r(t) =Y apsi(t — KTy — Ap) + 2(t) (A-9)
k=1
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onde

N

se(t) =) cinh (t— (n—1)T.)

n=1

é a assinatura efetiva associada ao k-ésimo quadro.

A.2

Modelo de sinal em tempo discreto

136

(A-10)

Para fins de deteccao coerente de sinais, o sinal na saida do filtro de recepcao

r(t) deve ser devidamente sincronizado e amostrado. Seja ry,, a amostra de

r(t) no instante ty,,, dado por

Tkom =T (tk,m) | tk,m = kTq + Ak + (m — 1)TC

Aplicando A-9 em A-11, verifica-se que

Thm = QkSkm + Zkm + Skm
onde

Skan = 5k (M = 1)T) = e ((m —n)T)

n=1

é a m-ésima amostra referente a k-ésima assinatura efetiva,

Zkom = % (tk,m)

¢ a amostra de z(t) no instante ty ,, e

gk,m = Z a;S; (tk,m — ZTq — AZ)
i#£k

(A-11)

(A-12)

(A-13)

(A-14)

(A-15)

¢ a amostra no instante tj,, do sinal referente a interferéncia provocada

pela sobreposicao das assinaturas efetivas anteriores e posteriores a k-ésima

assinatura efetiva.

Seja Ty, a duragao de h(t). Observando A-10, verifica-se que a duracao T de

cada uma das assinaturas efetivas é dada por

T, =T, + (N — 1T,

No presente trabalho, supde-se que h(t) =0t < 0 e que

Ts + Amax < Tq

(A-16)

(A-17)
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Dessa forma, sao evitadas interferéncias entre assinaturas efetivas consecutivas
e, com isso, tem-se que
Skm =0 Vk,m (A-18)

A quantidade necessaria de amostras de r(t), para fins de deteccao de a; com

estatistica suficiente, é dada por

T.
M=|= A-19
] (A-19)
ou equivalentemente
M=N+L-1 (A-20)
onde
T
L=|— A-21
7] 2
Sejary = [Ik1Th2 --- rkﬁM]T 0 k-ésimo vetor de observacao, de dimensao M x1.

Observando A-12 e supondo que a condicao em A-18 é satisfeita, verifica-se

que r; pode ser expresso na seguinte notagao vetorial

'y = arSk + Zg (A—22>

d o T ’ ~ d. d . f .
onde s, = [Sk1 Sk2 ... Sk)’ € a representagao discreta da assinatura efetiva
ez = 211 2k2 ... 2w’ é arepresentagdo discreta do sinal correspondente

ao ruido mais interferéncia.

A equacao A-13 pode ser reescrita da seguinte forma

S = Ci % h (A—23)

onde * representa o operador convolucao discreta e

—Ccp = [Ck1 Ch2 ... ckyN]T é vetor de dimensao N x 1 que representa o

k-ésimo codigo pseudoaleatorio de espalhamento direto;

~h = [A(0) h(T,) h(2T.) ... h((L —1)T,)]" é vetor de dimensdo L x 1

que representa a resposta ao impulso discreta do canal equivalente h(t).

A equacao A-23 também pode ser expressa na seguinte notacao algébrica
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Fonte

S,

Codi n > T Retardo < Retardo
N g L e

-

Pulso basico
p(t) Canal

ak rk rk,m rk(t)

} Serial/ Amostrador Filtro casado ‘ ———
<— Decisor 4— Paralelo 4— t =(m-1)T +A, < p(-t) '

Figura A.1: Diagrama de um Sistema de Comunicag¢oes com Espalhamento
Direto por Cédigo e Time-Hopping

onde Cj é matriz Toeplitz cujo produto Cih é igual a convolucao discreta
entre c; e h.

Portanto, utilizando A-23, é possivel reescrever A-22 como

r; = aicy xh + 7, (A-25)

ou ainda, utilizando A-24, é possivel reescrever A-22 como

r, = a;,Cih + 2, (A-26)
A Figura A.1 mostra o modelo de sistema de comunicacoes adotado. A Figura

A.2 mostra o modelo equivalente ao apresentado na Figura A.1.

O modelo discreto ora apresentado serd empregado, de forma genérica ao longo
desta Tese, como o esquema em que os métodos propostos para estimacao de

sistemas esparsos sao aplicados.

A3

Regras de decisao de simbolos

Seja a o k-ésimo simbolo decidido utilizando o critério de decisao de Maxima

Probabilidade a Posteriori (critério MAP), expresso como

ay = arg max Plap =a | ry) (A-27)
ac

Pela regra de Bayes, a probabilidade a posteriori P(a | rj) pode ser expressa em
funcao das probabilidades e densidades de probabilidade a priori da seguinte

forma
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Fonte
v

Cadigo ‘ ) an Retardo P Retardo
et aN »;*D - =P Iy

Canal equivalente v

h(t)=p(t) % V(t) % p(-D)
2,07, () (1) el

ék r Mem rk(t)=aksk(t)+zk(t)

: Serial/ Amostrador
@ Decisor < Paralelo <+ t =(m-1)T+A, <

Figura A.2: Diagrama equivalente do Sistema de Comunicagoes representado
na Fig. A.1

P(ay, = a)pe(ry | ar, = a)
pr(rk)

onde p,(.) é fungao densidade de probabilidade do vetor de observagao.

Plap=a|ry) = (A-28)

Se os simbolos a € A forem equiprovaveis, entao aplicando A-28 em A-27, o
critério MAP pode ser substituido pelo critério de Maxima Verossimilhanga
(critério ML), dado por

a = arg mag(p(rk | ar = a) (A-29)
ac

Utilizando A-22, o vetor z; (que representa o ruido mais interferéncia) pode

Ser exXpresso como

Zp =T — QpSk (A—?)O)

Suponha que w(t) seja processo estacionario branco com média zero e fungao
autocorrelacao o2 (1), e que p(t) atende ao critério de Nyquist para eliminagao
de interferéncia entre simbolos. Considere ainda, sem perda de generalidade,
que a energia de p(t) seja igual a 1. Supondo sincronizacao perfeita entre
transmissor e receptor e observando A-8, verifica-se que z; é vetor gaussiano
complexo com média 0 e matriz de autocorrelagao o21. Com isso, a fungao

densidade de probabilidade a priori p.(ry | ax = a) pode ser expressa como

1 1
pr(rk | ap = CL) = Dz, (I‘k7 — (I/Sk) = (27T)M exp |:_0'_2 ||I'k - CLS]CH2:| (A—31>

w

Observando A-31, verifica-se que, no caso particular em que z; é vetor

gaussiano complexo com média 0 e matriz de autocorrelacao 021, o critério de
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decisao expresso em A-29 pode ser expresso pela regra de decisao pela minima

distancia, dada por

ap = arg miél |re — as|)? (A-32)
ac

No caso especifico de modulagoes em fase, nas quais |ay| é uma constante (isto
é, lag|* = &, Vap € A), a regra de decisao em A-32 pode ser substituida pela
regra de decisdo pela maxima correla¢do entre o sinal reconstituido asg, (com

a € A) e o vetor de observacao ry, dada por

ay = argmax R [a*s/ 1] (A-33)

a€A
No caso ainda mais particular em que A = {—1,+1} (que corresponde ao
esquema de modulagao bindria antipodal), a regra de decisdo em A-33 pode

ser simplificada da seguinte forma

-1

A4

Impacto do erro de estimacao do canal na deteccao

As regras de decisao de simbolos apresentadas na secao anterior fazem uso
da assinatura efetiva. Entretanto, para a assinatura efetiva ser calculada, é
necessario conhecer a resposta ao impulso do canal equivalente discreto. Porém,
na pratica, o receptor dispoe apenas de uma estimativa da resposta ao impulso
do canal. Esta secao apresenta uma analise do impacto provocado pelo erro de
estimacao da resposta ao impulso do canal equivalente discreto na degradacao
da taxa de erro de simbolos (ou de bits), particularmente para os esquemas de
modulagao BPSK e bi-ortogonal, empregados no padrao UWB IEEE 802.15.4a.

Seja S a estimativa da k-ésima assinatura efetiva, dada por

A

Sy = Cih (A-35)
onde h é a estimativa da resposta ao impulso do canal equivalente discreto.

Perante o desconhecimento da resposta ao impulso do canal equivalente
discreto e no caso especifico de modulacao BPSK, em que o alfabeto é
A = {—1,+1}, o critério de decisdo em A-34 deve ser substituido pelo seguinte

critério de decisao
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Utilizando A-22, o critério de decisao em A-36 pode ser expandido como

+1

que, por sua vez, pode ser reescrito como

ay g sgn [éR (ékHskﬂ ap/Ey +n (A-38)
3

em que &, é a energia do bit na entrada do moédulo decisor, dada por
. 2
55 = [§R (SkHSk)} (A—39)
sgn(.) : R* — {—1,+1} é a fungao-sinal, definida como

X

sgn(z) 2 (A-40)
|z
e n é variavel aleatéria dada por
n = R[Sz (A-41)
Suponha que os cédigos ¢ sejam projetados de forma que
Cic.=¢&1  Vk (A-42)
em que & = N&Equpip € a energia dos cédigos de espalhamento.
Utilizando A-35 e A-42, A-39 pode ser reescrita como
. 2
& =& [@R (hHhﬂ (A-43)

Por sua vez, supondo que z; seja vetor gaussiano de média zero e matriz-
autocorrelacao oI, tem-se que n é varidvel aleatéria gaussiana de média zero

e variancia o2, dada por

I .

Utilizando A-35 e A-42, A-44 pode ser reescrita como

E.o? -
o2 = S | (A-45)

Portanto, a razao sinal-ruido-mais-interferéncia na entrada do decisor é

6 _ o [R(im)]

hld . —
h

(A-46)

2
On 0%
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A razao sinal-ruido-mais-interferéncia média na entrada do filtro de recepcao

¢ definida como

E.E |[||hl?
SINR £ M (A-47)
Empregando A-47, A-46 pode ser reescrita como
& 207 |h|?
— = ———SINR (A-48)
on  Ell[h]?]
onde © é o fator de casamento entre h e h, definido como
R |h''h]
S m— (A-49)
ey
Utilizando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz, é possivel mostrar que
-1<6<1 (A-50)
com © = 1 se e somente se h = kh, com k real positivo.
Utilizando A-49 e A-42, é possivel reescrever A-38 como
+1
ar 2 sgn (0) apv/& +n (A-51)
-1

A taxa de erro de bits (Bit Error Rate - BER) para modula¢ao BPSK, tendo

como critério de decisao a regra estabelecida em A-51, é dada por

BER, (ﬁ @> - (A-52)
1-Q ( f—) <0

na qual a fun¢ao Q(.) é definida como

s 1% e
Q) 2 = / e dy (A-53)

Finalmente, empregando A-48 em A-52, a taxa de erro de bits da modulacao
BPSK, em funcao de SINR, F[||h]|?], h e © pode ser expressa como

E

BER, (SINR, E [|[h]2] ,h, ©) = (A-54)
1-Q (/% SINR) € <0

26° [
Q ( Tl SINR) ©20

E[[[h]?]
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Como Q(.) é funcdo mondtona decrescente, conclui-se que, para um valor de

SINR qualquer, quanto menor ©, maior a taxa de erro de bits.

No caso de sistemas com modulagao bi-ortogonal quaternério, tais quais os
sistemas que seguem o padrao IEEE 802.15.4a, o detector pode ser visto como
dois bancos de decisores BPSK paralelos, nos quais decide-se pelo simbolo que
apresenta a maior correlacao dentre os dois bancos. Portanto, a taxa de erro
de bits dos sistemas com modulagao bi-ortogonal é a mesma do esquema de

modulagao QPSK e pode ser expressa como

262][h2
by (WSINR> >0
BER, (SINR, £ [|h[?] , h, ©) = (A-55)

o (290m2
1— by (2 BESINR ) 6 <0

em que

bale) = 20 (V) — @ (V3) (A-56)

Um dos objetivos das estratégias de identificacao de sistemas esparsos apresen-
tadas ao longo deste trabalho é, quando aplicadas em sistemas de comunicagoes
na estimacao de canais esparsos, reduzir a taxa de erro de bits, a partir da
geracao de estimativas h da resposta ao impulso do canal com o maior fator
de casamento possivel com a resposta ao impulso verdadeira h, empregando a

menor sequéncia de treinamento possivel.
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B
O Sistema Esparso de Maxima Entropia

Seja h o vetor-coluna que representa uma realizacao de um Sistema Esparso de
Méxima Entropia (Mazimum Entropy Sparse System - MESS). Ao longo deste
trabalho, o MESS é representado pela notagao MESS(L,S), cujos parametros

Sao:

— o comprimento L do vetor h;

— a quantidade S de elementos nao-nulos em h.
Sejall = {1,2,..., L}. Cada realizacao h do MESS é gerada da seguinte forma:

1. Sao sorteados S elementos distintos de I, com todos os elementos
de L equiprovaveis e estatisticamente independentes entre si. Esses S
elementos formam o suporte Sy, da realizagao h, isto é, o conjunto dos S

elementos nao-nulos de h.

2. Os elementos cujos indices pertencem a Sy, sao sorteados. Esses elementos
consistem em variaveis aleatérias gaussianas complexas independentes

entre si, de média zero e mesma variancia igual a 1/S.

3. E atribuido o valor zero aos elementos de h cujos indices nao pertencem

a Sh.

Todos os possiveis suportes, que correspondem a todas as possibilidades de
subconjuntos de . com cardinalidade igual a S, sao amostras de uma variavel
aleatoria discreta com distribuicao uniforme, o que corresponde a distribuicao
discreta de maxima entropia. Os elementos nao-nulos de h formam um vetor
gaussiano com média zero e matriz autocorrelagao diagonal, o que corresponde
a funcao densidade de probabilidade conjunta de méaxima entropia. Por essas
duas razoes, o presente modelo é aqui denominado Sistema Esparso de Maxima
Entropia (MESS). Nesse sentido, o MESS apresenta maxima variabilidade
e, por isso, constitui-se em um excelente modelo de referéncia para testar a
eficiéncia dos algoritmos de estimagao de sistemas esparsos propostos ao longo

desta Tese.
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