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Resumo

Neste trabalho ¢ apresentada uma formulagdo analitica ¢ numérica para analise de cascas
cilindricas finas e espessas, sob carregamentos de pressdo interna e externa, empregando-se o
método dos elementos finitos unidimensionais com niimero varidvel de nos.

No modelo numérico, os deslocamentos associados aos pontos nodais sao representados
por campos de deslocamentos nas diregdes longitudinal e radial da casca, verificando as
restricdes de tensdes nulas nas faces interna (pressao externa) e externa (pressao interna) em uma
combinagdo das solugdes analiticas para cascas espessas cilindricas e esféricas. Esses campos de
deslocamentos sdo representados por seis graus de liberdade em cada ponto nodal.

As condigdes de contorno naturais de cisalhamento nulo nas superficies interna e externa
da casca sdo garantidas na vinculacdo entre os graus de liberdade do modelo. A condi¢do de
continuidade entre elementos adjacentes e a condi¢dao de fixacdo de um elemento sdo impostas
utilizando o Método das Penalidades.

Os resultados numéricos obtidos com a implementacdo do modelo proposto sdo

comparados com aqueles fornecidos em um software comercial, para a validacao do trabalho.
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Abstract

In this work is presented an analytical and numerical formulation for the analysis of thin
and thick cylindrical shells, under internal and external pressure loads, utilizing the
unidimensional Finite Element Method with variable number of nodes.

In the numerical model, displacements associated to the nodal points are represented by
displacement fields in the longitudinal and radial directions of the shell, verifying the restrictions
of zero shear stress at the internal and external surfaces of the shell, in a combination of
analytical solutions for thick cylindrical and spherical shells. Those displacement fields are
represented by six degrees of freedom in each nodal point.

The natural boundary condition of zero shear stress at the internal and external surfaces
of the shell are guaranteed through the imposition of the linking between the model’s degrees-of-
freedom. The continuity between two adjacent elements and the fixation conditions of an
element are imposed using the Penalty Method.

The numerical results obtained from the implementation of the proposed model are

compared with those provided by commercial software, for the work’s validation.
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1. Introducao

Viérias estruturas nas areas de engenharia podem ser classificadas como estruturas
axissimétricas. Um caso particularmente importante desse tipo de estrutura ¢ a casca cilindrica,
que geralmente aparece como vasos de pressdo ou em recipiente para liquidos. O Método dos
Elementos Finitos ¢ uma ferramenta bastante utilizada no célculo de projeto dessas estruturas.

A utilizagdo do Método de Elementos Finitos para analise de estruturas axissimétricas
com modelos de simplificagdo de malha utilizando elementos unidimensionais ¢ reportada na
literatura, como nas referéncias [1] e [3], com bons resultados quanto a precisdo e eficiéncia
numeérica.

O objetivo desse trabalho ¢ desenvolver a formulagdo de um modelo para cascas finas e
espessas axissimétricas pelo método dos elementos finitos, através do emprego de um elemento
com interpolacdo unidimensional dos graus de liberdade, utilizando uma parametrizacdo para a
representacdo de cilindros. O modelo apresentado possui seis graus de liberdade, que
representam as incognitas do problema, foi implementado em um programa de computador na
linguagem C, e que permite a realizagdo dos testes necessarios.

O presente trabalho estd organizado da seguinte forma:

Na se¢do 2, sdo apresentados conceitos basicos de superficies e cascas e as consideragdes
para cascas cilindricas do modelo: compatibilidade geométrica, equagdes constitutivas e as
equagdes dos campos de deslocamento radial e longitudinal, definidos em fung¢do dos graus de
liberdade. Finalmente, sdo definidas as condi¢des de contorno naturais do modelo.

Na se¢ao 3 ¢ feita uma introdug¢do aos conceitos basicos do Método dos Elementos
Finitos e a sua formulag@o. Nessa secao ¢ obtida a equagdo de equilibrio do sistema invocando-

se o Principio dos Deslocamentos Virtuais, e sdo obtidas as matrizes e vetores que compdem o



problema: interpolagcdo, compatibilidade geométrica deformacgao-deslocamento, rigidez e vetor
carregamentos.

Na secdo 4 ¢ apresentada a utilizagdo do Método das Penalidades para garantir as
condi¢des de continuidade entre elementos adjacentes e de fixagdo de elementos, mostrando as
condigdes necessarias, os calculos e a resultante modificagdo da matriz de rigidez obtida na
se¢do anterior.

As secdes 5 e 6 destinam-se a exposi¢do dos resultados numéricos obtidos através de
simulagdes e a comparagdo destes com as solugdes fornecidas pelo programa Ansys, um
software comercial de elementos finitos. Dessa forma foi possivel analisar de forma coerente e
consistente as solucdes fornecidas pelo modelo numérico simplificado desenvolvido e

apresentar-se as devidas conclusdes e propostas para desenvolvimentos futuros.



2. Modelo Matematico Analitico

Nessa se¢do sdo expostos conceitos sobre superficies e cascas, necessarios para o
entendimento da formulagdo do modelo numérico. Também sdo apresentadas as equacdes de

compatibilidade geométrica e constitutivas referentes a geometria de casca cilindrica e as

equacdes dos campos de deslocamento radial e longitudinal.

2.1.Teoria Geral de Cascas

Uma casca ¢ definida como a regido delimitada por duas superficies curvas. Em uma
casca de revolugdo a superficie média ¢ obtida da giragdo de uma linha (reta ou curva) em torno
de um eixo contido no seu proprio plano e ¢ tomada como referéncia das coordenadas locais,
sendo o lugar geométrico dos pontos equidistantes das superficies interna e externa. A espessura
da casca ¢ a distancia entre essas superficies, medida ao longo da dire¢do normal a superficie
média, para cada ponto da mesma. A formulagdo desenvolvida neste trabalho é proposta para

aplicacdes tanto a cascas finas quanto a cascas espessas.

2.2. Definicao das Superficies

Uma superficie ¢ representada matematicamente em um sistema de coordenadas global,
tendo um sistema ortogonal local definido por coordenadas curvilineas, como apresentado na
figura 1. Assim, as coordenadas globais do vetor posicdo de um ponto de uma superficie podem

SEr expressas segundo a expressﬁo:



X3

Figura 1: Sistemas de Coordenadas em Uma Casca Axissimétrica
2(519) = f1(§,0)é; + f2(§,0)é; + f3(£,0)é; (2-1)

Onde é,, é> e €3 sdo os vetores da base canodnica do sistema de coordenadas global e f7, f>
e /3 sdo funcdes continuas, definidas pelos parametros geométricos da superficie.

Considerando-se uma superficie de revolucdo, tema de estudo do presente trabalho,
obtida através da rotacdo de uma curva geratriz em torno de um eixo, pode-se definir as
coordenadas locais como (&) e z(<), representando as coordenadas radial e longitudinal,
respectivamente. Desta forma, reescrevendo-se X obtém-se, entdo:

X(£,0) =1(&) cos(8) & + (&) sin(6) &, + z(§)é; (2-2)
De consideragdes geométricas a variagdo do comprimento do vetor posicdo ds e as

variagdes dr e dz das coordenadas r(§) e z(&), respectivamente, relacionam-se pela equacao:

() = (=) + (52 @3



Os raios principais de curvatura R; € R> na superficie média da casca [1] sdo expressos

pelas equacgdes:

/3

Ry = (2-4)

gl gyt

Ry, == (2-5)

Z

o ~ ' ds ' ar ’ dz
em que se utilizam as notagdes s’ = —,r' =—,z = —.
ag ag as

Para simplificar o desenvolvimento tedrico, assume-se que a casca possui espessura
constante e também que as coordenadas curvilineas longitudinal (§), circunferencial (0) sao

independentes, ou seja, d6/d¢ = d&/d6 = 0.

2.3.Deslocamentos para o caso de casca espessa

Os campos de deslocamento de cilindros de casca fina sdo referidos a superficie média.
Porém, o mesmo ndo se aplica para o caso de cascas espessas, pois a hipotese de segmentos
normais se manterem retos e perpendiculares a superficie da casca ndo ¢ mais aplicavel. Desta
forma, cada uma das coordenadas deverd ser associada a um campo de deslocamento

independente.

2.3.1. Deslocamento na Direcao Longitudinal (§)

U; ¢ definido como o deslocamento na dire¢do longitudinal & da casca e ¢ resultado da
adicdo de um campo de deslocamento constante de membrana a um campo de deslocamentos

que representa as condi¢des de cisalhamento nulo nas superficies da casca.

Up(§,0) = UL () + Ya(O)T + @1(HT? + ¥, ()T (2-6)



Onde U7 representa o campo de deslocamento de membrana, Y;, ®; ¢ ¥; sdo varidveis
de estado generalizadas, ao longo da dire¢do longitudinal (£), enquanto T se refere a coordenada

local ao longo da espessura, tomada a partir da superficie média da casca.

2.3.2. Deslocamento na Direcao Radial ({)

O deslocamento na dire¢do radial W ¢ obtido combinando-se as solugdes analiticas para

cascas cilindricas e esféricas submetidas a pressdo interna e externa na forma seguinte:

W(E Q) = Wo(®) + poad + Wo(ORE, ) + e @-7)

com R(§,¢) = R,(§) + T(9)

onde W se refere a solugdo analitica para cascas de paredes finas. A segunda parcela ¢ a solugdo
para cilindros espessos, cuja forma ¢ Wi/R + W2R, e, finalmente, a solugdo para esferas
espessas, tem a forma W>R + W3/R% conforme mostrado no desenvolvimento analitico

apresentado nos Apéndices I e 1.

2.4. Relacao Deformacao-Deslocamento

As equagdes de deformagao da casca espessa sdo determinadas a partir da defini¢do da

extensdo ¢ de uma fibra dS, paralela a superficie média:

(ds*—-dS)
as

€= 2l i Ejlily = (2-8)

~ ~ *x ., .
Onde ¢; sdo as componentes do tensor deformagdo, dS° é o comprimento da fibra na

superficie deformada e [; e l; referem-se aos cossenos diretores do elemento dS.



Pode-se definir o comprimento dS a partir das derivadas 0X/06 e 0X/0&, onde X ¢é o
vetor posicdo de um ponto da casca, como dito anteriormente nesta secdo. As relagdes
deformacao-deslocamento, explicitadas a seguir, sdo obtidas a partir das componentes analiticas

das deformacoes lineares ¢ de cisalhamento. [4]

L (2 g Lty )

& =
Ef A1(1+%) af Ay 20 Ry

__ 1 Uy | U104, | AW
o0 = A2(1+R_T2)(ae +A1 o + R, )
£p =2 2-9)
B A2(1+%) 5 v, A1(1+%) 3 v,
Yeo = T\ 5z | T TN 30 T
A1(1+R—1) 3 A2(1+E) A2(1+—) A1(1+E)

1 ow T\ 0 [ U ]
ya:A—l( 7;)6_§’+A1(1+R_1)6_T (17)

1 ow T\ 0 [ U ]
)/9{ _—AZ(—T—+A2(1+_)—-A2( IT)
Onde

A= Ap=r T=2 (2-10)

Nas eq. (2-9) e (2-10), W ¢ o deslocamento radial, U; ¢ o deslocamento longitudinal ao
longo do meridiano da casca, U> ¢ o deslocamento referido a coordenada circunferencial 8 e T ¢

a coordenada local ao longo da espessura da casca.



2.5. Simplificacdes para Cascas Cilindricas

Para o caso de cascas axissimétricas sob carregamentos axissimétricos, a condi¢do de
simetria implica que o deslocamento U> na dire¢do circunferencial e as derivadas dos demais
deslocamentos em relagdo a coordenada 0 devem ser nulas:

_dUu; _aw _ds' _dRy _dR, _ dr _
Uz_de_da_de_de_de_de_o 2-11)

Além destas condigdes, também para o caso particular das cascas cilindricas considerado

neste estudo, as seguintes consideragdes referentes aos raios principais de curvatura devem ser

feitas:

Aplicando-se essas simplificagdes nas relagdes (2-10) e (2-11) e substituindo-se o

resultado nas equagdes (2-9), estas resultam nas seguintes equacdes para as deformagoes:

et =55 (5¢)

€060 = Ry

gp =20 (2-12)
Yeg = faa—? + %

Yeo = Yo =0



2.6. Equacdes Constitutivas

Apds as simplificagdes mostradas na secdo anterior, verifica-se que apenas quatro
componentes de deformagdes sdo ndo nulas para a geometria de cascas cilindricas. Utilizando-se
a relagdo linear da Lei de Hooke, associada ao material homogéneo isotropico, as seguintes

equagdes deformagdo-tensio para cascas sdo obtidas:
Egg = %[UEE ~v(0ag + ¢¢)]
g06 = 7 [006 — v(0gs + 05¢)] (2-13)
s¢c = z[07e = v(ogs + 099)]

_2(1+v)
Yeo =~ T

correspondentes as seguintes equacgoes da transformacgao tensdo-deformagao:

= _Fa=v) v v
98 = 2n (1) [eff T e T 855]

E(1-v)

%66 = 121+

€00 + 75 €5 + 1 £ @-14)

— _Eav) v v
90 = d2v)(1+v) [855 T T, 899]

E
Tee = S Y&

2.7. Condicoes de Contorno

Um dos objetivos da func¢ao interpolagdo do campo de deslocamento U1, como mostrado
na se¢do 2.3.1, ¢ permitir representar-se a condi¢do de cisalhamento nulo nas faces interior e
exterior da casca, quando submetida a pressoes internas e externas.

Como explicitado na se¢do 2.6, a deformagao angular y¢; depende da tnica componente
ndo nula da tensdo de cisalhamento, resultando que a mesma também seja nula para a

coordenada local {=+1.



Com essas informagdes, a partir das equagdes de deslocamento impondo-se yg=0 para

{=+1, é possivel definir-se as variaveis de estado ®; e ¥; , componentes do deslocamento U; da

casca em func¢do dos demais campos de deslocamento, conforme esta mostrado no Apéndice II.

10w 10w 1
el T -y P 2-1
1 (s’ 0 royq s OF €=_1> 2h (2-15)
ow ow 2
Y =—— — < )
1 <af {=+1 + ¢ (=_1> 3h2s’ T Zyl (2 16)
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3. Formulac¢io Numérica do Modelo

A formulacao para cascas cilindricas apresentada na secdo 2 ¢ agora implementada
através do Método dos Elementos Finitos baseado nos deslocamentos. Nesse método o dominio
considerado na analise ¢ divido em sub-dominios (elementos) compostos por “nds”, onde sao
calculados os deslocamentos regidos pelas relacdes geométricas e equacdes desenvolvidas no
capitulo anterior.

Por conta da simetria axial do so6lido considerado, ¢ proposta uma discretizagao
unidimensional isoparamétrica ao longo da geratriz da superficie média do cilindro, divida em
elementos segundo a coordenada & na direcao longitudinal. Estes elementos sdo representados
pelos deslocamentos avaliados em 4 nds, em que o primeiro e o ultimo nos sdo comuns aos dois
elementos adjacentes do elemento considerado. Como usual na formulacdo numérica por
Elementos Finitos, a equacao equilibrio estatico do sistema associada aos deslocamentos ¢ obtida
através do Principio dos Deslocamentos Virtuais.

Nesta se¢do sdo abordados os conceitos do Método dos Elementos Finitos € o seu

desenvolvimento para a solugdo do modelo proposta no presente trabalho.

3.1. Principio dos Deslocamentos Virtuais

Na formulagdo geral do Método de Elementos Finitos a equacdo de equilibrio do sistema
associada aos deslocamentos ¢ obtida impondo-se o Principio dos Deslocamentos Virtuais: “O
equilibrio de um corpo ¢ satisfeito para qualquer campo de deslocamento pequeno e compativel
quando o trabalho virtual interno for igual ao trabalho virtual externo”.[6] Desta forma,
considerando-se o principio da conservacao da energia (1* lei da Termodinamica) para sistemas

adiabaticos,

Winterno = Wexterno 3-1)
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Em outras palavras, a condi¢dao de equilibrio estdtico em um corpo ¢ satisfeita quando o
trabalho realizado pelas forcas externas (forcas de corpo, forgas de superficie e cargas
concentradas) for igual ao trabalho resultante das tensdes e deformagdes internas do corpo. Essa
condi¢do ¢ equivalente a condigdo de minimizagao da Energia Potencial Total de um corpo
elastico linear continuo, que imposta resulta na equagdo de equilibrio. Assim, de uma forma
geral, a Energia Potencial Total ¢ descrita da seguinte maneira:

M= % f, €T6av — [, OTFzdv — [, UfFadA— X UFF, (3-2)
em que, €7 e 6 sdo vetores contendo as componentes dos tensores das deformagdes e tensdes,
que em um sistema de coordenadas em 3 dimensdes sdo representados por:

€7 = [Exx €yy €zz Vxy Vyz yzx] (3-3)

6" = [O-xx Oyy Ozz Oxy Oyz sz] (3-4)

€ e 0 relacionam-se através das equagdes constitutivas, organizadas na forma matricial
através da Matriz Constitutiva C, a qual estd explicitada na eq. (3-28), i.e.

6 =Cée (3-5)

F,, F5 e F,, representam os vetores representativos das forgas de superficie, forgas de
corpo e carregamentos concentrados, respectivamente:

FA = [FAx Fay FAZ]

FB = [FBx FBy FBZ] (3-6)

FC = [FCx FCy FCZ]

E, finalmente, o vetor U” contém os deslocamentos nas trés coordenadas globais de um

ponto do corpo:

UT=[u v w] 3-7)
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Da condi¢cdo de estacionaridade do funcional I1 (minimizacdo da energia), ou seja,

fazendo 611 = 0, obtém-se a equacdo de equilibrio do sistema:
J, 6éTcedv = [ 8UTFgav [, 6U F,dA— % 80¢F¢ (3-8)
Na equacio anterior §UT, U] e §UL sdo as variagdes dos deslocamentos associados as
forgas de corpo, superficie e concentradas, respectivamente, que satisfazem as condigdes de

contorno essenciais do problema. §¢éT corresponde a variacio dos componentes do vetor de

deformacgao do corpo.

3.2. Método dos Elementos Finitos

O Meétodo dos Elementos Finitos ¢ uma técnica numérica de resolucdo das equagdes
diferenciais parciais representativas das condi¢des de contorno, compatibilidade geométrica e
constitutiva. Nesse método o dominio estudado ¢ sub-dividido em elementos conectados por
pontos nodais.

As coordenadas dos deslocamentos no interior do elemento sdao relacionadas com as

coordenadas dos deslocamentos dos pontos nodais através de uma matriz de interpolacao dos

deslocamentos H™ . definida a priori,

(xy.2)°
) _ g n
Doy = Higyn U™ (3-9)

onde 0 representa o vetor que contém as componentes dos deslocamentos nas
coordenadas globais x,y,z, ¢ U™ ¢ o vetor dos componentes dos deslocamentos dos & nés do
elemento (n).

OMWT = [Uu, vy Wy ... Uy Vi, Wi] (3-10)

Utilizando-se o campo de deslocamentos na eq. (3-9) obtém-se a equagdo para as

medidas das deformagdes:

13



g = B((;;,Z)LAI(") (3-11)

que s3o obtidas, no problema linear para pequenos deslocamentos, das derivadas das

~(n)

componentes dos deslocamentos Uiyy ) definidos em (3-9), em relacdo as coordenadas globais.

Na eq. (3-11) B™ ¢ a matriz que relaciona as deformag¢des com os deslocamentos nodais
do elemento (n). Ela é composta por equacdes que sdo fungdes de grandezas geométricas do
elemento e dos polindmios de interpolagao.

Substituindo-se os campos de deslocamento e deformacgdes na equagdo de equilibrio (3-
8), para todos os elementos e integrando sobre cada dominio, obtém-se o sistema linear que
governa o comportamento da estrutura, na forma:

KU=R (3-12)

onde U ¢ o vetor dos deslocamentos contendo todos os graus de liberdade associados aos
pontos nodais (deslocamentos), K ¢ matriz de rigidez global e R é o vetor dos carregamentos

nodais equivalentes. Desta forma a matriz de rigidez global K, definida combinando-se a matriz

deformacao-deslocamento B e a matriz constitutiva C, resulta em:
K=3%,K™ =%, wB™Tc®BMaym (3-13)
R=Rz +R,+R; (3-14)
O vetor de carregamentos resulta da adi¢do dos vetores das forcas de corpo, de superficie

e das cargas concentradas, que sao expressos, respectivamente, na forma:

Rp =T [y HYY TESY dV (3-15)
R, = HMTEM g4 3-16

A — Zn fA(n) A A ( )
R. = F, (3-17)
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3.2.1. Formulaciao do Elemento Unidimensional Considerado

Para a definicdo das equacdes de equilibrio e suas respectivas matrizes, € preciso
caracterizar-se geometricamente os elementos (sub-dominios) que formam a malha de elementos
finitos. No presente estudo, conforme mostrado na Fig. 3, considera-se a geometria de um sélido
(casca) axissimétrico em relacdo ao eixo coordenado-z cujos graus-de-liberdade sdo referidos a
superficie média. Desta forma, a formulagdo apresentada utiliza elementos unidimensionais com
discretizagdo ao longo da geratriz (posicionada na superficie média). O elemento resultante que
define uma casca cilindrica sera, consequentemente, uma subdivisdo dessa linha média, reta

paralela ao eixo-y de simetria.

Z

Figura 2: Elemento Unidimensional
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Na Fig. 3 um elemento axissimétrico genérico, € seus respectivos quatro nos, estao
dispostos na ordem 1-3-4-2. Para o caso particular do cilindro, o angulo da figura ¢ de
transformagdo das coordenadas globais e locais ¢ igual a zero.

A cada n6 tem-se associados dois campos de deslocamento translacionais, previamente
explicitados na Secdo 2, nas eqgs. (2-6) e (2-7), U; e W. U representa o deslocamento do ponto
nodal na dire¢do longitudinal ¢, enquanto W ¢ o deslocamento na direcdo radial {. Na
formulagdo lagrangiana considerada, os parametros geométricos e os deslocamentos sdo
interpolados por fung¢des polinomiais de terceiro grau que, para um elemento de 4 nds, possuem
a seguinte forma:

hy(8) = (—983+982+&-1)

6
ha(§) = %2—5—1) y
hs(§) = (2753‘9526—27&9)

h(e) = 2808 27849)

16

Com isso, explicitam-se as coordenadas cartesianas globais radial e axial, respectivamente,

considerando:
r(&) =X k(O (3-19)
2(§) = X1 hi(©) z (3-20)

Onde k=4 ¢ o numero de nds do elemento, £ ¢ a coordenada longitudinal local
isoparamétrica, valida no intervalo [-1 , 1] e { ¢ a coordenada local que percorre a espessura da
casca. Para o caso especifico das cascas cilindricas r(¢) é constante.

As componentes dos campos de deslocamento sdo também interpoladas na direg¢do
longitudinal da casca. Empregando-se as fungdes em (3-18) pode-se representar os

deslocamentos definidos no capitulo 2, nas equagdes (2-6) e (2-7), da seguinte forma:

16



Up(§) =Xl () U§
Y1 () =Z (Y]
Wo(§) = Eisa hi(9) Ws (3-21)
Wi (§) = Xty h () Wi
W, (§) = X hi(©) W3
W3(§) = Xiza hi(§) W3
Utilizando os campos de deslocamentos acima definidos, as equacgdes das medidas de
deformacodes descritas pelas equagdes (2-12) podem ser reescritas em funcdo das componentes

dos deslocamentos nodais. Assim, tem-se:

= L (Z[Ska (O U] + 2 Sk k(O YIT + 2 [Tl hi(®) @72 +

2 [ska i wilr )

1 K
(O Wy + W st @y wy(r o+ 1) + S
00T (R+T)
g0 = i (O 57 (3-22)
Yeg = —sr(RlJrT) . afgéf) (Wo +o-tW(R+T)+ R+T] ) + ([ kL h(O) Y]+

23, h(@ @]+ 33K, hi(§) wiIT? )

onde

=5 REQD =R +TQ)  T=13¢
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Assim, os campos de deformacao associados ao elemento axissimétrico unidimensional
sao definidos em funcao de seus graus de liberdade. A matriz de rigidez global K do elemento e

o vetor de carregamentos nodais R sdo considerados nas se¢des seguintes.

3.3. Matriz Rigidez Global do Elemento Considerado

3.3.1. Definicdo da Matriz B (Deformacio - Deslocamento)
A relagdo de compatibilidade geométrica, que relaciona as deformagdes do elemento com
as 6 componentes do deslocamento associados aos quatro ndés do mesmo elemento, ¢

representada pela matriz B na forma:

Sff n)

& N
ggg =B (n) U(n) (3-23)

1434
onde U ¢ o vetor contendo os deslocamentos da casca associados aos 4 pontos nodais de cada

elemento (n), tendo portanto um total de 24 graus-de-liberdade.
0T = [u} v wi wt wl wi v ... vt ... v:...] (3-24)
Desta forma, tem-se que a matriz B para um determinado elemento pode ser escrita na forma

seguinte:

B™ = [B, B; B, B,] (3-25)
Com By, B2, B3 e B4 sendo as sub-matrizes de B obtidas para cada n6 do elemento, na

seguinte forma:
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i i i i i
Ira11 ajp a1 Q411 4qq a11]|
i i i i i
az1 Az1 Q1 Q1 Q1 A4z (3-26)
i i i i i
az; dz; dzp; dAzqp dAzqp 0Azq

lafu afn afu aziu aziu aziuJ
Os elementos de cada coluna da Matriz B referem-se ao grau de liberdade especifico de cada nd
do elemento (n), conforme explicitado no vetor em (3-24), e cada linha de B se refere a cada uma
das componentes de deformag¢do do elemento, conforme listado no vetor de deformagdes
mostrado a eq. (3-23).
Portanto, associado a cada eclemento tem-se um vetor de deformacdes, um vetor de
deslocamentos ¢ uma matriz B (&, {) correspondente. As derivagdes das equagdes para os termos

ajjem (3-26) estdo descritas no Apéndice IV.

3.3.2. Definicao da Matriz C (Constitutiva)
A Matriz Constitutiva representa a relacdo entre as componentes das tensdes e das
deformacodes, em cada ponto da estrutura (casca). Considerando-se a relacdo linearizada desta

relacdo para materiais homogéneos e isotropicos, tem-se:

O'Ef (n) 856 (n)
O66 _ ~m) |%06
07¢ =C €2 (3-27)
1 1414
onde a matriz C™ | resultante da Lei de Hooke, apresenta-se na forma seguinte:
_ v v -
1 1-v) (@-v) 0
% %
1 0
m — _Eav) 0= 1) ]
¢ (1-2v)(1+v) | v 1 0 (3-28)
1-v) (@a-v)
(1-2v)
| 0 0 0 20w
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onde E e v sdo, respectivamente, o Mddulo de Elasticidade e o coeficiente de Poisson do

material.

3.3.3. Definicao da Matriz K (Rigidez Global)

Considerando-se cada elemento resultante da discretizagdo da estrutura obtém-se a matriz
de rigidez K local, que relaciona o vetor dos deslocamentos com o vetor dos carregamentos
nodais, conforme expresso na eq. (3-12). Considerando-se o Principio dos Trabalhos Virtuais,
esta matriz ¢ obtida da integragdo, sobre o volume V™ do elemento, da combinagdo das

matrizes B™ e €™ na forma:

K = fV(n)B(n)TC(n)B(n) dym (3-29)

Devido a simetria axial da casca esta equagdo ¢, neste estudo, simplificada, realizando-se
a integragdo sobre o volume correspondente ao angulo central de 1 radiano da casca. Dessa
maneira a equacdo reduz-se a integral sobre a area de revolu¢do da casca cilindrica, nas

coordenadas locais ¢ e {, na forma:

K™ = 1 [ BEOMTCMB(E )™ RE) & dgdg (3-30)
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3.4. Vetor Carregamento

De acordo com a eq. (3-12), além da matriz de rigidez, é também necessario definir-se o
vetor dos carregamentos nodais equivalentes, para a obtencdo dos deslocamentos. Neste estudo
sdo consideradas as pressdes agindo nas superficies interna e externa do cilindro. Para este tipo
de carregamento, o vetor das for¢as nodais equivalentes associado a um elemento (n) ¢ dado pela

expressao:
R = [, HPTp™ dA (3-32)

onde p(™¢ o vetor das pressdes atuantes e A é a area de atuagio da pressdo correspondente ao
angulo central de 1 radiano da casca, considerando-se se a pressdo ¢ interna ou externa. Ja
H®WT( &) ¢ a matriz contendo as funcgdes de interpolacio associadas as componentes de
deslocamento.

Assim, a matriz HVT() possui a seguinte forma, correspondente ao deslocamento radial da

casca.
HOT =10 0 hy(§) h()/Ra hi(©Rs hi(§) /R 0 0 hy ..

0 0 Ry(§) .. 0 0 hy(§) ha(§) /Ra ha(§)Ra ha(§) /Ra”] (3-33)

Inserindo os termos referentes a area, obtém-se da eq. (3-32):

~ 1 d

R = [ HOT (@ p™ R, 57 dt (3-34)
onde

R4y =R, +§ para pressao externa (3-35)

h .
eRy =R, — - para pressdo interna
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4. Condic¢oes de Continuidade e de Fixacao

Na formulagdo do modelo de Elementos Finitos apresentada na Se¢ao 3, deve-se atentar
para a necessidade de serem impostas duas condi¢des: Continuidade e Fixacdo. A continuidade
entre elementos deve ser garantida entre dois elementos adjacentes. As condi¢des de fixagdo
devem ser impostas nos graus de liberdade associados aos nds extremos da casca, na
representacao da condi¢cdo de contorno em diferentes situagdes.

A condicdo de continuidade do deslocamento radial W entre dois elementos adjacentes ¢
automaticamente garantida ao longo da coordenada longitudinal e ao longo da espessura por
meio dos graus de liberdade generalizados no ponto nodal comum aos elementos adjacentes.

A condi¢ao de continuidade do deslocamento axial U; ¢ garantida pela imposi¢do da
condicdo de contorno natural de deformacdo angular nula nas faces interna e externa da casca,
conforme visto na Segao 2.

Finalmente, faz-se também necessario impor uma condi¢do de fixacdo na casca. Neste
caso, os valores nodais dos graus de liberdade sd3o nulos nos pontos de fixagao.

Estas restri¢gdes sdo impostas no presente trabalho através do Método de Penalidades, um

método numérico de imposicao de restricdes amplamente utilizado em problemas de otimizagao.

4.1. Método da Func¢ao Penalidade

O Método de Penalidades ou Método da Funcao Penalidade ¢ um método usado em
problemas de otimizagdo, e consiste em transformar um problema de minimizagao sujeito a
restricdes em uma série de problemas de minimizacao sem restrigdes. [7]

Define-se inicialmente a fun¢do a ser minimizada:

d(R @) = FR) + a T [g: (D)’ 4-1)
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Onde F(X) ¢ a fungdo a ser minimizada sujeita as restri¢des g;(X) = 0, X é um vetor
contendo as variaveis do problema e a ¢ a magnitude do pardmetro de penalidade, assumindo
valores maiores ou iguais a 0.

Para que a solucdo obtida da minimizagio satisfaga a restri¢do g;(X) = 0, é preciso
definir um valor adequado para o parametro a. Para valores crescentes de a, a convergéncia da
solucdo ¢ assegurada.

Deve-se atentar ao fato, porém, de que a escolha de um valor muito elevado para a torna

12 ) N e
o termo Z’i\’:l[gi(X )] dominante na equacdo de minimizagdo, o que resulta na perda da
identificacdo matematica original do problema, definida pela funcio objetivo F(X). Para evitar

isso, define-se um valor de @ que mantenha os dois termos da equacdo na mesma ordem de

grandeza.

4.1.1. Aplicacao do Método na Formulacio Numérica

Como dito na secdo 4.1, o método de penalidades implica em adicionar-se a uma fung¢do
objetivo, sujeita a restricdes € a ser minimizada, um funcional que representa a imposi¢do de
restricoes de igualdade. Na presente formulacdo do modelo de cascas cilindricas, a funcao
objetivo F ()? ) a ser minimizada ¢ o funcional da Energia Potencial II, conforme definido na
Secdo 3. Portanto, a partir da eq. (4-1), define-se um novo funcional IT*:

m =1+ %(restrl’géo)z 4-2)
onde tem-se restrigoes da forma:

restrigio = 0 4-3)
Pela minimizagdo do funcional IT*, i.e., impondo-se a condi¢do de estacionaridade SIT* = 0,
obtém-se o resultado da minimizagao de Il, satisfazendo as condi¢des prescritas em (4-3). Estas

restri¢des sdo representativas das condig¢des de continuidade e de fixagao.
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Embora os deslocamentos radial e longitudinal tém sua continuidade entre elementos
garantida por graus de liberdade generalizados e por condi¢des de contorno naturais, como visto
no inicio desta secdo, ¢ preciso também garantir a continuidade da primeira derivada do
deslocamento radial W, impondo a condicao de igualdade entre as derivadas obtidas em dois
elementos adjacentes, no n6 comum. J& a condicao de fixacdo de um elemento € representada
impondo-se valores nulos para as componentes dos campos de deslocamento e para a primeira

derivada de W em relagdo a coordenada €.

4.1.2. Condicao de Continuidade

Esta condicdo a ser imposta pelo método das penalidades garante a continuidade da
primeira derivada do deslocamento radial W entre elementos adjacentes. Para isso, sdo definidas

duas restri¢cdes: nas paredes interna e externa do cilindro, entre os elementos (n) e (n+1).

. [ /1 au\(™ 1 aw\ D]

restricdol = _(?a_f)§=+1 B (?a_g)&_l_czﬂ (4-4)
o [ aw@ 1 ow\ (D]

restricdo2 = (?a_f)fzﬂ B (?a_f)gz_l - (4-5)

Aplicando estas restrigdes na eq. (4-2) e impondo a condi¢do de estacionaridade do
funcional IT*, obtém-se uma nova equagdo de equilibrio para o sistema:

(K +K5)T =R (4-6)

Os termos K, U e R sdo os mesmos vistos na se¢do 3. O termo K& representa a matriz de
penalidades, que impde a continuidade para N pontos nodais. Essa matriz pode ser expressa pela
soma de outras duas, cada uma referente as faces interna ou externa da casca.

Kfr = K& + Kf, 4-7)
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Na eq. (4-7), Kf, representa a matriz para a superficie externa e KS, para a superficie
interna. Por sua vez, estas matrizes sao representadas pelo somatério das matrizes de penalidade
definidas para cada ponto nodal j.

Klgl = ﬁy=1 Kgu (4-8)

Kg2 = X1 Kpzj (4-9
Finalmente, cada matriz K5, ; pode ser definida como:

Klgkj = a Gy Gy (4-10)

e Ger = [Gix Gax Gl (4-11)

Como visto anteriormente nesta se¢do, @ ¢ a magnitude da penalidade, enquanto Gy, €
uma matriz composta pelos graus-de-liberdade nodais de dois elementos adjacentes, Portanto,

possui 42 componentes, explicitados a seguir:

le = [a1 b1 Cq d1 eq f1 az ... Qu ] (4-12)
Gy=1g9g hij kI (4-13)
ng = [u3 V3 W3 X3 Y3 Z3 Uy ... Uy ... ] (4-14)

As componentes da matriz G estdo associadas a componentes do vetor dos graus de

liberdade globais:
0T = [0f) Qfiney Qs (4-15)

AT _[U;(n) Y11(n) Vvol(n) M/11(n) Vl/zl(n) M/Bl(n) Uo3(n) U:)l-(n) ] (4-16)

Wy = [Uj("“) LUt e ] 4-17)

ﬁgn) _ [Uémt) Y.1(mt) I/Vo(mt) Vl/l(mt) VVZ(mt) l/I/B(mt)] (4-18)
Os graus de liberdade do elemento (n) estdo associados com os termos de Gy, assim

como os do elemento (n+1) estdo associados a Gzi. O no intermedidrio, comum aos dois
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elementos, estd associado a G,j. Os termos que preenchem a matriz G estdo deduzidos no

Apéndice V.

4.1.3. Condicao de Fixacao

Esta condicao se faz necessaria nos pontos nodais em que ha a condi¢do de engaste da
casca cilindrica. Nesta condicdo, as componentes do deslocamento sdo nulas, bem como a
primeira derivada do campo de deslocamento radial W, nas faces interna e externa, para o nd
fixado, relativamente a coordenada axial da casca.

Anular as componentes do deslocamento ¢ equivalente a remover-se da matriz de rigidez
global os graus de liberdade nodais correspondentes. E, para a condi¢do de derivada de W nula,

aplicam-se as seguintes restrigdes, usando o mesmo procedimento usado na condi¢do de

continuidade:
[ ®
restricdol = (%—?){ ) (4-19)
L =tile=11
[ ®
restricio2 = (‘%)5_+1 (4-20)
| =tilg=—1

Aplicando-se essas restri¢oes a eq. (4-2), esta resulta na seguinte equagdo de equilibrio:
(K+Kf)U =R (4-21)

onde os termos K, U e R sdo conforme definidos na segdo 3 e o termo KJ; representa a matriz de

penalidades de fixacdo. Essa matriz pode ser expressa pela soma de outras duas, cada uma

referente as faces interna ou externa da casca.

KlfT = K1§1 + Kzljz 4-22)
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Na eq. (4-22), K}, representa a matriz para a superficie externa e K£, para a superficie interna.
Ambas as matrizes podem ser representadas pelo somatério das matrizes de penalidade definidas
para cada ponto nodal, na forma:
Kf = 7=1 KFI':1j (4-23)
KE; = Xjer Kizj (4-24)
Com cada matriz K7, j podendo ser definida como:
Klfkj = a Gy, Gr (4-25)
Onde a ¢ a magnitude do fator de penalidade e Ggj pode ser explicitada na forma:
Gex=Imy ny o0 pp ¢ 11 M3 ... my ... my ...| (4-26)
Os termos que compdem essa matriz estdo desenvolvidos no Apéndice V e podem ser

representados como:

my, =0
n, =0
oh
0p ==~
98 ¢=+1

R 0f RZ af){=i1 (4-27)

= (L2 208

p R? 0§ R30§)r_yq

O vetor deslocamento associado a essa matriz de penalidades ¢ o mesmo elementar
apresentado na eq. (3-24) e, portanto, a combinagdo das condigdes de continuidade e fixagao
resultam na seguinte equagao de equilibrio a ser considerada:

(K+ K& +K5)U =R (4-28)
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5. Solucdo Numérica

O modelo descrito nesse trabalho foi implementado em um programa de computador
utilizando-se a linguagem C. Os valores encontrados no programa foram comparados com
aqueles fornecidos no software comercial Ansys, para a validagdo do trabalho.

Em todos os testes numéricos foram utilizados os seguintes pardmetros geométricos e fisicos:

Modulo de Coeficiente de Pressao Magnitude da Comprimento
Elasticidade (E) Poisson (v) (p) penalidade (o) (L)
200 GPa 0,3 12 MPa 10 300 mm

Nos casos de cilindros livres (com a condi¢do de fixa¢do nula nas extremidades), os
testes numéricos foram realizados para malhas formadas por 1 elemento apenas. Nos casos de
cilindros com engaste, os testes numéricos foram realizados com malhas formadas por 80
elementos. A magnitude do pardmetro de penalidade foi estabelecida através da experimentagdo
numérica.

Nas simulag¢des utilizando software, utilizou-se uma malha com elementos sélidos
tridimensionais representando 7 do sélido cilindrico, conforme mostrado na Fig.3. Condi¢des de
contorno de apoio simples foram empregadas nas faces paralelas aos eixos x e y, representando a
simetria axial do problema, além da condi¢do de contorno simples ou de fixacdo na base,
conforme a condi¢do de cilindro livre ou engastado, respectivamente. A malha utilizada para o

caso de cilindros de paredes espessas esta mostrada na Fig.3.
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Figura 3: Malha de um cilindro de paredes espessas

5.1. Cilindros de Paredes Finas Livres sob Pressao Interna

Inicialmente considerou-se um cilindro de casca fina, em que R > h, i.e., no caso em que o raio
do cilindro ¢ maior que a espessura em uma ordem de grandeza ou mais. No presente estudo

considera-se:

> 10 (5-1)

Bl

utilizando-se um cilindro com os seguintes parametros:
R = 50mm h=5mm (5-2)
As Figuras 4, 5, 6 e 7 a seguir apresentam uma comparacao entre as solugdes obtidas com
o presente estudo e com o programa Ansys para as medidas das tensdes e deformacdes

(circunferencial e radial) ao longo da espessura da casca.
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Figura 4: Tenséo Circunferencial ao longo da espessura (pi = 12 MPa)
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Figura 5: Tens&o Radial ao longo da espessura (pi = 12 MPa)
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Figura 6: Deformagcéo Circunferencial ao longo da espessura (pi = 12 MPa)
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Figura 7: Deformag&o Radial ao longo da espessura (pi = 12 MPa)

Destes resultados, observa-se que as solucdes encontradas com o presente modelo estdo de

acordo com a solu¢do numérica fornecida pelo software Ansys.
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Dos resultados nas figs. 4 e 5 observa-se a diferenga de uma ordem de grandeza das
Tensdes Circunferenciais em relacdo as Tensdes Radiais, o que permite comprovar a
aproximacao usual nas solugdes analiticas com as Tensdes Radiais nulas em cilindros de paredes
finas. Observa-se também na fig.5 a verificagdo das condigdes de contorno para as Tensodes
Radiais: nulas na parede exterior da casca e iguais ao valor negativo da pressao aplicada na
pressao interna.

Desta forma, uma comparagdo dos resultados do presente estudo com a solucao analitica
do problema estd mostrada nas tabelas 1 e 2, onde sdao comparadas as tensdes radiais e

circunferenciais e as deformagdes radiais e circunferenciais, avaliadas nas superficies interna e

externa da casca. Uma muito boa concordancia destes resultados pode ser observada.

Cilindro livre, paredes finas, Ogo Ogo o0 o0
pressao interna {=-1 {=+1 {=-1 {=+1
Resultado C (MPa) 120.30315 | 108.30285 | -12.00038 | -0.000018
Resultado Analitico (MPa) 120.3 108.3 -12 0
Erro (%) 0.00262 0.00263 0.00316 -

Tabela 1: Comparagéo da solugdo Analitica com a solugdo em C para tensdes

Cilindro livre, paredes finas, Eg0 Eg0 &g &7
pressao interna {=-1 {=+1 {=-1 {=+1
Resultado C (10) 6.19516 5.41514 -2.40456 1.62454
Resultado Analitico (10) 6.19500 5.41500 -2.40450 -1.62450
Erro (%) 0.00258 0.00258 0.00249 0.00246

Tabela 2: Comparacgéo da solugdo Analitica com a solugdo em C para deformacgbes

32



Desta forma pode-se concluir que o modelo utilizado apresenta resultados compativeis para
a representacdo de comportamento de cascas finas axissimétricas livres submetidas a pressao

interna. Na se¢do seguinte considera-se a validagdo para o carregamento de pressao externa.

5.2. Cilindros de Paredes Finas Livres sob Pressao Externa

O mesmo modelo considerado no teste anterior ¢ agora considerado sob a pressao na
superficie externa do cilindro. Nas figuras 8 a 11 consideram-se as solucdes para as medidas das

tensdes e deformacgodes (circunferencial e radial) ao longo da espessura da casca.
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Figura 8: Tensao Circunferencial ao longo da espessura (pe = 12 MPa)
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Figura 9: Tensdo Radial ao longo da espessura (pe = 12 MPa)

-5,70E-04

-5,80E-04

-5,90E-04

-6,00E-04

-6,10E-04

-6,20E-04

-6,30E-04

-6,40E-04

-6,50E-04

-6,60E-04

-6,70E-04

(l) 0,001 0,002 0,003 0,004 0,005 0,006

/

/

/

/

e def - Ansys

® o o odef - Pres. Estudo

/

/

/

/

Figura 10: Deformagé&o Circunferencial ao longo da espessura (pe = 12 MPa)
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Figura 11: Deformagado Radial ao longo da espessura (pe = 12 MPa)

Os resultados apresentados estdo em muito boa concordancia. Mais uma vez, a
significativa diferenca entre os valores da componente Circunferencial das tensdes em relacao as
Tensdes Radiais permite que se considerem nulas as Tensdes Radiais para o caso de cilindro de
paredes finas. Também, na fig. 9, observa-se que as condi¢des de contorno quanto as Tensdes
Radiais foram respeitadas no modelo numérico: nulas na parede interna da casca e iguais ao
valor negativo da pressdo aplicada na parede externa.

Como na se¢do 5.1, aqui também foi feita uma avaliagdo entre as solu¢des numéricas e

analitica do problema, conforme esta mostrado nas Tabelas 3 e 4 a seguir.
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Cilindro livre, paredes finas, Ogo 0o o o
pressao externa {=-1 {=+1 {=-1 {=+1
Resultado C (MPa) 132.30350 | 120.30319 | -0.000012 -12.00037
Resultado Analitico (MPa) -132.3 -120.3 0 -12
Erro (%) 0.00264 0.00265 -- 0.00308

Tabela 3: Comparagéo da solugao Analitica com a solugdo em C para tensdes

Cilindro livre, paredes finas, Eg9 Eg9 &7 &7
pressio externa {=-1 {=+1 {=-1 ¢=+1
Resultado C (10™) 6.61517 5.83515 1.98455 1.20453
Resultado Analitico (10™) 6.61500 5.83500 1.98450 1.20450
Erro (%) 0.00257 0.00257 0.00252 0.00249

Tabela 4: Comparagéao da solugdo Analitica com a solugdo em C para deformagdes

Este conjunto de resultados e comparacdes confirmam a eficacia do modelo proposto na

representacao de cilindros livres de paredes finas.

5.3. Cilindros de Paredes Finas com Engaste Simples sob Pressao Interna

Nesta secdo consideram-se cilindros de paredes finas sob a condi¢ao de fixagdo em uma
das extremidades. Desta forma ¢ necessario impor-se a condi¢do de fixacdo do primeiro n6 do
modelo do cilindro, resultando em um cilindro com engaste simples. Os resultados numéricos

obtidos para os testes (circunferencial e longitudinal) estao apresentados na figuras 12 e 13.
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Figura 12: Tensao Circunferencial ao longo da espessura no né do engaste (pi = 12 MPa)
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Figura 13: Tens&o Longitudinal ao longo da espessura no né do engaste (pi = 12 MPa)
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Devido as condi¢des de engaste consideradas e ao contrario do caso de cilindros livres,
as Tensdes Longitudinais ndo sdo nulas. Analisando-se os resultados para a Tensdo
Circunferencial mostrados na fig. 12, estes apresentam uma boa concordancia com a mesma
tendéncia da distribui¢do. Porém, os resultados das Tensdes Longitudinais apresentados na
fig.13 revelam um afastamento maior, devido principalmente a aproximag¢ao dos deslocamentos

utilizada no modelo numérico considerado.
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e desloc-Ansys
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0,01 I
0,005 t
0 T T T T T T T 1
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Figura 14: Deslocamento Radial ao longo da comprimento (pi = 12 MPa)

A fig. 14 apresenta os resultados para o deslocamento radial W ao longo do comprimento do
cilindro. Nota-se que a condi¢do de fixacdo ¢ respeitada pela solugdo numérica obtida, com o

deslocamento nulo na base onde ¢ imposta a condicao de fixagao.
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Figura 15: Deformagéo Radial ao longo da espessura (pi = 12 MPa)

A fig. 15 apresenta a distribui¢ao da deformacao radial ao longo da espessura obtida junto ao n6
central do cilindro, afastado do engaste. Este resultado valida o modelo proposto, pois coincide
com o resultado encontrado para o caso de cilindro livre de paredes finas com pressao interna,

mostrado na Fig.7.

5.4. Cilindros de Paredes Espessas Livres sob Pressao Interna

Com as solugdes para cilindros de casca fina confirmadas por outra solugao numérica e
analitica, nesta secdo passa-se a verificar as solugdes para o caso de cilindros de paredes
espessas. Os parametros representativos para o teste numérico considerado sdo os seguintes:

R = 50mm h=50mm (5-5)

Nas figuras 16 a 19 estdo apresentadas as distribui¢des ao longo da espessura da casca

das tensdes e das deformagdes (circunferencial e radial).
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Figura 16: Tensao Circunferencial ao longo da espessura (pi = 12 MPa)
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Figura 17: Tensdo Radial ao longo da espessura (pi = 12 MPa)

Nas fig. 16 e 17 observa-se que, ao contrario da geometria para cilindros de paredes finas, as
tensdes radiais e circunferenciais possuem valores na mesma ordem de grandeza, ndo sendo
possivel a aproximagao utilizada para a geometria de cascas finas. Por outro lado, observa-se da

fig.17 que também aqui as condigdes de contorno referentes as Tensdes Radiais sdao respeitadas:
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nulas na parede exterior da casca e iguais ao valor negativo da pressao aplicada na parede

interior.
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Figura 18: Deformagéo circunferencial ao longo da espessura (pi = 12 MPa)
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Figura 19: Deformagdo Radial ao longo da espessura (pi = 12 MPa)
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Aqui também foram feitas comparagdes entre as solugcdes com o programa do presente

estudo com as solugdes analiticas, conforme estd mostrado nas tabelas 5 e 6 a seguir.

Cilindro livre, paredes Ogg Ogo o o
espessas, pressao interna {=-1 {=+1 {=-1 {=+1
Resultado C (MPa) 14.99490 | 2.99904 -12.01349 -0.002535
Resultado Analitico (MPa) 15 3 -12 0
Erro (%) 0.034 0.032 0.1124 --

Tabela 5: Comparagéo da solugao Analitica com a solugdo em C para tensdes

Cilindro livre, paredes Eg0 Eg0 &g &7
espessas, pressio interna {=-1 {=+1 {=-1 {=+1
Resultado C (10°) 9.30034 1.50003 -8.25511 -0.45099
Resultado Analitico (10°) 9.3 1.5 -8.25 -0.45
Erro (%) 0.00365 0.002 0.062 0.22

Tabela 6: Comparagédo da solugdo Analitica com a solugdo em C para deformagdes

A boa concordancia entre as solu¢des numéricas obtidas com o modelo proposto e as
solucdes analiticas e numéricas do programa Ansys permite concluir que o modelo utilizado
também ¢ adequado para a representagdo de cascas espessas axissimétricas livres submetidas a

pressdes internas.
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5.5. Cilindros de Paredes Espessas Livres sob Pressio Externa

O mesmo modelo considerado no teste anterior ¢ agora utilizado para a analise do
cilindro sob a pressdo atuante na superficie externa. Nas figuras 20 a 23 estdo apresentadas as
solugdes para as medidas das tensdes e deformagdes (circunferencial e radial) ao longo da

eSpessura da casca.
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Figura 20: Tensao Circunferencial ao longo da espessura (pe = 12 MPa)
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Figura 21: Tensdo Radial ao longo da espessura (pe = 12 MPa)
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Figura 22: Deformagé&o circunferencial ao longo da espessura (pe = 12 MPa)
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Figura 23: Deformagao Radial ao longo da espessura (pe = 12 MPa)

Novamente pode-se observar que os resultados obtidos apresentam-se em muito boa

concordancia. Assim como na se¢do 5.4, nas fig. 20 e 21 também observa-se que as tensoes
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radiais e circunferenciais possuem valores na mesma ordem de grandeza, nao sendo possivel a
aproximacao utilizada para a geometria de cascas finas. Por outro lado, observa-se da fig.21 que
também aqui as condi¢des de contorno referentes as Tensdes Radiais sdao respeitadas: nulas na

parede interna da casca e iguais ao valor negativo da pressao aplicada na parede externa.

Como no caso anterior, também, foram feitas comparagdes entre as solucdes com o

programa do presente estudo com as solugdes analiticas, conforme esta mostrado nas tabelas 7 e

8 a seguir.

Cilindro livre, paredes Ogo Ogo o o

espessas, pressio externa {=-1 {=+1 {=-1 {=+1
Resultado C (MPa) -26.99551 | -14.99941 0.01250 -11.99792

Resultado Analitico (MPa) =27 -15 0 -12

Erro (%) 0.01663 0.00393 -- 0.01733
Tabela 7: Comparag&o da solugdo Analitica com a solugdo em C para tensées

Cilindro livre, paredes Eg0 Eo0 &g &7
espessas, pressio externa {=-1 {=+1 {=-1 {=+1
Resultado C (107) -13.50045 | -5.70014 4.05476 -3.74917

Resultado Analitico (1075) -13.5 -5.7 4.05 -3.75
Erro (%) 0.00333 0.00245 0.11753 0.02213

Tabela 8: Comparagédo da solugdo Analitica com a solugdo em C para deformagdes
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Este conjunto de resultados e comparacdes confirma a eficacia do modelo proposto na

representacao de cilindros livres de paredes espessas.

5.6. Cilindros de Paredes Espessas com Engaste Simples sob Pressao Interna

Nesta secdo consideram-se cilindros de paredes espessas sob a condicao de fixacdo em
uma das extremidades, i.e., condicdo de engaste simples. Os resultados numéricos obtidos para
os testes numéricos (tensdes circunferencial e longitudinal) estdo apresentados na figuras 24 e

25.
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Figura 24: Tensao Circunferencial ao longo da espessura (pi = 12 MPa)
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Figura 25: Tens&o Longitudinal ao longo da espessura (pi = 12 MPa)

Das fig. 24 e 25, nota-se que o erro aqui obtido foi maior do que nos casos de cilindro
livre e de cilindro de paredes finas com engaste. Esse erro € resultado das consideracdes feitas
na formulacdo do modelo numérico considerado, em que os campos de deslocamentos
longitudinais sdo definidos a partir da imposicao de condi¢des de contorno, ao contrario do que

ocorre com o software Ansys.
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Figura 26: Deslocamento Radial ao longo da comprimento (pi = 12 MPa)
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A fig. 26 apresenta os resultados para o deslocamento radial W ao longo do comprimento do
cilindro. Nota-se que a condicdo de fixagdo € respeitada pela solugdo numérica obtida, com o

deslocamento nulo na base onde ¢ imposta a condi¢do de fixagao.
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Figura 27: Tenséao Circunferencial ao longo da espessura (pi = 12 MPa)

A fig. 27 apresenta a distribuicdo da Tensdao Circunferencial ao longo da espessura obtida junto
ao ultimo no6 do cilindro, afastado do engaste. Este resultado valida o modelo proposto, pois
coincide com o resultado encontrado para o caso de cilindro livre de paredes espessas com

pressdo interna, mostrado na Fig.16.
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5.7. Cilindros de Paredes Espessas com Engaste Duplo sob Pressio Interna

Nesta secao consideram-se cilindros de paredes espessas sob pressao interna € a condi¢ao

de fixagdo nas duas extremidades. Desta forma ¢ necessario impor-se a condi¢do de fixagao do
duplo.

primeiro no e no ultimo né do modelo do cilindro, resultando assim em um cilindro com engaste
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Figura 28: Tensao Circunferencial ao longo da espessura (pi = 12 MPa)
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Figura 29: Tensao Longitudinal ao longo da espessura (pi = 12 MPa)
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Os resultados numéricos obtidos para os testes numéricos (tensdes circunferencial e longitudinal)
estdo apresentados na figuras 28 e 29. Discrepancia similar a obtida na se¢do 5.6 (cilindro de

paredes espessas com engaste simples) € aqui também observada.
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Figura 30: Deslocamento Radial ao longo da comprimento (pi = 12 MPa)

A fig. 30 apresenta os resultados para o deslocamento radial W ao longo do comprimento do
cilindro. Nota-se que as condi¢des de fixagdo com o deslocamento nulo nas duas extremidades
sdo respeitadas pela solugdo numérica obtida e, na regido central, o deslocamento radial

apresenta-se com uma distribuicdo aproximadamente constante.
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Figura 31: Tensao Circunferencial ao longo da espessura (pi = 12 MPa)

A fig. 31 apresenta a distribuicdo da Tensdo Circunferencial ao longo da espessura obtida junto
ao no central do cilindro, afastado dos engastes. Este resultado valida o modelo proposto, porque
reproduz o resultado encontrado para o caso de cilindro livre de paredes espessas com pressao

interna, mostrado na Fig.16.
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6. Conclusao

Neste trabalho desenvolveu-se e implementou-se a formulacdo de um modelo
unidimensional de Elementos Finitos aplicavel a analise de cascas cilindricas finas e espessas
sob pressdes internas e externas. No desenvolvimento teorico utilizou-se, na interpolagdo do
elementos, as fungdes de forma associadas as solugdes analiticas para cilindros e esferas. O
modelo numérico resultante possui seis graus de liberdade generalizados por ponto nodal, para
representar adequadamente os deslocamentos radial e longitudinal da casca, em uma malha de
elementos lagrangianos de quatro pontos nodais.

O modelo numérico desenvolvido foi testado e comparado com solugdes analiticas e com
outros resultados numéricos fornecidos por um software comercial, obtendo-se muito boas
concordancias, tanto para as condic¢des de cilindros de paredes finas ou espessas assim como nas
condi¢des de contorno livres ou engastadas, comprovando-se a aplicabilidade das hipdteses
consideradas no modelo numérico.

Considerando-se o sucesso da formulagdo proposta e dos resultados obtidos no presente
trabalho, propde-se para futuros trabalhos uma formulacdo de Elementos Finitos unificada que

atenda ndo s6 os casos de cilindros e esferas, mas de estruturas em geral com simetria axial.
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Apéndice I - Soluciao Analitica dos Deslocamentos para uma Casca Cilindrica

Espessa

Como visto na secao 2, o deslocamento na dire¢ao radial W ¢ obtido combinando-se as
solucdes analiticas para cascas cilindricas e esféricas submetidas a pressdo interna e externa.
Nesse apéndice sera descrita a solu¢do para o cilindro espesso. Primeiramente, faz-se o

equilibrio de tensdes em um elemento diferencial de volume do cilindro, Fig 2,[1]:

Figura 30: Tensdes no Elemento de Casca Cilindrica

Extrai-se a seguinte equagdo de equilibrio:

(Ur + ?dr) (r + dr)d6 — o,rd0 — 204dr sin (dz—e) =0 -1

r

Devido a simetria axial, nesse modelo define-se & como sendo igual a 1 radiano. Por essa razao,

permite-se utilizar a seguinte simplificagdo, para angulos pequenos:

sin (‘12—9) =2 (1-2)

53



Aplicando (I-2) em (I-1), obtemos:

do, . oy—0g
=T %0

ar r (1-3)

As equagdes de compatibilidade geométrica e constitutivas sdo vistas na se¢ao 2:

aw 1
& =—= [0, —v(gg + ;)]

_W_
89—7—

[0 — v(0, + 0,)] (I-4)

o | =

_av

1
&, = iz = E[O-z _V(O-r + 0-9)]

Para cilindro longo, pode-se assumir o, = 0, o que resulta em duas equagdes referentes ao

deslocamento radial:

aw 1
& =— =—[o, —v(gp)]

1
gg = — =2 log —v(0y)] (I-5)
onde W ¢ o campo de deslocamentos radiais, » a coordenada cilindrica radial, £ o modulo de

elasticidade e v o coeficiente de Poisson. A partir dessas deformagdes, pode-se deduzir as

tensoes:
E [ow w
or =15y [? tv 7]
E ow W
00 = o [v iy (1-6)

Agora, com as equagdes das tensdes em funcdo dos deslocamentos, substitui-se as mesmas na
equacdo do equilibrio (I-3):

d*w  1dw W
dR?2 " rdR r2 I-7)

Finalmente, tem-se que essa equagdo tem solugdo na forma:

W(r)=Ar + = (1-8)
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Apéndice I - Condicoes de Contorno Naturais

Como dito na secdo 2, as fungdes que descrevem os campos de deslocamento foram
escolhidas de modo a representar a condi¢ao de cisalhamento nulo nas faces interior e exterior da
casca cilindrica. Porém, para que a condi¢do de contorno seja imposta ¢ preciso estabelecer a

relagdo entre as variaveis das equagdes de deslocamento.

U1(§,9) = UL(§) + Ya(E)T + @1(5)T? + ¥, (HT? (I1I-1)
W) = Wo® + s g + Wa(ORE D + (111-2)

Explicitando a condigdo de contorno, temos:

Yedio=r1y = (111-3)
Ou, utilizando a equagdo da tensdo de cisalhamento obtida na introducao teorica:
10w au1
= =2 - 111-4
Yee = |o af](zil + [aT {=t1 (111-4)

Substituindo as equagdes (III-1) e (III-2) na equacgdo (III-4), obtemos o seguinte sistema de

equacoes:
_ .
LW Y, + o+ BY)E| =0 (I11-5)
|5 08 ¢=41 ‘]
_1 ow hz—
B Y, — &, h + (3W,) ok 0 (I11-6)

Com oito variaveis e duas equacdes, explicita-se duas dessas varidveis para resolver o sistema.
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10w 10w 1
o, = <?a_€(=+1 _law >% (111-7)

S, afzz_l
ow ow 2
y, = (¥ LU i T 111
1 <a$ (=41 + af (:—1) 3h2s/ + yl ( 8)

Com isso, além de impor a condigdo de contorno natural desejada, o modelo foi

simplificado, reduzindo de oito para seis varidveis.

Apéndice III — Formulaciao da Matriz B
Neste apéndice serdo explicitados os termos da Matriz B de deformagao-deslocamento,
utilizada no calculo da Matriz de Rigidez, bem como as equacdes utilizadas para calculd-los.

Inicia-se pelas relagdes explicitadas na Segdo 2:

es = 5 (52) (IV-1)
€060 = Ry av-2)
gp =20 (IV-3)
Vec = f% +20 (IV-4)

Essas equagdes descrevem as deformagdes em funcdo dos deslocamentos e de suas
respectivas derivadas. Em seguida, expande-se essas equagdes, substituindo os termos referentes

aos deslocamentos pelas combinagdes de suas componentes:

Ur(§,9) = U + V(T + @1(HT? + Wy (DT Iv-5)
W(E Q) = Wo(®) + 153 + Wo(RE,Q) + (IV-6)
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Com cada componente dos campos de deslocamento escritos como um polindmio de
interpolagdo:
Uo(§) = Xita ha(§) Ug
Y1(§) = Zi'{=1 hi($) Yli
Wo(§) = Zisa () Ws (V-7)
Wi (§) = {'(=1 hi($) W1i
W,(§) = {'(=1 hi($) Wzi

Ws(f) = Z§c=1 h1(f) W:«;i

Resultando em:

e = 2 (Z[Z M@ Ul + Z[Z h@ VT + 2 [SE (O ]2+ 2T (O W]T® ) (AV-8)

k p.
L Tl (W, ramy+ WS (IV-9)
o6~ (R+T) -
e00 = |~ G S R + (S hi) — s (T W) v-10)

_ 1 k Oh; (f)
V& = gmem &=t g

(Wo + 22+ Wy R+ 1)+ —22) + ([Bl, h(©) Y] +

R+T]

235, @ @T +[33K, n(©) wiT? ) (av-11)
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Com a imposicao da condig¢do de cisalhamento nulo das superficies interna e externa do cilindro,

o nimero de graus-de-liberdade ¢ reduzido de oito para seis, sendo dois deles fungdo dos outros:

1 OW 1 6W 1
ow ow 2
l‘IJl - - (a_fgz-'-l + af (_ 1) 3h2 + 2)’1 (IV'13)

Com as equagdes anteriores forma-se a matriz B da seguinte maneira:

i i i i
I[a11 a1, Q13 Aq14 QAgs a16]|
i i i i
a a a a a a
B; = | ?1 22 ?3 24 ?5 l;6| (IV-14)
laz; a3, a3 az, ass 36 |
i i i i i
l6141 Aap QAy3 QAuq Ays a46J

Cujos termos sao:

1‘ahl1
an == 27
s'| 0¢
%:i.f%wi[- |-
s oc| 3 ]| 6s' o
Ao 2 [, __(ﬁgf 4 Oh_ s h Th
. s'_ o& 5 27 ) 37 9&” 65" 0&°

0 = hgzlL_L £
“ 4| 2\R, R

alsz_hg ( §:| = 4 |:h 2% g}ahzl

2 o5
o 1(*% (T
4s*|2\R> R’) 3 R? |08
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Apéndice IV — Matriz de Penalidades da Continuidade

Como demonstrado na se¢do 4, a matriz de penalidades da continuidade pode ser representada na

seguinte forma:
Kpkj = @ Gl Gy (V-1)
Ger =[Gk Gox Gyl (V-2)

Onde a matriz G tem seus termos definidos da seguinte maneira:

le = [a1 bl Cq d1 eq fl az ... Qg .. ] (V'3)
Gue=1lg h i k] (V-4)
ng = [ug V3 W3 X3 Y3 Z3 Uy ... Uy ... ] (V'S)

Tem-se que Gy, G, € Gz, sdo cada um associados a uma das componentes do vetor

deslocamento, como visto na sec¢ao 4:

—

ur = [ﬁ{n) ﬁ{int) ﬁ{n+1)] (V-6)

A restri¢do a ser imposta por essa matriz é:

| awn\ 1 oW\ (D)
restricdo = [(?a_f)fzﬂ - (?a_f)§=_1 L—ﬂ (V-7)

Finalmente, tem-se que os campos de deslocamento sdao definidos pelas equagoes:

UL(E,0) = VP + V(T + 1 (OT? + ¥1(T° (vV-8)
W(E Q) = Wo(®) + 18 + Wa(ORE Q) + s (V-9)

Com todos essas relagdes e definigdes, pode-se obter as equagdes da matriz de penalidades:

a, =0 (V-10)

, =0 (V-11)
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(V-12)

(V-13)

(V-14)

(V-15)

(V-16)

(V-17)

(V-18)

(V-19)

(V-20)

(V-21)

(V-22)

(V-23)

(V-24)
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(V-25)

(V-26)

(V-27)
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