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Resumo

Santos, Gleyd Oliveira dos; Pesco, Sinesio (Orientador). Aplicagdo de
Curvas de Bézier para o Estudo de Funcgbes Polinomiais no Ensino
Médio. Rio de Janeiro, 2015. 50p. Dissertacdo de Mestrado — Departamento
de Matematica, Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

Neste trabalho apresentamos uma proposta para auxiliar o estudo de funcdes
polinomiais no ensino médio por intermédio das Curvas de Bézier. Para isto intro-
duzimos as curvas de Bézier utilizando o algoritmo de De Casteljau e discutimos
suas propriedades. Em seguida aplicamos a formulacéo das curvas de Bézier ndo
paramétricas para representar fungdes polinomiais e discutimos alguns resultados

observados em sala de aula.

Palavras-chave
Curvas de Bézier; algoritmo de De Casteljau; Bézier ndo paramétrico; funcédo

polinomial.
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Abstract

Santos, Gleyd Oliveira dos; Pesco, Sinesio (Advisor). Bézier Curves
application for the study of polynomial functions in high school. Rio de
Janeiro, 2015. 50p. MSc. Dissertation — Departamento de Matematica,
Pontificia Universidade Catdlica do Rio de Janeiro.

In this work we present a proposal to assist the study of polynomial functions
in high school through the Bezier curves. For this we introduce the Bezier curves
using the De Casteljau algorithm and discuss its properties. Then apply the
formulation of Bezier curves non-parametric to represent polynomial functions and

discuss some results observed in the classroom.

Keywords
Bezier Curves; De Casteljau's Algorithm; Non-parametric Bezier;

Polynomial function.
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“Sempre me pareceu estranho que todos aqueles que
estudam seriamente esta ciéncia (matematica) aca-
bam tomados de uma espécie de paixao pela mesma.
Em verdade, o que proporciona 0 maximo de prazer
ndo € o conhecimento e sim a aprendizagem, ndo € a
posse, mas a aquisicdo, ndo € a presenga, mas o ato de
atingir a meta.”

Carl Friedrich Gauss
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1
Introducéao

Paul de Casteljau, nasceu em 1930, na Franca, tornou-se fisico e um grande
matematico. Por volta de 1958, quando trabalhava na Citroén, de Casteljau conce-
beu um sistema de algoritmos que calculava um certo grupo de curvas, conhecido
hoje como algoritmo de De Casteljau, que foi usado para o design de automdveis.

Segundo Gerald Farin, em seu livro, Curves and Surfaces for CAGD (1992,
p.2), “Citroén mantinha segredo sobre os resultados obtidos por Paul de Casteljau,
e fez o famoso relatério técnico MAC-TR-41 (por S.A. Coons) ndo aparecer antes
de 19677, os resultados de sua obra foram impressos apenas em 1975. Durante esse
periodo, varios trabalhos foram surgindo, embora abordados de outra forma. Um
outro francés, Pierre Bézier Etienne, engenheiro e funcionario da Renault, divulgou
um novo trabalho que intitulou “Curvas de Bézier” (equivalente ao algoritmo de De
Casteljau), tornando-se lider na transformacao de design de automoveis.

A curva de Bézier ¢ uma curva paramétrica’, que foi desenvolvida para a con-
feccdo de automoveis na montadora Renault. Além da grande utilizacdo nas indus-
trias automotivas, a curva de Bézier é amplamente usada na computacao gréafica e

no design de produtos, arquitetura, engenharia, entre outros.

Figura 01 — A Chords Bridge é uma ponte que lembra o algoritmo de De Casteljau na
arquitetura e engenharia.

1 Curva Paramétrica: E uma curva que expressa o valor de cada variavel x,y em funcéo de
uma variavel independente t, que é chamada de parametro.
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Alguns programas que aplicam a curva de Bézier sdo por exemplo: Adobe
Illustrator, CorelDraw, Inkscape e Photoshop. Eles a utilizam para criar um
logotipo; vetorizar uma imagem; modelar e desenhar curvas (assim como veremos

na propriedade 3); etc.

Um uso também muito comum das curvas de Bézier esta nas fontes de com-

putador, que sdo confeccionadas através da composicao de varias dessas curvas.

1S T ) “

Figura 02 — Algumas curvas de Bézier usados para fazer as letras “a”, “g” e “r".

O objetivo deste trabalho € introduzir este importante conceito aos alunos do
ensino médio como uma motivacdo ao estudo de polinémios (ja que o estudo de
polindmios é um dos instrumentos mais explorados para se desenhar curvas) e mos-
trar como trabalhar com a curva de Bézier através do algoritmo de De Casteljau.
Para isso, vamos desenvolver instrumentos e estratégias que facilitem o processo
de aprendizagem.

A principal questdo é como introduzir no ensino médio as curvas de Bézier.
Uma das dificuldades encontradas para se trabalhar esse assunto é que essa curva
lida com o modelo paramétrico. Apesar do aluno estar acostumado com alguns pro-
gramas que desenham curvas, por exemplo o Paint Brush, ainda assim, ele ndo tem
elementos matematicos suficientes. E quais elementos matematicos ele tem? As
fungdes polinomiais. Assim, nossa estratégia foi buscar um modelo de curvas de
Beézier restrito ao caso em que se reduzam ao grafico de um polindmio, mas de
forma que ainda possamos explorar as interessantes propriedades destas curvas.

De acordo com o curriculo minimo obrigatério, esse trabalho pode ser apli-
cado como auxilio ao estudo de polindmios a partir do 8° ano do ensino fundamen-

tal, nesse ano pode-se trabalhar com a representacdo geométrica de um polinémio
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de diferentes graus, ja no 9° ano o trabalho pode ser focado nas equagdes do 2°
grau, que € um assunto de grande importancia. No ensino médio, podemos traba-
Ihar, por exemplo, com fun¢ées polinomiais do 1° e 2° grau, polindmios e equacdes
algébricas.

Este trabalho foi dividido nos seguintes capitulos: No Capitulo 2 vamos estu-
dar o método recursivo de De Casteljau, definir a curva de Bézier e apresentar al-
gumas propriedades da curva e veremos exemplos. No capitulo 3 introduziremos
uma formulacdo que ira restringir as curvas de Bezier ao grafico de uma funcgéo
polinomial. No capitulo 4 atividades serdo propostas e aplicadas para alunos do

ensino fundamental e médio; mostraremos alguns dos resultados obtidos
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2
Curvas de Bézier

Neste capitulo apresentaremos a definicdo da curva de Bézier, primeiro utili-
zando o algoritmo de De Casteljau, depois a formulacdo de Bézier e algumas pro-

priedades e exemplos.

2.1
Algoritmo de De Casteljau

O algoritmo de De Casteljau é um método para gerar as curvas de Bézier
aplicando repetidas interpolacGes lineares, ou seja, vamos obter um segmento de
reta que passa por dois pontos de controle consecutivos, PP, P, P,, ..., P,_;P,. Esse
processo sera feito por n-1 vezes, e assim encontraremos 0 ponto que pertencera a
curva.

Vamos ilustrar o algoritmo de De Casteljau construindo uma curva de Bézier
de grau 2, usando a interpretacdo geométrica do algoritmo.

Para isso, precisamos escolher um parametro t, no minimo tomar 3 pontos
distintos quaisquer (que serdo 0s pontos de controle da curva), atraves das interpo-
lagGes iremos obter o ponto P(t) que pertence a curva, fazendo o pardmetro t variar

de 0 a 1, teremos a curva de Bézier desejada.
. 1
Para determinarmos, por exemplo, o ponto P(E) pertencente a curva, vamos

proceder do seguinte modo:

. . N 1
o Primeiramente vamos escolher o parametro t = o tE [0,1].

o Dado um segmento P,P; e um parametro t, obtemos um ponto P correspon-
dente a t sobre o0 segmento P,P;, pela equacdo paramétrica da reta:
PO)=(1—-t).P+t.P
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& o o
@ ®

Po P(t) P1

Figura 03: Ponto P correspondente a t sobre o segmento PyP;.

Utilizaremos a notacdo P (t) para significar o ponto P(t) sobre o segmento
P.P.,, er =1,...,n o nivel de recursdo? que indicara o avango nas repetidas inter-

polacgdes lineares. Neste exemplo de uma curva de grau 2 temos que n=2.

o Sejam os pontos Py, P; e P, e 0s segmentos PyP; e P, P,.
Py
P2
Po
Figura 04: Pontos P,, P, e P, e os segmentos P,P; e P,P,.
L . ~ 1 1
U No primeiro nivel de recursdo, n=1, vamos obter os pontos Pol (E)' Pl1 (E)

respectivamente sobre o segmento P,P; e P,P,. A partir desses pontos obtemos o

segmento P, P{.

1
Pa()
0 5 P2
Po
Figura 05: Pontos P} G) pl (%) e segmento PPl
o Passamos agora ao segundo nivel de recursdo, n = 2, e do mesmo modo,

1 ’
vamos encontrar o ponto PZ (g) sobre o segmento Py P. Como estamos no nivel 2

para uma curva de grau 2, entdo o ponto P2 (é) é 0 ponto P(%) que buscamos.

2 Recursdo: Em computacgdo, a recursividade € a definicdo de uma fungdo que pode invocar
a si mesma.
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Figura 06: Ponto P2 (%) sobre o segmento PP}

o De forma analoga, podemos obter todos os pontos da curva, com t € [0,1].

Figura 07: Ponto P? (g) e a curva de Bézier de grau 2.

Segundo Farin, “a constru¢do anterior para uma parabola pode ser generali-
zada para gerar uma curva polinomial de grau n arbitraria:
Dados os pontos Py, Py, ..., P, et € R,

r=1,..,n

PO =0-0.F"O+er@ {1t
e P°(t) = P,. Entdo P (t) é o ponto com o valor do pardmetro t na curva de Bézier,

por conseguinte, Py'(t) = P™.”

2.2
Definicdo de Bézier

A curva de Bézier, como ja vimos, é uma curva paramétrica. Definida através
de um parametro t € (0,1) e de seus pontos de controle.
Vamos expressar a curva de Bézier aplicando uma outra formulacéo em ter-

mos de polindmios de Bernstein, [Farin]:
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n

B(t) = z (?) P.(1 -t Lt

i=0
B(t)=(1-t)".P, + (rll) (=" LeP 4+ (n E 1) .(1-t).t" 1P,

+ t.P,

n!

Onde P, ¢ um ponto de controle e () =

il(n-1)!"
Os indices séo:
o t: um parametro real, t € [0,1];
o n: o grau da curva;
o i: um parametro inteiro, cujo valor varia de 0 até n.

Como exemplo, vamos obter a curva de Bézier de grau 4, ou seja, n = 4

B(t) =(1-t)*P, + (;L) (1= tP + -+ (4 i 1) .(1—-0.t*Lp,_,

+ t*. P,
B =(1-t)%P+4(1-0)3tP+6.(1-0)%t2P,+4.(1—1).t3.P;
+t* P, te[0,1]

A linha poligonal formada ligando-se os pontos Po, P1, P2, ..., Pn € chamada
de poligono de Bézier ou poligono de controle. Da mesma forma, os Pi pontos do
poligono sdo chamados de pontos de controle ou pontos de Bézier. Por exemplo, se
quisermos obter uma curva de grau 5, ou seja, n = 5, basta tomarmos no minimo
n + 1 = 6 pontos de controle. Ou vice-versa, se utilizarmos 3 pontos de controle
obteremos uma curva de grau maximo 2, tomando 4 pontos de controle teremos
uma curva de grau maximo 3.

E possivel verificar que a expresso polinomial da curva de Bézier e a formula

geral recursiva de De Casteljau séo equivalentes [Farin].
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2.3
Propriedades

O algoritmo de Casteljau nos permite inferir varias propriedades importantes
da Curva de Bézier. Nesse trabalho vamos falar de quatro propriedades considera-
das mais importantes, séo elas: o fecho convexo, a interpolacdo de pontos finais, o
design e o pseudo controle local.

1. Fecho convexo. “O fecho convexo de um conjunto de pontos € definido
como o menor poligono convexo que contém todos os pontos.” [Freitas]. Essa pro-
priedade garante que a curva de Bézier estara totalmente contida nesse fecho. A

demonstracdo disso pode ser vista em [Farin].

A figura 08 mostra o poligono de controle e sua respectiva curva de Bézier:

B

=

Figura 08: Poligono de controle e curva de Bézier.

Aqgui mostramos a curva totalmente contida no fecho:
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E

Figura 09: Fecho convexo contendo a curva.

2. Interpolacé@o de pontos finais. O primeiro e o Ultimo ponto de controle
pertencem a curva. 1sso pode ser verificado nos casos onde t = 0 e t = 1, por isso

é importante o controle sobre esses pontos. Vejamos:

(] Parat = 0:
n n
B(0) = (1 — 0)™P, + (1) (1= 0)""L.0.P + -+ (n B 1) .(1-0).0"1.p,_,
+ 0", P,

B(O) = 111.130 = PO

Onde P, € o primeiro ponto.

. Parat = 1:
n n
B(1) = (1— )™ P, + (1) (=D)L 1LP et (n B 1) (1-1).1"1p,_,

+10.P,
B(1) = 1".P, = P,

Onde P, é o ultimo ponto.

3. Design com curvas de Bézier. A curva de Bézier € uma ferramenta muito
util na modelagem de curvas. Através do poligono de controle podemos pré-definir
o formato da curva, ou seja, se quisermos fazer um “s” basta construirmos um po-
ligono que se aproxime do desenho e depois fazermos os ajustes, como na figura
10:
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Figura 10: Modelagem através do poligono de controle.

4. Pseudo controle local. Dado uma curva de Bézier com P, pontos de con-
trole. Ao mover apenas um dos veértices do poligono de controle, por exemplo P, , a
curva sofre uma mudanga mais acentuada na regido préxima ao ponto, um tanto

previsivel, embora a alteragdo afete toda a curva. Vejamos:

Nesse primeiro desenho podemos observar que grande parte da curva sofreu

alteracdo, isso porque temos apenas 4 pontos de controle.

Figura 11: Pseudo controle local com 4 pontos de controle.

Nesse outro exemplo, com 11 pontos de controle, a curva sofreu uma defor-
macao na vizinhanca do ponto. A figura ilustra que a regido mais préxima do ponto

movimentado, sofre maior alteracéo.
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Figura 12: Pseudo controle local com 11 pontos de controle.

2.4
Exemplos

Vejamos alguns exemplos de como obter a equagdo paramétrica da curva de

Bézier, dados os pontos de controle.

Exemplo 1: Encontrar a equacdo paramétrica da curva de Bézier gerada pelos
pontos (—1,1), (0,0) e (1,1).

Sejam P, = (—1,1), P, = (0,0) e P, = (1,1). Aplicando a equacdo paramé-

trica da reta temos:

Po() = (1 —1).(Pp) + t.(P)
PI() =1 —1).(P)+t(P)

Encontramos os pontos P} (t) que pertence ao segmento P,P; e P! (t) que per-
tence ao segmento P, P,. De modo analogo, vamos encontrar o ponto PZ(t) que per-

tence ao segmento P P! e, pelo algoritmo de De Casteljau, esta na curva.

P = (1—1).(P(®) +t.(PL(D)
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P(t) = (1 = 0).((1=1).(P) +t.(P)) +t((1 = 1). (P) + t.(P))
PZ(t) = (1 —t)2.(Py) +2t. (1 — t). (P) + t2(P,)

Substituindo os pontos Py, P; e P, encontramos a equacgdo paramétrica da

curva.

P(t) = (1 — 2t +t2). (—11) + (2t 2t2), (8) s (1)

1
—14+2t—t>2 4t
l)"Z(t):(1—2t+t2+t2)

P (D) = (1 - ;t++2;t2)

Fazendo t variar entre 0 e 1, obtemos a curva ilustrada na figura:

-1 P, |0 1

Figura 13: Curva de Bézier gerada pelos pontos (1,1), (0,0) e (1,1).

Exemplo 2: Encontrar a equacao paramétrica da curva de Bézier gerada pelos
pontos (—1,1), (0,—1) e (1,1).

Do exemplo anterior, temos que:
PE(t) = (1 — )% (Py) + 2t. (1 — t). (P) + t2(Py)

Substituindo os pontos Py, P; e P, temos;

PF() = (1 — 2t +t2). (_11) + (2t = 2t2). (_01) e (1)

1
—1+2t—t* +t?
P2 (t =( )
0(® 1—2t+t%2—2t+2t2 +t2
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142t )
— 4t + 4t

-1+ 2t ~ . . .
PZ(t) = ((_1 -|-|_2t)2) m — Equacdo paramétrica da curva y = x?, veja a figura:

PO = (,

P1

Figura 14: Curva de Bézier gerada pelos pontos (—1,1), (0,—1) e (1,1).

Nosso objetivo no proximo capitulo é apresentar curvas de Bézier restritas ao

caso de gréafico de funcéo.

Exemplo 3: Encontrar a equacdo paramétrica da curva de Bézier gerada pelos
pontos (1,1), (2,2) e (3,1).

Do exemplo 1, temos que:
P2(t) = (1 —t)2. (Py) + 2t. (1 — v). (P) + t2(P,)

Substituindo os pontos Py, P; e P,:

206y — (1 _ 2y (1 _oe2y (2 2 (3
Py(t) =(1 2t+t).(1)+(2t 2t).(2)+t.(1)
Pz(t)z(1—2t+t2+4t—4t2+3t2>

0 1 — 2t + t2 + 4t — 4t2 + t2

1+ 2t

2 _
Po (1) = (1 + 2t — 2t2

) m — Vejaapardbola gerada:
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Figura 15: Curva de Bézier gerada pelos pontos (1,1), (2,2) e (3,1).

Exemplo 4: Generalizar a equacao paramétrica da curva de Bézier gerada por

3 pontos Py = (Xg,¥,), P1 = (X1,¥1) € P, = (X3,¥2).

Po

Figura 16: Generalizacdo da curva de Bézier com 3 pontos de controle.

Do exemplo 1, temos que:

PZ(t) = (1 — )2 (Py) +2t. (1 — t). (P) + t2(P,)

Substituindo os pontos Py, P; e P;:
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Pr() = (1 -2 Cg) +2t.(1-1). Ci) + t2 (;z)

PZ(t) = (1 — 2t + t2). (;2) + (2t = 2t2). (;) + t2. (?2) n

Exemplo 5: Encontrar a equacao paramétrica da curva de Bézier gerada pelos

pontos de controle: Py = (X0, V,), P1 = (X1, V1), P, = (X3, ¥2) € P = (X3,¥3).

1 0 1

Figura 17: Generalizacdo da curva de Bézier com 4 pontos de controle.

PI(D) = (1—1).(P) +t.(P)
PH(D) = (1 —1t).(P) +t.(Py)
Pr() = (1 —1).(P) +t(Ps)

PE() = (1 —1).(PI(D) +t. (P (D)
PP =(1-0.(1-9.(P) +t.(P)) +t.((1—1.(P) + t.(P))
P2(t) = (1 —)2.(Py) +2t. (1 — t).(P) + t2(P)

Analogamente:
PZ2(t) = (1 —t)2.(P) + 2t. (1 — v). (P,) + t2(P3)

Entao,

PE(H) = (1 - 1. (PE(D) + t. (P(V)
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PP =(1—0).((1—-t)% (Py) +2t. (1 —1).(P) + t2(P,)) + t. ((1 — 1)2. (Py)
+ 2t. (1 — t). (B,) + t2(Ps))

PE() = (1 -3 (P) +2t. (1 —t)2.(P) + t2(1 — 1). (P,) + t(1 — ©)2.(P,)
+ 2t2(1 —t). (P,) + t3(P3)

P3(0) = (1 — ©)3.(P)) + 3t.(1 — 2. (P)) + 3t2(1 — ). (P,) + t3(P;) m

27
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3
Bézier ndo paramétrico

A partir daqui vamos aplicar uma formulacgéo restringindo a curva de Bézier,
porém ainda podendo explorar suas propriedades, de tal forma que a curva repre-

sente o grafico de uma funcéo polinomial.

3.1
Formulagdo ndo paramétrica

Para obter uma formulacdo que seja o grafico de uma funcéo, ou seja, y =

f(t), vamos usar a seguinte configuracdo: a coordenada x do ponto de controle P,
deve ser igual a ﬁ onde os pontos de controle sdo Py, Py, ..., P,. Considere, P, =
(X0, ¥o), P1 = (X1,¥1) € P, = (X5,¥2), 3 pontos de controle. Quais os valores de y,,
y1 €y, nos fazem obter a curva P(t) = (ttz) ou seja, a pardbola? Nosso objetivo

no caso geral é obter x(t) = t e y(t) uma funcdo polinomial.

Pela configuragdo acima, x; = ﬁ como queremos obter a parabola, n = 2,

logo:
0

* X0=§=0$Po=(0;}’0)
1 1

i g =2 = P =@,y

* X2=Z=1=>P2=(1»YZ)

N

Vimos que a equacgdo paramétrica da curva gerada por 3 pontos de controle

P(t) = (1 —10)2 (P) + 2t. (1 — ). (P)) + t2(P,)

Substituindo os pontos Py = (0,y,), P, = (%,yl), eP, =(1,y,):
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0 ! 1
P(t) = (1—02-( >+2t'(1_t)' 2 +t2< )
Vo y y2
1
0 ! 1
P(t):(1—2t+t2)-< )+(2t_2t2)- 2 +t2'( )
Yo v, Y2
P(D) = (Yo — 2ty, + t?y, + 2ty; — 2t%y; + t%y,

P(t) = ( 2 )
Yo — 2t(yo —y1) + t*(Yo — 2y1 + ¥2)
Para obtermos, P(t) = (ttz) basta resolvermos o seguinte sistema:

Yo=0 Yo=0
Yo—y1 =0 = y1 =0
Yo—2y1ty2=1 y2 =1

Portanto os pontos sdo: P, = (0,0), P; = GO) P, = (1,1). Vejaa figura:

Po |0 Pi 1

Figura 18: Grafico da funcéo y(t) = t2.

Vamos verificar que ao considerarmos x; = ﬁ , obteremos x(t) = t. Partindo

da formulacéo de Bézier:

n

B(t) = Z P, (rll) (1-t)nit!

i=0
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Observe pelo bindbmio de Newton que:

n

(x+a)t = Z (111) x"anl

i=0

Logo,

n

Z (?) Q-9 =(+0-t)"=1"=1

i=0
Agora para P, = %segue que:

n n

IR y LR

n

DX i)!a—on—itez(?:;) S

i=0

S amomr = g (1 -

i=0 i=0

= tz (n _11) (1—-tH)EeD-0DH-1T — ¢4+ (1 -t 1 =t m

1—

Com esta formulacdo, acabamos perdendo flexibilidade para modelagem,
porque os pontos deixam de ser livres e se tornam semi livres, ou seja, a coordenada
t esta fixa podendo variar apenas a coordenada y do ponto de controle. Mas as pro-

priedades da curva de Bézier continuam validas.
Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 1: Sejam, Py = (Xo,¥,), P = (x1,¥1), P, =(x3,y2) € P3 =

(X3,y3) 4 pontos de controle. Vamos usar a seguinte configuracao: x; = ﬁ comn =

3. Quais os valores de y,, v, , V> € y3 nos fazem obter a curva P(t) = (tg)?

Pela configuracdo acima, temos que:
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* XO:%:O = Py, = (0,y0)
° X1—§ = P1:(§»Y1)
° x2—§=> PZZ(EIYZ)
° X3=§=1 = P =(1y3)

Vimos, no exemplo 5, que a equacdo paramétrica da curva gerada por 4 pon-

tos de controle é:
P(t) = (1 -3 (Py) +3t. (1 —)2.(P) + 3t2(1 — v). (P,) + t3(P3)

Substituindo os pontos P, = (0,y,), P, = G,yl), P, = G'Yz) e Py =

(1,y3) obtemos a curva:

1

2
P(t) = (1—1)3. (g) F3t(1—0%| 2 | +32(1—0.[ 3] +¢2 (i)
Yo Y1 V2 V3

1
30+ (3t? — 3t3)
1

= |UJIN

P(t) = (1 —3t+3t2 —1t3) (g) + (3t — 6t? + 3t3)

Yo
v
P(t)

:< t—2t* +t3 +2t* - t3 )
Yo — 3tyo + 3t%y, — t3y, + 3ty; — 6t%y; + 3tdy; + 3t?y, — 3t3y, + t3y;

t
P(t) =
© (YO — 3t(yo — y1) + 3t2(yo — 2y1 + y2) — t3(yo — 3y1 + 3y, — y3))

t . . .
Queremos P(t) = (t3)’ para isso vamos resolver o seguinte sistema:

Yo=0 Yo =10

Yo—y1=0 y1=0
=

Yo—2y1+y,=0 y2 =0

Yo—3y1+3y, —yz3 =—1 y3 =1
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Portanto os pontos s&o: Py = (0,0), P, = GO) P, = @0) eP; =(1,1).

Po

Figura 19: Gréafico da fungéo y(t) = t

Exemplo 2: Sejam os pontos P, = (0,y,), P, = G'Y1)’ P, = G,yz) eP; =
(1,y3) obtidos através da configuracdo do exemplo anterior. Vamos encontrar as

coordenadas y,, v1, y, € y3 para que o polinémio encontrado seja y(t) = —3t3 +
Etz — lt
2 2

Substituindo esses pontos na equacdo parameétrica, obtivemos:

t
P(t) =
© (YO — 3t(yo — y1) + 3t2(yo — 2y1 + y2) — t3(yo — 3y1 + 3y2 — y3))

A - 9 1
Para encontramos o polinémio y(t) = —3t* + ~t* — ~t, vamos resolver o se-

guinte sistema:

( Yo=0 (Yo=0
3( )_1 _ 1

) Yo— W1 =5 - <}’1— 6
9 7
3(yo—2y1+yz)=§ y2=¢
\Yo —3y1 + 3y, —y3 =3 \y3 =1

L= CYen=an

Logo, os pontos sdo: P, = (0,0), P, = (3 —=
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0.8

0.6

0.4 4

0.2

0
Py

;Pl

024

Figura 20: Gréafico do polindmio y(t) = —3t3 + gtz — %t.

Entre as propriedades interessantes que nds temos a nossa disposic¢ao, embora
restritas, esta a capacidade de modelar e construir um polinémio usando os pontos
de controle, de tal forma que possamos reproduzir aproximadamente uma curva

desejada.
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Resultado em Sala de Aula

As atividades propostas na oficina em sala de aula foram produzidas no sof-
tware Geogebra 5, usando o algoritmo de De Casteljau (veremos mais a frente).
Além do contetudo computacional, foi construido um aparato manual com madeira

e elasticos, que representa uma curva de De Casteljau, veja figura 21.

Figura 21: Aparato de madeira e elastico, construido para descrever o algoritmo de De
Casteljau.

A proposta inicial para essa oficina era de realiza-la com dois grupos, um com
5 alunos do 9° ano do ensino fundamental e outro com 5 alunos do 2° ano do ensino
médio. Mas devido a problemas na unidade escolar, os alunos do 9° ano foram dis-
pensados mais cedo e apenas um dos 5 alunos dessa turma retornou, no horéario

combinado, para a oficina.
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Apesar do contratempo, a oficina foi realizada no dia 14 de dezembro de
2014, no laboratorio de informética do CIEP 306 Dep. David Quinderé, com 5 alu-
nos do 2°ano do ensino médio e 1 aluno do 9°ano do ensino fundamental. Os alunos
receberam: um questionario contendo todas as atividades da oficina (Anexo 1); uma
ficha de auto avaliacdo (Anexo 2); l&pis, régua e papel A4 para preencher as folhas
e rascunhar. Veja na figura 22 algumas fotos da oficina.

BEZIER

i \. oL
Blaenitano de (estelion
J v

Figura 22: Fotos da Oficina.
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Toda experiéncia teve duragdo aproximada de duas horas, iniciando com uma
apresentacdo breve da curva de Bézier e do algoritmo de De Casteljau. Os alunos
aprenderam alguns comandos basicos do Geogebra e manusearam duas curvas
construidas com o algoritmo. Logo apos, a primeira atividade foi explicada e os
alunos tiveram em torno de 10 minutos para responder e trocar informac6es. Ao
final desse tempo a questdo era discutida e esclarecida. Uma nova atividade era
sugerida, e assim por diante.

Veremos como foram produzidas e qual(is) o(s) objetivo(s) de cada atividade.

Para construir todos os modelos, no Geogebra, usaremos: a ferramenta
“ponto” para criar os pontos de controle, a ferramenta “segmento” para criar os
segmentos e a ferramenta “lugar geométrico” para desenhar a curva.

Nas duas primeiras atividades vamos mostrar dois modos diferentes de obter

a curva.

12 Atividade: Casteljau 3 pontos de controle

Primeiramente criamos 3 pontos, A, B e C, depois os segmentos AB e BC.
Marcamos um ponto P sobre o segmento AB. VVamos utilizar o campo de entrada
para calcular a razdo: t = Distancia[A, P] / Distancia[A, B], ap0s encontrar esse
namero vamos usar o algoritmo de De Casteljau, ja visto, para parametrizar 0s ou-
tros segmentos. Ainda no campo de entrada digitamos: Q = (1 —t) * B+t * C,
surgindo o ponto Q. Analogamente, criamos o ponto O. Restando apenas usar a
ferramenta “Lugar Geométrico” do ponto O conforme P varia, encontrando assim

a curva desejada.
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B

Figura 23: Algoritmo de De Casteljau com 3 pontos de controle.

O objetivo dessa atividade € mostrar ao aluno que para quaisquer pontos A,
B e C o ponto O vai sempre pertencer a curva. Comprovando assim a eficacia do

algoritmo.

22 Atividade: Casteljau 4 pontos de controle:

Criamos os pontos A, B, C, D e os segmentos AB, BC e CD. Com a ferra-
menta “Controle Deslizante”, vamos criar um numero t € [0,1]. Usando o campo

de entrada do Geogebra, iremos parametrizar os segmentos. Para o ponto E:
Entrada: F=(1-)"A+t'5)
Figura 24: Campo de entrada: parametrizacdo de um segmento.

E assim por diante até obtermos o ponto J. Dai bastar construirmos o lugar

geométrico do ponto J conforme t varia.
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t=0.43

®

Figura 25: Algoritmo de De Casteljau com 4 pontos de controle.

Esse é outro exemplo do algoritmo, porém com 4 pontos de controle. Aqui o
aluno ja pode associar o nimero de pontos de controle com o grau da curva, ou seja,

com 4 pontos de controle a curva terd grau maximo 3 (Anexo 3 — Atividade 1 e 2).

32 Atividade: Divisdo em 10 partes iguais.

Para fazermos a construcdo dessa curva, vamos criar 4 pontos A, B,CeD e
o0s segmentos AB, BC e CD. Ndo utilizaremos o pardmetro t, faremos uma constru-
¢do “livre” usando os numeros 0,1; 0,2; ... ; 0,9 e a definicdo de parametrizacéo.

Para obtermos os pontos E e F, por exemplo, faremos assim:

Entrada: E=A + 0.1 (B - A)|
Entrada:|F=A + 0.2 (E - A)

Figura 26: Campo de entrada: divisdo do segmento em 10 partes iguais.

Analogamente vamos encontrar 0s pontos sobre os segmentos, restando ape-
nas unir os respectivos pontos. O ponto E ao ponto N, o ponto F ao ponto O, ..., 0

ponto N ao W, 0 ponto O a0 Z, ... e assim encontraremos nossa curva.
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Figura 27: Algoritmo de De Casteljau, construgéo livre.

O objetivo desta atividade é fazer com que os alunos produzam suas proprias
curvas, usando apenas lapis, régua e papel. Sem a necessidade de fazer célculo
(Anexo 3 — Atividade 3).

42 Atividade: Bézier ndo paramétrico

Nessa atividade estamos reproduzindo os exemplos 1 e 2 do capitulo 3.
Essa construcdo é analoga a 22 atividade, porém os pontos A, B, C e D foram

. 1 2 f
construidos sobre as retas x = 0, x = 3 X = 3 e x = 1, respectivamente.

Para descobrirmos a fungédo que essa curva descreve, vamos usar a formula-
cdo ja vista na pagina 31, P(x) =y, — 3x(yo — y1) + 3x2(yo — 2y; + y3) —
x3(yo — 3y; + 3y, — y3), onde y, é a ordenada do ponto A, y, é a ordenada do
ponto B, y, é a ordenada do ponto C e y; € a ordenada do ponto D. Para encontrar

a expressao simplificada usamos a ferramenta “Calcular Valor Numérico”, da ja-

nela CAS.
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(4] Bézier ndo paramétrico.ggb - a

Arquivo Editar Exibir Opgies Femamentas Janela Ajuda Entrar.

= v S0y x= x| e @

» Janela de Algebra x| | » Janela CAS & [x] | » Janela de Visualizacdo
=/ Fungao

O Plx) = —0.2%° — 1.6x>+2.3x
=/ Lugar Geométrico D= P(x) = —0.2%8 —163 +2.3x
-G Ig1 = LugarGeométricolJ, t]
=/ Numero | @

q | POO=(0)-3x(0)-y1) 1+ 32 (01 2(y 1h+iy2) 13 ((¥0)-30 1) 302Hy3)

-0 yo=0
O y1-08

O 1=

0 J=(1,05) D
O K=(0.7,0) LES
= Reta

O dix=1
=/ Segmento o

@ e=08 g5 |0 s h 15 H
O f=04
b3 g=06

Entrada: )

Figura 28: Bézier ndo paramétrico, janela CAS mostrando a formulagéo polinomial.

A proposta dessa atividade € mostrar que com esses pontos, podemos encon-
trar um pedaco de qualguer polinbmio de grau menor ou igual a 3. O desafio dos
alunos era encontrar os pontos de controle que geram a curva P(x) = x3. A verifi-
cacdo podia ser feita através da janela de algebra (Anexo 3 — Atividade Computa-

cional 1).

(4] Bézier ndo paramétrico.ggb - a

Arquivo Editar Exibir Opgies Femamentas Janela Ajuda Entrar.

&AL Ol O &1 o] =2 ]

» Janela de Algebra x| | » Janela de Visualizagio
=/ Funcio
L Plx) = x*
=| Lugar Geométrica

@ g1~ LugarGeométricol, {
= Nimero

=/ Segmento
0 e=03
O 1-03
m@g=11

Entrada e

Figura 29: Bézier ndo paramétrico, janela visualizacdo mostrando a curva de Bézier e o
gréfico da funcdo f(x) = x3.
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Para essa construcao, se faz necessario alguns ajustes com relagdo ao nimero
de casas decimais. Para algumas curvas, uma ou duas casas decimais ndo sao sufi-
cientes para determinar com exatiddo o grafico da funcdo. No menu “op¢des” po-

demos arredondar até 15 casas decimais. Observe as figuras 30 e 31.

o
!

(] Bézier ndo paramétrico.ggb -
Arquivo Editar Exibir Opgles Femamentas Janela Ajuda Entrar

[2]L /AL OO 4] =22 )

» Janela de Algebra x| | » Janela de Visualizagio
=/ Funcio
@ Pla) = —13x 4 L7x3 4 0.2x
=| Lugar Geométrica

@ g1~ LugarGeométricol, {
= Nimero

o t=1
O yo=0 1
2 oy1=01
O y2-07

)

O F-(07,07) Al
0 6=(1,07)
0 H=(07,07)
5 1=1,07)

0 u=1,07)

O K-(07,0)

Entrada e

Figura 30: Bézier ndo paramétrico, janela de visualizagdo mostrando curva de Bézier com
uma casa decimal.

(] Bézier ndo paramétrico.ggb - a
Arquivo Editar Exibir Opgdes Femamentas Janela Ajuda Entrar

[2] /) O O 4N e =2 )

» Janela de Algebra x| | » Janela de Visualizagio
=/ Fungao

@ Plx) = —1.275x° + 1.72x7 + 0.244
=/ Lugar Geométrico
@ 1g1=LugarGeométricolJ, t]
=/ Nimero

O t=1
o yo=0

O y1=0.081
¥2=0736
¥3-0.69

CROOET0O0

9)
0.081)
O F=(0.667,0.736) 4
O 6=(1,069)
O H=(0.667,0.736)
O 1=(1,0.69)
O J=(1,059)

O K=(0.667,0)
- Reta

=/ Segmento
9 e=0343

@ 1=0735
@ g=0337

< >
Entrada: )

Figura 31: Bézier ndo paramétrico, janela de visualizagdo mostrando curva de Bézier com
trés casas decimais.

52 Atividade: Encontrar o polindbmio de grau 2 que passa pelos pontos A, B e C.
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Para construir essa atividade basta criarmos 3 controles deslizantes, a, b e c,
depois marcamos os trés pontos A, B e C e no campo de entrada vamos escrever o

polinémio de grau 2: f(x) = a*x"2 +b*x +c.

@ Construgdo 6.9gb - a
Arquivo Editar Exibir Opgdes Femamentas Janela Ajuda Entrar

5 8% )3 [ol[<) FA NI e

b Janela de Algebra % | ~ Janela de Visualizagio

L #EAC

Entrada @

Figura 32: Janela de algebra mostrando a fun¢é@o gerada pelos coeficientes a, b e c.

O objetivo dessa atividade é bem simples, descobrir os valores de a, b e c,
para que a curva passe pelos 3 pontos dados, os alunos deverdo fazer a atividade no
papel e usar o programa para conferir o resultado. Esse exercicio € comum aos alu-
nos do ensino médio, visto que estdo familiarizados com polinbmios de grau 2
(Anexo 3 — Atividade 4).

62 Atividade: Construcdo de uma letra

Para essa construcdo vamos fazer uso da planilha. Primeiro vamos construir
um parametro t € [0,1]. Marcamos 15 pontos aleatérios. Na coluna A da planilha
vamos inserir os pontos, basta apenas escrever: = A, na primeira célula e assim até

a letra O. Vejamos:

~ Planilha
AL A ENENE =R =

B | ¢ | b

A
1| (2423

) -
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Figura 33: Inserindo os pontos na planilha.

Na célula B2, vamos escrever A1 + t * (A2 — A1) e copiar para as outras co-

lunas até ficar um Unico ponto.

~ Planilha *
KN BEE =@
[ s [ ¢ D E F G H | J K L " N o P
1 "
[2 |» 2261
IER N (N T
(4 || e 184,04 @77,01)
5 [ |06, 11. (244,05 (22,0.18) (163, 00.
16 b |G11,26. | 269,20, (259,14. (243,09 (211,05..
17 | |G36,22. | 445,23 (37522, (329,19. (295 15.. (261,11..
(8 || 59,015 (568,00 (519,15 (462,18 (409,18. (36317. (32214.
|9 | |B8s-13) a7.-0 8160 (577,05 (531,10 (482,13 (43415 (39,151
"0 | |7s70 | @280 (8950 (864-0_ (6290 (59,038) (547,07 (502,10 (457 12
1) |er 0 @290 (7830 (7510 (716,-0_ (6810 (645-0 (505,02 (56405 (52108 i
(12 |1)|@91,08 (88504 (86301 (833 -0 (8,-035) (767,-0 (7.33,-0 (697,-03) (6610 (522,01 (582,04
(13 ) |@3517 (917,13 (90510 (888,06 (866,03  (84007) (B11,-0 | (779,-0 | (747,-0_ (712,-02) (6760 (638,01
(18 ) |e16.25 (92422  (32119) (91515 (904,12) (889,08 (869,05 (345,02 (813,00  (79,-007) (7590 (7.26,-0_ (891,00
(15 | | @512 (937,22 (932,22 | (@28,21. (922,18 (91515. (9.04,13.  (89,1.01) (872,07.. (851,04. (827,02. (3,0.1) (.7,0.02) (7.38,00.
=
5 |
13 |
19|
20 |
|
22 |
2 |
— v
< >

Figura 34: Subniveis gerados na planilha.

O ponto da célula O15 descreve a curva, basta construirmos o lugar geomé-

trico desse ponto conforme t varia e alterarmos o aspecto da curva. Vejamos:

el Curva de Bézier.ggb - a
Arquivo Editar Exibir Opgies Ferramentas Janela Ajuda Entrar.
A LR @ 4 . a=2
AN D OO £ e 2
» Janelade Algebra %] |  Janela de Visualizagio || ~ Pianiha %
=/ Lugar Geométrico L HACr f,‘u /‘DDD|D-|BV
@ 1= LugarGeométr
=/ Nimero =05 A B [ ¢ [ o E
@ t=05 1 [(27,386) .7 ~
=/ Ponto En
z 2,7
@ A=(27,386) | 2 | (2820 (
@ B=(2868,0.82) 3 | (2240 (e
@ C-(-224,-06) 4 | (0.62,-1. @
@ D=(-062,-1.08) A
@ E=(042,232) | 5 |©04223
@ F=-(116,-0.54) & 6 | (116,
~@ G=(16,306) ° N 7 | (8208
@ H=(2.96,2.58) o ° —
@ 1=(434,1.24) 8 (296,25
@ J=(364,-159) 9 134,12
@ K=(5.28,.2.06) [0 | -
- @ L=(6.86,-2.26) | 10 | (364,1 "
@ m=(7,-04) s 1 | (5.28,-2
9 N-=(74,272) ° e 12 | (8.86,-2
@ 0=(9.16,3.88) 2 000
@ |
14 | (7.4,272)
K 15 |(9.16,238..
Q 16
J E
K 17
3
. L | 18 |
. 19
20
21
22
23
v
< > < >
Entrada: )

Figura 35: Curva de Bézier e Algoritmo de De Casteljau com seus niveis.
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Nessa atividade os alunos podem visualizar cada nivel do algoritmo de De
Casteljau, através das cores. O objetivo é mostrar uma aplicagdo para essa curva,
através do desenho de uma letra. Apesar dos alunos estarem motivados, a atividade

ndo pode ser concluida devido a falta de tempo (Anexo 3 — Atividade 5).
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Concluséao

Nosso objetivo era apresentar uma formulacédo acessivel para o ensino medio.
Acreditamos que a formulacdo via gréafico de funcdo pode contribuir e muito no
ensino de polindémios.

Com o modelo “Bézier nao paramétrico” o aluno pode obter facilmente a ex-
pressdo polinomial da curva dados os pontos de controle e € um 6timo auxilio nos
célculos.

As experiéncias em sala de aula mostraram que a curva de Bézier pode ser
introduzida para alunos do ensino medio. Apesar da empolgacdo, alguns alunos
sentiram dificuldade para encontrar a expressdo algébrica do polinémio de grau 2
(Atividade 4).

O tempo de trabalho para essa atividade foi de 2 aulas, porém recomendamos
um total de 4 aulas para que possam ser feitas revisdes de sistemas de equacdes e

gréfico de funcéo.
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Anexos
Anexo 1
CURVAS DE BEZIER
Questionario — 14 de Novembro de 2014
Nome:
Idade: Turma:
1.  Para uma constru¢do com 3 pontos de controle, vamos gerar um polindmio

de que grau? . E com 5 pontos? . Podemos generalizar para
n pontos de controle que o polindmio gerado tera grau:

Vimos algumas propriedades das curvas de Bézier, dentre elas observamos
que a curva passa por dois pontos de controle. Sejam A, B, C e D, 4 pontos
de controle de uma curva. Quais desses pontos pertencem a curva?

Construa com lapis e régua, usando o algoritmo de Casteljau, uma curva com
3 ou 4 pontos de controle.

Atividade Computacional — Bézier ndo paramétrico.

4.

Qual polindbmio do 2° grau, p(x) = ax?+bx+c , passa pelos pontos
A=(0,2), B= (%1) e C=(1,3)? Utilize o arquivo: Construcdo6 do geogebra
para conferir seu resultado.

Com o arquivo: Curva de Bézier do geogebra, construa uma letra do nosso
alfabeto
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Anexo 2

CURVAS DE BEZIER
Resposta dos Alunos — 14 de Novembro de 2014

Atividade 1 e 2: Curva de Bézier.

1. Para uma construgdo com 3 pontos de controle, vamos gerar um polinémio de
que grau? _\ . E com 5 pontos? _Y . Podemos generalizar para n
pontos de controle que o polinémio gerado terd grau: -1 ;

2. Vimos algumas propriedades das curvas de Bézier, dentre elas observamos que
. acurva passa por dois pontos de controle. Sejam A, B, Ce D, 4 pontos de controle
de uma curva. Quais desses pontos pertencem acurva? & o [ .

1. Para uma construgdo com 3 pontos de controle, vamos gerar um polindmio de
que grau? _ ) . E com 5 pontos? __ ‘! . Podemos generalizar para n
pontos de controle que o polinémio gerado tera grau: -+ - |

2. Vimos algumas propriedades das curvas de Bézier, dentre elas observamos que
a curva passa por dois pontos de controle. Sejam A, B, C e D, 4 pontos de controle
de uma curva. Quais desses pontos pertencem a curva?

Atividade 3: Algoritmo de De Casteljau.

3. Construa com lapis e régua, usando o algoritmo de Casteljau, uma curva com 3
ou 4 pontos de controle.

3. Construa com lapis e régua, usando o algoritmo de Casteljau, uma curva com 3
ou 4 pantos de controle.
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Atividade Computacional: Bézier ndo paramétrico.

Atividade 4: Polinbmio de grau 2.

4. Qual polindmio do 22 grau, p(x) =ax?+bx+c , passa pelos pontos
A=(0,2), B= Gl) e C=(1,3)? Utilize o arquivo: Construgdo6 do geogebra para

conferir seu resultado.

4. Qual polindmio do 22 grau, p(x) =ax?+bx+c , passa pelos pontos
A=(0,2), B= G,l) e C=(1,3)? Utilize o arquivo: Construgdo6 do geogebra para

conferir seu resultado.
0w aid

Atividade 5: Construcdo de uma letra.

uw,“



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1311545/CA


PUC-RiIo - Certificacéo Digital N° 1311545/CA

Anexo 3

CURVAS DE BEZIER
Auto Avaliacdo — 14 de Novembro de 2014
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Auto Avaliacdo

1. Dé sua avaliagdo sobre a oficina apresentada.

( )Ruim  ( )Regular ( )Bom  ()Otimo
2. Vocé adquiriu novos conhecimentos?

(><)Sim ( )Nao ( )Mais ou menos
3. As atividades propostas podem ser usadas no ensino em sala de aula?
()Sim ( )Ndo . ( )Talvez
4. Qual das atividades vc mais gostou?

5. Se quiser, faca uma critica sobre essa oficina.

Auto Avaliacdo

1. Dé sua avaliagdo sobre a oficina apresentada.

( )Ruim  ( )JRegular ( )Bom  (>JOtimo
2. Vocé adquiriu novos conhecimentos?

(><)Sim ( )N&o ( )Mais ou menos
3. As atividades propostas podem ser usadas no ensino em,sala de aula?
(x)sim  ( JNdo ( )Talvez
4. Quaj,das atividades vc mais gostou?

5. Se quiser, faca uma critica sobre essa oficina.

i A R i P
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