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Resumo

Chimenton, Alessandro Gaio; Rodriguez, Rafael Oswaldo Rug-
giero Rodriguez. Fluxos geodésicos Finsler transitivos e apli-
cacoes. Rio de Janeiro, 2015. 82p. Tese de Doutorado — Departa-
mento de Matematica, Pontificia Universidade Catélica do Rio de
Janeiro.

Neste trabalho provamos que o fluxo geodésico de uma variedade Finsler
de dimensao n compacta, sem pontos conjugados e que é uma variedade de
visibilidade uniforme é transitivo. Para isso, introduzimos versoes Finsler
dos conceitos de hiperbolicidade de Gromov e visibilidade de Eberlein e
estudamos suas consequéncias. Como aplicagao da transitividade, provamos
que superficies Finsler k-basicas compactas de género maior que um, sem

pontos conjugados e com fibrados de Green continuos sao Riemannianas.

Palavras—chave
Visibilidade Finsler; Fluxos geodésicos transitivos; Grupos Gromov-

hiperbdlicos; Superficies Finsler k-bésicas;
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Abstract

Chimenton, Alessandro Gaio; Rodriguez, Rafael Oswaldo Ruggiero
Rodriguez (Advisor). Transitive Finsler geodesic flows and ap-
plications. Rio de Janeiro, 2015. 82p. Doctoral Thesis — Departa-
mento de Matematica, Pontificia Universidade Catdlica do Rio de
Janeiro.

In this work we prove that the geodesic flow of a compact, n-dimensional
Finsler manifold without conjugate points and which is an uniform visibility
manifold is transitive. For this, we introduce Finsler versions of Gromov’s
hyperbolicity and Eberlein’s visibility concepts and study its consequences.
As an application of the transitivity, we prove that compact, k-basic Finsler
surfaces without conjugate points, with genus greater than one and with

continuous Green bundles are Riemannian.

Keywords
Finsler Visibility; Transitive geodesic flows;  Gromov-hyperbolic

groups; K-basic Finsler surfaces;
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Introducao

A presente tese divide-se essencialmente em duas partes: na primeira
(Capitulos 2 e 3), tratamos de problemas de classificacdo da dinamica do fluxo
geodésico para uma certa classe de variedades Finsler n-dimensionais. Uma
métrica Finsler em uma variedade M é uma familia continua {F(z,-)}.em
de normas nao necessariamente simétricas em cada T, M. Os exemplos mais
imediatos de variedades Finsler sao construidos tomando uma variedade Rie-
manniana (M, g) e considerando F(z,y) = 1/g.(y,y), donde toda variedade
Riemanniana é Finsler.

O estabelecimento de propriedades do fluxo geodésico de variedades
Riemannianas, sob os mais variados conjuntos de hipdteses, ¢ objeto de
intensa investigagao desde o inicio do século XX. A partir da década de 1920
foram obtidos diversos resultados em superficies e variedades n-dimensionais
Riemannianas de curvatura seccional negativa constante, particularmente no
que concerne a existéncia de érbitas densas do fluxo geodésico. No contexto
Finsler, sabe-se que variedades com curvatura flag negativa tem fluxo geodésico
de tipo Anosov por um resultado de Foulon ([1] — 1992), o qual estende o caso
Riemanniano.

No ambiente Riemanniano, Nielsen ([2] — 1925) foi o primeiro a obter
geodésicas densas em superficies hiperbodlicas fechadas, orientaveis e de género
maior que um. A hipotese da curvatura constante negativa foi bastante
enfraquecida posteriormente por Koebe ([3] — trabalhos de 1927 a 1931), Morse-
Hedlund ([4] — 1942) e Green ([5] — 1954). Mais recentemente, Eberlein ([6] —
1972 e [7] — 1973) estudou a transitividade do fluxo geodésico em uma ampla
classe de variedades Riemannianas sem pontos conjugados e com estrutura
de visibilidade. Os métodos utilizados por Eberlein incluem uma detalhada
descricao da agao do grupo de isometrias do recobrimento universal e, mais
especificamente, a influéncia da existéncia de pontos fixos por alguma isometria
no bordo do recobrimento, definido como o conjunto de classes assintéticas
de geodésicas para t > 0. Em particular, Eberlein prova a transitividade do
fluxo geodésico introduzindo o conceito de dualidade. Nesta tese, estenderemos
a nocao de dualidade de Eberlein para variedades Finsler n-dimensionais de

visibilidade uniforme e sem pontos conjugados, visando obter a transitividade
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do fluxo geodésico.

As propriedades do grupo fundamental de uma variedade compacta de
visibilidade descritas por Eberlein sao uma manifestacao do que hoje se sabe
sobre grupos Gromov d-hiperbélicos. Mais precisamente, em 1987 (posterior-
mente aos trabalhos de Eberlein, portanto), Gromov [8] publicou um estudo
sistematico e extremamente abrangente sobre grupos finitamente gerados e
seus grafos de Cayley munidos da métrica da palavra'. Esta métrica faz do
grafo de Cayley um espago métrico geodésico sobre o qual o grupo subjacente
age. Gromov, entre diversos resultados, prova propriedades dinamicas dessa
acao e em particular mostra que se o grupo é d-hiperbdlico, sua acao no bordo
ideal do grafo de Cayley (definido analogamente como o conjunto de classes
de geodésicas métricas assintdticas para t > 0) é topologicamente transitiva
e tem alguma orbita densa. E possivel verificar que o grupo de isometrias de
uma variedade Riemanniana compacta de visibilidade uniforme e sem pontos
conjugados é d-hiperbélico. Ocorre que o grupo fundamental de uma tal varie-
dade é quase-isométrico ao recobrimento universal da mesma, devido ao Lema
de Svarc-Milnor [14]. A quase-isometria transfere propriedades dinamicas da
acao do grupo de isometrias no grafo de Cayley para a agao do grupo funda-
mental no bordo da variedade. De fato, mostraremos neste trabalho, para uma
variedade Finsler M compacta, sem pontos conjugados e de visibilidade uni-
forme, que a existéncia de uma érbita densa da agao de 71 (M) no bordo de seu
grafo de Cayley implica a existéncia de uma o6rbita densa do fluxo geodésico.
Para isso, introduziremos nogoes de d-hiperbolicidade e visibilidade adequadas
ao ambiente Finsler, ja que nao dispomos exatamente de um espago métrico
(como sao as variedades Riemannianas), pois uma métrica Finsler nao é neces-
sariamente simétrica nas fibras tangentes. Com isso, veremos que a potencial
falta de simetria das métricas Finsler nao impoe restri¢coes para a obtencao da
generalizacao natural dos resultados sobre variedades Riemannianas de visibi-
lidade estabelecidos, na década de 1970, por Eberlein.

Na segunda parte desta tese (Capitulo 4), estudamos problemas de
classificagao de superficies Finsler impondo condigoes sobre sua curvatura e
topologia utilizando os resultados da primeira parte. Como mencionado no
inicio da introducao, toda variedade Riemanniana é naturalmente dotada de

uma métrica Finsler. Uma questao natural que emerge é, portanto, a seguinte:

IDe fato, desde seu trabalho, toda uma &rea de pesquisa tem se expandido enormemente
originando o que convencionou-se chamar teoria geométrica de grupos — ver por exemplo [9],
[10], [11], [12] e o excelente texto de P.de La Harpe [13].
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Que hipdteses sobre a métrica Finsler F' e/ou sobre a topologia de
M implicam que

F(z,y) = vV 9:(y,9)

para alguma métrica Riemanniana g em M ?

Respostas para esta pergunta tém sido obtidas sob diferentes hipéteses. O cé-
lebre Teorema de Akbar-Zadeh [15] estabelece que toda superficie compacta
de curvatura flag K = —1 é Riemanniana. A demonstracao usa as identidades
de Bianchi para métricas Finsler, que enunciamos brevemente no final do Ca-
pitulo 1. Akbar-Zadeh prova no mesmo artigo que a prescricao de curvatura
flag K = 0 implica que a superficie subjacente é um toro ou uma garrafa de
Klein, mas nao necessariamente que a métrica Finsler é Riemanniana. A hipé-
tese K = 1 parece ser ainda menos restritiva. Bryant [16] mostrou ser possivel
construir em S? toda uma familia de métricas Finsler nao-Riemannianas sa-
tisfazendo a essa condicao sobre a curvatura. De fato, o autor prova que se
K =1, entao I? + J? é constante ao longo de geodésicas. Aqui, as quantidades
I e J sao respectivamente o escalar de Cartan e o curvatura de Landsberg,
oriundas das equagoes estruturais das superficies Finsler, enunciadas também
no final do Capitulo 1. Bryant mostra ainda que a hipdtese da compacidade
do Teorema de Akbar-Zadeh é necessaria.

O enfraquecimento da hipdtese sobre a curvatura flag tornam, natural-
mente, ainda mais complexa a classificacao de superficies Finsler como Rieman-
nianas. Por exemplo, em um trabalho de 2005, Z.Shen mostra que variedades
Finsler n-dimensionais sem bordo, satisfazendo K < 0 e com S-curvatura
constante sdo Riemannianas [17]. Paternain [18] mostrou que superficies Fins-
ler com estrutura de Landsberg analitica ou k-basicas de curvatura K < 0 e
género maior que 1 sao Riemannianas. Mais recentemente, Ruggiero e Bar-
bosa [19] provaram que superficies Finsler compactas C*, de tipo Landsberg,
sem pontos conjugados e de género maior que 1 sao Riemannianas, usando
quantidades conservadas pelo fluxo geodésico.

E natural relaxar a condicao K < 0 impondo apenas a ausencia de pon-
tos conjugados. No Capitulo 4 desta tese, apresentaremos uma contribuicao a
teoria de classificacao mostrando que superficies Finlser sem pontos conjuga-
dos, k-bésicas, compactas, de género maior que um e com fibrados de Green
continuos sao Riemannianas. A demonstracao do resultado usa a transitivi-
dade do fluxo geodésico de uma tal superficie (obtida como consequéncia dos
resultados dos Capitulos 2 e 3), aliada com propriedades do escalar de Cartan
sobre érbitas deste fluxo e também de certos campos de Jacobi assintoticos,

obtidos como limites de campos de Jacobi com um zero. A continuidade dos
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fibrados de Green e a transitividade do fluxo geodésico nos permitem globali-
zar condicoes locais sobre o escalar de Cartan e, em particular, mostrar que ele
se anula em um conjunto denso do fibrado tangente da superficie — e portanto
se anula identicamente. O Teorema de Deicke (Teorema 1.10) mostra entao
que a superficie em questao é Riemanniana. Mas os métodos empregados na
demonstracao sao bastante dependentes da bidimensionalidade e da continui-
dade desses fibrados. A exclusao desta tltima hipdtese, por exemplo, tem sido

objeto de estudos correntes e ainda nao publicados de R.Ruggiero e P.Foulon.
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1
Geometria Finsler

Neste capitulo, apresentaremos alguns resultados basicos da teoria das
variedades Finsler que serao usados ao longo da presente tese. Nossas referén-
cias sdo o texto classico de Bao, Chern e Shen [20], além de [21], [22]. Usaremos
as notacoes

TM —{0} :={(z,y) € TM /y # 0}

"M — {0} :={(z,y) € T*M | y # 0}.

Sejam m : T'M — M a projecao natural do fibrado tangente sobre M.

Consideraremos os seguintes fibrados vetoriais sobre TM — {0}:

~TM:= | ) T.M e ~TM:= ) TiM
(z,y)eTM—{0} (z,y)eTM—{0}

Daqui em diante, dado p € M e U uma vizinhangca parametrizada de
M, digamos por x : U — R" x(q) = (z1(q),...,x,(q)) para ¢ € U,
consideraremos os referenciais locais de TM e de T*M como sendo {%(q)}
e {dx;(¢)}, os quais fornecem as cartas locais usuais de TM e de T*M que
associam yia%i(q) e y'dri(q) a (x1(q), ..., 2a(q),y, ..., y"). Neste sistema de
coordenadas, as derivadas parciais de uma funcao f : TM — R serao

denotadas por f;, ou f, (analogamente para funcoes f : T*M — R).
1.1
Variedades Finsler

Definicao 1.1. Uma métrica Finsler em uma variedade diferencidvel n-
dimensional M ¢é uma funcao F' : TM — R satisfazendo o0s sequintes

ariomas:
1. F é de classe C* em TM — {0} e continua em T M.

2. F(x,\y) = A\F(z,y) para todo A > 0 e para todo (x,y) € TM.
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3. Para cada (z,y) € TM — {0}, a forma bilinear em T,M dada por

1 o
G () 1= 52 | P,y + su+10)] = (gig) '™,

s=t=

onde (ij)(zy) = %%(J;,y) e u,v € T, M, é um produto interno. A

famidlia {g(z4) } @ y)erri—goy € chamada de tensor fundamental.
O par (M, F) € denominado variedade Finsler.

Observe que g(;y) = J(z.ay) € que g(z,) independe de y se e somente se
J(z,y) ¢ Riemanniana. E natural portanto medir a variaao de 9(z,y) Nas demais

diregoes tangentes. Definimos entao

F(r,y) d
Ay (wv,w) = —o=—— [g<x,y+m) (u, U)} L
F 0
- = F? / ] o (11
4 Ordsot [ (2,9 + suto+rw) |r=s=t=0 (1-1)
A familia A := {Auy) tyer,m—foy € 0 tensor de Cartan. Quando nao houver

risco de ambiguidade, escreveremos apenas g, e A, em vez de g ) € Aw,y)
respectivamente.

Considerando em cada T M o referencial {dx;}, dual de {(%}, a aplica-
cao m: m*TM — TM — {0} permite, com um abuso de notacao, definirmos
o referencial de 1-formas dz; := w*dx; em 7T M. Neste referencial, o tensor

fundamental e o tensor de Cartan se escrevem respectivamente como
g = Gij dﬂ?l &® dl’j (§ A= Aijk d!l?l X d.Tj &® dxk

onde Aijk = %[Fg}yiyjy

cada fibra de 7*T'M e satisfaz a condigao de homogeneidade A\, (u, v, w) =

.- lemos que A é uma forma trilinear simétrica em

Az (u,v,w) para A > 0. Além disso, A = 0 se e somente se F' = ,/g onde g
é uma métrica Riemanniana em M. Em outras palavras, a familia A mede o
quao “nao-Riemanniana” é uma métrica Finsler.

O comprimento de uma curva diferencidvel por partes 7 : [a,b] — M é

o numero real
Le() = [ P07 (0)dr

A distancia entre p,q € M é o numero real dp(p,q) = inf,er Lr(7), onde
I’ é o conjunto de todas as curvas o : [a,b] — M diferencidveis por partes
tais que o(a) = p e o(b) = q. Observamos que em geral dr(p,q) # dr(q,p).
Entretanto, se M é compacta, existe C' > 0 tal que dr(p,q) < Cdr(q,p) para
todo p,q € M. Além disso, dr(p,q) = 0 se e 86 se p = q e vale a desigualdade
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Capitulo 1. Geometria Finsler 17

triangular: para todo p,q,r € M,

dF(pa q) < dF(pv T) + dF<T7 Q)

Uma curva ~ diferencidvel tem velocidade constante ¢ se F(y(t),7'(t)) = ¢
para todo t, é unitaria se tem velocidade constante 1 e é minimizante se
Lr(sg) = dr(v(s),y(t)) para todo s < t. Uma isometria Finsler, ou
simplesmente isometria, é um difeomorfirsmo ¢ : M — M tal que F(p,v) =
F(¢(p), (d¢),(v)) para todo (p,v) € TM. E claro que uma isometria preserva
comprimento de curvas e, portanto, distancias.

A energia de uma curva 7 : [a,b] — M é o ntimero real

b
E(y) =1 / F2(7(t), /(1)) dt

2
e uma curva vy : [a,b] — M que minimiza £ dentre todas as curvas orientadas
que ligam (a) a v(b) satisfaz dp(y(a),v(b)) = Lp(v). Uma geodésica ligando
v(a) e v(b) é uma solugao das equagoes de Euler-Lagrange para o funcional £

acima:

d o 2
E(F ), — (%), =0. (1-2)
O fluzo geodésico é (M, F') é simplesmente o fluxo de Euler-Lagrange do sistema
de equagoes acima.

Dada uma curva diferenciavel por partes v : [a,b] — M, denotaremos

por v~ 1 : [a,b] — M a curva definida por

y_l(t) = /y(b —t+ CL),

que é simplesmente uma reparametrizagao afim de v no sentido oposto ao
seu parametro original. Em geral temos L(7y) # L(y~!). Além disso, como a
métrica Finsler nao é necessariamente simétrica nas fibras tangentes, mesmo
admitindo que v é uma geodésica, v~ pode nio o ser.

Daqui até o fim do trabalho, M sera uma variedade compacta de
dimensdo n e M denotard seu recobrimento universal. O fibrado tangente

unitario de M é o conjunto
SM = {(z,y) € TM / F(w,y) = 1},

que é uma variedade de dimensao 2n — 1, também descrita como a reuniao das

indicatrizes
Sy ={yeT,M/F(z,y) =1},
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Capitulo 1. Geometria Finsler 18

para x € M, que sao hiperficies fechadas convexas em cada T,M. Durante

todo o texto, usaremos a constante

C = F(p,v), F(p,—v)} = F(p,v),F(p,—v)}. 1-3
2%, 0 0), Bl =)} = max {F(p,0), F(p, o)} (1-3)

Note que C' > 1.

Lema 1.2. Sejam (M, F) wma variedade Finsler compacta e v : [a,b] — M
uma curva diferencidvel por partes com F(v(t),~'(t)) = 1 para todo t € [a, b]
Entao

Li(rY) < CLa(3).

Demonstragdo. Considere a curva v~ ! : [a, b] — M. Entao v Ha) =~(b) =y
e v 1(b) = v(a) = x. Além disso,

Li(v) = /abﬁ(v‘lﬁ),(7‘1)’(b—t+a))dt
= /abﬁ’(fy(b—t+a),—fy’(b—t+a))dt
< C/detzmmx
pois (y(b—t+a),¥(b—t+a)) € SM para todo t € [a, b]. n

Corolério 1.3. Se vy : [a,b] — M ¢ uma curva nao necessariamente unitdria,

entao
Lp(y™") < CLp(v).
Demonstragao. Seja ¢ : [¢,d] — [a,b] com ¢'(s) > 0, ¢(c) = a e ¢(d) = b.

Pelo teorema de mudanca de variaveis,

Le(y) = /F(’_y(s),’_y’(s))ds

pois F(p,\v) = AF(p,v) para todo A > 0. Portanto, reparametrizacdes que
preservam orientacao nao mudam comprimentos de curvas. Denotando por 7

a reparametrizagao unitdria de v, temos que y7!(s) = 77 (¢(s)). Assim,

Li(v") =Lz (7)) S CLp(3) = CLi(v),
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como queriamos provar. [ |

Corolario 1.4. Sejam (M, F) variedade Finsler compacta, dp a distincia

Finsler induzida por Lz em M. Entdo, para todo ., Yy € M wvale
dp(y,z) < Cdp(z,y).

Demonstracao. Basta tomar uma geodésica minimizante v ligando z, y e aplicar

o lema anterior. [ ]

1.2
A conexao de Chern

Sejam (M, F') uma variedade Finsler e I'(T'M) o conjunto de campos de
vetores diferenciaveis em M. Uma conezxao afim em T'M é um aplicacao bilinear
V:I(TM)xT(TM) — I'(TM) que associa (X,Y) a VxY e satisfaz a regra
de Leibniz

Vx(fY)=X()Y + [VxY

para toda f € C*(M) e para todo X,Y € I'(TM). O seguinte importante

resultado é devido a Chern.

Teorema 1.5 (Chern). Seja (M, F) wma variedade Finsler. Existe uma

aplicagao

V :I(TM —{0}) x I(TM) x D(TM) — T(T'M)
(V,X,Y) — VY

satisfazendo as sequintes condicoes:
1. Para todo V € T(TM —{0}), a aplicagio V" é uma conezdio afim.

2. VV € livre de tor¢ao, ou seja,
VY — VX = [X,Y].
3. VV € quase-métrica, ou seja,
X(gv(Y,2)) = gv(VXY, Z) + gv (Y, VX Z) + 2Cv (V. Y, Z),

onde C' = %A.
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Além disso, vale a féormula de Koszul generalizada: para todo X,Y, 7 € T(TM),

20v(VXY.Z) = X(gv(Y.2)) +Y(9v(Z, X)) = Z(gv(X,Y))
+ gv((X,Y], Z) — gv([Y. Z], X) + gv([Z, X].Y)
— 2[Cy(VXVY, Z) + Cy(VyV,Z,X) = Cy(Vy, X,Y)]

e esta formula determina unicamente V. A aplicacao V € chamada conexao

de Chern.

Fixado V € I'(T'M —{0}) e usando a conexao de Chern, podemos definir
“stmbolos de Christoffel” em T'M — {0} localmente via

9 (@) =T (e, V)2

0
v
v z 8azk

82; O

e com estes, definimos (localmente) a derivada covariante de um campo de

vetores X (t) = X;2> ao longo de uma curva (t) por

DX () = (Gt + TGO 01 5]

Com essa linguagem, as solugdes das equagoes de Euler-Lagrange (1-2) sao

exatamente as solugoes da equacao das geodésicas
DA//’}// = O

e tais solucoes sao geodésicas de velocidade constante. Uma métrica Finsler é
positivamente completa (respectivamente, completa) se toda geodésica em [a, b
pode ser estendida para [a, 00) (respectivamente, para (—oo, 00)).

Seja (M, F') uma variedade Finsler positivamente completa. Para cada

x € M, definimos a aplica¢ao exponencial exp, : T,M — M por

exp, (y) == (1),
onde 7 : [0,00) — M é a tnica geodésica tal que y(0) =z e 4'(0) = v.

Teorema 1.6 (Hopf-Rinow - [21], p.49, Theorem 1.6.9). Seja (M, F) uma

variedade Finsler. Entao as sequintes afirmacgoes sao equivalentes:
1. (M, F) € positivamente completa.
2. existe v € M tal que exp, estd definida em T, M.

3. para todo x € M, exp, estd definida em T, M.
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Qualquer uma das afirmacgoes acima implica a sequinte: para quaisquer p,q €

M existe uma geodésica 7y ligando p a q tal que Lp(y) = dr(p,q).

No contexto desta tese, trataremos de variedades Finsler compactas, as
quais sao sempre completas e positivamente completas. Como consequéncia do
exposto acima e do Teorema de Hopf-Rinow para variedades Finsler, temos a

seguinte:

Proposigao 1.7. Seja (M, F) uma variedade Finsler compacta. Entio (M, d)

¢ um espago métrico Finsler completo e geodésico.

1.3
Curvatura flag, campos de Jacobi e superficies Finsler

Para cada campo V' sem zeros definido em um aberto U C M, considere
a conexdo afim VY associada. E possivel provar (ver por exemplo [23],

Proposition 3.3) que dado p € U, a quantidade
RY(X,)Y,Z) :=VXVyZ = VyVxZ =V xyZ (1-4)

depende apenas dos valores de V' ao longo da tunica curva integral de V' que
passa por p. A equacgao acima define localmente o tensor de curvatura da
métrica Finsler F' com campo de referéncia V. Um flag em T, M é um par
(V,m) onde V = +/(0) € T, M, com + a tnica geodésica unitaria com condigoes
iniciais p e V e # C T,M é um plano tal que 7 = span{V,U} para algum
U € T,M (aqui o campo de referéncia é qualquer extensao local do campo
v¥(t)). O vetor V é chamado pdlo do flag (V, 7). A curvatura flag de (M, F)
em (V,m) é definida por

L gv(RV(U, V)V, U)
KVm = WV (0.0) - 9o (V.0) .

Defini¢ao 1.8. Em uma variedade Finsler (M, F'), um campo de vetores J(t)

ao longo de uma geodésica 7 : [a,b] — M € um campo de Jacobi se
DyDyJ+R'J =0 (1-6)

para todo t € [a,b], onde RY denota a curvatura flag de M em (v, =), com
sendo o plano gerado por v e J. O ponto v(b) € conjugado ao ponto y(a) ao
longo de 7y se existe algum campo de Jacobi J ao longo de v, nao nulo, tal que
J(a) =0 e J(b) =0.

Campos de Jacobi sao obtidos derivando variacoes préprias C? de uma

geodésica por geodésicas, como no caso Riemanniano. Diversas propriedades
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dos campos de Jacobi Riemannianos sao reproduzidas no contexto Finsler,

como as que enunciamos abaixo:

Proposicao 1.9. Seja v(t) = exp,(tv), t € [0,r], uma geodésica unitdria.

Entdo as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
1. O ponto q = ~(r) nao é conjugado a p =y(0) ao longo de ~.

2. Qualquer campo de Jacobi ao longo de v que se anula em p e q €

identicamente nulo.

3. Dado V. € T,M e W € T,M, existe um tunico campo de Jacobi
J 0,7 € TM ao longo de 7y tal que J(0) =V e J(r) =W.

4. A aplicagdo linear d(exp,)y, € ndo singular.

Além disso, se (M, F) nao tem pontos conjugados, o recobrimento universal
(]\7[, 15) com a estrutura E', pull-back de F pela projecio natural m : M — M,

¢ difeomorfo a R™ e toda geodésica unitdaria v : R — M € minimizante.

Seja (M, F') uma superficie Finsler compacta. As quantidades g e A s@o
homogéneas de grau zero em y e portanto podemos pensé-las como quantidades
definidas em SM. Note que o campo de vetores em SM dado por

y. 0y 0

bewn = B0y e | Fly) oms

tem as propriedades

gGtO=1 e  g,(yt)lyw) =0

para qualquer parametrizacao unitaria da indicatriz. Em outras palavras, a

segao ¢ de m*T'M ¢é g,-ortogonal a S,. Ao mesmo tempo, campo de vetores

L (or 0 oF o
V9 \0y*0x1  Oy' Oy ’

onde /g, = /det(gi;)(y), satisfaz g,(e1,e1) = 1 e gy(e1,¢) = 0. Denotando

{ = ey, temos que o referencial de Berwald {ej,es} é g-ortonormal e estd

Cl(zy) =

definido globalmente em SM. Sejam {w!,w?} as 1-formas duais a {e;, ez}, a

saber
wt = —'ng(yzd:pl y'dry)
oF oF
2 __
w a—yleE1 + a_de.iEg
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oy T

- F F F )
Aqui, 0y’ := dy' + Njdz;, onde N; sdo os coeficientes locais da conexdo ndo-
linear Finsleriana (para detalhes, ver segao 2.3 de [20]). O referencial de 1-
formas {w!,w? w3} estd globalmente definido em SM e seu referencial dual

é

. 1 oF ¢ oF o
e = _— —_— —
! g, \Oy?dzx1  Oy! dxs
. yb 6 y* o
g = Z=—+=—
F61'1 F(SZL‘Q
L _ P (oro oo
3 = NH OOyt Ayt oy? )
Aqui, 6%1_ = 8%1- — Nij 8?/i' Em particular, é3 é tangente as indicatrizes e é5 é

tangente ao fluxo geodésico. Usando as 1-formas {w!, w? w?}, podemos definir
uma estrutura Riemanniana em SM, chamada métrica de tipo Sasaki, dada
por

WRw +w®w? +w W,

em relacao a qual o referencial {él, €s, ég} ¢é ortonormal. Tomando a derivada
exterior do referencial {w!, w? w3}, obtemos as equagdes estruturais de uma

superficie Finsler:

do' = —Iw'AW® +w? Awd (1-7)
dw?* = —w'AW? (1-8)
dv®* = Kw'Aw? — Jw' AW’ (1-9)

As funcoes I, J, K estao definidas em SM e sao respectivamente o escalar
de Cartan, o escalar de Landsberg e a curvatura Gaussiana. De fato, K é a
curvatura flag calculada em (x,y) € SM com respeito ao flag (y, T, M ). Pode-

se provar que

I'=Ann = A(€1, 61761)-

Enunciamos também as identidades de Bianchi: tomando derivadas exteriores

nas equacoes estruturais, temos

L[ 60 0l
= L= — (g s 11
/ T F <y o Y 5:c2> (1-10)

Ks+KI+Jy, = 0. (1-11)

Aqui, os sub-indices indicam derivadas nas diregoes é1, €5, €3.
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A demonstragdo do Teorema A desta tese (ver Capitulo 4) usard o
seguinte resultado, que caracteriza dentre as superficies Finsler aquelas que

sao Riemannianas.

Teorema 1.10 (Deicke). Uma superficie Finsler (M, F) é Riemanniana se e

somente se 1(n) = 0 para todo n € SM.

Por fim, o Teorema A mencionado serd enunciado no Capitulo 4 dentro

da seguinte classe de superficies Finsler.

Definicao 1.11. Uma superficie Finsler (M, F) é k-basica se sua curvatura

Gaussiana K € uma funcdo apenas dos pontos de M.
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2
Variedades Finsler de visibilidade

Este capitulo contém resultados centrais para o estudo da transitividade
do fluxo geodésico em variedades Finsler de visibilidade, compactas e sem
pontos conjugados. Sua organizagao é a seguinte: primeiramente (segoes 2.1 e
2.2), definiremos um conceito de hiperbolicidade para espagos métricos Finsler,
estendendo a nocao de hiperbolicidade de espagos métricos introduzida por
Gromov em [8] e intensamente estudada desde entdo. Em seguida (segao
2.3), estendemos também a nocao de visibilidade, introduzida para variedades
Riemannianas sem pontos conjugados por Eberlein-O’Neill em [7], para o
contexto das variedades Finsler compactas e sem pontos conjugados.

Em variedades Riemannianas sem pontos conjugados nas quais os raios
geodésicos com ponto em comum divergem uniformemente, sabe-se desde [24]
que as nocgoes de d-hiperbolicidade de Gromov e visibilidade de Eberlein sao
equivalentes. Assim, o principal objetivo deste capitulo é mostrar que os
analogos Finsler dos conceitos de visibilidade e hiperbolicidade por nés aqui
definidos sao também equivalentes, supondo divergéncia de raios geodésicos
(secdo 2.5). Para provar isso, usaremos fortemente um controle global da
distancia de geodésicas que ligam dois pontos quaisquer da variedade Finsler,
independentemente de suas orientagoes (segao 2.4). Este controle serd obtido
como consequencia de propriedades das solucoes das equacoes de Ricatti em
variedades Finsler sem pontos conjugados.

Por 1ltimo, recordaremos brevemente a nocao de métrica da palavra no
grafo de Cayley de um grupo finitamente gerado (se¢ao 2.6). Em particular,
construiremos uma compactificagdo para o grafo de Cayley de um grupo
hiperbdlico. O objetivo é descrever a acao do grupo em seu grafo de Cayley,
visando enunciar alguns importantes resultados devidos a Gromov incluidos

em [8], os quais serao uteis no Capitulo 3.

2.1
Espacos métricos Finsler

Comecamos com algumas nogoes basicas sobre espacos métricos Finsler.
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Definigao 2.1. Dado um conjunto X # &, uma funcio d : X x X — R ¢é

chamada wma métrica Finsler se as sequintes condig¢oes sao cumpridas:

1. d(p,q) =0 se e somente se p = q,
2. existe C' > 0 tal que d(p,q) < Cd(q,p) para todo p,q € X,

3. d(p,q) < d(p,z)+ d(z,q) para todo p,x,q € X.
O par (X, d) € chamado espago métrico Finsler.

Espagos métricos usuais sao exemplos imediatos de espagos métricos
Finsler, mas no contexto desta tese valera, em geral, a segunda condicao acima,
mais fraca que a simetria de uma métrica. Todo espago métrico Finsler (X, d)

estd automaticamente munido de uma métrica no sentido usual, dada por

J(p7 Q) — d(p, Q) ;— d(Q7p) (2_1>

A funcdo d é continua na topologia produto induzida por d, em virtude da
segunda condicao da definigao acima. Diremos que (X, d) é completo se (X , J)
¢é completo como espago métrico. O comprimento de uma curva ¢ : [a,b] — X
¢ definido da maneira natural: seja II o conjunto de todos os subconjuntos

finitos e ordenados de [a,b]. Tome m = {a = to, t1,t,..., Iy =b} €1l e

A curva c serd dita retificdvel quando

L(c) :=sup s(m;c) < 0o
well

e o numero L(c) serd o comprimento de c. A curva ¢ : [a,b] — X é uma
geodésica quando L(c|js4) =t — s para todo s,t € [a,b] com s < t. Um espaco
métrico Finsler completo (X, d) é dito geodésico se dados dois pontos p,q € X,
existe uma geodésica ¢ : [a,b] — X com c(a) = p e ¢(b) = g. Observe que em
geral, ¢ nao é unica.

Definigao 2.2. Sejam A > 0, B > 0, (X,d) e (X', d') dois espagos métricos
geodésicos Finsler. Uma fungao f : X — X' € uma (A, B)-quase isometria

Finsler se

1. Eziste K >0 tal que d'(«/, f(X)) < K para todo 2’ € X'.
2. para todo p,q € X wvale

1

d(p,9) =B < d(f(p), f(q)) < Ad(p,q) + B.
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3. Existem f': X' — X e Q > 0 tais que

d((f'o f)(x),7) <Q

para todo x € X e
d((fo f)),2') <Q
para todo x' € X'. A funcao f' é chamada quase-inversa de f.

Uma isometria é uma (1, 0)-quase isometria com ) = 0. Qualquer quase-

inversa de uma quase-isometria também é uma quase isometria.

Definicao 2.3. Uma curva retificdvel v : [a,b] — X € uma (A, B)-quase

geodésica se

(1(9),7(0) — B < L) < Ad(1(s),7(1) + B

para todo s,t € [a,b] com s < t.

Das defini¢oes de quase-isometria e de (A, B)-quase geodésica, temos a

seguinte consequéncia imediata.

Corolario 2.4. Sejam (X,d) e (X', d’) espagos métricos geodésicos Finsler,
f X — X" uma (A, B)-quase-isometria e vy : [a,b] — X uma geodésica.
Entao 7y = fo~v é uma (A, B')-quase-geodésica de (X', d’).

Defini¢ao 2.5. Sejam (M,d) um espaco métrico Finsler geodésico, completo,

ev,n: R — X geodésicas. Dizemos que [ ey sao:
~ Fassintéticas se eziste D = D(v,n) = 0 tal que d(y(t),n(t)) < D para
todot >0

~ b-assintdticas se existe D = D(v,n) = 0 tal que d((t),n(t)) < D para
todo t < 0.

— bi-assintéticas se v, n sao simultaneamente f-assintoticas e b-assintoticas.

E claro que as relacoes de assintoticidade definidas acima sao de equivaléncia.

Para cada geodésica v : R — X, considere os conjuntos

Y(+0o0) = {77 :R — X /~v,n sao geodésicas f—assintc’)ticas} (2-2)
e

Y(—o0) :=={n: R — X /~,n sdo geodésicas b-assintdticas}. (2-3)
Denote por

OX(+00) := {~(+00) /v é geodésica}


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1111791/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1111791/CA

Capitulo 2. Variedades Finsler de visibilidade 28

X (—00) := {7(—00) /v ¢ geodésica},

que chamaremos respectivamente de bordo positivo de Finsler-Gromov de X e

bordo negativo de Finsler-Gromov de X. Usaremos as notacoes

X (400) := X UIX(+0)

X(—00) := X U0X(—00).

Vamos munir X (4+00) e X(—00) de nogoes de convergéncia. Nossa referéncia
seré [11], Chapter 1, no qual o assunto é tratado em espagos métricos. Um raio
geodésico generalizado positivo (respectivamente, negativo) é uma geodésica
v :]0,R] — X onde 0 < R < oo (respectivamente, v : [R,0] — X onde
—o0o0 < R < 0). No caso em que R < oo, consideraremos 7(t) = v(R) para
t > R (respectivamente, se —oo < R, v(t) = v(R) para t < R).

Note que os conjuntos de raios generalizados positivos e negativos sao
familias equicontinuas. Para construir uma nogao de convergéncia em X (400),
fixe p € X e seja x, € X(4+00), usaremos a convergéncia uniforme em

compactos.

Defini¢ao 2.6. Diremos que x, — x € X(+00) quando n — oo se existe
uma sequéncia vy, : [0,R,] — X de raios generalizados positivos com
Y (0) = p, Yu(4+00) = x, que converge uniformemente em compactos para
um raio generalizado positivo v : [0, R] — X satisfazendo y(+o00) = x. Um
subcongunto B C X (+00) serd fechado se

z, €Bex, >z mmplica r € B.
Analogamente, seja {x,} C X(—o00).

Definicao 2.7. Diremos que x, — x € X(—o00) quando n — oo se ewiste
uma sequéncia vy, : [R,,0] — X de raios generalizados negativos com
(0) = p, Yu(—00) = z, que converge uniformemente em compactos para
um raio generalizado negativo 7y : [R,0] — X satisfazendo v(—o0) = x. Um

subcongunto B C X (—o0) serd fechado se
r, €Bex, > implica r € B.

Estas nogoes de convergéncia serao usadas na secao seguinte e na sub-
secao 3.1.1 para construir topologias que descrevam, de maneira razodavel, os
conjuntos X (—o00) e X (+00).
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2.2
Espacos Gromov-Finsler §-hiperbdlicos

Nesta secao, definiremos uma nocao de d-hiperbolicidade para espacos
métricos Finsler andloga a adotada por Gromov em [8], levando em conta a
potencial falta de simetria da métrica Finsler em questao.

Sejam (X, d) um espago métrico Finsler geodésico e z,y € X. Se
v @ [a,b] — X é uma geodésica tal que y(a) = x e y(b) = y, o conjunto
fy([a, b]) C X serd chamado de segmento geodésico ligando x a y. Denote por
A,y o conjunto de todos os segmentos geodésicos ligando x a y ou y a z. Como
a métrica nao é necessariamente simétrica e pode haver mais de uma geodésica

ligando z a y, A,y em geral nao ¢ unitario. Observe que A,, = A,;.

Definigao 2.8. Sejam (X,d) um espagco métrico Finsler, xo,z1,2o € X.

Fizados l; ;41 € Ag,z,,,, parai = 0,1,2 (indices tomados mddulo 3), o conjunto

A(xg, 1, 22) = Loy U l12 U Lo,

¢ denominado triangulo geodésico de vértices xg, 1, T2 e arestas {; ;1.

Definigao 2.9. Um espago métrico Finsler (X,d) completo e geodésico é
Gromov-Finsler -hiperbolico se existe 6 > 0 tal que para todo triangulo

geodésico A(xg, x1,xs), para todo i € {0,1,2} e para todo x € l;y0;, valem:
1. d(Cii1 Ulig140, 1) <0 €
2. d(x, liir1 Ul 40) <0,

com incides tomados modulo 3.

Geometricamente, cada aresta de um triangulo geodésico qualquer de
vértices xg, r1, Ty esta dentro da “vizinhanca tubular” de “raio ¢” da uniao das
demais duas, como mostra a Figura 2.1 (a noc¢ao de “raio” nao é precisa, pois

a distancia nao é simétrica).
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Figura 2.1: Independentemente da escolha de
lij, Ljk, Ly, a aresta fy; estd contida na
“vizinhanga d-tubular” de £;; U £y,

Observagao 2.10. Dada uma geodésica vy : [a,b] — X ligando x a y, usare-
mos o simbolo [z, y] para denotar o conjunto v([a,b]), independentemente
da escolha de ~. Este abuso de notagao nao trard prejuizos no decorrer do
trabalho. Em particular, se (M, F) nao tem pontos conjugados, entao dados
z,y € M a notagio [z,y] nao é ambigua, pois as imagens de todas as geodé-

sica ligando x a y coincidem.

Quando (X, d) é Gromov-Finsler §-hiperbdlico, as nogao de convergeéncia
definida anteriormente permite munir X (+00) e X(—o0) de topologias como

descrevemos abaixo.

Proposicao 2.11. Seja (X, d) um espago métrico Finsler geodésico, proprio e

Gromov-Finsler §-hiperbolico. Entao,

1. Os complementos dos fechados descritos nas Definicoes 2.6 e 2.7 acima

formam bases para topologias em X (+00) e X(—00) respectivamente.
2. As topologias assim geradas independem da escolha do ponto p.

3. As inclusoes X C X(+o00) e X C X(—00) sdo homeomorfismos sobre
X.

4. 0X(400) C X(400) e 0X(—00) C X(—00) sdo compactos.

Demonstragao. Ver [14], Proposition 3.7. [ |


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1111791/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1111791/CA

Capitulo 2. Variedades Finsler de visibilidade 31

As quase-isometrias preservam a d-hiperbolicidade, como enunciamos

abaixo.

Proposigao 2.12. Sejam (X, d) e (X', d") espagos métricos geodésicos Finsler
e f: X — X' uma (A, B)-quase-isometria. Entao (X,d) é Gromov-Finsler §-
hiperbdlico se e somente se (X', d') é Gromov-Finsler §'-hiperbdlico para algum
par 0,0" € RT.

Demonstracao. A prova é analoga ao caso dos espacos métricos usuais o-

hiperbdlicos e pode ser encontrada, por exemplo, em [14], p.402. [ |

Dada uma (A, B)-quase-geodésica v : [0,00) — X de um espaco
Gromov-Finsler d-hiperbdlico e préprio, podemos dar sentido ao simbolo
v(+00) da seguinte forma: fixe p € X, tome geodésicas ligando p a y(n)
para n € N e, usando o teorema de Arzela-Ascoli, construa um raio geodésico
f:]0,00) — X. Defina v(4+00) := (400). Da definicdo de quase-geodésica
e da d-hiperbolicidade de X, y(+00) independe de p e do limite 5 construido.

Teorema 2.13. Sejam (X, d) e (X', d") espagos métricos Finsler geodésicos,
proprios e Gromov-Finsler §-hiperbolicos. Se f : X — X' é uma (A, B)-
quase-isometria, entao a aplica¢ao f: 0X — 0X' dada por

Y(+00) = (f 07)(+00), (2-4)
¢ um homeomorfismo com respeito a topologia definida acima.

Demonstragao. Novamente referimos ao leitor [14], Theorem 3.9. |

Antes de prosseguirmos com a exposicao, observamos que, nas topologias
descritas pelas Defini¢oes 2.6 e 2.7, uma isometria de X pode ser estendida a

um homeomorfismo de X (400) e um de X (—00).

Proposicao 2.14. Sejam (X,d) um espago métrico Gromov-Finsler §-
hiperbolico e proprio. Se ¢ : X — X € uma isometria, entao as aplicagoes

¢ X(+00) — X(+00) e ¢ : X(—00) — X(—00) dadas respectivamente por

¢ (7(+00)) == (¢ 0 7)(400)

s@o homeomorfismos.
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2.3
Visiblidade em variedades Finsler

Em uma variedade Riemanniana, a nocao de angulo entre vetores tan-
gentes é canodnica, pois em cada espago tangente ha um produto interno. Isso
permite fornecer uma definigdo natural de visibilidade como em [7]. Em va-
riedades Finsler, nao ha um conceito de angulo canonicamente associado a
métrica Finsler e, portanto, o mesmo se passa com a visibilidade. Sugerimos
nesta secao uma definicao de visibilidade usando o angulo de Landsberg, que
definiremos a seguir. Com ela, conseguiremos estender para variedades Finsler
a conhecida [24] equivaléncia entre d-hiperbolicidade e visibilidade em varie-
dades Riemannianas.

Sejam (M, F') uma variedade Finsler e (M, F') seu recobrimento universal,
com a estrutura Finsler pull-back de F por 7 : M — M. Lembremos
que cada espago tangente estd munido de uma métrica Riemanniana (g;;) e,
consequentemente, (Sp, (gij)) ¢ uma variedade Riemanniana para cada p € M,

com funcao distancia que denotaremos por ds, .

Definicao 2.15. Sejam (M, F') uma variedade Finsler e v,w € T,M vetores

nao-nulos. O angulo de Landsberg entre v e w € o numero real

<Ip(v,w):d3p( Y , v )
F(p,v)" F(p,w)

Como ds, ¢ uma distancia Riemanniana, temos que <,(v, w) = <,(w, v).
Além disso, <,(v,w) = 0 se e somente se v = Aw para algum A > 0. Cabe
observar que <(,(v, —v) nao necessariamente é 7, mas se M é compacta, existe
k > 0 tal que <(,(v, —v) > K para todo (p,v) € SM.

Provaremos a seguir que o angulo de Landsberg é um invariante por
isometrias Finsler. Este resultado é importante para que possamos adaptar os
argumentos de Eberlein (particularmente a demonstragao da proposigao 2.6 de
[6]) e provar a transitividade do fluxo geodésico no contexto Finsler. Embora a
demonstracao da invariancia do angulo de Landsberg seja elementar, decidimos
acrescenta-la aqui por nos parecer pouco comum sua apresentagao mesmo em

textos introdutérios a geometria Finsler.

Lema 2.16. Seja (M, F) uma variedade Finsler. Para toda isometria ¢ :
M — M e para todo v,w € T,M, vale

<P(U7 w) = <¢(p) (d(bP(U)v d¢p(w>)'

Demonstragao. Por hipétese, F'(p, w) = F(gb(p), dqﬁp(w)) para todow € T,M e

portanto (¢,d¢,) leva S, difeomorficamente em Sg(,). Se fixarmos um sistema
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de coordenadas locais em torno de p, digamos (z1, ..., z,), um vetor w € T, M

serd da forma

wli +-tw”
0xy ox,

Como d¢,, : TyM — Ty, M é um isomorfismo, denotando
0 0
— .= —
8:2'1 ¢p (8x1> ’

0 0
P— 1_ DY n—
dop(w) = w 0% +- 4w P

Ou seja, se x : U C M — R™ é um sistema local de coordenadas em torno

temos que

de p € M, entao no sistema de coordenadas X = x o ¢ em torno de ¢(p), as

coordenadas tangentes sao invariantes por (¢, d¢). Em particular

(l & .F2> :(1 o .F2>
20009 )y \209°04 ) (45).a6,(w)

e portanto
(gij>(p,w) - (gij>(¢(10)7d¢p(w)) ’

Isso implica que d¢, ¢ uma isometria Riemanniana entre S, e Sy,). Entao,

dados wy, wy € S, temos

ds, (w1, w2) = ds,, (ddy(w:), dpp(ws)),

como queriamos demonstrar. [ |

A seguinte definicao é uma versao Finsler da nocao de wvisibilidade,
andloga aquela adotada por Eberlein por exemplo em [6] e em [7], e leva em

conta a potencial falta de simetria de dp.

Definigao 2.17. Seja (M, F) uma variedade Finsler completa sem pontos
conjudados. Dizemos que (M, F') é uma variedade de visibilidade se para todo
e >0 e para todo p € M existe R = R(e,p) > 0 satisfazendo aos sequintes

axiomas:

1. Se B,7 sdo duas geodésicas unitarias com [(0) = v(0) = p e existem

0 < s,t satisfazendo

dp(p,[B(s),7(r)]) 2 R e dr(p.[7(r),B(s)]) > R,

entio <t,(5'(0),~'(0)) < e.
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2. Se n,0 sao duas geodésicas unitdrias com 1n(0) = o(0) = p e existem

a,b < 0 satisfazendo

dr(p,[n(a),c®)]) = R e dr(p,[o(b),n(a)]) > R,

entdo <t,(17'(0),0'(0)) < e.

(M, F) ¢ de visibilidade uniforme se R = R(e).

2.4
Bigonos geodésicos sao estreitos

Dados p, g € M, sabemos que em geral [p, q] # [q, p]. Mostraremos nesta
secio que é possivel controlar uniformemente em M o quio “longe” estdo os
segmentos [p, ¢| e [¢, p] um do outro. Este controle serd obtido como consequén-
cia de propriedades geométricas de (M F ) e serd uma das pecas fundamentais
para que possamos mostrar a equivaléncia entre d-hiperbolicidade e visibilidade

Finsler na préxima secao.

Definigao 2.18 (bigonos - Figura 2.2). Sejam (M, F) uma variedade Finsler
sem pontos conjugados e de visibilidade. Dados p,q € M, o bigono ligando p, q

¢ o conjunto [p,q] U [q,p)].

[, q] "
L

(g, p]
Figura 2.2: O bigono ligando p e ¢

Fixemos algumas notagoes: sejam (M, F') uma variedade Finsler sem
pontos conjugados e (M, F) seu recobrimento universal. Dados z € M e r > 0,

consideraremos as pseudo-bolas
By (z):={pe M/dp(p,x)<r} e Bf(r):={peM/ds(x,p)<r},

além das respectivas pseudo-esferas geodésicas definidas por

S (z) = {p € M/dﬁ,(p,as) = 7"} e SHx):= {p € M/dp(x,p) = 7"}

e também as pseudo-bolas fechadas

B (z):=B (x)US () e Bif(zx):=Bf(z)USH(x).

r
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Fixe y € M. Para cada = € M, seja v,(x) o vetor unitario tangente em
x a geodésica que liga = a y. Pelo lema de Gauss para variedades Finsler
(ver por exemplo [20]), v,(x) é ortogonal com respeito a métrica adaptada de
TM— {0}, a pseudo-esfera S, ( {p € M/d (p,y) = r}, onde r = dg(z,y).
Como a norma do operador de curvatura das pseudo-esferas S, (y) é limitada
superiormente para r > 1, ja que a curvatura normal é solugao da equagao de
Ricatti e M n&o tem pontos conjugados (para uma versao Riemanniana deste

fato, da qual a versao Finsler segue diretamente usando a conexao de Chern, ver

por exemplo [25]), entdo cada campo v, é Lipschitz em M —B; (y) e a constante
de Lipschitz, que denotaremos por L, independe de y (para um tratamento
extenso sobre estimativas de operadores de curvatura em variedades Finsler,
consulte por exemplo [26] — particularmente p.221 a p.224).

Para mostrar que a “largura” dos bigonos de (M ¥ ) estd controlada,

precisaremos do seguinte lema técnico.

Lema 2.19. Seja (M, F') uma variedade Finsler compacta, sem pontos conju-
gados e de visibilidade uniforme. Dado € > 0, ezxistem N = N(g) e d = (L)
com a sequinte propriedade: se v € uma geodésica unitdria de M, x € M satis-

faz dg(x,v) > N e p € Bf (x), entao <Ip(uy(p), Vz(p)) < € para todo y,z € 7.

Demonstragio. Sejam vy, z € 4. Como M é de visibilidade, seja N > 1 tal que
se dp(z,7) > N, tenhamos <, (v:(z), vy(2)) = ds(v.(x), vy(z)) < . Como os
campos v, sao L-Lipschitz, dado p € M,

< (v:(p), vy (p)) ds(v-(p), vy (p))

< ds('/z(p), (x)) + dS(VZ<I>> Vy(x)) + dS(Vy(x)a Vy(p))
< Ldp(p.o) + §+Ld< )
< 2L0d}5( )+

2’

onde C é a constante definida em (1-3). Tomando entao § = segue que

£
41LC
se p € Bf(z) e dp(z,7) > N, entdo <, (v.(p),vy(p)) < €, como querfamos

demonstrar. [ |

Proposicao 2.20 (bigonos sao estreitos). Seja (M, F') uma variedade Finsler
compacta, sem pontos conjugados e de wvisibilidade uniforme. Entao, existe

A > 0 tal que para todo p,q € M valem:
1. dp(z,[p,q]) < A para todo x € [g,p).

2. dp(z, [q,p]) < A para todo z € [p,q|.
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Demonstra¢ao. Suponha que (M F ) nao satisfaz o enunciado e considere uma
sequéncia [a,, by] C M de geodésicas tais que (Figura 2.3):

~ 4p : R — M é a geodésica unitaria que contém [a,, b,];

— 0, : R — M é a geodésica unitéria que contém [b,, a,];

— pp i= max {dp(z, [an,bn]), z € [bn,an]} > n;

— Ty, € [bn, Ay) € Y € [an, by] s@0 tais que p, = dp(Tn, Yn);

= 7n(0) = yn € 0u(0) = zy;

— nn : R — M é a geodésica unitdria que contém [0, yn] com 1,(0) = x,;

bn

Yn Ty

Qn
Tn

Figura 2.3: Bigonos arbitrariamente “largos”

Usando transformagoes de recobrimento, podemos supor (a menos de
considerarmos uma subsequéncia) que z, — x € M. Dado £ > 0, sejam
N > 1ed > 0 dados pelo lema anterior. Considere By (z) e ny tal que
T, € By (x) paran > n;. Como p,, — 0o, existe ny tal que n > ny implica que
dg (xn, [y, bn]) > N. Daqui até o fim da demonstragao, n > max{n;,ns}.

As pseudo-esferas geodésicas S, (y,) tém curvatura normal limitada e,
portanto (diminuindo § se necessério), existe uma familia de cartas locais
¢n : Bf (z,) — R" =R"! x R! tal que:

L. pn(zn) = (0,...,0),
2. (don)e, (—vy,(20)) = (0,...,0,1),

3. as segundas derivadas de ¢, sao uniformemente limitadas em n na

pseudo-bola aberta By (x,,).
Afirmamos que:
afl) o,(t) € Bf (z,) para todo t € (=§/C,9).

Lembramos que o0, é uma geodésica minimizante ligando b, a a,. Se
t € (=0/C,0], entdao dp(zn,0,(t)) < Cdp(on(t),z,) = Clt| < 6. Se
t €10,0), entdao dp(x,, 0,(t)) =1t < 9.
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af2) Para cada s € R, seja py(s) := dp(@n, vu(s)). Entio z, € S, . (v(s)).

Pn(s)
Isso segue diretamente da defini¢ao de p,(s).
af3) Para cada p € by, a,), existe q € [ay,by] tal que dz(p, q) < dp(Ty, q).

Basta notar que, fixado p € [b,, a,],

dp(zp,yn) = max {dp(z, [an,bn]) [z € [bn,an])}
dp(p, [an, by])
= dp(p.q)

WV

para algum ¢ € [an, b,]. Ao mesmo tempo,

dp(zn,yn) = dﬁ(xn, [an,bn]) < dp(xn, q).

att) ou((=6/c.6)) C UseB.. oo (1(5)).
Como 0,,(t) € [by,a,) parat € (=6/C,J), a af3 diz que existe ¢ = ,(s)
tal que dj (0,(t), Yn(s)) < dp(zn, Y (s)) = pn(s), definido da af2 (Figura
2.4).

af5) on(—0/C,8) C U56R<Bp‘n(s) (n(5)) N B;(xn)).
Segue de af! e de afj.

Sp_n(s) (’Yn(s))

B;_(xn)

Figura 2.4: A unido das pseudo-bolas B (7(s)) contém oy, ((—0/C, d)).

Para cada n = no, as subvariedades mergulhadas 5, (v(s)) N Bf ()
sdo representadas pelas cartas ¢, por graficos em R"™! x R! passando por

(0,...,0), com curvatura limitada uniformemente em s € R, pois p,(s) >
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pn = N. Pelo Lema 2.19, <, (v, (p), Vyn(s)(p)) < € para todo p € By (z). Em

particular,

<Ip (Vyn (xn)7 I/’Yn(s) (gjn>) < E.

Portanto, as imagens de S (’yn(s)) N By (x,,) pelas cartas ¢, sao graficos de

pn(s)
funcoes L-Lipschitz (com L independente de n e de s) em R"! x R! passando

por (0,...,0), para todo s € (—4/C,d). Em particular,

ou (B, (1) N B ()

estd abaixo do cone positivo centrado no eixo (0,...,0,1), com vértice na
origem e fazendo angulo o(arctg(L)) com o hiperplano (z, ...,z,-1,0)
(Figura 2.5).

Figura 2.5: Imagem de B ) (v(s)) N By (x,) abaixo de um cone

Por outro lado, pela visibilidade Finsler, para n suficientemente grande,
L, (l/yn (), 0,’1(0)) é pequeno e portanto, para t préximo de 0, a imagem de o,
por ,, estd préxima do eixo vertical (0,...,0,1). Mas isso implica que algum
trecho de ¢, (Jn(—é /C. o )) nao esta abaixo do cone mencionado anteriormente,
ja que ¢, (an(—5 /C, 5)) esta proxima do eixo vertical para ¢t proximo de zero

no intervalo (—0/C, ). Essa contradi¢do mostra que nao pode ocorrer
Pn = max{dﬁ(z, [y, bn]),z € [bn,an]} > n.

Concluimos entao que existe A > 0 tal que dp(l’, p, q]) < A para todo
€ [¢,p]. Usando que dz(z,y) < C'dgp(y,x), encerramos a demonstracao da

proposicao. [
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2.5
Visibilidade é equivalente a J-hiperbolicidade
Daqui em diante, precisaremos do seguinte conceito de divergéncia de

geodésicas que se encontram em um ponto.

Definigao 2.21. Sejam (B,7 : R — X geodésicas com ((0) = ~(0) = p.
Dizemos que B e v divergem uniformemente para t > 0 (respectivamente,
t < 0) se para todo € > 0 e para todo R > 0 existe to = to(R) > 0 com
a sequinte propriedade: se <Ip(7/(0),ﬁ’(0)) > ¢, entao d(ﬁ(t),v(t)) > R para
todo t >ty (respectivamente, para todo t < tg).

Enunciamos a seguir o resultado que estabelece a referida relagao entre a
visibilidade e a d-hiperbolicidade. Ele é motivado pelo analogo Riemanniano, do
qual o enunciado abaixo e sua prova sdo adaptagoes naturais (ver por exemplo
[24], Theorem 6.8).

Teorema 2.22. Seja (M, F') uma variedade Finsler de classe C*° compacta e
sem pontos conjugados. Entao (M, F) ¢ de wistbilidade uniforme se e somente
se (]\7[,?) € um espaco Gromov-Finsler d-hiperbolico para algum 6 > 0 e o0s

raios geodésicos divergem no futuro e no passado.

Subdividiremos o enunciado deste teorema (e também sua demonstracao)
em dois lemas. Observamos primeiramente que as divergéncias para t < 0 e
t > 0 dos raios geodésicos seguem diretamente da nocao de visibilidade Finsler.

Usaremos fortemente a Proposicao 2.20 provada acima.

2.5.1

Visibilidade implica J-hiperbolicidade

Lema 2.23. Seja (M, F) uma variedade Finsler de classe C* sem pontos
conjugados. Se (M,F) ¢ de visibilidade uniforme, entao existe 6 > 0 tal que

(M,d) é um espaco Gromouv-Finsler 6-hiperbdlico.

Demonstracao. Queremos provar que todo triangulo geodésico satisfaz aos
axiomas da Definicao 2.9. Pela proposi¢ao 2.20, podemos mostrar que esses
axiomas valem para triangulos da forma A = [xq, z1]U[x1, 22| U [xe, 0], pois 0s
segmentos [z1, o, [T2,z1] € [0, 23] estdo a uma distancia controlada dos seus
respectivos lados de A. Suponhamos por contradi¢ao que existe uma sequéncia

de triangulos geodésicos

An = [z, 27| U [27, 23] U [, 5]
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e pn € [z§, 2] tais que
dp (pn, 27, 23] U [23, 25]) > n
para todo n € N. Considere os triangulos geodésicos

Ay = (25, pa] U [pa, 23] U (25, 25]

n—

AL = [pn, 23] U [27, 23] U [25, pa].

2 =
Dado € > 0, seja ng = n(e) como na defini¢ao de visibilidade Finsler. Entao,
para n = ng, o angulo de Landsberg entre [p,, x7] e [p,, 24| em p, é no méximo
g, pela visibilidade para t > 0. Ao mesmo tempo, o angulo de Landsberg entre
[zf, pn] € [25, pn] em p, é no méximo ¢, pela visibilidade para ¢ < 0. Como o
comprimento das geodésicas minimizantes [xf}, z'] cresce arbitrariamente com
n e o angulo de Landsberg dessas geodésicas com [p,,, 23] e [}, p,| em p,, tende

a zero quando n — 0o, existem ¢, — 00, Y, € [5,pn] € qn € [pn, ¥H] tais que

1. A distancia de todo ponto de [y,,p,] a [z, x]] tende a zero quando

n — oo;

2. A distancia de todo ponto de [p,,qn] a [z{,z}] tende a zero quando

n — oo;

3. Os comprimentos de [y,, p,] € de [pn, ¢,] sdo maiores que £,,.

Ja que [z, x}] é minimizante, a desigualdade triangular nos da que a
distancia de y, € [z, ps] & gn € [pn, 5] é maior que ¢, para n suficientemente

grande, o que contradiz a Proposicao 2.20. [

2.5.2

o-hiperbolicidade e divergéncia implicam visibilidade

Lema 2.24. Seja (M, F) uma variedade Finsler de classe C* sem pontos
conjugados. Se (M,dﬁ) ¢ um espagco Gromov-Finsler -hiperbdlico e 0s raios

geodésicos divergem uniformemente para t > 0 e para t < 0, entdo (M, F) €

de visibilidade uniforme.

Demonstragdo. Sejam v, f : R — M duas geodésicas tais que v(0) = 5(0) = p
e suponha que

di(p, (1), B(r)]) > n.

Como (M,dz) é Gromov-Finsler d-hiperbdlico, existem z € [y(t), B(r)], z €
7(10,t]) = [v(0),7(B)] e y € B([0,7]) = [6(0), 5(r)] tais que
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1. dp(z,2) < dedp(z,y) <0
2. dp(z,y) < 206.
Pela desigualdade triangular,

dp(p,x) +dp(v,2) > dp(p, 2) =2 n

dp(p,y) +dp(y. 2) = dp(p,2) 2 n,
o que implica

dp(p,x) 2n—dp(z,2) 2n—Cdg(z,z) >2n—C4

di(p,y) 2n—dp(y,z) 2n—Cdg(z,y) =2n—C6

Fixe ¢ > 0 e R = 26 na definigao de divergéncia uniforme de raios geodésicos.
As desigualdades dz(p,z) > n — Cd e dp(p,y) = n — CJ juntamente com
di(z,y) = dp(v(ty), B(ry)) < 20 dizem que parat,,r, € [0, 00) arbitrariamente

grandes, ocorre

min {dﬁ’<7(ta:)7 B(Ty))v dp(ﬁ(?};), ’y(tz»} < R.

Portanto, <t,(+/(0), 5'(0)) < e. |

2.6
Metrizacao de um grupo finitamente gerado

Seja (G, -) um grupo finitamente gerado e S = {ay,...,a,} um conjunto
simétrico de geradores (ou seja, S =S :={a"'/a € S} e G = (S)). Denote
por e o elemento neutro do grupo (G, ). Um elemento de G é portanto uma
kl--~a»j onde a;; € S e k; € N. Dado g € G,

i1 7
f’ll --+a;> & a palavra com menor nimero de
fatores. O comprimento de g é o nimero £(g) := k;+- - -+ks. Convencionaremos

que £(e) = 0.

palavra em G, ou seja, g = a

sempre consideraremos que g = a

Definigao 2.25. Seja G um grupo finitamente gerado e S = {aq,...,a,} um
gerador simétrico de G. A métrica da palavra em G € a funcaod : GxG — R
definida por d(a,b) = l(a-b71).
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A funcdo d definida acima faz de (G,d) um espago métrico. Para um
tratamento extenso e sistemdtico das propriedades de (G, d), sugerimos por
exemplo [8] e [10]. Em particular, fixado ¢ € G, a fun¢do f : G — G dada
por f(a) = g-a é uma isometria de (G, d) e portanto a a¢ao natural de G em
G pela esquerda (e, analogamente, pela direita) é por isometrias da métrica
da palavra. E claro que o comprimento de um elemento de g, e portanto a
propria definicao da métrica d, dependem da escolha do gerador S, mas se d e
d sao duas métricas da palavra em G, entdo (G,d) e (G, d) sdo (A, B)-quase-
isométricos para algum par A, B € R.

A métrica da palavra induz uma estrutura de espago métrico geodésico
no grafo de Cayley de G. Mais precisamente, seja (G, -) um grupo finitamente

gerado e
S = {al,...ak,afl,...,alzl} = {al,...ak} U {afl,...,agl} = StuUsS™

um gerador simétrico de G. O grafo de Cayley I's(G) de G é construido da
seguinte forma: para um ponto base py € S fixado, construa uma aresta ligando
po aos pontos do conjunto A;(pg) := {a “po/a€ S}. Agora, para cada j € N,

defina recursivamente os conjuntos

Ajpi(p;) ={a-pj/pj€Ajeac S}

e construa uma aresta ligando p; € A; a cada elemento de A, ;. Em outras

palavras:

— Os vértices de I's(G) s@o os elementos de G.

— Existe uma aresta ligando z € G a y € G se e somente se existe a € S

tal que y = a - x.

As arestas sao 1-células homeomorfas a [0,1] C R e, neste sentido, com a
topologia natural desses intervalos, o grafo assim construido é um espaco
topoldgico conexo por caminhos. Assim, a métrica da palavra de G se estende a
todos os pontos de I's(G), fazendo de (FS(G), d) um espaco métrico geodésico

completo, onde d denota a métrica da palavra estendida.

2.6.1
Compactificacao de I's(G)

Revisitamos brevemente as nocoes usuais de d-hiperbolicidade de Gromov

introduzidas em [8] (compare com a Defini¢ao 2.9).
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Definigao 2.26. Seja 6 > 0 fixrado. Um espago métrico geodésico completo
(X,d) é Gromov §-hiperbdlico se para todo xq,x1, 29 € X e para todo segmento

geodésico [x1, x|, j =1,2,3, vale
d([l‘i?xj] U [ZL‘j,ﬁL‘kLZE) <9

para todo x € [x;, Ty

A definicao de espaco métrico Gromov d-hiperbdlico acima serd especia-

lizada para tratarmos do grafo de Cayley de um grupo finitamente gerado.

Definicao 2.27. Um grupo finitamente gerado G é Gromov d-hiperbélico se
(FS(G), d) com a métrica da palavra € um espago métrico Gromouv §-hiperbolico

para algum (e portanto para todo) gerador finito simétrico S e para algum

6> 0.

Observe que (FS(G),d) é um espaco métrico Finsler, completo e geo-
désico no qual a métrica satisfaz d(x,y) = d(y,x). Portanto, as nogoes de
f-assintoticidade e b-assintoticidade (Defini¢ao 2.5) coincidem, assim como as

de convergencia dadas pelas Definicoes 2.6 e 2.7. Em particular,

ODs(G)(+00) = ATs(G)(—o00) := ATs(G).

Proposicao 2.28. Seja G um grupo Gromov §-hiperbdlico. Entio I's(G) mu-

nido da nogdao de convergéncia dada pela Defini¢cao 2.6 € um espaco topolégico

compacto, no qual B C I's(G) € fechado se e somente se
T, €Bex, >z mmplica T € B.
Além disso,
1. A topologia assim gerada independe da escolha do ponto p.
2. A inclusio X C X (400) é um homeomorfismo sobre I's(G).
3. 's(G) € compacto.
Demonstragao. Novamente, referimos ao leitor [14], Proposition 3.7. [

A agdo de G em G a esquerda induz uma acao de G em I's(G) por
isometrias da métrica da palavra. Os resultados abaixo, devidos a Gromov [8],
nos fornecem uma importante descricao desta acao.

Se G é um grupo Gromov d-hiperbdlico e v € G é um elemento hiperbdlico

(ou seja, o mapa Z —» I's(G) dado por i — 7" - & para algum — e portanto
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para todo — = € I'g(G) fixado é uma quase-isometria), os limites

7= lim 4" €ls(G) e 4™ := lim +' € d5(G)

1——00 i—+00
existem e sao distintos. Além disso,

Teorema 2.29 (Gromov [8], Corollary 8.2.G). O conjunto de pares
(y72,7"®) € ITs(G) x dT's(G) para todo v € G hiperbdlico é denso em
Ors(G) x OTs(G).

Observe que se (TS(G), d) ¢ Gromov o-hiperbdlico, entao cada isometria
da acdo de G em I'g(G) se estende a um homeomorfismo de I's(G) (Proposicao

2.14). Em particular,

Teorema 2.30 (—, 8.2.H). A a¢do de G em 0I's(G) x 0's(G) € topologica-

mente transitiva. Ou seja, todo aberto nao-vazio G-invariante é denso.

Teorema 2.31 (—, 8.2.1). Eziste um ponto em Ol's(G)xIl's(G) cuja G-orbita

é densa.
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3
Visibilidade e a transitividade do fluxo geodésico

O conjunto de hipdteses que adotaremos daqui até o final do capitulo

serd, salvo mencao contraria explicita:

~ (M, F) é uma variedade Finsler compacta de dimensao n;
— (M, F) nao tem pontos conjugados;

~ (M, F) é uma variedade de visibilidade uniforme.

Nosso objetivo é apresentar a prova do seguinte resultado, que constitui
uma de nossas duas principais contribuicoes a atual e extensa investigacao

acerca de variedades Finsler:

Teorema A. Seja (M, F) uma variedade Finsler compacta C*, sem pontos
conjugados e de wisibilidade uniforme. Entao seu fluxo geodésico vy : SM —

SM é transitivo.

Este capitulo estd assim estruturado: primeiramente, construiremos to-
pologias em M (—o0) e M (+00) andlogas & topologia de cones introduzida por
Eberlein em [7], levando em conta a eventual falta de reversibilidade das ge-
odésicas (segao 3.1). Mostraremos que as nogoes de convergéncia para estas
topologias coincidem com as dadas pelas Definigoes 2.6 e 2.7. Usando isso,
provaremos que as compactificacoes M(—oc) e M(+00) sdo naturalmente ho-
meomorfas (segao 3.2).

Em seguida (secao 3.3), descreveremos algumas propriedades da agao
do grupo fundamental de M em M(—o0) e M(4+00) e sua relacdo com o
homeomorfismo natural entre elas.

Apés isso (segao 3.4), construiremos explicitamente uma quase-isometria
entre Fs(m(M )) e M. Com ela, concluiremos que a acdo de m (M) em
OM (400) x dM (400) tem érbita densa (Corolario 3.16).

O préximo passo (se¢ao 3.5) serd definir, no contexto Finsler, o andlogo
da nocdo de dualidade descrita por Eberlein em [7]. Para isso, usaremos o
homeomorfismo entre as compactificacdes de M. A dualidade é a nogao que
relaciona a dinamica do grupo a um parametro de difeomorfismos descrito pelo

fluxo geodésico com a acdo discreta do grupo fundamental de M em M. A
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6rbita densa obtida no Corolario 3.16 sera a chave para a demonstracao de que
todos os pontos do bordo de M sdo duais (subsecao 3.5.2), uma propriedade
central para obtermos a transitividade do fluxo geodésico propriamente dita
(segao 3.6).

3.1
As topologias de cones

Vamos munir os conjuntos M (400) e M(—o0) de topologias andlogas as
topologias de cones em variedades Riemannianas de visibilidade, seguindo as

ideias contidas em [7]. Usaremos o seguinte resultado adiante:

Lema 3.1. Dados p € M e y(—o0) € M (—00), existem R > 0 e uma tnica
geodésica o : R — M tal que o(0) =p e dp (v(¢),0(t)) < R para todo t < 0.

Demonstracao. Seja t, — —oo e considere geodésicas unitarias o,

[—ay, 0] — M tais que o(—ay,) = v(—t,) e 0(0) = p, onde a, = dp (v(=tn),p)-
Temos que 07,(0) € S, e portanto, a menos de considerarmos uma subsequén-
cia, existe v € S, tal que 0,,(0) — v. Afirmamos que a geodésica o tal que
o(0) = p e 0’(0) = v satisfaz ao enunciado do Lema. De fato, como M é
Gromov-Finsler d-hiperbdlico, os tridgulos geodésicos de arestas [y(—t,),p),
[v(=tn),7(0)] e [y(0),p] satisfazem aos axiomas de J-hiperbolicidade. Em
particular, como o comprimento do segmento [y(0),p] independe de n e
dp(a(—tn), p) — o0, temos que para n suficientemente grande os pontos

o(—t,) satisfazem dp(co(—t,),7) < 4. Portanto, o e vy sdo b-assintéticas. W
Naturalmente, o mesmo vale para geodésicas f-assintoticas:

Lema 3.2. Dados p € M e y(+00) € M (400), existem R > 0 e uma tnica
geodésica o : R — M tal que o(0) = p e dp (v(t),o(t)) < R para todo t > 0.

Lembremos que na auséncia de pontos conjugados, exp, : TPM — M
é um difeomorfismo para todo p € M. Em particular, dados p,q € M, existe
uma tnica geodésica unitéria v : R —s M tal que v(0) = p e v(£) = ¢, onde
¢ =dz(p,q). Sejam entao p,q,r € M. Defina

< (q,7) = <p(v, w)

onde v e w sao respectivamente os vetores tangentes em p as geodésicas
unitarias [p, q| e [p, 7] (o simbolo “+” tem a funcao de evidenciar que estamos
considerando raios que partem de p). Com o Lema 3.2, podemos estender a

nocao de angulo de Landsberg para pontos de M (+00). Mais precisamente,
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sejam p,q € M e v : R — M a tnica geodésica tal que v(400) € OM (+00),
7(0) = p e ¢ € M. Definimos

< (1(+00),9) = <, (7' (0), w),

onde w é o vetor tangente em p a geodésica unitéria [p, q.

Para construir uma topologia em M (4+00), considere um ponto p € M.
Uma base de abertos de p serd simplesmente uma base de abertos da topologia
da variedade diferencidvel M. Para cada ponto y(+00) € dM(400) e para

cada € > 0, o f-cone de vértice p, angulo ¢ e eizo y(4+00) é o conjunto

Co(p) = {a € M(+00) / < (v(+00).q) < =}

Um f-cone truncado de vértice p, angulo € > 0 e raio r > 0 em torno de y(400)

é o conjunto

Cr.(p) = {q € M(400) / < (v(+00),q) <€ edp(p,q) > r} .

O resultado a seguir é classico para o recobrimento universal de uma
variedade Riemanniana sem pontos conjugados e de visibilidade (ver por
exemplo [7]). A prova da versdao Finsler é uma extensdo natural do caso

Riemanniano.

Teorema 3.3. Os abertos de M juntamente com os f-cones truncados formam
uma topologia para M(—l—oo), com a qual M(—l—oo) é um espaco topoldgico

compacto e M (+00) é homeomorfo a S*', onde n = dim(M).

Para definir uma topologia semelhante a de cones no conjunto M (—00),

basta usarmos o Lema 3.1, que permite estabelecer a no¢ao de angulo

<, (7(=00),q) == <, (7'(0), w),

onde estamos tomando p, ¢ € M, w é o vetor tangente em p a geodésica unitaria
l[g,p] ey : R — M a tinica geodésica tal que ¥(0) = p e y(—o0) € OM (—00).

O b-cone de vértice p, angulo € e eixo y(—o0) é o conjunto

C;e(p) = {q € M(-00) / <, (v(+00). ) <}

Um b-cone truncado de vértice p, angulo € > 0 e raio r > 0 em torno de

~v(—00) é o conjunto

Coen®) i= {a € N(=00) / <; (1(~0),0) <€ e drlg,p) > 1} .
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Analogamente a topologia de f-cones, na topologia de b-cones temos o

seguinte

Teorema 3.4. Os abertos de M juntamete com os b-cones truncados formam
uma topologia para M(—oo), com a qual M(—oo) € um espago topoldgico

compacto e OM(—o0) ¢é homeomorfo a S**, onde n = dim(M).

3.1.1
Equivaléncia entre topologias

Aqui enunciamos que as topologias definidas pelos Teoremas 3.3 e 3.4
acima coincidem com aquelas dadas pelas Definicoes 2.6 e 2.7. Este resultado
permitird transferir (via um homeomorfismo oriundo de uma quase-isometria
— ver secao 3.2) propriedades dinamicas da acao de (M) em OT'g(mi (M))
para M (+00) (subsecdo 3.4.2, Corolario 3.16).

Lema 3.5. Seja (M, F') uma variedade Finsler compacta, sem pontos conjuga-
dos e tal que (M, F) € de visibilidade uniforme. Entio, em M(+00) a nogdo de
convergéncia dada pela Definicdo 2.6 € equivalente a convergéncia na topologia

de f-cones.

Demonstracdo. Primeiramente, observe que os abertos, fechados e compactos
de M coincidem em ambas as topologias e sdo os mesmos da topologia de M
como variedade. Portanto, basta verificar o lema para pontos limite no bordo
de sequéncias de M (400).

Seja {x,} C M(+00) com z, — 2 € M (400) na topologia de f-cones e
fixe p € M. Denote por 7 a tnica geodésica tal que v(0) = p e y(+o0) = .
Dado € > 0, existe n. tal que para n > n. vale ([p,z,] — {p}) C C,..(p)
para r fixado. Denotando por -, as geodésicas que ligam p a z,, temos em
particular que <, (7/(0),7,(0)) — 0 quando j — 0o, 0 que implica v, — 7 em
compactos.

Agora suponha que z,, — x segundo a Defini¢ao 2.6. Tome novamente
Y,y : R — M(400) geodésicas unitarias tais que 7,(0) = 7(0) = p e
Yu(+00) = z,. Em particular, <,(7/(0),7,(0)) — 0 pela convergéncia de 7,
no compacto Bf(p), para qualquer r > 0 fixado. Se existissem ¢ > 0, ' > 0
tais que alguma subsequéncia vy, (t,,) satisfizesse vy, (tn,) & Cyev(p), entdo

J

lim <, (7/(0), 7, (0)) = lim < (4(+00), 7, (t,)) > &

J—00 J—00

uma contradigao. [

O caso da topologia de b-cones e da nogao de convergéncia da Defini¢ao

2.7 é analogo.
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3.2
Um homeomorfismo natural entre M (—o00) e OM(+00)

Construiremos nesta subsecao um homeomorfismo natural entre as com-
pactificacoes de M. Este homeomorfismo desempenhard um importante papel

na defini¢do do conceito de dualidade (Defini¢ao 3.17) logo adiante.
Lema 3.6. Eriste uma bijecio natural h : M(—o0) — M (400).

Demonstragdo. Sejam v(—o0) € OM(—o0), s, € R e t, € R sequéncias tais
que s, — —oo e t, — oo. Considere a sequéncia de segmentos geodésicos
minimizantes, unitarios e orientados B, : [sn, t,] — M tal que B(tn) = Y(sn)
e B(s,) = v(t,). Pela Proposicao 2.20, existe A > 0 tal que, para todo n, £,
estd a uma distancia no maximo A de «. Portanto, a menos de considerar uma
subsequeéncia, existe uma geodésica § : R — M tal que 3, converge para [3
uniformemente em compactos da topologia métrica associada a d (ver (2-1)).
Considere a aplicagao
h: M(—00) — M(+00)

dada por h(z) =z sez € M e h(v(—0)) = B(+00).

v(s1) = B(t1) y(t1) = B(s1)

¥(—o0) o y(+o0)

Figura 3.1: Construindo a funcao h em M (—o0).

Vejamos que essa aplicacao esta bem definida no bordo, ou seja:

— independe de [(: de fato, novamente pela Proposicao 2.20, qualquer
sequéncia (3, de segmentos de geodésicas com pontos iniciais e finais
sobre 7 estard no maximo a uma distancia A > 0 de v. Logo, lim 3, = 3

é uma geodésica f-assintética a 5. Portanto, 8(+00) = B(+00).

— independe da escolha de geodésida em y(—o0): tome uma geodésica
n € v(—o0) e uma sequéncia o,, de geodésicas — com pontos inicias e finais
sobre 7, como anteriormente — tal que limo, = h(n(—oo)) = 0(+00).
Entao, o estd a uma distancia no maximo A de n. Como v e 7 sao f-
assintéticas e [ estd a uma distancia no maximo A de «y, entao 5 e o sao

b-assintoticas, ou seja,

B(+00) = h(7(=00)) = h(n(—00)) = o(+00).

Concluimos que h esta bem definida.
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Vejamos que h é injetiva. Sejam ~(—o0),5(—00) € dM(—o0) e suponha
que
B(+00) = h(7(=00)) = h(j(—00)) = B(+00).

Entdo 8 e /3 sdo f-assintéticas. Como 3 e /3 estdo a uma distancia no maximo
A de 7 e 74 respectivamente, temos pela desigualdade triangular que v e 4 sao
b-assintdticas, donde y(—o0) = 7(—00).

Vejamos finalmente que h é sobrejetiva. Seja B(4+00) € IM(+00).
Construa uma sequéncia de geodésicas minimizantes 7, : [sp,t,] —> M com
Sp —> —00, t, —> 00 e Y(sp) = B(tn) e v(t,) = B(s,). Pela Proposigao 2.20,
v, estd a uma distancia no maximo A > 0 de g e o limite v, — v é uma
geodésica tal que h(y(—00)) = B(+00). |

Para demonstrar que a funcao h acima construida é um homeomorfismo,
precisaremos de algumas definicoes e resultados auxiliares. Sejam p,q € M,

[p, q] a geodésica unitéria orientada ligando p e ¢q. Consideraremos as fungoes
VI:MxM-—SM e V :MxM-— SM

definidas da seguinte forma: V' (p, q) é o vetor tangente a [p,q| em p e V'~ (p, q)

é o vetor tangente a [p, q] em q.

Lema 3.7. Sejam p,, ¢n, x, Sequéncias em M tais que p, — p, qn — q € sejam
B,0: R — M geodésicas com $(0) =p, £'(0) = v, o(0) = q e o'(0) = w.

1. Sex, — x € OM(—00), V (Zn,pn) = v e V™ (T, qn) = w, entio § e o

sao b-assintdticas.

2. Se xy = x € IM(+00), VI (pp,2n) = v €V (gn,2n) — w, entio B e o

sao f-assintoticas.

Demonstragao. Vamos esbogar a prova do item 1. As geodésicas [z,,p,]
convergem em compactos para o raio geodésico ligando x a p, assim como
as geodésicas [z, q,| convergem para o unico (pelo Lema 3.1) raio geodésico
ligando = a ¢. Tais raios sao portanto b-assintoticos. Mas pela unicidade no

Lema 3.1, tais raios coincidem com [ e o respectivamente. [

Podemos estender as definicoes de V1 e de V'~ aos bordos e considerar

Vt M x M(4+00) — SM e V™ :M(—00) x M — SM

de maneira natural: dados v(—oo) € dM(—o0) e p € M, basta defirnimos

V= (7(=00),p) = ¢’(0), onde ¢ é a tnica geodésica unitdria b-assintGtica a ~y
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com o(0) = p. Analogamente, se p € M e y(+00) € OM(+00), definimos
VT (p,7(+o0)) = ¢’(0), onde o é a tnica geodésica f-assintética a v com
o(0) =p.

As seguintes propriedade das funcoes V' e V'~ sao relativamente simples
de verificar usando a divergéncia para t < 0 e t > 0 de raios geodésicos com

um ponto em comuim.
Lema 3.8. Sejap e M e~ : R — M uma geodésica. Entdo
1. V- (’y(t),p) = V- (’y(—oo),p) quando t — —oo,
2. V*(p,7(t)) = VT (p,7(+00)) quando t — +ooc.
Seja 0 = (p,v) € SM. Denotaremos por 79 : R — M a tinica geodésica
tal que 79(0) = p e v,(0) = v.

Lema 3.9. Seja (M, F) o recobrimento de wma variedade Finsler compacta

sem pontos conjugados e de visibilidade uniforme. Entao:

1. As fungoes V* 1 M x M(+00) — SM e V=~ : M(—o0) x M — SM

sao continuas no produto das topologias de cones correspondentes.

2. As fungoes que associam 6 = (p,v) as classes assintoticas yg(—o0) e

Yo(+00) sao continuas nas topologias de cones.
Enfim, provamos que a funcao h é um homeomorfismo.

Proposicao 3.10. Seja (M, F) uma variedade Finsler compacta, sem pontos

conjugados e de visibilidade. Entao
h:M(—00) — M(+00) e h:dM(—o0) — OM(+0o0)
sao homeomorfismos.

Demonstragao. Basta analisarmos o caso em que z = 3(—00) e y = y(400) com
h(z) = y. Considere uma sequéncia {,} C M (—00) tal que x,, — . Podemos
supor que x, € dM(—o0). Denote p = 3(0). Tome a sequéncia de geodésicas
[, p], que converge em compactos para [z, p|] por hipdtese. Afirmamos que a
sequéncia [p, h(x,)] converge em compactos para [p, h(x)]. De fato, se alguma

subsequeéncia [p, h(z,,)] ndo convergir em compactos para [p, h(x)], entao

v = lim V+(p, h(x,)) # V+(Pa h(z))

n—oo

e as geodésicas partindo de p com dire¢ao v e V*(p, h(z)) divergem para t > 0.
Mas

dﬁ([xnvp]v [p7 h(In)]) <A+ 2Cdl5<pa q)
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pela desigualdade triangular e pela Proposicao 2.20. Entao a geodésica limite
da sequéncia [x,,p| diverge para t < 0 da geodésica [z,p], contradizendo a

convergencia ,, — . [

No caso Riemanniano, a involucao 7yp.) = 7Y(p—v) fornece imedi-
atamente o homeomorfismo h entre M(400) e M(—o0): basta considerar
R(Y(p0) (+00)) = Y(p,—v)(—00), pela reversibilidade da métrica — ou seja, a apli-
cacdo h é a identidade (apenas consideramos uma classe assintdtica como “fu-
tura” ou “passada”, pois sdo a mesma). As topologias de f-cones e b-cones neste
caso sao coincidentes. No caso Finsler, a construcao do homeomorfismo nao é
direta (pela falta de reversibilidade de dz), mas como vimos acima é garantida

pela Proposicao 2.20.

3.3
A acado de (M) em OM(—oc0) e em M (+00)

Seja w1 (M) o grupo fundamental de uma variedade Finsler compacta
(M, F), sem pontos conjugados tal que (M, F) é de visibilidade uniforme. Sa-
bemos que a agao do grupo de isometrias w1 (M) em M & prépria e descontinua.
Vamos estender a acao de (M) aos espacos topolégicos compactos M (—oo)
e M(+00). Se y(—00) € IM(—00) e ¢ € m (M), defina

¢(7(—00)) == (¢ 07)(—o0)

e analogamente, para § € M (+00) e ¢ € m (M), defina

Y (B(+00)) := (¢ 0 B)(+00).
Portanto, dada ¢ € m (M), ficam definidas extensoes
Y M(—o0) — M(—00) e Y+ M(400) — M(+00),

continuas nas respectivas topologias de cones. Como a acdo de m (M) em M
é descontinua, toda ¢ € m (M) com ¢ # Id nio tem pontos fixos em M.
Mas j& que M (—oc0) e M (400) sdo homeomorfos a esferas de dimensio
n — 1 (ver por exemplo [6], Proposition 1.13 para o caso Riemanniano),
¢ o M(—00) — M(—00) e b : M(+oo) — M(+00) tém pontos fixos
em OM (—00) e em OM (+00) respectivamente, pelo teorema do ponto fixo de
Brouwer. Na préxima se¢ao estudaremos sistematicamente tais pontos fixos.
Observe que h é equivariante com respeito as agoes do grupo (M) em

OM (—00) e em M (+00), ou seja, os diagramas
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M (—00) —L> M (400) OM (—o0) —> M (400)
o |+ o |+
M(—oo)—h>M(+oo) OM (—00) —h>8M(+oo)

comutam para toda ¢ € m(M). Este fato segue diretamente das defini¢oes de
h e das extensoes de ¢ € m (M) aos bordos dM (+o0) e M (—o0). Portanto,

Coroldrio 3.11. Seja ¢ € m (M) wma isometria. Entio x € OM(—oc0) ¢
ponto firo de ¢ : OM(—o0) — OM(—o0) se e somente se h(z) € ponto fizo
de ¢ : OM (+00) — M (+00).

3.3.1
Geodésicas ligam pontos no infinito

Provaremos a seguir que os pontos de dM(—oco) e de dM(+00) nio

relacionados por h estao ligados por pelo menos uma geodésica.

Proposigao 3.12. Sejam x € OM(—o0) ey € OM(400) tais que h(x) # y.
Entdo existe uma geodésica v : R — M tal que y(—o0) = z e y(+00) = ¥.

Demonstracio. Fixe p € M e sejam [,0 : R — M geodésicas unitarias

satisfazendo

p0)=0(0)=p  B(-00) =z  o(+o0)=y.

Se ocorrer 3'(0) = 0’(0), ent@o as geodésicas 5 e o sao de fato a mesma e por-
tanto 3(—o0) = z e B(+00) = y. Suponhamos entao que <t,(4'(0),0’(0)) > 0.
Tome t, — o0o. A menos de considerarmos uma subsequéncia, os segmentos
geodésicos orientados ligando p a f(—t,) convergem (uniformemente em com-
pactos) para uma geodésica 3 com 3(0) = p. Sobre a geodésica [3, tome os

pontos B(t,) tais que

dr (8, (=tn)) = dr (B(t5), B(~tn))

Pelos Lema 2.20, dF(B(t;),ﬁ(—tn)) < C para algum C independente de n.
Note que <,(3'(0),0"(0)) > 0, pois caso contrario 3 = o e terfamos h(z) =y
(Figura 3.2). O axioma de visibilidade para ¢ > 0 aplicado aos raios geodésicos
B e o nos diz que existe g, € [B(t)),c(t,)] tal que dr(p,3,) < B para algum
B> 0.

Afirmamos que:

— FEziste g, € v, tal que dp(Gn, qn) < 0.
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o(+00)

B(—o0)
B(+00)

Figura 3.2: Construindo a sequéncia -y,,.

De fato, como M é Gromov-Finsler d-hiperbélico, dg (q‘n, [B(t), B(—t,)]U
Yn) < 6 para todo n. Mas B(t],) — B(+o00) e Ly([B(t,), B(—tn)]) < C
implicam que d (g, [B(t),), B(—t,)]) — oo. Logo, a partir de um certo
no,

i (T, [B(1), B(=t)] U ) = dp(@ns va) < 6,
ou seja, para n > nyg existe ¢, € v, tal que dz(Gn, ¢,) < 0.

— A menos de considerar uma subsequéncia, 7y, converge uniformemente

em compactos para uma geodésica 7.

Pela desigualdade triangular, para n > ngy temos

da(p, an) < dp(p, @) + dp(Gn, qn) < B+ 96,

ou seja, a sequéncia ¢, ¢ limitada e entao, considerando uma subsequéncia
se necessario, existe uma geodésica vy tal que 7, — 7 uniformemente em

compactos.

Falta verificarmos que vy(—00) = z e y(+00) = y. Sejam ¢ = nh_g)lo Gn € W
o vetor unitdrio tangente a v em ¢. Por um lado, V= (B(—t,),q,) — w e
B(—t,) — B(—o0) implicam que [ e v sdo b-assintéticas pelo lema 3.7. Por
outro lado, V' (g, 0(t,)) — w e o(t,) — o(+o0) implicam que o e 7 sdo

f-assintéticas, também pelo lema 3.7. [

A construcdo da geodésica B no argumento acima é necessaria porque
nossa definicao de visibilidade considera ambos os raios geodésicos partindo
de (ou chegando em) um mesmo ponto, o que nao era o caso para § e o (a
visibilidade foi usada com 3 e ¢ e ndo com J3 e o). Vale notar que a Proposicao
2.20 cumpre um papel fundamental na obtencao da geodésica limite . Para

efeito de comparagao técnica, no trabalho de Eberlein ([6], Proposition 1.7) a
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construcao de (3 segue diretamente da reversibilidade das geodésicas e da nocao
usual de visibilidade em variedades Riemannianas. Além disso, observamos que
Eberlein exige como hipdtese que os pontos z,y € OM (00) cumpram x # y.

Esta condi¢ao é naturalmente traduzida para nosso contexto como h(z) # y.

3.4
Geometria global de I's(m()M))

Sabemos pelo Teorema 2.22 que se (M, F) é uma variedade Finsler
compacta, sem pontos conjugados e de visibilidade uniforme, entao (Z\Zf ,dg)
¢ um espaco Gromov-Finsler §-hiperboélico. Provaremos a seguir que o grafo de
Cayley de (M) é naturalmente quase-isométrico a M. Usando a Proposicao
2.12, concluiremos que m(M) é um grupo finitamente gerado cujo grafo de
Cayley é Gromov-Finsler §-hiperbdlico e, portanto 71 (M) é um grupo Gromov
d-hiperbdlico (pois a métrica da palavra é simétrica). Usando os teoremas
de Gromov enunciados no final do Capitulo 2, poderemos fazer uma acurada
descricio da acao de my (M) em M (+00) x M (+00).

3.4.1
(M,dz) é quase-isométrico a (I's(mi(M),d)

Sejam S = S~ U ST um gerador simétrico de m (M), py € S um ponto
base a partir do qual I's(m;(M)) é construido e py € M um ponto fixado.
Analogamente a construcao do grafo de Cayley, ligue py a cada ponto de
A1(po) := {a(po), a € S} com um segmento de geodésica unitaria, escolhendo
a sua orientacao segundo o critério:

— se a € ST, ligue com [pg, a(po)];

— se a € S7, ligue com [a(py), Pol,

Defina recursivamente os conjuntos
Aji(py) ={a-pj/pj € Ajeac S}

e ligue o ponto p; € A; a cada a(p;) € A;j4; com uma geodésica definida em

[0, 1], orientada segundo o critério:

— se a € ST, ligue com [p;, a(p;)];

— se a € 87, ligue com [a(p;), pjl,-

Isso produz uma espécie de “copia orientada” de I'g (7T1(M )) contida em M,

como ilustramos na Figura 3.3.
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Figura 3.3: Uma cépia “orientada” do grafo de Cayley em M.

Agora construiremos uma quase-isometria f : Fg(ﬂ'l(M )) — M re-

cursivamente. Seja Bji; o conjunto A;,; reunido com as arestas [p;, a(p;)] e
la(p;), p;]. Temos que

Ts(m (M) = | B;.

jeN
Definiremos a quase-isometria nos pontos de B; para cada j € N. Natural-
mente,
f(po) == Do.
Seja p € Bj. Identificando as arestas e vértices de By com o intervalo [0, 1],

temos que p € [0, 1].
~ Se a € ST, associe a p o ponto f(p) = [ﬁo,a(ﬁg)](ﬁ);
— Se a € S7, associe a p o ponto f(p) := [a(ﬁo),ﬁo](l —D).

Em seguida, seja p € Bj1;. Entao p € [0, 1], que é uma 1-célula ligando p; € A;

ao ponto a - p; € Ajy1. Novamente:

~ Se a € ST, associe a p o ponto f(p) = []b“o,a(pg)](p);
— Se a € S7, associe a p o ponto f(p) := [a(ﬁo), ~0](1 — D).

Isso encerra a construcao de f : Dg(m (M)) — M.

Proposicao 3.13. A funcio f : Tg(m(M)) — M acima é uma (A, 0)-quase-

isometria entre os espagos métricos Finsler (Ls(m(M)),d) e (M, dg).

Demonstracao. Segue diretamente da construgao acima e da condigcao
ds(z,y) < Cda(y, x). A quase-inversa de f serd a funcio f : M — Tg(my (M)
assim definida: seja U C M um dominio fundamental do recobrimento tal que
po € U. Entao,
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com a(U)Na(U) # @ se e somente se a = a (e neste caso a(U) = a(U)). Além
disso, U é contratil a py. Basta definir entédo f(j) = a - po quando p € a(U).

As funcoes f e f satisfazem as condicoes da Definicdo 2.2. [ |

3.4.2
Consequéncias da quase-isometria f

Corolario 3.14. Seja (M, F) uma variedade Finsler compacta, sem pontos
conjugados e de visibilidade uniforme. Entao (FS(m(M)), d) € espaco métrico

Gromov-Finsler d-hiperbdlico, para algum 6 > 0.

Demonstracao. Pelo Teorema 2.22 (M F ) é um espago métrico Gromov-
Finsler §’-hiperbdlico para algum ¢ > 0. Pela proposicao anterior, (M F )
e (Is(m (M)),d) sao quase-isométricos. Pela Proposicao 2.12, (I's(m (M)),d)
¢ Gromov-Finsler o-hiperbdlico para algum ¢ > 0. [

Sob as mesmas hipdteses do corolario anterior, concluimos que 71 (M) é

um grupo hiperbélico no sentido da Defini¢ao 2.26.

Proposicao 3.15. Seja (M, F') uma variedade Finsler compacta, sem pontos
conjugados e de visibilidade uniforme. Entao m (M) € um grupo Gromov §-

hiperbolico, para algum 6 > 0.

Demonstragio. Pelo coroldrio anterior, (I'g(m1(M)),d) é um espago métrico
Gromov-Finsler 6-hiperbdlico. Como d satisfaz d(x,y) = d(y,x), temos que
(Ds(m1(M)),d) é um espago métrico Gromov d-hiperbélico e portanto i (M)

é um grupo Gromov d-hiperbdlico para algum ¢ > 0. [

Com isso, usando os teoremas de Gromov sobre a agdao de um grupo
Gromov J-hiperbélico no bordo de seu grafo de Cayley (Teoremas 2.29 a 2.31),

obtemos a importante consequéncia abaixo:

Corolario 3.16. Seja (M, F) uma variedade Finlser compacta, sem pontos
conjugados, tal que (M, F) é de visibilidade uniforme. Entio a agio m (M)
em Ol's(m1(M)) x OUg(m1(M)) tem uma drbita densa.

Demonstra¢ao. Uma vez que (M) é Gromov d-hiperbdlico, o resultado segue
do Teorema 2.31. [ ]
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3.5
Dualidade de Eberlein no contexto Finsler

Definiremos a seguir uma extensao Finsler para o conceito de dualidade
introduzido por Eberlein ([7], Definition 8.2). Esta nogao estabelecera adiante a
conex@o entre as acoes de 71 (M) em dM (—o0) x M (+00) com a transitividade
do fluxo geodésico de (M, F') (Proposicao 3.30). O homeomorfismo h construido
na secao 3.2 desempenhard um importante papel em nossa extensao da
definicao de dualidade. E interessante notar que a construcao h foi possivel
devido a Proposicao 2.20, evidenciando a relevancia de se obter um controle

global da “largura” dos bigonos geodésicos.

Defini¢ao 3.17. Dizemos que © € OM(—00) € dual a y € M (+o0) se para

toda vizinhanga aberta V' de x e para toda vizinhanga aberta W de y existe uma
isometria de recobrimento ¢ € m (M) tal que ¢(M(—o00) — V) C h={(W).

E claro que ¢(M(—00) — V) C h"HW) se e s6 se ¢p(M(+00) — W) C
h(V). Portanto, diremos sem maiores comentarios que y € M (+o0) é dual
ax € OM (—o0) sempre que z for dual a y. Dessas observacoes segue

imediatamente o seguinte:

Corolério 3.18. Se € OM(—o0) € dual a y € OM(+00), entio para toda
isometria ¢ € m (M) tem-se que x € gﬁ(M(—oo) — V) se e somente se
h(z) € ¢(M(+o0) — h(V)).

Os pares duais tém as seguintes propriedades:

Proposicao 3.19. 1. Fizado x € 8M(—oo), o conjunto dos pontos y €

OM (4+00) duais a x ¢ fechado e invariante pela agio de m (M).

2. € OM(—o0) ey € OM(400) sio duais se e somente se h(z) e h="(y)

sao duais.

Demonstracao. Para provar 1, sejam v, € 8M(+oo) pontos duais a z e V
um aberto em torno de z. Suponha que y, — y. Se W é um aberto contendo
y, entao y, € W para n > ng suficientemente grande. Pela dualidade de z e
Yn, existe ¢ € m (M) tal que ¢(M(—oo) —V) c h{(W). Como V e W sao
arbitrarios, x e y sao duais.

Agora seja ¢ € m (M) uma isometria do recobrimento e suponha que
y € OM(+00) é dual a x. Dados abertos arbitrarios V e W em torno de z e 1(y)
respectivamente, existe ¢ € m (M) tal que ¢(M(—oc0) — V) C W (= (W)).
Entao a isometria £ = 1) o ¢ satisfaz f(M(—oo) — V) C h™ (W) e portanto z
e ¥ (y) sao duais.
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A demonstracao de 2 segue diretamente da definicao de dualidade e do
fato de h ser um homeomorfismo equivariante com respeito as agoes de (M)
em OM (—0c0) e em M (+00). [

3.5.1
Pontos limites sao duais

Denotaremos por
L~ (7T1(M)) (§ L+(7T1(M))

os conjuntos de pontos de acumulacio em M(—oo) e em M(+o0) da érbita
de um ponto p € M pela acio de m (M) em M(—o0) e em M (+00),
respectivamente. Sob a hipétese de visibilidade, tais conjuntos independem
da escolha de p. Como essas orbitas nao tém pontos de acumulagao em M,
segue que L~ (m(M)) C OM(—o0) e Lt (m(M)) C OM (+00) e ambos sdo

nao-vazios.

Proposicao 3.20. Seja x € OM(—0c0) e U C M(—00) wma vizinhanga de .

Sep, € M ¢ uma sequéncia convergindo para T, entao <, (M(—oo) —U) — 0.

Demonstracio. E suficiente mostrar que para p € M(—00) — U e para uma
sequéncia arbitréria a, € M(—oc) — U vale <, (p,a,) — 0. E também
suficiente considerarmos U um cone truncado em torno de x. Existe nge e > 0
tais que n > ng implica <{,(p,,a,) = €. Se 0, é a Unica geodésica orientada
ligando p, a a,, a visibilidade uniforme nos diz que existe R > 0 tal que
dp(p,0,) < R. Sejam g, € o, tais que dp(p,¢,) < R. Como dp(p,,p) — oo,
entdo novamente pela visibilidade uniforme (aplicada ao angulo formado por
[Dns D] € [Pn, @n]) temos <, (p, gn) — 0. Mas <, (p, ¢n) = <, (P, @y) € portanto
L, (P, an) — 0. |

A propriedade fundamental dos pares duais é a seguinte:

Proposigio 3.21. Seja (M, F) o recobrimento universal de uma variedade
Finsler compacta, sem pontos conjugados e de visibilidade uniforme. Os pontos
x € OM(—00) ey € IM(+00) sio duais se e somente se existe uma sequéncia
de isometrias ¢, € m (M) tal que para todo ponto p € M tem-se ¢ (p) — x
e on(p) = y quando n — oo.

Demonstragao. Suponha que z e y sao duais e sejam {U,} e {V,} bases de
abertos em torno de x e y respectivamente. Para cada n, seja ¢,, € m(M) tal
que ¢, (M(—o0) — U,) C h™'(V,,) e ¢  (M(+00) — V,,) C h(U,). Afirmamos
que ¢, é a sequéncia procurada. De fato, seja p € M tal que p ¢U,ep¢V,.

Entao para todo n valem
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on(p) €' (Va) e ¢, (p) € W(Uy),

o que implica

Ou(p) = h7Hy) e ot (p) = Mx).

Pela Proposigao 3.19 concluimos que ¢,(p) — y e ¢ ' (p) — @, como querfamos
provar.

Reciprocamente, sejam ¢,, € m1(M) tais que ¢, '(p) — z e ¢,(p) — .
Considere vizinhancas U C M(—o0) de z e V' C M(+00) de . Pela Proposicao
3.20 e pelo Lema 2.16, temos que

<Ip¢n(M(—OO) - U) = p-1(p) (M(—OO) - U) — 0

para qualquer ponto p € M. Podemos supor que p € M(—oo) — U. Como
o, 1 (p) — =z, entao dp((b;l(p),]\z(—oo)) — 00. Pela Proposicao 3.19 e pela
hipétese ¢,(p) — y, temos que ¢,(p) — h~'(y) € OM(—o0). Segue que
¢n(M(—00) = U) C h™{(V). Como U e V sio vizinhancas arbitrérias, temos

que z e y sao duais. [ |

Corolério 3.22. 1. Todo ponto x € L™ (mi(M)) tem um ponto dual y €
L+ (Wl(M))

2. Os conjuntos L™ (m(M)) e LT (m(M)) sdo fechados em OM(—o0) e em

8M(+oo) respectivamente e invariantes pela a¢ao de w(M).

Demonstracao. Para o item 1, se x € L~ (7T1<M)), entao existe uma sequéencia
¢, € T (M) tal que ¢, ' (p) — z para todo p € M. Mas a sequéncia ¢, (p) tem
ponto de acumulacao e portanto, a menos de considerarmos uma subsequéncia,
existe y € Lt (m(M)) tal que ¢,(p) — v.

Para o item 2, basta usar um argumento padrao de escolha de sub-
sequéncia diagonal: seja x; — x com x; € L~ (7T1(M)) Para cada j, existe
bnj € m (M) tal que lim, o ¢nj(p) = x;. As sequéncias ¢,;(p) podem ser
escolhidas de tal forma que ¢,,(p) — . Analogamente para x; € LT (7r1(M ))

A invariancia de L™ (w1 (M)) e LT (m1(M)) segue diretamente da definicéo
da extensdo da acdo de mi (M) em dM(—o0) e OM (+00) |

Corolario 3.23. Os pares duais estao em L™ (m(M)) x LT (m(M)).

Demonstracao. Segue diretamente da Proposicao 3.21. [ |
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3.5.2
Pontos de OM (—00) x OM(+00) sdo duais

Provaremos ao final desta subseco que todos os pares (a, b) € OM (—o00)x
OM (4+00) sio duais. Para demonstrar este fato, desenvolveremos a argu-
mentagdo a partir de agora para mostrar que L (mi(M)) x LT (m(M)) =
OM (—00) x dM (400).
Lema 3.24. Se ¢ tem pontos fizos distintos x,y € OM(—o0), entio (trocando
¢" por ¢~ se necessdrio) ¢"(q) — x e ¢~"(q) — y para todo q € M.

Demonstragao. Sendo x # y, pela Proposicao 3.12 existe uma geodésica ~y tal
que y(—o0) = & e y(+00) = h(y) =: 7. Podemos escolher um ponto p € M tal
que <,(z,y) = Kk para um x > 0 fixado (ver pagina 32, logo ap6s a Defini¢ao

2.15). Como z, 7 s@o pontos fixos de ¢, pelo Lema 2.16

L) (@,7) = G (7" (2),¢7(F)) = #.

Pela visibilidade uniforme, existe R > 0 tal que

max {dr(¢"(p),7),dr (7, ¢"(p))} < R

para todo n € Z. Sejam s,,t, € R tais que

dp(Y(sn), ")) <R e dp(¢"(p),7(tn)) < R.

para n € N. Como a acao de m(M) é prépria e descontinua, as sequéncias
sn € t, nao podem ter pontos de acumulacao, pois caso contrario a sequéencia
¢™(p) teria ponto de acumulagao em M , contrariando a descontinuidade da
agao. Vamos supor por exemplo que existe uma subsequéncia s,; de s, com
Sp;, — 00. Entao, reindexando s, e trocando se necessdrio a ordem de s, com

Sp+1 Para que a notacao [s,, S,+1] faca sentido, temos que

[0,00) € | J[8n: $ns1] = A,

n=0

onde estamos considerando sy, = 0. Ao mesmo tempo, usando a constante

C > 1 definida em (1-3) e a desigualdade triangular,

|50 = ] = min{dr(v(sn), ¥(sn11)), dr (V(snt1),7(50) }

Cdp (’Y(Sn)> ’Y(Sn+1))

de(Y(sn), ¢"(p)) + dr (¢"(p), 0" (p)) + dr (" (D), ¥(sn11))
R+dr(p,¢(p)) + CR

2CR + dr(p, #(p)) =: B.

NN N
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Como a acéo de w1 (M) é descontinua, a sequéncia {¢™(p) nen C M escapa de

qualquer compacto. Portanto, existe N tal que n > N implica
dr(p,¢"(p)) = 2CB + 2R.

Uma vez que para todo k > 0 tem-se

dr (97 (), 0" () < dr(o"(p),v(te)) + dr((tr), Y(sn)) + dr (v(sn), 9" (D))
< 2R+ dp(v(tk),¥(sn))

e Clty — 8| = dp(v(tx),v(sn)), entao para todo k > 0 e para todo n > N vale

Cltr —snl = dr(¢7"(p),¢"(p)) — 2R
= dF( 7¢n+k(p>) —2R
> 20B+2R - 2R =2CB

e portanto |ty —s,| = 2B. Logo, é impossivel que {t; }x>0 C A, j& que os pontos
t;. teriam que pertencer a algum intervalo [s,, s,+1], cujo comprimento é no
maximo B. Temos portanto que t; < 0 para todo k. Como t; nao tem pontos
de acumulacao, concluimos que t;, — —oo. Sabendo que dr (¢_k(p), fy(tk)) <R
e que y(ty) — y(—o00) = z, segue que ¢ *(p) — x quando k — oo.

Agora que sabemos que t;, — —o0, podemos repetir o argumento acima

considerando
(=00, 0] € [ Jlthrr, tx] = B

k=0

para provar que s, — 400 e, analogamente, concluir que
¢"(p) = v(+00) = § € IM(+00).

Da equivariancia de h, temos que ¢"(p) — y € OM (—00) quando n — 0o, como
querfamos provar. Mas as convergéncias ¢~ *(p) — z e ¢"(p) — y independem

de p, pela visibilidade uniforme, encerrando a demonstracao do lema. [ |

Seguem imediatamente as seguintes consequéncias fundamentais:

Corolario 3.25. Seja ¢ € m (M), ¢ # Id. Entio ¢ : M(—00) — M(—00)

tem exatamente dois pontos fixos distintos em 8M(—oo).

Corolario 3.26. Sejam x,y € OM(—o00) pontos fizos distintos de ¢ € m(M).
Entio x,y € L™ (m(M)). Além disso, (z,h(y)) € L™ (m(M)) x LT(m(M)) é

um par dual.
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Usaremos os corolarios acima e os resultados do Capitulo 2 para mostrar
que L™ (m(M)) x LT (m(M)) = OM(—00) x OM (+00).

Proposicao 3.27. Seja (M, F) uma variedade Finsler compacta, sem pontos
conjugados, tal que (M, F) é de visibilidade uniforme. Entdo

L™ (m(M)) x Lt (m(M)) = OM(—00) x OM (+00).

Demonstragao. Pela Proposigao 3.15, (M) é um grupo Gromov d-hiperbdlico

para algum ¢ > 0. Pelo Teorema 2.29, o conjunto

Lim(m (M) = {(67,6"%) / 6 € m(M)}

é denso em 8FS(7r1(M)) X 8F3(7r1(]\/[)), onde ¢ = ngrirlm¢"(w) para
algum = € T'g(m(M)). Uma vez que cada elemento ¢ € (M) age como
homeomorfismo em Ol's(m1(M)), ¢=>° sdo pontos fixos de ¢. Pelo Teorema
2.13, a quase-isometria [ : FS(m(M)) — M da Proposicao 3.13 induz a
funcao

Of : Ol (mi(M)) — OM (+00)

que é um homeomorfismo, pelo Lema 3.5. Em particular,

{(F07), £67)) J 6 € mMD) }

é denso em OM (400) x M (400). Pela Proposicio 3.10,

K= {(f(67),(ho [)(6*)) /¢ € (M) }

¢ denso em OM(—00) x OM(+00). Pela definiio de f, z = f(¢~) e
y = f(gb*oo) sio pontos fixos distintos de ¢ em dM(—o0). Portanto, pelo
Coroldrio 3.26, temos que (z,h(y)) € L~ (m(M)) x L*(m(M)). Provamos

entao que
K C L™ (m(M)) x LT (7 (M)) C OM(—00) x OM (+00)

e portanto L™ (my(M)) x LT (m(M)) ¢ denso em OM (—o0) x DM (+00). Como
L= (m(M)) x L* (w1 (M)) é fechado em M (—00) x DM (+00) (Corolario 3.22),
concluimos que L™ (m(M)) x LT (m(M)) = OM (—00) x OM (+00). |

Encerraremos a se¢ao provando enfim que todos os pares de oM (—o0) %
M (400) sio duais.

Proposigao 3.28. Todo par (z,y) € OM(—o0) x M (+o0) ¢ dual.
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Demonstragio. Sejam (x,y) € OM(—00) x OM(4+00) e Z € OM(+00) dado
pelo Teorema 2.31, cuja 6rbita 7 (2) é densa em M (400). Pelo Corolério
3.22, existe z € OM(400) dual a z. Afirmamos que z é dual a z. De fato,
sejam U,V vizinhancas de x e z respectivamente. Como a orbita de zZ é
densa em M (—0c0), existe ¢ € m (M) tal que 2 € ¢(V) N IM(+00). Pela
dualidade, existe 1) € (M) tal que w(M(—oo) —U) C h™(¢(V)). Portanto,
(p71o w)(M(—oo) —U) C h™}(V) e segue que z e Z sao duais.

Seja D(z) o conjunto dos pontos de M (+00) duais a . Como Z € D(z),

pela Proposicao 3.19 temos

m1(2) C D(x) C OM (+00)

e consequentemente D(z) = OM(+oc), pois D(x) é fechado. Como z foi
tomado arbitrariamente, temos que todo par (x,y) € OM(—c0) x IM(+o0) é
dual. [ |

3.6
Transitividade do fluxo geodésico

Denote por ¢, : SM — SM o fluxo geodésico da variedade compacta
Finsler (M, F). Fixe § € SM e seja PT(0) o conjunto de elementos n € SM

com a seguinte propriedade:

Se U eV sao abertos de SM contendo 0 e n respectivamente, entdo

existe uma sequéncia t, — oo tal que p;, (U) NV # & para todo n.

Segue diretamente dessa definicdo que n € P1(f) se e somente se existem

0, € SM e t, — oo tais que ¢y, (6,) — n quando n — oo.

Definigao 3.29. 0 € SM ¢ dito nao-errante quando 6 € P*(0). Denotaremos

por € o conjunto de pontos nao-errantes de SM.

A relagao fundamental entre a dualidade e a transitividade do fluxo
geodésico estd contida na proposicao a seguir. Ela foi enunciada no caso
Riemanniano em [6], Lemma 3.5, e a prova para o caso Finsler é uma adaptagao

natural das ideias 1a apresentadas.

Proposigao 3.30. Sejam (M, F) o recobrimento universal de wma variedade
Finsler compacta, sem pontos conjugados e de wvisibilidade uniforme, 6 =
(p,v),n = (qw) € SM e 6 = (p,0),7 = (§,w) € SM levantamentos de
0,7 pela projecao natural m : SM —s SM. Entao n € PT(0) se e somente se

Yi(—o0) € v5(+00) sdo duais.
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Demonstragao. Sejam ¢; o fluxo geodésico de (M, F) restrito a SM e Y
SM — SM o fluxo geodésico projetado. Suponha que n € P*(0) e seja
0, — 0 tal que ¢y, (6,) — n para alguma sequéncia t,, — oo, ou seja,

Yo.(tn) > q e, () = w.

Escolha uma sequéncia én = (Pn, Up) de levantamentos de 6, tal que 0~n — 0.
Se 5, sdo as geodésicas do recobrimento tais que 75 (0) = p, e 7; (0) = ¥y,

entao para alguma sequéncia ¢, € m (M) tem-se que

(dnovg )tn) =G € (Pnoy ) (tn) — 0.

Como 6,, — 6, entéo Y5, (tn) = v5(+00), pela divergéncia para t > 0 dos raios
geodésicos. Além disso, dp (75, (tn), 05 (q)) = dr((¢n 073, )(tn), ) — 0. Entéo
¢, (G) — v5(+00) na topologia de f-cones.

Vejamos agora que a mesma sequéncia ¢, satisfaz ¢,(q) — v5(—00).

Considere as geodésicas ay,(t) = (¢n 075, )(t + t,). Por definicio,

an(0) = (Pno7g,)(tn) =4 e ap(0) = (dno,) (tn) = @

e portanto a,(—t,) — 75(—00) na topologia de b-cones. Ao mesmo tempo

an(—tn) = (¢n 075, )(0) = ¢n(pn) e portanto
gbr:l(an(_tn)) =Dn — D,

ou seja,

dp (an(—tn): n(D)) = dr (¢ (an(=tn)), P) = 0.

Entao, ¢,(p) — 7;(—00). Como essa convergéncia independe de p pela
visibilidade uniforme, temos que ¢,(§) — v;(—00), como queriamos mostrar.

Reciprocamente, suponhamos que v;(—00) e v5(+00) sao duais e se-
jam ¢, € m (M) tais que para todo x € M tenhamos ¢,(z) — v;(—00) e
¢t () — v5(400). Como tais convergéncias independem de z (pela visibili-
dade uniforme), vamos supor que

On(D) = Yi(—00) e ¢ 1(q) = 5(+00).

Construiremos uma sequéncia 0, € SM tal que 6, — 6 e gptn(en) —
para alguma sequéncia t, — oo. Sejam t,, = dp(gbn( D), ) (15, gbnl(N))
e U, = VT (¢.(p), G) (Figura 3.4).

Entao t, — o0o. Pela divergéncia para t < 0 de raios geodésicos,

@1, (00(D),Tn) = (4, V (u(P), 7)) = (4, D).
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SN a(+00)

Figura 3.4: Construindo a sequéncia oy,.

Como ¢,,'(§) — ~5(+00), entdo V' (p, ¢, (7)) — © pela divergéncia parat > 0

de raios geodésicos. Afirmamos que a sequéncia #,, procurada é

On = T (n(D) , Un).

De fato, temos que 6,, — 6, pois W(gzﬁn(]b“)) = m(p) = p para todo n. Ao mesmo
tempo a geodésica unitaria [¢,(p),](t) tem a mesma projecao em M que

(D, o1 (q)](t), o que implica
(@) 0, (V' (60(5), 0)) = (dm)5 (V" (5,6, (@)

De V*(ﬁ, ¢;1(q~)) — 0, segue que (dm)g, ) (V+(¢n(ﬁ),@)) — v. Concluimos
que 6,, — 0. Agora vejamos que ¢y (6,,) — n:

¢1,(0n) =

pela continuidade de 7 : TM — M, concluindo a prova da proposicao. |

Finalmente provaremos que o fluxo geodésico de uma variedade Finsler
compacta, sem pontos conjugados e de visibilidade uniforme é transitivo.
Usaremos a proposigao abaixo, enunciada por Eberlein [6] no contexto dos
fluxos completos em espacos métricos Hausdorff. Reproduziremos o argumento
da prova com as notagoes adotadas em nosso trabalho visando tornar a leitura

do capitulo auto-contida.

Proposicao 3.31. Suponha que para todo 6 € SM tenhamos P*(0) = SM.

Entao o fluxo geodésico p; restrito a SM ¢é topologicamente transitivo.

Demonstra¢ao. Mostraremos que existe n € SM tal que {¢i(n)/t = 0} é
denso em SM. Por hipétese, dados U,V C SM abertos, existe uma sequéncia
tn, — oo tal que ¢, (U) NV # &. Em particular, fixe um aberto U e escolha
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uma base de abertos {U; };en para a topologia de SM. Existe t; > 1 tal que
0, (U)NU; # @. Como ¢y, é um difeomorfismo, existe um aberto A; C U tal
que A; é compacto e Ot (14_11) C U;. Por hipétese, para o aberto A; existe
ty > 2 tal que ¢, (A;) NUs # @. Escolha Ay C U aberto tal que Ay é
compacto, Ay C A; e ¢,(As) C Us. Prosseguindo com essa construgao, temos
que A, C A,_1 et, = oo com ¢, (A,) C U,. Como A, é uma sequéncia

encaixada de compactos nao-vazios, existe n € SM tal que
n e ﬂ A,.

Afirmamos que 7 satisfaz ao enunciado da proposicao. De fato, isso segue

diretamente de sua definicdo, pois n € A,, para todo n implica

¢1, (1) € o1, (An) C U,

Em outras palavras, {¢y(n) /t > 0} intersecta todos os abertos de uma base
enumerdvel da topologia de M, ou seja, {¢:(n) /t = 0} é denso em SM, como

queriamos provar. [ ]

Teorema A. Seja (M, F) uma variedade Finsler compacta C*°, sem pontos
conjugados e de visibilidade uniforme. Entao seu fluro geodésico @, : SM —

SM é transitivo.

Demonstracao. Pela Proposicao 3.28, todos os pares de 8M(—oo) X aM(—i-oo)
sao duais. Pela Proposicao 3.30, P™(0) = SM para todo 6 € SM e, finalmente,
pela proposicao anterior, ¢; : SM — SM é transitivo. [
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4
Aplicacoes

O objetivo deste capitulo é provar o resultado abaixo sobre a geometria
global de superficies Finsler compactas, que constitui nossa segunda principal

contribuicao ao estudo das variedades Finsler:

Teorema A. Seja (M, F') uma superficie Finsler k-bdsica C* compacta, sem
pontos conjugados, de género maior que 1 e cujos fibrados de Green sao

continuos. Entio (M, F) é Riemanniana.

O resultado acima foi recentemente publicado em [27]. A demonstracao
deste teorema sera dividida em diversos passos. Devemos observar que a
hipétese da continuidade dos fibrados de Green é algo forte: de fato, mesmo
para variedades Riemannianas tais fibrados podem nao ser continuos — um

exemplo disso é dado em em [28].

4.1
Campos de Jacobi assintéticos e divergéncia de raios geodésicos

Relembramos uma propriedade especial dos campos de Jacobi em varie-
dades sem pontos conjugados: a existéncia de campos de Jacobi assintéticos,
obtidos como limites de campos de Jacobi com um zero. A existéncia de tais
campos para variedades Riemannianas sem pontos conjugados de qualquer di-
mensao ¢ um resultado conhecido desde o trabalho [5] de Green (veja também
[29], Proposition 2.9), assim como para niveis supercriticos de energia de Hamil-
tonianos convexos sem pontos conjugados (ver por exemplo [30], Proposition
1.10).

Recordaremos a construcao de campos de Jacobi assintéticos para su-
perficies Finsler, para a qual precisaremos da divergéncia futura e passada de
campos de Jacobi que zeram em algum ponto. Comegaremos com o seguinte
resultado de [19] que é provado por Green [5] no caso Riemanniano. Ao longo
deste capitulo, || - || denotara a norma associada a métrica adaptada (g;;) nos

espagos tangentes de M.

Proposicao 4.1. Seja (M, F') uma superficie Finsler sem pontos conjugados.

Entao as solugoes nao triviais J(t) da equagao de Jacobi sao uniformemente
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divergentes no sequinte sentido: dado € >0 e R > 0, existe r = (g, R) tal que
para toda geodésica unitdria o e para toda solu¢ao J(t) da equagao de Jacobi

ao longo de o com J(0) =0 e ||J'(0)|| = ¢, temos
IJ(t)|| = R para todo t>r. (4-1)

De fato, com a proposi¢ao anterior podemos estabelecer a divergéncia
“passada” para campos de Jacobi que zeram em algum ponto, tal como ocorre

no contexto Riemanniano devido a reversibilidade.

Corolario 4.2. Seja (M, F') uma superficie Finsler sem pontos conjugados.
Entao as solugoes nao triviais J(t) da equagdo de Jacobi com J(0) = 0 sao
uniformemente divergentes para t > 0 e para t < 0 no sentido da Proposi¢ao
4.1: dado e > 0 e R > 0, existe r = r(e,R) tal que para toda geodésica
unitaria o e para toda solugdo J(t) da equagao de Jacobi ao longo de sigma
com J(0) =0 e ||[J(0)|| > ¢, temos

IJ(®)| >R forall |t|>R. (4-2)

Demonstracao. Segue da Proposicao 4.1 combinada com o fato de que os
campos de vetores W (t) = J(—t) sdo campos de Jacobi da métrica Finsler
G(p,v) = F(p, —v), cujas geodésicas sdo «(t) = o(—t), onde o é geodésica de

(M, F). n

Agora. seja 6 = (p,v) € SM e 75 : R — M uma geodésica sem pontos
conjugados com 75(0) = p e v,(0) = v, sobre a qual a norma do operador de
curvatura ¢ limitada inferiormente por uma constante Ky. Seja V' € T, )M
linearmente independente com 7;(0) e J. uma familia de campos de Jacobi

cujas codigoes iniciais sao
J.(0)=V e J.(r) = 0.

Uma vez que a geodésica nao tem pontos conjugados, para cada r € R
existe um tnico campo de Jacobi J, satisfazendo a essas duas condi¢oes. Alem
disso, vale o seguinte lema, devido a E.Hopf no caso Riemanniano. Para uma

demonstragao no contexto Finsler, ver [1], Proposition 2.3.

Lema 4.3. Dada uma geodésica v : R — M sem pontos conjugados em uma

variedade Finsler (M, F), os limites

J(”;’V)(t) = lim J,(¢) e Jgvy(t) == lim J.(¢)

r—-+00 r——00

existem e sao campos de Jacobi que nao se anulam se V # 0.
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Os campos de Jacobi definidos pelo lema anterior sao chamados, respec-
tivamente de campo de Green-Jacobi estavel e campo de Green-Jacobi instdvel.

Provaremos a partir de agora que superficies Finsler compactas, sem
pontos conjugados e de género maior que um sao de visibilidade uniforme,
o que enquadra tais superficies nas hipéteses do Teorema A. Comecamos com
o estudo da divergéncia de raios geodésicos em nosso contexto.

Como consequéncia, pelos resultados do capitulo anterior, o fluxo geodé-
sico de uma tal superficie é transitivo. Para mostrar a visibilidade, estudaremos
primeiro a divergéncia de geodésicas que se encontram em um ponto. O resul-
tado a seguir foi provado em [19], Proposition 3.5, e usa a divergéncia de campos

de Jacobi que se anulam em um ponto (aqui demonstrada na Proposicao 4.1).

Proposigao 4.4 (Divergéncia de raios geodésicos). Sejam (M, F) uma su-
perficie Finsler de classe C* compacta e sem pontos conjugados e (M,F) 0
seu recobrimento universal com o pull-back da estrutura Finsler pela proje-
cao natural. Entao raios geodésicos divergem uniformemente no futuro, ou
seja, dados € > 0 e R > 0, emiste r > 0 tal que para cada par de geodé-

sicas B,y : [0,400) — M parametrizadas por comprimento de arco com
B(0) =7(0) = p e (5'(0),7(0)) = &, tem se que

inf {dz(B(t),7(1), dp(+(1), B(t)} > R
para todo t > r.

Como consequéncia, temos também a divergéncia “passada” de raios

geodésicos, enuniciada em [27], e cuja prova fornecemos aqui:

Coroldrio 4.5. Sejam (M, F) uma superficie Finsler de classe C* compacta e
sem pontos conjugados e (M, F) o seu recobrimento universal com o pull-back
da estrutura Finsler pela projecao natural. Entao raios geodésicos divergem
uniformemente, ou seja, dados e > 0 e R > 0, existe r > 0 tal que para cada
par de geodésicas (3,7 : (—oo, +00) —> M parametrizadas por comprimento
de arco com B(0) = v(0) = p e <,(5'(0),7/(0)) > €, tem se que

inf {dz(8(t),7(t)),dr(+(t), B(t))} > R
para todo |t| = r.

Demonstracao. A demonstragao segue da proposicao anterior combinada com o
a observagao de que se J é um campo de Jacobi de (M, F), entao W (t) = J(—t)
é campo de Jacobi de M com a estrutura Finsler G(p,v) = F(p, —v), cujas

geodésicas sao «a(t) = y(—t), onde 7 é geodésica de (M, F'). Portanto, se (M, F)
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nao tem pontos conjugados, (M,G) também nao tem e seus raios geodésicos
divergem para t > r, ou seja, os raios geodésicos de (M, F') divergem para
t< —r. [ |

Teorema 4.6. Seja (M, F) uma superficie Finsler compacta, sem pontos

conjugados e de género maior que um. Entao (M, F) ¢ de visibilidade uniforme.

Demonstracao. Como M é compacta e de género maior que um, seu grupo
fundamental é Gromov d-hiperbdélico (pois uma tal superficie pode ser munida
de uma métric Riemanniana de curvatura constante —1). Como o grupo
fundamental de M é quase-isométrico a M, segue que (]\Z/ F ) ¢ Gromov-Finsler
0-hiperbdlico para algum 0 > 0, pela Proposicao 2.12. Como os raios geodésicos
divergem no futuro e no passado pela Proposicao 4.5, o Teorema 2.22 mostra

que (M, F) é de visibilidade uniforme, como queriamos provar. [ |

Consequentemente,

Corolario 4.7. Seja (M, F) uma superficie Finsler compacta, sem pontos

conjugados e de género maior que um. Entao o fluxo geodésico de (M, F) é

transitivo.

Demonstragao. Segue diretamente do Teorema 4.6 e do Teorema A. |

4.2
O escalar de Cartan e os campos de Jacobi centrais

A identidade de Bianchi (ver por exemplo [20]) para métricas Finsler
k-basicas nos diz que tais métricas tém a elas associados campos de Jacobi
naturalmente definidos. Mais precisamente, seja f : R — R uma funcao que

satisfaz a equacdo escalar de Jacobi ao longo de uma geodésica

f'() + K (4(t),7'(1)) f(£) =0 (4-3)

Consideremos um campo de vetores e unitario ao longo de v, paralelo com res-

peito a conexao de Chern, e ortogonal a v com respeito a métrica Riemanniana

adaptada de TM — {0}. Defina

Uma vez que e é paralelo (ou seja, €”(t) = 0 para todo t € R com respeito
a conexao de Chern), é ficil verificar que J assim definido é um campo de
Jacobi, o que nos fornece o seguinte resultado, uma consequéncia da identidade
de Bianchi:
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Lema 4.8. Sejam (M, F) uma superficie Finsler k-bdsica, o : R — M uma

geodésica unitdria e I o escalar de Cartan de M. Entao

1. A funcao
i(t) =1 (ve(t),79(t))

satisfaz a equacdo escalar de Jacobi.

2. O campo de vetores

¢ de Jacobi para todo campo de vetores e(t) definido ao longo de vy uni-
tario, perpendicular a g com respeito a métrica Riemanniana adaptada

de TM — {0} e paralelo com respeito a conexdo de Chern.

Como consequéncia, podemos construir campos de Jacobi limitados ao

longo de geodésicas sem pontos conjugados.

Coroléario 4.9. Seja (M, F) uma superficie Finsler k-bdsica sem pontos con-

Jjugados. Entao uma e somente uma das condi¢oes abairo vale:

— Jg definido acima é um campo de Jacobi limitado, perpendicular a g
com respeito a métrica adaptada de TM — {0}, com Jo(t) # 0 para todo
teR.

— existe tg € R tal que Jy(ty) = 0. Neste caso, J(t) =0 para todot € R e

consequentemente i(t) = 0 para todo t € R.

Demonstracao. Uma vez que o escalar de Cartan I é uma funcao continua e SM
é compacto, i(t) é limitada e portanto Jy(t) é um campo de Jacobi limitado,
perpendicular a 7y com respeito a métrica adaptada de TM — {0}. Se existe
to € R tal que Jy(ty) = 0, entao pela Proposicao 4.1 Jp deveria divergir, o que
¢ impossivel visto que Jy(t) é limitado. Portanto Jp(t) = 0 para todo ¢. Como
e(t) # 0 para todo t, temos que i(t) = 0 para todo ¢ € R. |

Cabe aqui fazer uma observagao: o Corolario 4.7 nos diz que alguma
orbita do fluxo geodésico é densa. Se formos capazes de construir ao longo
desta drbita um campo de Jacobi do tipo Jy(t) = i(t)e(t) que se anula em
algum ponto, pelo corolario anterior teremos i(t) = I(y9(t),75(t)) = 0 em um
conjunto denso de SM. Da continuidade de I segue que I(f) = 0 para todo
0 € SM e entao a superficie é de fato Riemanniana.

De fato, nosso trabalho sera tentar mostrar a existéncia de um campo
de Jacobi do tipo Jy(t) = i(t)e(t) que se anule sobre a 6rbita densa do fluxo
geodésico. Para isso, comecaremos estudando as propriedades do conjunto de

pontos 0 € SM para os quais o campo Jy nao se anula.
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Lema 4.10. Sejam (M, F) uma superficie Finsler compacta, k-basica e sem
pontos conjugado. Denote por' Y C SM o conjunto dos pontos § € SM tais
que o campo de Jacobi Jy dado pelo Lema 4.8 € nao trivial ao longo de .

Entao,

1) Y e seu complemento YT sio invariantes pelo fluzo geodésico,
2)Y ={0 € SM;I(0) # 0},
3) Y € um congunto aberto.

Demonstragao. O item 1 seque do fato de i(t) ser avaliada ao longo de uma
érbita do fluxo geodésico e, pelo coroldrio anterior, i(t) nunca se anula ou é
sempre zero. O item 2 segue imediatamente da definicao de Y. O item 3 segue
do item 2 e da continuidade de I. [

Definicao 4.11. Um campo de Jacobi J definido e limitado para todo t € R

¢ chamado campo de Jacobi central.

4.3
Fibrados de Green, operadores de Ricatti e campos de Jacobi centrais

Relembremos que dada uma superficie Finsler (M, F'), o fibrado unitario
SM admite uma métrica Riemanniana de tipo Sasaki. Esta métrica é dada
por
g=ww +w QW +w ®w? (4-4)
onde ¢é;, 1 = 1,2, 3, é o referencial definido na pagina 23. Assim, dado # € SM,
seja Ng = Hy @ Vy o plano em TyT1 M que é perpendicular ao campo geodésico
(o qual é tangente a es), onde Vj é o subespago vertical — tangente a e3 — e Hy
é tangente a eq.
Assim como na geometria Riemanniana, um campo de Jacobi definido
ao longo de uma geodésica 7y, perpendicular a esta com respeito a métrica
adaptada, admite um levantamento natural (.J, J') em coordenadas horizontais-

verticais para TM ao longo da 6rbita ¢¢(0) do fluxo geodésico.

Proposicao 4.12 (Fibrados de Green). Seja (M, F') uma superficie Finsler
sem pontos conjugados. Entao, para cada 6 € SM, existem dois subespagos
invariantes unidimensionais E°(0) e E*(6) de Ty (SM), definidos por

E*) = lim ng_t(V@(e))

t——+o0

EYO) = lim Do (Vi)

onde D¢, € a derivada do fluxo geodésico e Vy € o espaco vertical em 0. As

distribuicoes E*(0) e E“(0) tém as sequintes propriedades:
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1. Ambas sao mensurdveis, transversais ao subfibrado vertical Vy e trans-

versais ao campo geodésico.

2. Ezistem operadores lineares Uj : Hy — Vy e Uy : Hy — Vp tais
que E*(0) e E*(0) sao respectivamente os grdficos de U; e U}. Esses
operadores, quando restritos a uma orbita do fluxo geodésico, sao solugoes

da equagao de Ricatti
u'(t) +u(t) + K(t) =0,

onde K(t) = K(¢4(0)).

As distribuigdes £%(6) e E*(#) sao chamadas respectivamente de fibrados
de Green estdvel e instdvel e os operadores Uy e Uy sao chamados operadores
de Ricatti. Fibrados de Green foram definidos por Hopf e Green para métricas
Riemannianas e por Foulon (veja [1], Section 2) para métricas Finsler. Para
uma versdo Hamiltoniana, veja por exemplo [30].

Enunciamos, sem a demonstracao, uma conhecida relacao entre fibrados

de Green estdveis/instéveis e os campos de Jacobi estdveis/instédveis.

Lema 4.13. Sejam J(z vy € J(_e vy campos de Jacobi estdvel e instdvel, res-
pectivamente, ao longo de uma geodésica sem pontos conjugados g, com
J(;V)(O) = Jp1(0) = V. Entao E*(0) ¢ E"(0) sao gerados, respectivamente,

pelos levantamentos

(T @950, @) e (T - ().

Lema 4.14. Sejam f,g: R — R duas solugoes da equacao escalar de Jacobi
v+ Ku=0

sem pontos conjugados. Suponha que f(0) = g(0) e f'(0) > ¢'(0). Entao,
f(t) > g(t) para todo t > 0.

Demonstracao. Se f(to) = g(to) para algum ty > 0, entao h(t) = f(t) — g(t) é
solugao da equagao escalar de Jacobi com h(0) = h(ty) = 0 e deve portanto se

anular para todo t, pois nao ha pontos conjugados. |

Aplicando o lema anterior e a Proposicao 4.2, mostramos que todo campo
de Jacobi central é na verdade Green-Jacobi estavel e instavel, um resultado

analogo ao existente na geometria Riemanniana.

Lema 4.15. Um campo de Jacobi central ao longo de uma geodésica sem pontos

conjugados é ao mesmo tempo Green-Jacobi estdavel e instdvel.
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Demonstracao. Usaremos a divergéncia para T' > 0 de campos de Jacobi que
se anulam em ¢t = 0 para mostrar que o campo de Jacobi central J é Green-
Jacobi estdavel. A demonstracgao de que ele é também Green-Jacobi instavel usa
a divergéncia para t < 0 (Corolario 4.2).

Suponha que ||J(t)|| < C para todo t, onde || - || é a norma associada &

métrica adaptada de TM — {0}. Seja Jr o campo de Jacobi tal que
Jr(0) = J(0) e Jr(T) = 0.

Queremos mostra que para todo t € R tem-se

T—o00

Considere a familia de campos de Jacobi dada por
Yr(t) = Jr(t) — J (1),

que satisfaz
Yr(0)=0 e |Yr(D)|=[J(D<C. (4-5)

Pela Proposicao 4.1, Y diverge para t > 0. Em particular, para cada T, existe
to = to(T") > T tal que

t>ty(T)  implica  [|Yy(t)] = C.

Afirmamos que Y}(0) — 0 quando 7' — oo. De fato, se tivéssemos

Yz, O e,
para algum ¢ > 0 e algum 7,, — oo, entao fixado 7T,,,,
0 < |1z, (O <Yz, (0)] < e
para todo 1T,, > T,,,. Pelo Lema 4.14,
Yz, (O < Yz, (£)]] (4-6)
para todo ¢ > 0. Uma vez que Y7, diverge, existe to tal que
t >t implica 1Yz, ()| = C.
Escolhendo T,, > max{ty, T}, }, temos por (4-6) que
C < Y, (To)l| < Yz, (T)] (4-7)

o que contradiz (4-5). O caso ||Y7, (0)| “\ € é semelhante: escolha uma solugao

Je/2 da equagao de Jacobi satisfazendo
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Jep(0) =0 e |J5(0)] =¢/2
Pela Proposicao 4.1, existe ty € R tal que
t >ty  implica | Je2(t)]] = C.
Também, para todo T,, vale que
0 < [[L(0)[ < 1Yz, ()]
Pelo Lema 4.14,

[ ep2 (@O < WY, (£)]]

para todo n e para todo t > 0. Escolhendo T}, > t; temos que
C < |[epo(To) | < (1Y, (T,

contradizendo (4-5) novamente e provando nossa afirmagao. Agora com Y/.(t) =
Ji(t) — J'(t) e a afirmagao, temos que

lim J5(0) = J'(0).

T—o0
Como Jp(0) = J(0) para todo 7" > 0 nds temos que Jr(t) converge uniforme-
mente em t para J(t), pela dependéncia continua das solugoes da equagao de

Jacobi com respeito as condigoes iniciais. Portanto, J é um campo de Green-

Jacobi estéavel. [ |

4.4
Fibrados de Green e o escalar de Cartan

Como consequéncia do lema anterior, temos:

Corolario 4.16. Seja (M, F) uma superficie Finsler compacta sem pontos

conjugados. Dada uma geodésica vy : R — M, o campo de Jacobi central

onde i(t) = I (vo(t),5(t)), € um campo de Green-Jacobi estdvel e instdvel ao

longo de ~y.

Lema 4.17. Seja (M, F) uma superficie Finsler compacta sem pontos con-

jugados e de género maior que 1. Se E*(0) e E*(6) sdao transversais, entao

I1(0) = 0. Além disso,

I(¢"(0)) =0 para todo t € R.
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Demonstracao. Se I1(0) # 0, terfamos i(t) = I (79(t),75(t)) # 0 para todo t,
pelo Lema 4.10. Entao, Jy(t) = i(t)e(t) seria um campo de Green-Jacobi estavel
e instdvel ao longo de 7y, pelo Corolario 4.16. Logo, denotando Jy(0) = V,

vemos que
Ty () = Jo(t) = J 51, (2) (4-8)
para todo t € R. Lembre que os fibrados estavel e instavel de Green no ponto

0 sao gerados respectivamente pelos levantamentos

<J(40_,V)(0)7 j(Z,V)@)) € <‘](_6,V)(0)7 ‘]'(T9,V)<O)> : (4-9)

dos campos de Green-Jacobi estavel e instavel, respectivamente (veja o Lema
4.13). Em particular, avaliando os campos (4-8) em ¢ = 0 e usando (4-9), vemos
que

E*(6) = E*(9),

uma contradigao com a transversalidade. Portanto, I(f) = 0 e pelo Lema 4.10,
temos que [ (¢'(#)) = 0 para todo t € R. [

Conforme observado na introducao desta tese e como deixa claro a de-
monstragao do lema acima, nossos métodos dependem da bidimensionalidade.
Podemos ainda explorar interessantes relacoes entre campos de Jacobi

centrais e o escalar de Cartan I. Como observado em [31],

Lema 4.18 (Gomes-Ruggiero, [31], Lemma 5.4). Seja (M, F') uma superficie
Finsler sem pontos conjugados. Entao os fibrados de Green estdvel e instdvel

coincidem em Y e dependem continuamente de 0 € Y.

Observando que Y = {0 € SM /I1(0) #0} é um aberto de SM, a
transitividade do fluxo geodésico (Coroldrio 4.7) nos fornece as seguintes

consequencias:
Corolario 4.19. Se Y € ndo vazio, entao Y € denso em SM.

Demonstracao. Uma vez que Y é aberto, a orbita densa do fluxo geodésico
dada pelo Corolario 4.7 intersecta Y. O resultado segue da invariancia de Y

pelo fluxo geodésico. [ |

Corolario 4.20. Se Y € nao-vazio, E* e E* coincidem em um subconjunto
aberto e denso de SM.

Demonstracao. Isto segue diretamente do Lema 4.17 e do Corolario 4.19. W
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4.5
Transitividade e rigidez em superficies Finsler k-basicas

Procederemos a demonstracao do Teorema A, enunciado no inicio deste
capitulo. Primeiramente, relembramos um fato fundamental sobre dinamica

hiperbdlica em dimensao 3.

Teorema 4.21 (Katok, [32]). Todo fluro C***, com o > 0, em uma varie-
dade de dimensdao 3 com entropia topolégica positiva tem uma orbita fechada

hiperbolica com um ponto homoclinico transversal.

Um resultado devido a Dinaburg (ver [33], Theorem 4.1 ou, alternativa-
mente, [34], Section 5.3.2) e que se estende para variedades Finsler (ver [18],
pg. 424), garante que se o género de uma variedade Finsler compacta é maior
que um, entao a entropia topoldgica do fluxo geodésico é positiva. A hipdtese
do teorema de Dinaburg é que o grupo fundamental cresca exponencialmente,
0 que ocorre para superficies compactas de género maior que um (Milnor pro-
vou em [35] que toda variedade que admite métrica Riemanniana de curvatura
seccional negativa tem grupo fundamental de crescimento exponencial — ver
também p.195 de [13]). Em verdade, todo grupo Gromov é-hiperbélico nao-
elementar (ou seja, que nao é finito e nem é extensao finita de um grupo ciclico
infinito) tem crescimento uniformemente exponencial (Theorem 1.1, [12]). Pelo
teorema de Katok, existe § € SM tal que ¢'(f) é uma drbita hiperbdlica fe-
chada. Além disso, sobre uma 6rbita hiperbélica, os fibrados de Green E* ¢ E"

tém propriedades especiais, com enunciamos abaixo:

Lema 4.22 (Gomes-Ruggiero, [19], Lemma 5.2). Seja (M, F') uma superficie
Finsler compacta sem pontos conjugados. Suponha que ¢.(6) é uma drbita
hiperbolica do fluzo geodésico de (M, F). Entdo os fibrados de Green E*(0)

e E*(0) sao respectivamente os subespacos estdavel e instdvel de TyT M.
Finalmente apresentamos a prova do principal teorema do capitulo.

Teorema A. Seja (M, F') uma superficie Finsler k-bdsica C™ compacta, sem
pontos conjugados, de género maior que 1 e cujos fibrados de Green sao

continuos. Entio (M, F) é Riemanniana.

Demonstragao. Pelo Teorema 1.10, basta provarmos que I(n) = 0 para todo
n € SM. Pelo Teorema 4.21, existe § € SM tal que ¢4(f) é uma 6rbita
hiperbdlica do fluxo geodésico ¢;. Entao, pelo Lema 4.22, os fibrados de Green
E*(0) e E*(0) sao respectivamente os subespagos estaveis e instaveis dindmicos
e, consequentemente, sao linearmente independentes. Pela continuidade dos
fibrados de Green, existe um aberto W C SM contendo 6 tal que n € W

implica que E*(n) e E*(n) sao linearmente independentes. Pelo Lema 4.17,
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I(n) = 0 para todo n € W.

Combinando este fato com o Corolario 4.19 temos que o conjunto dos pontos
onde I # 0 tem de ser vazio e assim, pela Proposicao 1.10, a superficie Finsler

(M, F) é de fato Riemanniana, como querfamos provar. [ |
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