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Resumo

Ribeiro, Thais de Sales; Craizer, Marcos. Poliedros de Arquimedes: um
estudo enriquecedor para as aulas de geometria espacial na rede
publica. Rio de Janeiro, 2015. 69p. Dissertacdio de Mestrado -
Departamento de Matematica, Pontificia Universidade do Rio de Janeiro.

Este trabalho tem como eixo principal a inclusdo do estudo dos Poliedros de
Arquimedes, para complementar o conteldo minimo de geometria espacial, que é
exigido para desenvolvimento desse contelldo no ensino médio da rede publica de
ensino. O trabalho foi desenvolvido de forma a valorizar o estudo de geometria,
que apesar da sua extrema importancia, vem perdendo espaco para a algebra
dentro do curriculo minimo, imposto pela Secretaria Estadual de Educacdo, e
despertar no aluno o interesse pelo conteudo a ser trabalhado. Dividido em trés
etapas, o desenvolvimento do trabalho iniciou-se com a planificacdo de poliedros,
abrangendo o conceito de face, vértices e arestas, posi¢cdes de reta e plano no
espaco, construcdo de poliedros, poliedros regulares e semirregulares,
visualizacdo espacial, a relacdo de Euler e a demonstracdo do motivo pelo qual s6
existam cinco poliedros regulares. A utilizacdo de recursos tecnoldgicos como
ferramenta facilitadora no ensino, nesse primeiro momento, teve também como
grande funcdo, a busca da atencdo e do interesse do aluno pelo conteddo. A
segunda e terceira etapas foram de exposicdo do trabalho desenvolvido, no
primeiro momento, com intuito de, atraves da arte, expor de forma rapida e
sucinta, quais sdo os poliedros de Platdo, os Poliedros de Arquimedes e suas
principais caracteristicas, buscando alcancar um publico além da sala de aula. Na
terceira etapa, 0 aluno passa a ser o protagonista no desenvolvimento da oficina,

que acontece simultaneamente a exposicao do contetdo através da arte.

Palavras-chave

Geometria; Poliedros de Arquimedes; Poliedros de Platdo; ensino médio;

rede publica; arte.
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Abstract

Ribeiro, Thais de Sales; Craizer, Marcos. Polyedra Archimedes: an
enriching study for space geometry classes in the public schools. Rio de
Janeiro, 2015. 69p. MSc.Dissertation — Departamento de Matematica,
Pontificia Universidade do Rio de Janeiro.

The main axis of this work is the inclusion of the study of “Polyhedra
Archimedes “to complement the minimum content of space geometry, which is
required for the development of this subject in high school at public schools. The
work was developed to enhance the study of geometry, that despite its extreme
importance has been losing ground for algebra within the minimum curriculum,
imposed by the State Department of Education, and awaken in the student interest
in the content to be worked. Divided into three stages, the development of the
work started with the planning of polyhedra, including the concept of face,
vertices and edges, straight positions and plane in space, construction of
polyhedra, regular polyhedra and semiregular, spatial visualization, the Euler
relationship and the demonstration of why there are only five regular polyhedra.
The use of technological resources as an enabling tool for teaching, this first time,
also had a great function, the pursuit of attention and interest of the student for the
content. The second and third stages were exhibition of work at first with a view
to, through art, expose quickly and succinctly, what are the polyhedra of Plato, the
Polyhedra of Archimedes and its main features, seeking to reach an audience
beyond the classroom. In the third stage, the student becomes the protagonist in
the development of the workshop, held concurrently with the exhibition's content

through art.

Keywords
Geometry; Polyhedra Archimedes; Polyhedra of Plato; high school; public

school; art.
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1 INTRODUGAO

Este trabalho foi pensado a partir da necessidade de levar a Matematica de
forma atraente aos alunos, fazendo despertar em cada um deles o interesse pelo
conteddo a ser trabalhado.

A elaboracdo do desenvolvimento leva em consideracdo algumas
probleméticas do cotidiano, em foco na rede publica de ensino, como por
exemplo: alunos desinteressados e indisciplinados, limitacbes que 0s mesmos
declaram ter, a defasagem de conteldo de anos anteriores e o quantitativo do
conteddo de geometria espacial exigido pela Secretaria Estadual de Educacao.

As dificuldades referentes ao ensino da Geometria tornam-se ainda maiores,
pois de acordo com o curriculo minimo, o estudo de geometria espacial acontece
apenas no segundo ano do ensino médio, um tempo muito curto para se
desenvolver as habilidades e contelidos cabiveis a esta matéria de grande
importancia.

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais (PCN), os conteudos e

habilidades a serem desenvolvidas em geometria espacial sdo:

Elementos dos poliedros, sua classificagdo e representacéo;
Solidos redondos; Propriedades relativas a posicdo: interseccao,
paralelismo e perpendicularismo; Inscricdo e circunscrigdo de
solidos.

- Usar formas geométricas espaciais para representar ou
visualizar partes do mundo real, como pecas mecanicas,
embalagens e construcdes.

- Interpretar e associar objetos sélidos a suas diferentes
representacoes bidimensionais, como projecdes,
planificacOes, cortes e desenhos.

- Utilizar o conhecimento geométrico para leitura,
compreensado e acdo sobre a realidade.

- Compreender o significado de postulados ou axiomas e
teoremas e reconhecer o valor de demonstracfes para
perceber a Matematica como ciéncia com forma especifica
para validar resultados.

No entanto, os Parametros Curriculares Nacionais ainda afirmam que:
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Para desenvolver esse raciocinio de forma mais completa, o
ensino de Geometria na escola média deve contemplar também
0 estudo de propriedades de posicGes relativas de objetos
geométricos; relagbes entre figuras espaciais e planas em
solidos geométricos; propriedades de congruéncia e semelhanca
de figuras planas e espaciais; analise de diferentes
representacbes das figuras planas e espaciais, tais como
desenho, planificagbes e constru¢cbes com instrumentos.
(BRASIL, p. 123).

O uso do material concreto pode exercer um importante papel neste
processo. Sendo assim, este trabalho tem como um dos principais objetivos,
desenvolver o conteido de forma “palpavel”, explorando o ensino através da
observacdo da criacdo do prdprio material de estudo.

Ana Maria Martensen Roland Kaleff afirma sobre o desenvolvimento da
habilidade de visualizacdo em nossa mente: “O desenvolvimento dessa habilidade
acontece na medida em que se coloca para o0 aluno um apoio didatico baseado em
materiais concretos que representam o objeto geométrico de estudo.” (KALEFF,
2008, p. 20).

O presente trabalho abrange o estudo dos Poliedros de Platdo e dos
Poliedros de Arquimedes, passando pela confecgédo de cada um deles, trabalhando
as suas caracteristicas e propriedades, explorando a visualizacdo em trés
dimensGes, fazendo relacdo com objetos cotidianos e observando regularidades e
semelhancas. Para isso também foram utilizados recursos tecnoldgicos, como 0
programa Poly e o quadro interativo.

Desta maneira, o trabalho em foco tem o objetivo de mostrar um método
facilitador do estudo dos Poliedros de Platdo e dos Poliedros de Arquimedes

através da construgdo dos mesmos, de projetos de exposicéao e oficina de criacao.
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2 POLIEDROS

Este trabalho abordou o estudo de dois tipos de Poliedros: Os Poliedros de
Platdo e os Poliedros de Arquimedes, que fazem parte da classe dos convexos.
Antes de conhecer melhor estes poliedros, € necessario que se defina poligonos,
poligonos regulares e poliedros.

A palavra poligono é de origem grega que quer dizer muitos angulos. Segue
a definicdo dada por Osvaldo Dolce e José Nicolau:

Dada uma sequéncia de pontos de um plano (44,4,,...,4;,)
com n > 3, todos distintos, onde trés pontos consecutivos ndo
séo colineares, considerando-se consecutivos A,_q,A4,, assim
como A, A;eA,, chama-se poligono a reunido dos
seguimentos A4, AAs, ..., An_14n, A, A;.  Os  poligonos
podem ser simples ou ndo. Um poligono é simples se, e
somente se, a intercessdo de quaisquer dois lados ndo
consecutivos, é vazia. (DOLCE, 1997, p. 133).

Todo poligono simples é classificado em convexo ou ndo convexo, sendo o
primeiro a caracteristica necessaria aos poligonos que formam as faces dos
poliedros tratados aqui. Segue entdo a definicdo que convém ao estudo deste
trabalho.

“Um poligono simples é convexo se, e somente se, a reta determinada por
dois vertices consecutivos quaisquer deixa todos os demais (n — 2) vértices num
mesmo semiplano que ela determina” (DOLCE, 1997, p.134)

Segue uma definicdo mais detalhada de poligonos convexos por Ant6nio
Caminha Muniz Neto (2012, p.23):

Sejam n = 3 um natural e Ay, A4,,...,A, pontos distintos do
plano. Dizemos que A;4, ...A, € um poligono (convexo) se,
para 1 < i <n a reta A;A;;, ndo contém nenhum outro ponto
Aj, mas deixa todos eles em um mesmo semiplano, dentre os
que ela determina. Aqui e no que segue, ( A, = Ay, Aptq =
AjeApy = A4y).

Vejamos, entdo, quando um poligono simples e convexo é regular:
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Um poligono que possui 0s lados congruentes é equilatero. Se
possui 0s angulos congruentes é equiangulo. Um poligono
convexo € regular se, e somente se, tem todos os lados
congruentes e todos os angulos congruentes. (DOLCE, 1997,
p.134)

De acordo com Lima et al. (2006, p.255) matematicos de antigamente

tiveram dificuldades em demonstrar teoremas sobre poliedros, pois ndo havia uma

definicdo precisa desta palavra. E por esse motivo, ele recomenda apresentar, ao

aluno do ensino médio, definicbes de poliedros suficientes para demonstrar

teoremas e propriedades importantes. Ndo precisam ser, necessariamente, agquelas

mais elaboradas matematicamente, que ndo permitem grandes generalidades. O

volume 2 da cole¢do “A matematica do Ensino Médio” tem foco no estudo dos

poliedros convexos e no conteddo do ensino médio, e por esse motivo traz-se a

definicdo que o autor apresenta:

Poliedro é uma reunido de um namero finito de poligonos planos chamados

faces onde:

Cada lado de um desses poligonos é também lado de um, e apenas um,
outro poligono;

A intersecdo de duas faces quaisquer, ou é um lado comum, ou é um
vértice ou é vazia;

Cada lado de um poligono, comum a exatamente duas faces, € chamado
uma aresta do poliedro e cada vértice de uma face € um vértice do
poliedro;

E sempre possivel ir de um ponto de uma face, a um ponto de qualquer
outra, sem passar por nenhum vértice (ou seja, cruzando apenas

arestas).

“Um poliedro é convexo se qualquer reta (ndo paralela a nenhuma de suas

faces) o corta em, no maximo dois pontos.” (LIMA, 2006, p.257).

Com as definigdes dadas acima, vamos nos aproximando do principal

conteddo de estudo deste trabalho: Os Poliedros Regulares e os Poliedros

Semirregulares.
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2.1 Os Poliedros de Platao

Quando um poliedro convexo € composto por faces poligonais planas
regulares do mesmo tipo, este poliedro também é dito regular. No entanto, se as
faces que o compde forem poligonos regulares de mais de um tipo, esse poliedro é
chamado de semirregular.

Os poliedros regulares também sdo conhecidos como Poliedros de Platéo.
Segue uma definicdo dada por Lima (2006, p. 266) para esta classe de poliedros:
“Um poliedro convexo é regular quando todas as faces sdo poligonos regulares
iguais e em todos 0s vértices concorrem o mesmo numero de arestas”.

Vejamos os poliedros que possuem essas caracteristicas:

45

Figura 1 - Tetraedro
Fonte: da autora

Tetraedro

Possui quatro faces triangulares, seis arestas e quatro vértices, sendo trés

arestas concorrendo a cada um deles.

W

Figura 2 - Octaedro
Fonte: da autora

Octaedro
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O Octaedro também é formado por faces triangulares, no entanto cada
vértice possui quatro arestas concorrentes, uma a mais que no tetraedro. Sendo

assim, ele é constituido por oito faces, doze arestas e seis vértices.

Icosaedro
O icosaedro por sua vez possui cinco arestas concorrendo a um mesmo

veértice. Totalizando vinte faces triangulares, trinta arestas e doze vértices.

Figura 3 - Icosaedro
Fonte: da autora

Os poliedros regulares formados por faces triangulares encerram-se por
aqui, pois se tivéssemos seis arestas concorrendo a um Unico veértice, teriamos 0s
angulos diédricos iguais a cento e oitenta graus, e na verdade formaria um novo
poligono plano regular.

A unido dos seis triangulos equilateros resulta a soma de seis angulos de

sessenta graus em torno do Vértice, totalizando trezentos e sessenta. VVejamos:

Figura 4 - Seis triangulos regulares, formando um
hexagono regular.
Fonte: da autora
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Hexaedro (ou cubo)

A

Figura 5 - Hexaedro ou cubo
Fonte: da autora
O Unico poliedro regular formado por faces quadradas é o hexaedro, ou
cubo, como também é conhecido. Com trés arestas concorrendo a um mesmo
veértice, ele possui um total de seis faces, doze arestas e oito vértices. Se em um
Unico vertice concorressem quatro arestas teriamos novamente uma figura plana,

como é apresentado abaixo:

u=40" u1=ggﬂ
w=490° | Ww=90°
p=00" [ x=080°

v, =490 B,=90

Figura 6 - Quatro quadrados em torno de um
mesmo Vvértice.
Fonte: da autora

Dodecaedro

Figura 7 - Dodecaedro
Fonte: da autora
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O dodecaedro € o Unico poliedro regular formado por faces pentagonais, que
totalizam doze. Possui vinte vertices e trinta arestas, concorrendo trés em cada
vertice. Nao é possivel formar um poliedro regular composto por pentagonos
regulares com quatro ou mais arestas concorrendo a um mesmo Vvertice, pois 0s
angulos internos do mesmo medem cento e oito graus, sendo assim, n&o

“caberiam” mais faces pentagonais regulares.

Figura 8 - Trés pentagonos em torno de um mesmo
vértice.
Fonte: da autora
O proximo passo seria construir um poliedro com faces hexagonais, no
entanto, os angulos internos deste poligono medem cento e vinte graus. Sendo
assim, ao unir o minimo de trés faces poligonais, seu angulo diédrico mede cento
e oitenta graus, ndo sendo possivel entdo, formar um novo poliedro. Dessa forma

entende-se, que sé existem os cinco poliedros regulares apresentados.

0

Figura 9 - Trés hexagonos em torno mesmo veértice.
Fonte: da autora
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Nessa ordem, foi produzido o material em sala, para que durante as
construcdes ja se tratasse de forma intuitiva a existéncia de apenas cinco poliedros
regulares.

O professor Humberto Jose Bortolossi traz essa demonstracdo geomeétrica
com base na proposicéo 21 do livro XI de Euclides, “Os Elementos”. Para isso usa
a seguinte propriedade:

“A soma dos angulos dos poligonos em volta de cada vértice de um poliedro
é sempre menor do que quatro angulos retos.”
http://www.uff.br/cdme/platonicos/platonicos-html/solidos-platonicos-br.htmi

A demonstragdo é feita analisando as possibilidades de unido das faces,
lembrando que:

- Emum so6lido platénico as faces sdo poligonos regulares congruentes;

- S&0 necessarias pelo menos trés faces unidas em cada vértice para

formar um poliedro.

1 - As faces sdo triangulos equilateros. Seus angulos internos medem
sessenta graus, assim temos as seguintes possibilidades:

Tabela 1 - Poliedros com faces triangulares.

Numero de triangulos Soma dos angulos Poliedro formado
equilateros

3 3x60°=180° Tetraedro

4 4x60°=240° Octaedro

5 5x60°=300° Icosaedro

>6 >360° N&o existe

Fonte: http://www.uff.br/cdme/platonicos/platonicos-html/solidos-platonicos-br.html

2- As faces sdo quadrados. Seus angulos internos medem noventa graus,
assim temos as seguintes possibilidades:

Tabela 2 - Poliedros com faces quadrangulares.

Numero de quadrados Soma dos angulos Poliedro formado
3 3x90°=270° Hexaedro ou Cubo
>4 > 360° N&ao existe

Fonte: http://www.uff.br/cdme/platonicos/platonicos-html/solidos-platonicos-br.html
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3 - As faces sdo pentagonos regulares. Seus angulos internos medem cento e
oito graus, assim temos as seguintes possibilidades:

Tabela 3 - Poliedro com faces pentagonais.

Numero de pentagonos Soma dos angulos Poliedro formado
regulares
3 3x108°=324° Dodecaedro
=>4 > 432° N&o existe

Fonte: http://www.uff.br/cdme/platonicos/platonicos-html/solidos-platonicos-br.html

Se as faces sdo poligonos regulares com n > 6 lados, entdo a soma dos
angulos dos poligonos em torno de cada vertice € > 360°. Sendo assim, nao
existe nenhum solido platénico com faces hexagonais, heptagonais, etc.

Baseado nesta demonstracdo, produziu-se o video que ilustra as
possibilidades  analisadas acima. O video esta disponivel em
https://www.youtube.com/watch?v=tjcbL6Rb4z8.

Outra demonstracdo para provar a existéncia de apenas cinco poliedros de
Platdo, ndo tanto intuitiva quanto a anterior, é apresentada mais a frente, pois ela

depende da férmula de Euler, que veremos a seguir.

2.2 Teorema de Euler

Durante 0s encontros que ocorreram na escola, como parte do
desenvolvimento deste trabalho, os alunos montaram poliedros e fizeram
anotacOes referentes ao nimero de faces, vértices e arestas dos mesmos. E com
auxilio deste material produzido, foram trabalhadas algumas relacGes antes da
utilizacdo da relagédo de Euler para poliedros convexos.

Da definicdo de poliedros, temos que o lado de um poligono pertence a
apenas um unico outro poligono, ou seja, uma Unica aresta pertence a duas faces
desse poliedro, e cada aresta possui em cada uma de suas extremidades um
vertice. Entdo, chegar a compreensdo da relacdo do numero de arestas com o
namero de faces, fica mais simples com a observacao das planificacdes dadas em
aula. Assim como a relagcdo do numero de arestas com o numero de veértices.

Considere A o nimero de arestas, F o numero de faces e VV 0 numero de
vertices. Como um poliedro pode ou ndo possuir mais de um tipo de face,

considere por F, o numero de faces que possui n lados. Os vértices de um
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poliedro também podem variar em ndmero de arestas concorrentes, entao
considere ¥, 0 nimero de vértices com n arestas.

Dai tem-se que:

F=F; +F, + Fs+ -
V=Vs+V,+Vs+ -

Com a planificacdo do poliedro em maos o aluno pode verificar quantas
faces triangulares ele possui e multiplicar por trés, que é o nimero de lados desse
poligono, quantas faces quadrangulares e multiplicar por quatro, e assim
sucessivamente. Dessa forma, ao somar esses valores tem-se o dobro do nimero
de arestas. Logo,

24 =3F; +4F, + 5F5 4 -

Para a relacdo entre o nimero de arestas e 0 nimero de vértices, a melhor
observacao é com o poliedro ja montado. Assim, o aluno verifica quantos vértices
ele possui e quantas arestas concorrem a cada um deles.

A soma do nimero de arestas concorrendo a um mesmo vertice multiplicado
pelo numero de vértices também resultard no dobro do nimero de arestas, pois a
mesma sera contada duas vezes, visto que cada uma possui dois vértices, um em
cada extremidade. Sendo assim,

24 =3V5 4+ 4V, + 5V + -

Vale lembrar, que a intencdo ndo é fazer o aluno ficar contando vértices,
faces e arestas. E utilizar o material como instrumento facilitador na compreenséo
dessas relacdes.

O Professor Zoroastro Azambuja Filho, em uma publicagdo que fez na
Revista do Professor de Matematica (RPM), diz que por muitas vezes demonstrou
a formula de Euler para poliedros a seus alunos, achando que estava fazendo da
maneira correta. Até que descobriu através do artigo “O teorema de Euler sobre
poliedros”, publicado pelo professor Elon Lages Lima, que os argumentos usados,
ndo eram suficientes.

Zoroastro compreende a correcdo para a ‘“demonstragdo de Cauchy”
sugerida por Elon. No entanto, ele busca uma demonstracdo particular, valida
apenas para poliedros convexos, sugerida por Elon neste mesmo artigo e publica

essa demonstracdo na terceira edicdo da RPM (Revista do Professor de
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Matematica) em 1983, de forma que julga mais acessivel a compreensdo de seus
alunos.

Elon, entdo, volta a publicar esta demonstragdo de Zoroastro no livro “A
matematica do ensino médio, volume 2”, que ¢ apresentada a seguir:

Teorema (Euler): Em todo poliedro de A arestas, V vértices e F faces, vale a
relacio V — A+ F = 2.

Demonstragdo: Iniciamos a demonstracdo calculando a soma dos angulos
internos de todas as faces de um poliedro convexo P. As faces sdo numeradas de
1 até F e seja n; 0 género da k-ésima face (1 < k < F). Lembrando que a soma
dos angulos internos de um poligono convexo de género n é igual a m(n — 2) e
observando que, se um poliedro é convexo, entdo, todas as suas faces sdo
poligonos convexos, teremos para a soma dos angulos internos de todas as faces
de P a expressao:

S=n(n, —2)+n(n, —2) + - +nlns —2).

Ou ainda,

S = n[(n1 +n, +-+ nf) -24+2+--2)].

Temos que:

(n1 +n, + -+ nf) é a soma dos lados de todas as faces, ou seja, € igual ao
dobro do numero de arestas.

(2+2+--2) é asoma de F parcelas iguais a 2 que tem como resultado

2F.
Assim, S = ©(24 — 2F) = 2n(A — F)

S o A-F

o = ( )

Vamos agora escolher uma reta  que ndo seja paralela a nenhuma das faces
de P. Tomamos também um plano H, que ndo intercepta P e que seja
perpendicular a r. O plano H serd chamado plano horizontal e as retas paralelas a
r (logo, perpendiculares a H) serdo chamadas retas verticais. O plano H divide o
espaco em dois semiespacos, um dos quais contém o poliedro P. Este sera
chamado de semiespago superior e diremos que seus pontos estdo acima de H.
Para melhor ilustrar nosso raciocinio, imaginaremos o sol brilhando a pino sobre o
semiespaco superior de modo que seus raios sejam retas verticais. Cada ponto X

do semiespaco superior corresponde a um ponto X' em H, chamado sombra de X.
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A sombra de qualquer conjunto C, contido no semiespaco superior €, por

definicdo, o conjunto C, contido em H, formado pelas sombras dos pontos de C.

Figura 10 - O cubo e a projecdo, no plano, dos pontos do seu contorno
aparente.
Fonte: da autora

Consideremos entdo, a sombra P’ do poliedro P. Como P é convexo, cada
ponto de P’ é sombra de um ou dois pontos de P (de acordo com a definicdo de
poliedro convexo dada anteriormente). Ora, a sombra P’ do poliedro P tem como
contorno um poligono convexo K', sombra de uma poligonal fechada K formada
por arestas de P. Cada ponto de K’ é sombra de um Unico ponto de P. A poligonal
K é chamada de contorno aparente do poliedro P. Cada ponto interior de P’
(portanto ndo pertence a K') é sombra exatamente de dois pontos de P. Dados dois
pontos de P que tem a mesma sombra, ao mais alto (mais distante de H)
chamaremos de ponto iluminado e o0 mais baixo ser4 chamado de sombrio.

Depois dessas consideragdes, vamos calcular novamente a soma de todos os
angulos das faces de P, observando que a soma dos angulos internos de uma face
¢ a mesma soma dos angulos internos de sua sombra (ambos séo poligonos do
mesmo género). Sejam V; o ndmero de vértices iluminados, V, o numero de
vertices sombrios e V, o nimero de vértices do contorno aparente K. Entdo
V =V, +V, +V,. Notemos ainda que V, € o nimero de vertices (e de lados) da
poligonal K’, contorno de P’. Consideremos entdo o contorno das faces

iluminadas.
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Figura 11 - Contorno das faces iluminadas e a projecéo
dos seus pontos no plano.
Fonte: da autora
A sombra das faces iluminadas é um poligono convexo com V,, vértices em
seu contorno e V; pontos interiores, sombra dos vértices iluminados de P. A soma
de todos os angulos da figura anterior é:
SI - 2T[V1 + T[(VO - 2)
Por raciocinio inteiramente analogo, obteriamos, para a soma de todos 0s

angulos da soma das faces sombrias, S, = 2nV, + n(V, — 2).

Figura 12 - Contorno das faces sombrias e a projecdo dos
seus pontos no plano.
Fonte: da autora
Somando as duas, obtemos:
S =2nV, + 20V, + 2n(Vy — 2)
S:27T(V1+V2+VO_2)
S=2nV-2)

S _ 2
-=W-2

S S
Igualando = (V —2) com = (A — F) resulta

V—-2=A-F
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Ou V+F =A+2 como costuma ser apresentada nos livros de ensino
medio.

Vista a relagdo de Euler, serd apresentada uma segunda demonstracdo da
existéncia de apenas cinco poliedros regulares convexos.

Teorema: Existem apenas cinco poliedros regulares convexos.

Demonstracéo: Seja n 0 numero de lados de cada face e seja p 0 nimero de
arestas que concorrem em cada vértice. Temos, entéo,

2A=nFe2A=pV.
Substituindo na relagdo de Euler, obtemos:

nF nF
———+F=2
p 2
2nF —pnF + 2pF = 4p
F(2n—pn+2p) =4p
4
[ —
2n—pn+2p
Devemos ter 2n — pn + 2p > 0, ou Seja,
2Zn>pn—2p
2n>pn—2)
2n
n-—2

>p

Como o nimero de arestas concorrendo a um mesmo Vvértice deve ser maior
que trés, temos as seguintes possibilidades:

Tabela 4 - Possibilidades de poliedros formados por faces triangulares.

p=3-F=4 Tetraedro

n=3 4p

F=— = =
6—3p+2p p=4->F=8 Octaedro

p=5->F=20 Icosaedro

Fonte: (LIMA et. all, 2006, p. 267)

Se p = 6 teremos g = 6 = p, ndo atendendo a desigualdade % >p,ou

seja, s6 existem trés poliedros regulares formados por faces triangulares.
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Tabela 5 - Possibilidades de poliedros formados por faces quadrangulares.

27

p=3->F=6 Hexaedro

n—2" N&o existe

Fonte: (LIMA et. all, 2006, p. 267)

Tabela 6 - Possibilidades de poliedros formados por faces pentagonais.

p=3->F=12 Dodecaedro

F = 4p 2n
10 - 3p p=4-

<p - .
n—2 N&o existe

Fonte: (LIMA et. all, 2006, p. 267)
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2.3 Poliedros Arquimedianos

Os poliedros de Arquimedes também sdo conhecidos como poliedros
semirregulares. No entanto, existem infinitos poliedros semirregulares.

De acordo com Peter Cromwell (1997), Kepler define os poliedros
semirregulares como aqueles que possuem vértices similares, ou seja, todos com a
mesma disposicdo de poligonos, e faces regulares de mais de um tipo. Ele também
os chama de poliedros perfeitos a um menor grau e o0s subdivide em
Arquimedianos e Imperfeitos (prisméticos).

Kepler verificou todas as maneiras possiveis de se agrupar poligonos
regulares em torno de um vértice, de maneira a se formar poliedros
semirregulares, como veremos a seguir:

Lema 1: Se todas as faces de um poliedro convexo séo poligonos regulares,
entdo, no maximo trés tipos diferentes de faces podem aparecer em torno de
qualquer angulo sélido.

Se combinarmos quatro a quatro diferentes poligonos regulares, teremos
sempre a soma de seus angulos internos maiores que 360°. Vejamos essa

combinagdo com os quatro menores angulos internos de poligonos regulares:

Figura 13 - Combinagéo impossivel de quatro poligonos
diferentes.
Fonte: da autora

Tabela 7 - Angulos internos de poligonos regulares.

Angulo Angulo Angulo interno  Angulo interno  Total da soma
interno deum  interno de um de um deum
triangulo guadrado pentagono hexagono
60° 90° 108° 120° 378°

Fonte: da autora
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Assim, verificamos facilmente que, para quaisquer outros quatro diferentes
poligonos regulares essa soma sera maior que 360°.
Lema 2: Um poliedro em que todos os angulos solidos estdo rodeados da
mesma maneira ndao pode ter angulos sélidos se:
(i) a éimpare b # c, onde a, b e ¢ € o nimero de lados dos poligonos

em torno do vértice.

Figura 14 - Vértice com trés arestas concorrentes.
Fonte: da autora
Suponha a = 3; b =4 e c =5, temos entdo um triangulo, um quadrado e
um pentagono. O triangulo por sua vez deve estar rodeado pelos poligonos de lado
b e ¢, com b#c. Como todos os vértices devem ter o mesmo arranjo de poligonos,

neste caso ndo seré possivel, vejamos:

Figura 15 - Combinacdo impossivel de trés poligonos, sendo um deles
com numero impar de lados.
Fonte: da autora
Observe que o Vvértice 1 é composto pelos poligonos de lados a, b e c, no
entanto, nos vértices 2 e 3 ndo sera possivel obter essa semelhanca, pois teremos

ou um desses vértices formados por um tridngulo e dois quadrados ou um
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tridngulo e dois pentdgonos. Logo, ndo € possivel formar poliedros com essa
disposi¢éo de poligonos.

(ii) Sea # c;

Figura 16 - Vértice com quatro arestas
concorrentes.
Fonte: da autora
Sea # b # c # 3 pelo lema 1 ja podemos concluir que néo existe poliedros
com essa disposicao de poligonos em torno de um vértice.
Vejamos entdo que ndo é possivel tal disposicdo. Como o lema 1 ja descarta

a possibilidade quando a # b # ¢ # 3, suponhaa =5e b = c = 4.

)

Figura 17 - Combinacdo de um tridngulo, um
pentagono e dois quadrados.
Fonte: da autora
Observe o vértice 1, rodeado por um triangulo, um pentdgono e dois
quadrados. O vértice 2, deve seguir a mesma formacdo, tendo um quadrado

oposto ao triangulo, vejamos:
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Figura 18 - Combinagé&o impossivel pelo lema 2(ii).
Fonte: da autora
No entanto, essa mesma formacdo ndo é possivel no vértice 3, pois 0
tridangulo teria dois pentagonos, um em cada uma de suas laterais e um quadrado
oposto ao Vértice 3.
Pela definicdo de poliedro semirregular, temos que cada angulo sélido deve
apresentar no minimo dois tipos de poligonos distintos.
Vejamos inicialmente todas as combinacdes possiveis para um angulo
s6lido com apenas dois tipos de poligonos:
1) Angulos sélidos formados por triangulos e quadrados:
a. Um quadrado e um triangulo
E preciso de, no minimo, trés poligonos para formar um angulo sélido, logo
essa combinacdo é obviamente invalida.
b. Um quadrado e dois triangulos
Verifica-se pelo lema 2(i) que ndo é possivel formar &ngulos sélidos com

essa combinag&o de poligonos. Onde a = 3 éimpare b = 3 # ¢ = 4.

Figura 19 - Vértice com trés arestas
concorrentes.
Fonte: da autora

¢. Um quadrado e trés triangulos
Com essa disposicdo tem-se um antiprisma quadrangular, com um total de

duas faces quadradas, oito faces triangulares, dezesseis arestas e oito vértices.
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X

Figura 20 - Antiprisma de base quadrada e sua planificacéo.
Fonte: da autora

d. Um quadrado e quatro triangulos
Tem-se o0 cubo achatado ou snub cuboctaedro.

@

Figura 21 - Cubo achatado e sua planificagéo.
Fonte: da autora

e. Dois quadrados e um triangulo
Tem-se um prisma triangular com um total de duas faces triangulares, trés

faces quadradas, nove arestas e seis vértices.
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Figura 22 - Prisma de base triangular e sua planificacao.
Fonte: da autora

f. Dois quadrados e dois triangulos;

Neste caso existem duas possibilidades de disposicao dos poligonos:

Figura 23 - Vértice com dois tridngulos e dois quadrados, dispostos
em (3,4,3,4) e (3,3,4,4) respectivamente, no
sentido anti-horério.

Fonte: da autora

O segundo caso, (3,4,3,4) contagem no sentido anti-horario, ndo é
possivel, sendo verificado pelo lema 2(ii).

Com a formagé&o do primeiro caso (3, 4, 3, 4), temos o cuboctaedro.
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Ja

Figura 24 - Cuboctaedro e sua planificacao.
Fonte: da autora

g. Trés quadrados e um triangulo
S6é existe uma disposicdo possivel com esses poligonos que forma o

rombicuboctaedro.

@+

Figura 25 - Rombicuboctaedro e sua planificacao.
Fonte: da autora

As demais combina¢cbes com quadrados e triangulos ndo foram
consideradas, pois a soma dos angulos € maior que 360°.

2) Angulos solidos formados por triangulos e pentagonos:

a. Um pentagono e dois triangulos

Impossivel, de acordo com o lema 2(i).

b. Um pentagono e trés triangulos

Tem-se um antiprisma pentagonal com um total de duas faces pentagonais,

dez faces triangulares, vinte arestas e dez vertices.
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Figura 26 - Antiprisma de base pentagonal e sua planificacéo.
Fonte: da autora
c¢. Um pentégono e quatro triangulos

Tem-se o snub icosidodecaedro.

@

Figura 27 - Snub icosidodecaedro e sua planificacao.
Fonte: da autora

d. Dois pentagonos e um triangulo

Verifica-se pelo lema 2(i), que ndo é possivel. Basta considerar a = 5, que
éimpar,eb =5 #c=3.

e. Dois pentagonos e dois triangulos

Neste caso existem duas possibilidades de disposi¢do dos poligonos, como

apresentados a sequir.
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o
]

Figura 28 - Veértice com dois triangulos e dois pentagonos,
dispostos em (3,5,3,5) e (3, 3,5,5) respectivamente,
no sentido anti-horario.

Fonte: da autora

O segundo caso (3, 3,5,5) ndo é possivel de acordo com o lema 2(ii). Ja o
caso em que os poligonos estdo dispostos da forma (3,5,3,5), tem-se o

icosidodecaedro.

Figura 29 - Icosidodecaedro e sua planificagdo.
Fonte: da autora

3) Angulos sélidos formados por triangulos e hexagonos:

a. Um hexagono e dois triangulos

Verifica-se pelo lema 2(i) que nédo € possivel essa formacéo.

b. Um hexagono e trés triangulos

Tem-se um antiprisma hexagonal com um total de duas faces hexagonais,

doze faces triangulares, doze vértices e vinte e quatro arestas.
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Figura 30 - Antiprisma de base hexagonal e sua planificagao.
Fonte: da autora

c. Dois hexagonos e um triangulo

Com essa disposicao de poligonos tem-se o Tetraedro truncado.

Ok

Figura 31 - Tetraedro truncado e sua planificacao.
Fonte: da autora

d. A soma dos angulos de trés hexagonos é igual a 360°, sendo assim nédo

forma um angulo sélido.

4) Vejamos, agora, as possibilidades de angulos solidos formados por

triangulos e poligonos de n lados, comn > 7.
a. Dois triangulos e um poligono de n lados, com n > 7, nunca formam um
angulo sélido, pois € o caso do lema 2(7).

b. Trés triangulos e um poligono de n lados, com n > 7, formam um

antiprisma.

Os angulos internos (a) de um poligono de n lados, &€ sempre menor que
180°. Sendo assim, para qualquer poligono com n lados, n = 7 tem-se a soma
menor que 360°.

3 X (60°) + a < 360°

Neste caso temos uma familia infinita de antiprismas.
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c. Quatro triangulos e um poligono de n lados, com n > 7 nao formam um
angulo solido, pois a soma dos angulos dos poligonos em torno de um
veértice é maior que 360°.
Paran = 7, temos:
4 x (60°) +128,57° > 360°
d. Dois poligonos de n lados, com n > 7 e um triangulo.
- Sen é impar, temos um caso impossivel verificado pelo lema 2(i).
- Sen é par, temos:
o Paran =8 e sendo a os angulos internos do octogono.
Temos ¢ = 135°¢
60° + 2 x 135° = 330°

Formando assim um cubo truncado

Figura 32 - Cubo truncado e sua planificacao.
Fonte: da autora

o Paran =10 e sendo a os angulos internos do decagono.
Temos a = 144° e
60° + 2 X 144° = 348°

Formando assim, um dodecaedro truncado.
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Figura 33 - Dodecaedro truncado e sua planificagdo.
Fonte: da autora

o Sen =12 e sendo a os angulos internos do dodecagono.
Temos ¢ = 150° e
60° + 2 x 150° = 360°

Para n > 12, temos a soma dos angulos internos, maior ou igual a 360°,

sendo assim, impossivel de se formar um angulo solido.

5) Continuando a analisar a formacao de angulos sélidos compostos por
dois tipos de poligonos, vejamos as possibilidades com quadrados e
poligonos de n lados, comn > 5.

a. Um quadrado e dois poligonos de n lados

- Se n é impar, ndo é possivel formar angulos sélidos com essa

disposicdo de poligonos de acordo com o lema 2(i).

- Sendo n par, temos:

o Paran =6 e sendo a os angulos internos do hexagono.
Temos a = 120°e
90° + 2 x 120° = 330°

Formando assim um Octaedro truncado.
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Figura 34 - Octaedro truncado e sua planificagédo.
Fonte: da autora

o Paran =8 e sendo a os angulos internos do octogono.
Temos ¢ = 135°¢
90° + 2 x 135° = 360°
Para n > 8, temos a soma dos angulos internos, maior ou igual a 360°,
sendo assim, impossivel de se formar um angulo sélido.
b. Dois quadrados e um poligono de n lados
Os angulos internos (a) de um poligono de n lados, é sempre menor que
180°. Sendo assim, para qualquer poligono com n lados, n > 5 temos a soma
menor que 360°.
2 % (90°) + a < 360°
Neste caso temos uma familia infinita de prismas.
c. Dois quadrados e dois poligono de n lados, comn > 5
- Para n=5 e sendo a os angulos internos do pentdgono. Temos
a=108°¢
2 X90°+ 2 x108° = 396°
Logo para n =5 ndo é possivel formar um angulo sélido. Dai também
podemos concluir que ndo é possivel a formacdo de angulos solidos compostos
por trés quadrados e um ou mais poligonos de n lados, comn > 5.
6) Vejamos agora as possibilidades de angulos solidos formados por
pentagonos e poligonos de n lados, comn > 6.
a. Um pentagono e dois poligonos de n lados.
- Sen é impar ndo é possivel de acordo com o lema 2(i).
- Para n=6 e sendo a os angulos internos do hex&gono. Temos
a=120°e 108° + 2 x 120° = 348°.
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Formando assim um icosaedro truncado

Figura 35 - Icosaedro truncado e sua planificagdo.
Fonte: da autora

- Para n = 8 e sendo a os angulos internos do octégono. Temos a =
135°e
108° + 2 x 135° = 378°

Logo para n = 8 ndo é possivel formar um angulo solido.

b. Dois pentagonos e um poligono de n lados

Para qualquer valor de n é impossivel a formacdo de um angulo sélido de
acordo com o lema 2(i).

c. Dois pentagonos e dois poligonos de n lados, comn > 6

Paran = 6 e sendo a 0s angulos internos do hexagono. Temos @ = 120° e

2 %X 120°+ 2 x 108° = 456°

Logo, ndo é possivel formar um angulo sélido composto por dois
pentagonos e dois poligonos de n lados para qualquer valor de n, comn > 6.

d. Trés pentagonos e um poligono de n lados, comn > 6

Para n = 6 e sendo a os angulos internos deste poligono. Temos a = 120°

e
3 xX108° + 120° = 444°

Logo, ndo & possivel formar um angulo solido composto por trés pentagonos
e um ou mais poligonos de n lados para qualquer valor de n.

Finalizada todas as possibilidades de angulos sélidos compostos por dois
tipos de poligonos, vejamos a analise para formacao com trés tipos de poligonos.

7) Angulos sélidos formados por tridngulos, quadrados e poligonos de n

lados, paran > 5

a. Um triangulo, um quadrado e um poligono de n lados, para n>5
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Impossivel, de acordo com o lema 2(i), para qualquer valor de n.
b. Um tridngulo, um quadrado e dois ou mais poligonos de n lados
Neste caso, a soma dos angulos internos sera sempre maior que 360°, ndo

sendo possivel a formagdo de um angulo solido.

Figura 36 - Dois triangulos, um quadrado e um poligono de n lados.
Fonte: da autora
Neste caso, existem duas possibilidades de disposicdo dos poligonos,
(n,4,3,3) e (3,4,3,n), ambos impossiveis de acordo com o lema 2(ii) para
qualquer valor de n.
¢) Um tridngulo, dois quadrados e um poligono de n lados.
- Paran =5, temos duas possibilidades de disposi¢do dos poligonos.

o (3,4,4,5), que é um caso impossivel de acordo com o lema

(2ii).
o (3,4,54), onde temos 60°+ 2 x90°+ 108° = 348°
formando assim um rombicosidodecaedro.

Figura 37 - Rombicosidodecaedro e sua planificagéo.
Fonte: da autora
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- Paran=6 e sendo a os angulos internos do hexagono, temos duas
possibilidades de disposi¢do dos poligonos: (3,4,4,6) e (3,4,6,4),
ambos com a = 120° e
60° + 2 X 90° + 120° = 360°
Sendo assim, ndo é possivel formar um angulo solido.
8) Angulos sélidos formados por trés tipos de faces, onde nenhuma
delas é um poligono de 3 lados.
a. Suponhamos, inicialmente, um angulo so6lido formado por quatro
poligonos. A menor combinacdo possivel serd com dois quadrados, um
pentagono e um hexagono. Onde a soma dos angulos internos desses
poligonos é maior que 360°, sendo assim contraditoria a formagdo desse
angulo.
2 X90° 4+ 108° + 120° = 408°
Vejamos, entdo, os angulos formados por trés poligonos.
b. O lema 2(i) imediatamente exclui as possibilidades em que ao menos
um dos poligonos possua um nimero impar de lados.
c. A primeira menor combinacdo de trés poligonos de numero par de

lados é com um quadrado, um hexagono e um octogono. Que forma o

cuboctaedro truncado ou grande rombicuboctaedro.
90° + 120° + 135° = 345°

Figura 38 - Cuboctaedro truncado ou grande rombicuboctaedro e
sua planificagéo.
Fonte: da autora
d. A segunda menor combinacdo de trés poligonos com nimero par de
lados é com um quadrado, um hexagono e um decagono. Que forma

o icosidodecaedro truncado ou rombicosidodecaedro.
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90° + 120° + 144° = 354°

Figura 39 - Icosidodecaedro truncado ou rombicosidodecaedro e
sua planificagéo.
Fonte: da autora
e. A terceira menor combinacdo de trés poligonos com numero par de
lados é com um quadrado, um octégono e um dodecagono. No
entanto a soma de seus angulos internos ultrapassa 360°.
90° 4+ 135° + 150° = 375°

Qualquer outra combinacédo de trés poligonos com namero par de lados tera
a soma de seus angulos internos maior que 360°, ndo sendo possivel formar um
angulo solido.

Vistas todas as possibilidades de formar angulos soélidos, compostos por
poligonos regulares de mais de um tipo, e todas as disposi¢des possiveis desses
poligonos em torno do Vértice, obtemos os poliedros semirregulares. Ao separar a
familia infinita dos prismas e dos antiprismas, restam treze poliedros que séo
conhecidos como os Poliedros de Arquimedes.

No entanto, Miller, ao estudar os treze poliedros de Arquimedes, descobre a
suposta existéncia de mais um poliedro.

Também conhecido como “O erro de Miller”, o pseudorrombicuboctaedro
possui 0 mesmo numero de faces, arestas e vértices que o rombicuboctaedro; no
entanto, ndo tem a mesma simetria em sua estrutura.

“The true Archimedean solids, like the Platonic solids, have an aesthetic
quality which Miller's solid does not possess. This attractiveness comes from their
high degree of symmetry” (GRUNBAUM, 2009).

A seguir sdo apresentados dois critérios para definicdo de poliedros

semirregulares, que Grunbaum traz em seu artigo:
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Critério local: Todas as faces sdo poligonos regulares e o arranjo ciclico das
faces em torno de cada vértice é a mesma.

Critério global: Todas as faces sdo poligonos regulares e todos os vértices
formam em Orbita sob simetrias isométricas do poliedro.

Dai conclui-se que o critério global exclui o pseudorrombicuboctaedro,
sendo essa definicdo a mais adequada para os treze poliedros conhecidos como
Arquimedianos.

Soler (2007, p.135) também sugere uma definicdo para excluir o décimo
quarto poliedro: “sdo poliedros que possuem faces regulares de mais de uma
classe, enquanto que todos os veértices se transformam um nos outros por seu

grupo de rotacdo.”

Be

Figura 40 - Rombicuboctaedro e pseudorrombicuboctaedro.
Fonte: Veloso (1998, p. 241)

Ao observar os dois sélidos em questdo, pode-se constatar uma rotacdo de

45° em parte do pseudorrombicuboctaedro.
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3 OS POLIEDROS ARQUIMEDIANOS A PARTIR DE
TRUNCATURAS

Além das caracteristicas que definem os treze poliedros de Arquimedes,
alguns deles também podem ser obtidos atraves de truncaturas nos vértices dos
poliedros de Platdo. Essas truncaturas ou sucessdo de cortes sdo feitos por planos
perpendiculares ao eixo de simetria de rotacdo que passa pelo determinado
veértice, formando uma nova face poligonal regular. Vejamos como se obtém cada
um deles.

Fazendo truncaturas nos vértices do tetraedro de forma que todos os

poligonos que formam as faces sejam congruentes, obtém-se o tetraedro truncado.

Figura 41 - Tetraedro e tetraedro truncado.
Fonte: da autora

Tabela 8 - NUmero de faces, vértices e arestas do tetraedro e do tetraedro
truncado.

Faces Vértices Arestas
Tetraedro 4 4 6
Tetraedro truncado 4 tridangulos 12 18
equilateros

4 hexagonos
regulares

Fonte: da autora

Se os cortes forem feitos passando pelo ponto médio de cada aresta, obtém-
se 0 octaedro, que é um poliedro platdnico.
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2. Fazendo truncaturas nos vértices do hexaedro de forma que todos os
poligonos que formam as faces sejam congruentes, obtém-se o cubo

truncado. E se as truncaturas forem feitas passando pelo ponto medio de

cada aresta obtém-se o cuboctaedro.

Figura 42 - Cubo, cubo truncado e cuboctaedro.
Fonte: da autora

Tabela 9 - NiUmero de faces, vértices e arestas do cubo, cubo truncado e do
cuboctaedro.

Faces Vértices Arestas

Cubo 6 8 12
Cubo truncado 8 triangulos 24 36

equilateros

6 octdbgonos

regulares

Cuboctaedro 8 tridngulos 12 24

equilateros

6 quadrados

Fonte: da autora

3. Fazendo truncaturas nos vértices do octaedro de forma que todos 0s
poligonos que formam as faces sejam congruentes, obtém-se o0 octaedro
truncado. E se as truncaturas forem feitas passando pelo ponto médio de

cada aresta obtém-se o cuboctaedro.
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Figura 43 - Octaedro, octaedro truncado e cuboctaedro.
Fonte: da autora

Tabela 10 - Numero de faces, vértices e arestas do octaedro, e do octaedro
truncado.

Faces Vértices Arestas
Octaedro 8 6 12
Octaedro truncado 6 quadrados
8 hexagonos 24 36
regulares

Fonte: da autora

4. Fazendo truncaturas nos vértices do dodecaedro de forma que todos 0s
poligonos que formam as faces sejam congruentes, obtém-se o
dodecaedro truncado. E se as truncaturas forem feitas passando pelo

ponto médio de cada aresta obtém-se o icosidodecaedro.

Figura 44 - Dodecaedro, dodecaedro truncado e icosidodecaedro.
Fonte: da autora
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Tabela 11 - Numero de faces, vértices e arestas do dodecaedro, dodecaedro
truncado e do icosidodecaedro.

Faces Vértices Arestas

Dodecaedro 12 20 30

20 triangulos
equilateros

Dodecaedro 60 90
truncado 12 decagonos
regulares
20 tridngulos
Icosidodecaedro equilateros 30 60

6 pentdgonos
regulares

Fonte: da autora

5. Fazendo truncaturas nos vértices do Icosaedro de forma que todos os
poligonos que formam as faces sejam congruentes, obtém-se o icosaedro
truncado. E se as truncaturas forem feitas passando pelo ponto médio de cada

aresta obtém-se o icosidodecaedro.

Figura 45 - Icosaedro, icosaedro truncado e icosidodecaedro.
Fonte: da autora

Tabela 12 - NUmero de faces, vértices e arestas do icosaedro e do icosaedro
truncado.

Faces Vértices Arestas
Icosaedro 20 12 30
Icosaedro truncado 12 pentagonos
regulares 60 90

20 hexagonos
regulares

Fonte: da autora
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Os sete poliedros Arquimedianos apresentados ate aqui séo obtidos direto de
truncaturas dos poliedros Platonicos e s&o nomeados de acordo com o poliedro
Platonico “de origem”. No caso do cuboctaedro e icosidodecaedro que podem ser
obtidos a partir do cubo ou octaedro e do dodecaedro ou icosaedro
respectivamente, também tém a nomenclatura justificada.

Ao truncar os vértices do cuboctaedro ndo obtemos uma face quadrada, pois
em um mesmo Vértice concorrem dois triangulos e dois quadrados, e ao observar
os angulos internos dos mesmos, verificamos a formacdo de uma face retangular.
Dessa forma, é necessario transformar esses retdngulos em quadrados para formar
0 grande rombicuboctaedro ou cuboctaedro truncado. Caso essa truncatura seja
feita passando pelo ponto médio das faces do cuboctaedro, serdo obtidas também

faces retangulares que, se transformadas em quadrados, formardo o

rombicuboctaedro.

Figura 46 - Cuboctaedro, cuboctaedro truncado e rombicuboctaedro.
Fonte: da autora

Tabela 13 - NUmero de faces, vértices e arestas do cuboctaedro truncado e do
rombicuboctaedro.

Faces Vértices Arestas
Cuboctaedro truncado 12 quadrados
8 hexagonos 48 72

6 octdbgonos

8 triangulos

equilateros

Rombicuboctaedro 24 42

18 quadrados

Fonte: da autora

Ao truncar os vértices do Icosidodecaedro, igualmente tera que ser feita a

transformacdo dos retangulos resultantes em quadrados, de forma a se obter o
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grande rombicosidodecaedro ou icosidodecaedro truncado. E se as truncaturas
forem feiras passando pelo ponto médio das arestas das faces e também realizando

a transformacdo necessaria dos retangulos resultantes em quadrados, obteremos o

rombicosidodecaedro.

Figura 47 - Icosidodecaedro, icosidodecaedro truncado e rombicosidodecaedro.
Fonte: da autora

Tabela 14 - NUmero de faces, vértices e arestas do icosidodecaedro truncado e
do rombicosidodecaedro.

Faces Vértices Arestas
Icosidodecaedro truncado 30 quadrados
20 hexagonos 120 180

12 decéagonos

20 tridngulos

equilateros

Rombicosidodecaedro 60 120

30 quadrados

12 pentagonos
regulares

Fonte: da autora

A utilizagdo do prefixo “Rombi” se da pelo fato desses poliedros poderem
ser inscritos em so6lidos com faces rdmbicas.

Para finalizar, vejamos os poliedros Arguimedianos achatados, que néo
podem ser obtidos de truncaturas sucessivas, como os anteriores. Eles s&o obtidos
através da snubificacdo, uma operagdo sobre o poliedro que afasta as faces do
mesmo, gira a um determinado angulo e preenche 0s espacos vazios com outros

poligonos.
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Figura 48 — Snub cuboctaedro e snub icosidodecaedro.
Fonte: da autora

O snub cuboctaedro ou cubo achatado € obtido pela snubifica¢do do cubo, e
o0 snub icosidodecaedro ou dodecaedro achatado pela snubificacdo do dodecaedro.
Eles também podem ser obtidos por truncaturas especiais do octaedro e do

icosaedro respectivamente.

Tabela 15 - NUmero de faces, vértices e arestas do snub cuboctaedro e do snub
icosidodecaedro.

Faces Vértices Arestas

Snub cuboctaedro 32 tridngulos 24 60

6 quadrados

80 tridngulos 60 150

Snub icosidodecaedro equilateros

12 pentagonos
regulares

Fonte: da autora
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4 O SOFTWARE POLY

A utilizacdo do software Poly foi de grande importancia no
desenvolvimento inicial do trabalho, uma das ferramentas utilizadas para
visualizacdo dos poliedros, suas respectivas planificacbes e 0 processo dessa
transformacéo.

O programa também permite a visualizagdo de outros poliedros além dos
tratados aqui, por exemplo: os prismas e antiprismas, poliedros de Johnson,
Deltaedros, poliedros de Cataldo, Dipiramides, Deltoedros, e Esferas e Domos
Geodésicos. Além de variadas formas de visualizacdo desses poliedros, como
apenas o0s Vvértices, apenas as arestas dos poliedros ou a projecdo das arestas no
plano.

Nesse momento vale lembrar a diferenca entre solido e poliedro. A palavra
solido se refere a algo que esta preenchido, que seja macico, e como este trabalho
envolve também planificagdo, ndo faz sentido falar em planificar um solido, por
isso a palavra utilizada é poliedro. Com excecdo deste capitulo, uma vez que o
programa em foco utiliza o termo sélido.

O software pode ser encontrado para download no site do desenvolvedor
http://peda.com/ ou em
http://www2.mat.ufrgs.br/edumatec/softwares/soft_geometria.php#topo. O ultimo
link disponibiliza, além do Poly, outros softwares de geometria.

Inicialmente é disponibilizada uma cdpia nédo registrada do programa, para
demonstracdo e avaliacdo, que pode ser usada por tempo indeterminado, basta

clicar em “continue” todas as vezes que o programa sugerir o registro.
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This is an unregistered (fully-functional!) copy of Poly, and is for demonstration / evaluation
purposes only. Please consider registering, as it encourages us to continue improving the
program. Our email address is “peda@peda.com”; please send us any comments,
questions, and suggestions you may have.

Register... | Infa... | Continue

Version 1.12

Figura 49 - Tela inicial do Poly
Fonte: da autora
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Figura 50 - Opc¢des na barra de ferramentas.

Fonte: da autora

O botdo de rolagem que fica na parte inferior da barra de ferramentas,

permite abrir e fechar o poliedro, de forma a visualizar essa transformacdo do

inicio ao fim, de poliedro a planificacéo.

Figura 51 - Etapas da transformacé&o da visualizacdo do poliedro em planificacédo

Fonte: da autora

E possivel

adicionar a barra de ferramentas outras op¢Oes de visualizacao.

Indo até a aba Files-Preferences-Available View Modes, é possivel selecionar as

opcdes que desejar adicionar ou remover.
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Available Polyhedron Categories
[ Available View Modes

\ [ Three-dimensional shaded polyhedra without edges
’7 [ Three-dimensional shaded polyhedra
& [ Three-dimensional unshaded polyhedra
& [~ Three-dimensional edges (wirsframe)
[ Three-dimensional visible edges

& [ Three-dimensional Geofix polyhedra

[ Three-dimensional vertices

[ Three-dimensional visible vertices
W [V Two-dimensiconal net
@7 [~ Two-dimensional Geofix net

& [ Two-dimensional Schlegel diagram

[® Language

Figura 52 - Mais opc¢des de visualizagéao.
Fonte: da autora
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5 O TRABALHO EM PRATICA

5.1 A escola

O trabalho foi desenvolvido com os alunos da Escola Estadual Doérval
Ferreira da Cunha, que fica situada na Avenida Eugénio Borges, sem nimero, Km
6,5, Rio do Ouro, no municipio de S0 Gongalo, RJ. A escola possui atualmente
um mil, quinhentos e quarenta e cinco alunos, sendo 180 em horério integral. O
prédio € composto por vinte salas de aula, todas climatizadas e distribuidas em
dois prédios de dois andares cada um, um refeitorio, vinte e quatro banheiros para
alunos, cinco banheiro para professores, uma quadra de futebol e uma de vdlei,
uma sala de video, uma sala de informética, uma biblioteca, um laboratério, uma
sala de matematica, uma sala de educacéo fisica, uma sala de artes e uma sala de
recursos, totalizando 7200 metros quadrados e aproximadamente 2800 metros
quadrados de area livre.

A sala Sesi, chamada de “Sala da Matematica”, € uma sala doada pela
FIRJAN (Federacdo das Industrias do Estado do Rio de Janeiro), em parceria com
a propria escola. A sala é equipada com quarenta notebooks, um quadro interativo,
internet de alta velocidade, além do material de apoio. No estado do Rio de
Janeiro ha apenas oito escolas que possuem esta sala e a manutencdo, assim como
a capacitacdo dos professores para utilizacdo da sala, € uma responsabilidade da
instituicdo parceira.

A maioria dos encontros ocorreu na Sala de Matematica, pela
disponibilidade de recursos sendo, por isso, uma sala que encanta os alunos por
seu conforto e tecnologia, 0 que ja é um ponto positivo para despertar o0 interesse
do aluno.

Por outro lado, a escola com todo seu espaco fisico livre, € agradavel para os
alunos conversarem, jogarem bola, se divertirem de uma maneira geral. E o
cenario perfeito para a socializacdo entre eles, uma vez que o bairro onde esta
localizada a escola € desprovido de tais espacos destinados ao lazer. Entdo é o

“quintal” da escola que os atrai.
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Todo esse espaco livre e agradavel é refém de uma dificil administrag&o,
uma vez que o numero de inspetores e porteiros ndo é suficiente para exercer um
eficaz controle a todos esses alunos em seus horarios de entrada e saida. E € ai que
entra a tdo importante missdo do professor de fazer a aula ser mais interessante ao
aluno do que todo o lazer que o espera la fora.

Com a utilizacdo da Sala de Matematica, percebeu-se uma frequéncia mais
efetiva as aulas e que os alunos sentiam-se mais atraidos pelos assuntos
abordados.

A escola apoiou cada parte do desenvolvimento do trabalho,
disponibilizando material de qualidade para confec¢do dos poliedros, 6nibus e
almoco para todos os alunos e professores no dia da oficina, que aconteceu como

culminancia do projeto, no SESC de Sdo Gongalo.

5.2 Metodologia

Este trabalho foi desenvolvido com as turmas 2002 e 2003, turmas do
segundo ano do ensino médio, ocorrendo em trés etapas, distribuidas ao longo do
terceiro e quarto bimestres do ano de 2014. A primeira se deu nos encontros em
sala de aula, onde foi trabalhado o conteudo junto a construcdo dos sélidos. Essa
etapa € a mais longa e a de maior desenvolvimento do contetdo do trabalho.

O segundo momento consiste na apresentacdo dos Poliedros de Platdo e dos
Poliedros de Arquimedes na Mostra Cultural, que ocorreu na prépria escola, no
dia trés de outubro de 2014. Nessa oportunidade, todos os presentes (docentes,
discentes e demais funcionarios) puderam visualizar, por meio do trabalho
exposto pelos alunos, como se obtém cada um dos Poliedros de Arquimedes
através da seccdo dos respectivos Poliedros de Platdo. O terceiro momento foi na
Primeira Feira Regional da Metropolitana Il, onde cinquenta escolas expuseram
seus trabalhos, sendo o da Escola Estadual Dorval Ferreira da Cunha o Unico
relacionado a Matematica. O stand recebeu visitas de alunos e professores de
diversas escolas de S&o Gongalo. Esta terceira etapa foi a de concluséo e retorno.
Os alunos trabalharam diretamente com o pubico o porqué de sé existirem cinco
Poliedros de Platdo e como se obtém os treze Poliedros de Arquimedes. Eles

ensinavam aos Vvisitantes como construir os solidos, no decorrer da explicacéo,
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oferecendo material ao visitante para que este também manipulasse e ndo somente

observasse.

5.2.1 Primeira etapa

No inicio de cada encontro desta primeira etapa, era apresentada a
planificacdo do poliedro a ser construido. Com o auxilio do Poly, visualizavamos
detalhadamente a transformacéo dessa planificagdo em seu respectivo solido. Em
poucos segundos era possivel acompanhar o processo do ponto de partida até o
objetivo final da construcdo. A utilizagdo deste programa foi de grande
importancia no desenvolvimento do trabalho, pelas diversas formas de
visualizacao.

O uso do programa foi feito de forma expositiva no quadro interativo. No
entanto, ocorreu 0 momento de exploracdo do programa por parte dos alunos para
que visualizassem os outros solidos, aléem dos que seriam tratados ao longo do
trabalho.

Quando eles estavam com as planificacdes impressas, ja tinham em mente
onde iriam chegar. No entanto, antes que se apresentasse esse processo de
transformacdo no devido programa, era feito o questionamento sobre qual sélido
se formaria a partir daquela planificacéo, se eles ja conheciam ou sabiam o nome.

Isso se fez necessario, pois 0 aluno possui uma bagagem de contetdos e

precisamos valorizar a contribuicdo dele na aula.

Figura 53 - Alunos produzindo o Cubo.
Fonte: da autora

Antes que iniciassem a construcdo do solido, foi solicitado aos alunos que
contassem quantos poligonos havia na planificacdo dada, para que eles
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entendessem que as faces de um poliedro sdo poligonos e aos poucos ficasse clara
a diferenca entre poligonos e poliedros. Além disso, pela facilidade, pois quando o
poliedro esta montado e quanto maior o numero de faces que ele possui, mais
dificil fica para contar. No entanto, apos ele estar montado, também € interessante
trabalhar essa contagem, ensinando o aluno a tomar um Unico eixo e fazer a
rotacdo do solido, o que também facilitard a contagem.

O conceito de faces, vértices e arestas € visto pela primeira vez no sexto ano
do ensino fundamental; depois, é visto indiretamente quando se trabalha volume,
no oitavo ano, e enfim, é estudado de forma mais completa no segundo ano do
ensino médio.

E é nesse momento que entra o estudo da geometria espacial, apenas no
segundo ano do ensino médio. Por essa razdo é importante rever esses conceitos
para relembré-los, de forma que fique claro, facilitando o estudo dos assuntos
posteriores.

Outra atividade simples, porém rica, é pedir para que eles marquem as
arestas do poliedro. Alguns alunos irdo marcar os lados dos poligonos que
formam as faces, ou seja, fardo duas marcas em cada aresta. Assim, podemos ver
claramente qual aluno ainda ndo compreendeu o conceito.

Construir “esqueletos” de poliedros também ¢ uma boa atividade para
fixacdo do conceito de vértices e arestas. Foi feita com eles apenas a construcao
do “esqueleto” de um tetraedro, por ser o mais facil de montar e suficiente para o
objetivo, que era fechar essa parte de conceituacdo de vértices e arestas. Para isso,
além de explicar o passo a passo da montagem, foi utilizado um video que pode

ser encontrado em http://www.uff.br/cdme/poliedros_platao_dual/aluno02.html.

Figura 54 - Producao do esqueleto do tetraedro.
Fonte: da autora
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A construgdo é feita com canudinhos e a quantidade utilizada é o nimero de
arestas do poliedro, pois cada canudinho representa uma aresta.

A atividade permite trabalhar também o conceito de regularidade de um
poliedro, frisando a importancia de os canudinhos serem cortados do mesmo
tamanho, pois trata-se de um poliedro regular e ter todas as arestas congruentes é
uma caracteristica.

Para contar os vértices, utilizamos massa de modelagem para fazer o
acabamento da construcdo, colocando-a no encontro das arestas, evidenciando 0s
vértices.

Esses trés assuntos foram tratados durante as trés primeiras construgoes,
tetraedro, octaedro e icosaedro respectivamente.

Antes de iniciar a construcdo do hexaedro (ou cubo), foi pedido que eles
fizessem uma tabela com o nome dos poliedros j& montados, o nimero de faces,
vértices e arestas de cada um deles e conforme fossem construindo os outros
poliedros iriam completando. Além disso, foi solicitado que relacionassem o
nimero de arestas com o nimero de faces e com o nUmero de Vértices,
separadamente. Os dados colocados na tabela e os poliedros em maos para
observacao facilitam a compreensdo dessa relacdo. Nesse momento foi langado
um desafio e 0 passo seguinte foi uma atividade complementar. A atividade foi de
observacao e registro, a construcdo de uma segunda tabela onde eles anotavam o0s
tipos de face de cada poliedro e nimero de arestas concorrentes a um mesmo
veértice.

Com a tabela parcialmente preenchida, foi dada continuidade a construcéo
dos outros dois poliedros de Platdo, o hexaedro (ou cubo) e o dodecaedro.
Conforme o numero de faces dos poliedros construidos foi aumentando, alguns
sentiram dificuldades em contar as faces, 0s vertices e as arestas, sem que se
perdessem. Mas como tinham o sélido primeiramente planificado, foi sugerido
que continuassem a fazer a contagem das faces antes de montarem e utilizarem as
relaces para determinar o numero de arestas e em seguida 0 nimero de Vértices.

Logo apos, foi apresentada a eles a formula de Euler para poliedros convexos:

ViF=A12
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Cada aluno construiu os cinco Poliedros de Platdo e o passo seguinte foi
entender por que sé existem cinco.

Levar aos alunos demonstracdes formais que encontramos nos livros nao
iria chamar muito a atencdo da maioria e seria mais dificil alcancar a compreensao
de todos, pois ndo é algo comumente trabalhado em sala. E como o foco do
trabalho era tornar o conteldo mais atrativo de forma que despertasse no aluno o
interesse em aprender, foi feita uma demonstracdo através da construcdo de
poliedros regulares, onde se concluiu que s6 é possivel construir os cinco
estudados até o momento. Foi desenvolvido um video com essa demonstracéo,
para ser utilizado posteriormente na terceira etapa do trabalho e para que se
tivesse 0 conteudo acessivel na rede. Vide
https://www.youtube.com/watch?v=tjcbL6Rb4z8.

O material utilizado para tal demonstracdo nos permite montar poliedros
com faces de mais de um tipo de poligono e a partir dai comegou-se a falar sobre
os poliedros semirregulares, mais especificamente dos Poliedros de Arquimedes.

Mais eficiente do que apenas colocar a definicho de Poliedros
semirregulares no quadro foi poder visualizar 0o que estava sendo estudado.
Comegou-se entdo a montar os Poliedros Arquimedianos, julgados em ordem
crescente de dificuldade.

Inicialmente, com a construcdo do tetraedro truncado, os alunos ja estavam
cientes de como podem ser obtido alguns Poliedros de Arquimedes, entdo, era
deixado por conta deles dizer a partir da seccdo de qual Poliedro de Platéo
obtinha-se tal poliedro.

Continuando a completar a tabela, foi questionado se a formula de Euler
dada anteriormente também era véalida para tais poliedros e deixado que eles
avaliassem. Alguns rapidamente disseram que ndo funcionava, pois néo
conseguiam usar a formula, ja que o poliedro possuia faces de mais de um tipo;
outros apostaram positivamente, porém vieram buscar auxilio na utilizacdo da
formula. Entdo, foi pedido para que analisassem os poliedros, como ja feito
anteriormente, e tentassem relacionar o nimero de arestas com o numero de faces.
E a partir do que ja tinha sido visto antes, foi apresentada a formula que dava essa

relacdo também para poliedros semirregulares e que auxilia na utilizacdo da
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férmula de Euler. Onde A é o numero de arestas do poliedro, N é o nimero de
lados do poligono que forma a face e F € o nimero de faces do poliedro.

_N><F

4=

Apesar da formula de Euler ser valida também para alguns poliedros ndo
convexos, apenas foi comentada em nivel de informacéo extra, deixando-se claro

que seriam apenas excecdes e também, por esse motivo, o foco seria na utilizacéo

para 0S convexos.

Figura 55 - Alunos produzindo poliedros Arquimedianos.
Fonte: da autora

Apos a construcdo dos treze poliedros de Arquimedes foi destacado cada
tipo de face, pintando com cores diferentes.

Uma construcdo que despertou muita curiosidade foi a do icosaedro
truncado, que é o modelo das bolas das Copas do Mundo de Futebol dos anos de
1970, 1974, 1978, 1982, 1986, 1990, 1994, 1998 e 2002. Sendo as de 1970 e 1974
melhor visualizadas, pois 0s gomos pentagonais sao pretos e 0s hexagonais sao
brancos. E assim foi feito o icosaedro truncado, ja com a planificagdo em preto e
branco. Foi montado também um icosaedro truncado um pouco maior para que
fosse feita uma experiéncia em sala. Encheu-se uma bexiga de aniversario dentro

dele até que tomasse um formato arredondado semelhante a uma bola.
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Figura 56 - Modelos da bola das Copas do Mundo de Futebol.
Fonte: http://blogs.diariodepernambuco.com.br/esportes/2010/04/23/a-copa-do-
mundo-na-sua-estante/

5.2.2 Segunda etapa

Esta etapa foi principalmente de exposi¢do, que aconteceu na Segunda
Mostra Cultural da escola, onde foi exibido para todos os presentes o resultado de
um trabalho minucioso e rico em conteddo. Porém, o foco nesse momento foi
apresentar de forma rapida, sucinta e atraente aos olhos dos espectadores, 0s
Poliedros de Arquimedes.

O trabalho foi muito visitado, encantou professores de todas as areas e
alguns professores de matematica chegaram a relatar que ndo tinham
conhecimento de tais poliedros.

A exposicdo foi composta por um quadro com os Poliedros de Platdo e os
Poliedros de Arquimedes correspondentes as seccdes. Ao lado, mais
detalhadamente, estava exposto cada poliedro com seu nome, nimero de faces,
vértices e arestas. No caso dos Arquimedianos, o numero de faces era especifico a

cada tipo.
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Figura 57 - Exposic¢ao do trabalho na Mostra Cultural da escola.
Fonte: da autora

Um trabalho nessas proporgdes tem muitas finalidades, a comecar pelo
reconhecimento do trabalho dos alunos. Eles com todo empenho, foram
fundamentais para tal resultado. E nada melhor do que esse prestigio para que eles
se sintam importantes, além de trabalhar o contato social, o respeito ao proximo e
a atribuicao de responsabilidades.

Introduzir um conteddo através da arte € uma forma de se desenvolver uma
aula criativa, que busca um novo olhar daquele aluno desinteressado, que desperta
o querer conhecer e aprender. E uma aula desenvolvida com intuito de ultrapassar

a barreira das limitacGes de cada aluno.

Construir uma nova relagcdo de ensino e aprendizagem sobre
outras bases cognitivas e afetivas € um desafio complexo e
urgente, uma vez que educar ndo é repetir regras e memorizar
técnicas, mas sim criar ideias e encantar.(NUNES, 2006, p.10)

O trabalho tanto alcangou o planejado que a escola foi convidada a exp6-lo
na primeira feira da Metropolitana Il. Foi entdo que decidiu-se que a terceira etapa
aconteceria 14, com a vantagem de abranger um publico muito maior do que o
planejado. Isso assustou um pouco os alunos, pois estariam ao lado de 49 escolas
do municipio de Sdo Goncgalo, RJ, onde eles teriam que lidar com pessoas

desconhecidas.
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5.2.3 Terceira Etapa

Em quatro anos de profissdo este foi o primeiro trabalho desenvolvido com
esta abrangéncia e por isso, alunos e professora estavam bastante apreensivos. A
tenda ndo comportava a todos os alunos, entdo foi preciso fazer um rodizio de
pessoas de forma que em nenhum momento ficasse vazia ou com um ndmero
insuficiente para atender aos visitantes.

O video produzido com a explicacdo do porqué da existéncia de apenas
cinco Poliedros de Platdo ficou sendo reproduzido durante todo evento. Os alunos
iam explicando para os visitantes a0 mesmo tempo em que ensinavam a construir

os poliedros e, por fim, deixavam que eles escolhessem um dos poliedros para

montar e levar.

Y

Y 27/ S

Figura 58 - O trabalho na Feira da Metropolitana II.
Fonte: da autora

Inicialmente os alunos estavam timidos, porém, bastou o primeiro passo e
tudo fluiu muito bem. Eles surpreenderam em tudo: organizacdo, trabalho em
equipe, atencdo com o publico e desenvolvimento da atividade.

A satisfacdo do publico foi visivel pela quantidade de visitantes, no
interesse que eles apresentavam durante o desenvolvimento da atividade e ao final

quando saiam admirados com seus poliedros, montados por eles mesmos.
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Figura 59 —O Publico atraido pelo trabalho.
Fonte: da autora
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6 CONSIDERAGOES FINAIS

A escolha da geometria espacial como objeto de estudo se deu pela
admiracdo na riqueza do que pode ser desenvolvido dentro do conteddo
trabalhado e pelo interesse no aprofundamento do estudo de assuntos néo tratados
durante a vida académica.

Foi observado que ao se escolher um tema para estudo, 0 mesmo oferece
mais do que se espera em termos de aprendizagem. Ao mesmo tempo, tem-se uma
pequena ideia de trabalho a ser desenvolvido e este comeca a expandir-se meio as
ideias que surgem durante o processo de pesquisa.

Espera-se que este trabalho venha contribuir na vida profissional de outros
professores, principalmente daqueles que ndo acreditam que se pode desenvolver
um trabalho dentro de condi¢des supostamente limitadas. Pois este foi exemplo de
um projeto que superou expectativas no que diz respeito a ter uma resposta
positiva dos alunos. O trabalho foi realizado em conjunto e a ideia de trabalhar em
equipe foi reforcada a cada encontro. As metas semanais e prazos para cada uma
das trés etapas se constituiram como forma de atribuicdo de responsabilidade aos
alunos.

“[...] um importante recurso para o desenvolvimento das competéncias € o
trabalho em grupo (BRASIL, p. 129)”

Na Gltima etapa, como feedback do trabalho realizado, péde-se ver os alunos
colocando em pratica o que aprenderam, seguros do que estavam fazendo, lidando
com pessoas fora do ambiente deles, ultrapassando a barreira da timidez,

aumentando sua autoestima e desenvolvendo um excelente trabalho em grupo.
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