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Todos os direitos reservados. É proibida a reprodução total
ou parcial do trabalho sem autorização da universidade, do
autor e do orientador.

Marlon Ferreira Ramos

Possui graduação - bacharelado e licenciatura - em F́ısica
pela Universidade Federal Fluminense (2009), mestrado em
F́ısica pela Universidade Federal Fluminense (2011). Tem
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Resumo

Ramos, Marlon Ferreira; Anteneodo de Porto, Celia Beatriz.
Dinâmicas de opinião em redes complexas. Rio de Janeiro,
2015. 142p. Tese de Doutorado — Departamento de F́ısica, Pon-
tif́ıcia Universidade Católica do Rio de Janeiro.

Esta tese aborda diversos problemas que podem ser tratados mediante

modelos de dinâmica de opiniões, segundo os quais os indiv́ıduos, conectados

de acordo com redes complexas, interagem mediante regras que moldam

as preferências e o posicionamento desses indiv́ıduos com relação a uma

determinada questão. A metodologia utilizada para investigar os padrões

emergentes dessas interações consiste na utilização de diversas técnicas da f́ısica

estat́ıstica. A tese está organizada em torno de quatro problemas distintos,

com uma questão particular a ser respondida em cada caso, buscando sempre

a validação emṕırica dos resultados teóricos e computacionais. No primeiro

trabalho, é respondida a seguinte questão básica sobre propriedades da rede

que podem ter impacto sobre os processos de propagação: quais são os

valores t́ıpicos das distâncias, coeficiente de aglomeração e outras grandezas

estruturais da rede, quando considerado o ensemble de redes aleatórias com

uma assortatividade fixa? No segundo trabalho, investigamos os padrões que

surgem na avaliação de filmes, considerando como fonte o IMDb (Internet

Movie Database). Encontramos que a distribuição de votos apresenta um

comportamento livre de escala com um expoente muito próximo de 3/2.

Curiosamente, esse padrão é robusto, independente de atributos dos filmes

como nota média, idade ou gênero. A análise emṕırica aponta para um

mecanismo de propagação de adoções simples, que gera uma dinâmica de

avalanches de campo médio. No terceiro trabalho, abordamos o problema

de múltiplas escolhas por meio de um modelo que inclui a possibilidade

de indecisão e onde as escolhas dos indiv́ıduos evoluem segundo uma regra

de pluralidade. Mostramos que essa dinâmica em redes com a propriedade

de mundo pequeno produz diferentes estados estacionários reaĺısticos, que

dependem do número de alternativas e da distribuição de graus: consenso,

distribuição de adoções larga similar à reais e situações onde a indecisão

predomina, quando o número de alternativas é suficientemente grande. Por

último, investigamos o surgimento de posições extremas na sociedade, mediante

pesquisas em uma ampla gama de questões. O aumento de atitudes extremas

tem como precursor uma relação não linear entre a fração de extremistas e

a de moderados. Propomos um modelo, com regras de ativação baseadas na

teimosia dos indiv́ıduos, que permite interpretar o ińıcio da não linearidade

em termos de uma transição abrupta do tipo percolação de inicialização onde

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1122074/CA



acontecem cascatas de extremismo. Como conclusão geral, destacamos que

esta tese ilustra como os modelos de opinião, aliados às enormes bases de

dados, fornecem resultados com poder de interpretação e predição dos padrões

emṕıricos.

Palavras–chave
Redes Complexas ; Modelos de Opinião ; Simulações computacionais .
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Abstract

Ramos, Marlon Ferreira; Anteneodo de Porto, Celia Beatriz (ad-
visor). Opinion dynamics in complex networks. Rio de
Janeiro, 2015. 142p. PhD Thesis — Departamento de F́ısica, Pon-
tif́ıcia Universidade Católica do Rio de Janeiro.

This thesis addresses several problems that can be treated through

models of opinion dynamics, according to which individuals, connected

according to complex networks, interact through rules that shape their

preferences and opinions in relation to a particular issue. The methodology

used to investigate the patterns that emerge from those interactions relies on

the use of various techniques of statistical physics. The thesis is organized

around four distinct problems, with a particular question to be answered

in each case, always looking for empirical validation of the theoretical and

computational results. In the first work, it is answered the following basic

question about network properties that can have impact on the spreading

processes: what are the typical values of the distances, clustering coe�cient

and other structural quantities, when considering the ensemble of random

networks with fix assortativity? In the second study, we investigated the

patterns that emerge in the ratings of films, considering as source IMDb

(Internet Movie Database). We found that the distribution of votes has a

scale-free behavior with a exponent close to 3/2. Interestingly, this pattern is

robust, independently of movie attributes such as average note, age or gender.

The empirical analysis points to a simple mechanism of adoption propagation,

that generates mean-field avalanches. In the third study, we discuss the problem

of multiple choices by means of a model which includes the possibility of

indecision and where the choices of individuals evolve according to a plurality

rule. We show that this dynamics on top of networks with the small-world

property produces di↵erent stationary states that depend on the number

of alternatives and on the degree distribution: consensus, wide adoption

distributions similar to actual ones and situations where indecision prevails

when the number of alternatives is large enough. Finally, we investigate the

appearance of extreme positions in society, through the polls on a wide variety

of questions. The increase of extreme opinions has as precursor a non-linear

relationship between the fraction of extremists and that of moderates. We

propose a model with activation rules, based on the stubbornness of the

individuals, which enables interpreting the beginning of the non-linearity in

terms of an abrupt transition of the class of bootstrap percolation, where

activation cascades occur. As a general conclusion, we emphasize that this
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thesis illustrates how opinion models, combined with huge databases, provide

results with power of interpretation and prediction of empirical patterns.

Keywords
Complex Networks ; Opinion Models ; Computer Simulations .
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1
Prefácio

Aos olhos do público, f́ısicos se ocupam em explicar fenômenos “naturais”

como o comportamento de átomos, ou o movimento dos planetas. Poucas

pessoas arriscariam dizer que a f́ısica poderia também acrescentar algo

relacionado ao comportamento dos seres humanos. No fundo, a ideia de

se aplicar uma modelagem matemática ou estat́ıstica que explicaria como

humanos se comportam e se organizam parece ficção cient́ıfica, e de fato, esse

é um tema que já foi explorado em algumas obras, como em Fundação de

Isaac Asimov. Nessa obra clássica, o cientista Hari Seldon apresenta uma nova

ciência chamada de psico-história que é capaz de predizer o comportamento

de uma sociedade [1].

“O ser humano individual é impreviśıvel, porém as reações das mul-

tidões humanas, descobriu Seldon, podem ser tratadas estatisticamente.

Quanto maior a multidão, tanto maior a precisão que pode conseguir-se.

E a grandeza das massas humanas com que Seldon trabalhava era nada

menos do que a população da Galáxia que, no seu tempo, se contava

por quintilhões. Foi Seldon, pois, quem previu, contra todo o senso co-

mum e a crença popular, que o brilhante Império que parecia tão forte

achava-se num estado de decadência e decĺınio irremediáveis. Previu (ou

resolveu as suas equações e interpretou os seus śımbolos, o que vem a dar

na mesma) que, entregue a si mesma, a Galáxia viria a atravessar um

peŕıodo de trinta mil anos de miséria e anarquia antes de se estabelecer

mais uma vez um governo unificado”.

A série Fundação inspirou muitos escritores e cientistas. Paul Krugman,

ganhador do prêmio Nobel de economia, uma vez declarou que seu sonho na

adolescência era ser um psico-historiador, mas como essa profissão não existia,

decidiu se tornar economista, que na época ele acreditava ser a ciência real

que mais se aproximava da psico-história [2]. É fato que a economia tem muito

a dizer sobre o comportamento dos seres humanos, mas acredito que a área

da f́ısica que trata de fenômenos sociais (ou sociof́ısica) se aproxima mais da

ciência idealizada por Asimov. Por mais improvável que pareça ser, nos últimos

anos tem surgido leis “f́ısicas” sobre o comportamento humano [3]. Os esforços

para se chegar a essas leis fazem parte de uma tradição antiga. Na verdade, a

ideia de uma modelagem “f́ısica” para problemas sociais é até mais antiga do
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Dinâmicas de opinião em redes complexas 12

que a própria f́ısica estat́ıstica. Nomes como Hobbes, Laplace, Comte, Stuart

Mill fizeram incursões nessa área [3, 4].

Em 1831, o astrônomo belga Adolphe Quetelet, considerado o fundador

do que chamamos hoje de sociof́ısica [5], publicou o trabalho Physique so-

ciale [6], uma tentativa de encontrar “leis da sociedade” análogas às leis

de Newton. Nesse trabalho, Quetelet traça analogias diretas entre a ordem

apresentada pelo sistema solar com a ordem observada na sociedade. Quetelet

intenta mostrar que o estudo da sociedade pode ser feito com regras baseadas

nas leis da astronomia. O trabalho de Quetelet foi bastante importante na

época, tendo influenciado nomes como Karl Marx [4]. Foi também uma

influência para que Henry Thomas Buckle, historiador inglês, publicasse sua

obra História da Civilização na Inglaterra [7] em 1857.

O livro História da Civilização na Inglaterra ajudou a moldar o

pensamento dos intelectuais ingleses no século XIX. Nesta obra, Buckle se

aprofunda em vários exemplos que também foram estudados por Quetelet,

como taxas de natalidade e mortalidade, estat́ısticas de crime, suićıdio,

casamento, etc. Surpreendentemente um dos primeiros leitores do trabalho

de Buckle foi James Clerk Maxwell. Nos seus estudos sobre gases, cujos

constituintes são moléculas em constante colisão umas com as outras, Maxwell

reconheceu certas similaridades com os problemas analisados por Buckle [8, 4]:

“those uniformities which we observe in our experiments with quantities

of matter containing millions of millions of molecules are uniformities

of the same kind as those explained by Laplace and wondered at by

Buckle arising from the slumping together of multitudes of causes each

of which is by no means uniform with the others”.

Os trabalhos de Maxwell sobre a distribuição de velocidades de um

gás foram aprofundados e colocados dentro de um arcabouço maior, que

hoje chamamos de mecânica estat́ıstica, por Ludwig Boltzmann em 1872.

Boltzmann também fez analogias entre as part́ıculas que eram o objeto de seu

estudo e os indiv́ıduos nas pesquisas sociais que fundamentavam o trabalho de

Buckle [9, 4]:

“The molecules are like to many individuals, having the most various

states of motion, and the properties of gases only remain unaltered

because the number of these molecules which on the average have a

given state of motion is constant”.

Mesmo que o tópico não seja nenhuma novidade para a comunidade f́ısica,

somente nos últimos anos o ferramental da f́ısica estat́ıstica passou de uma
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Dinâmicas de opinião em redes complexas 13

possibilidade quase filosófica para uma alternativa real de se estudar problemas

de sociof́ısica, com um número crescente de pesquisadores na área [3]. Esta

tese, se encaixa dentro deste cenário: através de uma abordagem de f́ısica

estat́ıstica, exploramos alguns mecanismos de interação em sistemas compostos

de “agentes sociais” que se relacionam através de redes com topologia aleatória

e que dão origem a comportamentos emergentes e auto-organização.

A estrutura da tese A tese está organizada em torno de quatro problemas

distintos que desenvolvemos ao longo do doutorado. Esses trabalhos são

auto-contidos e de certa forma independentes. Organizamos a tese de tal

forma que pudesse haver uma conexão entre eles, e para que o texto como um

todo tivesse coerência. Ainda assim, pode-se lê-los separadamente. Em outras

palavras, cada caṕıtulo tem uma pergunta diferente a ser respondida, buscando

sempre a validação emṕırica dos resultados teóricos e computacionais.

Apesar disso, há uma unidade na tese, há conceitos e metodologias que

permeiam todo o texto. Primeiro, o contexto da pesquisa tem um enfoque

em problemas sociais, onde os constituintes do sistema são pessoas. Segundo,

temos a aplicação de conceitos de f́ısica estat́ıstica e por fim, usamos o

computador como principal ferramenta, através de simulações computacionais.

O tema principal da tese está vinculado a “dinâmicas de opinião”: como as

interações entre as pessoas moldam as preferências e o posicionamento dos

indiv́ıduos em relação a alguma questão.

Posto isso, vamos desenvolver os conceitos e ideias mais gerais, bem como

parte da metodologia empregada, no Cap. 2, Introdução. A utilização de redes

complexas, por exemplo, está presente ao longo de todo texto e por isso esse

tópico merece ser detalhado a parte, como faremos no Cap. 2. Outros tópicos

como modelos de agentes, correlações de longo alcance e transições de fase

também serão apresentados no Cap. 2. Por outro lado, cada caṕıtulo faz uso

de certos conceitos e ferramentas espećıficos, que são aplicados principalmente

no problema que está em foco, e são menos usados em outras partes da tese,

por esse motivo serão desenvolvidos a medida em que eles sejam necessários.

No primeiro trabalho, apresentado no Cap. 3, Correlações em redes

complexas é respondida a seguinte questão básica sobre propriedades da

rede que podem ter impacto sobre os processos de propagação: quais são os

valores t́ıpicos das distâncias, coeficiente de aglomeração e outras grandezas

estruturais da rede, quando considerado o ensemble de redes aleatórias com

uma assortatividade fixa? Esse caṕıtulo é baseado no artigo da Ref. [10].

No segundo trabalho, investigamos os padrões que surgem na avaliação

de filmes, considerando como fonte o IMDb (Internet Movie Database). Este
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Dinâmicas de opinião em redes complexas 14

trabalho é exposto no Cap. 4, Padrões estat́ısticos na avaliação de produtos.

Encontramos que a distribuição de votos apresenta um comportamento livre

de escala com um expoente muito próximo de 3/2. Curiosamente, esse padrão

é robusto, independente de atributos dos filmes como nota média, idade ou

gênero. A análise emṕırica aponta para um mecanismo de propagação de

adoções simples, que gera uma dinâmica de avalanches de campo médio.

No terceiro trabalho, apresentado no Cap. 5, Implicações da regra da

pluralidade em situações com múltiplas opções, abordamos o problema de

múltiplas escolhas por meio de um modelo que inclui a possibilidade de

indecisão e onde as escolhas dos indiv́ıduos evoluem segundo uma regra

de pluralidade. Mostramos que essa dinâmica em redes com a propriedade

de mundo pequeno produz diferentes estados estacionários reaĺısticos, que

dependem do número de alternativas e da distribuição de graus: consenso,

distribuição de adoções larga similar à reais e situações onde a indecisão

predomina, quando o número de alternativas é suficientemente grande.

Por último, no Cap. 6, Modelo não consensual com opiniões cont́ınuas,

investigamos o surgimento de posições extremas na sociedade, mediante

levantamentos em uma ampla gama de questões. O aumento de atitudes

extremas tem como precursor uma relação não linear entre a fração de

extremistas e a de moderados. Propomos um modelo, com regras de ativação

baseadas na teimosia dos indiv́ıduos, que permite interpretar o ińıcio da não

linearidade em termos de uma transição abrupta do tipo percolação de ativação

onde acontecem cascatas de extremismo. Este trabalho foi desenvolvido

parcialmente durante um peŕıodo de doutorado sandúıche no Levich Institute

of New York, onde fui co-orientado pelo Prof. Hernán Makse e pode ser

encontrado na Ref. [11].

Essa não é uma tese em f́ısica teórica, também não é uma tese de

f́ısica experimental. Trabalhamos numa espécie de interface entre esses dois

ramos, onde o computador é a principal ferramenta. De fato, essa é uma nova

vertente da f́ısica, que damos o nome de f́ısica computacional. Junto com os

dois ramos tradicionais da f́ısica, integra-se a f́ısica computacional como uma

maneira adicional de se fazer f́ısica e compreender a natureza. Como uma

tese de f́ısica computacional esse texto tem algumas particularidades, o leitor

vai perceber que há menos equações e mais gráficos que em uma tese de f́ısica

teórica, por exemplo. O campo de especialização é sistemas complexos, subárea

da f́ısica estat́ıstica. Uma carateŕıstica marcante de sistemas complexos é a

interdisciplinaridade; além dos temas estudados nesta tese, redes e dinâmicas

de opinião, também estão dentro do escopo dos sistemas complexos temas como
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lingúıstica, ecologia, geof́ısica, ecologia e trânsito [3, 12].
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2
Introdução

2.1
Redes complexas

Existem muitos sistemas de interesse f́ısico, tecnológico e social que

podem ser modelados com redes ou grafos. Exemplos t́ıpicos são a internet,

as cadeias alimentares e as redes sociais online. A definição mais simples para

uma rede é um conjunto de pontos (vértices ou nós) conectados por linhas.

As redes podem ser uma representação útil de sistemas compostos por muitos

elementos que interagem entre si, os componentes do sistema são representados

pelos pontos e as conexões entre os elementos são representadas pelas linhas.

A estrutura de tais redes pode ter um grande efeito sobre o

comportamento do sistema como um todo. Por exemplo, as conexões entre

computadores na internet afetam como os dados são transmitidos. Em uma

rede social cada śıtio representa uma pessoa ou grupo de pessoas, e as ligações

representam alguma forma de interação entre elas. As conexões em redes

sociais influenciam como as pessoas aprendem, formam suas opiniões e até

contaminam umas às outras numa epidemia. A menos que saibamos alguma

informação a respeito da estrutura dessas redes, não podemos ter a esperança

de entender como os sistemas correspondentes funcionam.

Tradicionalmente, o estudo de redes sociais (e tecnológicas) é feito usando

a modelagem do grafo aleatório, conhecido como grafo de Erdős e Rényi:

considera-se uma rede com N nós, onde cada par de nós está conectado

independentemente com uma certa probabilidade p. Esse paradigma começou

a mudar com o trabalho publicado na revista Nature em 1998 por Watts e

Strogatz [13] sobre redes de mundo pequeno, e com o trabalho de Barabási

e Albert publicado na revista Science [14] um ano depois sobre redes livres

de escala. Uma rede complexa é um grafo com propriedades topológicas não

triviais, e as redes estudadas nos trabalhos supracitados se encaixam nesta

classificação. A partir dáı o número de publicações em revistas de f́ısica sobre

redes complexas disparou, passando a ser um dos tópicos mais populares na

mecânica estat́ıstica. A Fig. 2.1 mostra o número de artigos publicados no

ArXiv na categoria “Physics” com as palavras “complex networks”, o gráfico

mostra o surgimento desse novo tópico e sua crescente popularidade nos anos

posteriores às publicações mencionadas acima.
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Figura 2.1: Número de artigos publicados no ArXiv dentro da categoria
“Physics”, contendo as palavras “complex networks”. Os dados desse gráfico
foram coletados usando a ferramenta Bookworm do site http://arxiv.

culturomics.org

Percebeu-se, no final dos anos 90, que o grafo de Erdős e Rényi não

descrevia de maneira satisfatória muitas das propriedades das redes reais (nesse

momento, as informações a respeito de tais redes eram muito maiores), por isso

novos modelos foram, e continuam sendo, propostos como alternativa.

O número de ligações de cada nó, i.e., o número de vizinhos, é chamado

de conectividade, ou grau. Existe uma variabilidade no número de ligações de

cada vértice, que é quantificada por uma função chamada de distribuição de

conectividade (ou de graus) P pkq, essa função nos dá a probabilidade de que

um vértice da rede, escolhido ao acaso, tenha exatamente k ligações. Uma das

caracteŕısticas mais marcantes das redes reais é a distribuição de conectividade.

No grafo de Erdős e Rényi, como veremos na sequência, a distribuição de

conectividade segue uma distribuição de Poisson e o que se observa em muitas

redes reais são distribuições largas, na forma de lei de potência. O modelo

de Barabási ficou muito famoso justamente por propor um mecanismo de

construção da rede que produz uma distribuição de conectividade mais realista.

O conjunto tk
1

, k
2

, k
3

, . . .u dos graus de cada um dos vértices é chamado

de sequência de graus e contem basicamente a mesma informação que a

distribuição de conectividade. Vale dizer, que o conhecimento da distribuição

de conectividade ou da sequência de graus não garante o conhecimento da

estrutura total da rede, i.e., redes diferentes podem ter a mesma sequência de

graus [15].

De maneira geral, ligações entre os vértices podem ter uma direção, i.e.,

uma ligação aponta de um vértice para o outro. Neste caso dizemos que a
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rede é direcionada (ou orientada). Também podemos ter casos onde as ligações

têm um peso. Por exemplo, ligações na internet poderiam ter um peso que

representaria a quantidade de dados que passam por uma ligação. Além disso,

algumas redes podem apresentar ligações múltiplas, onde há mais de uma

ligação entre dois vértices, e até autoligações, (self-loops em inglês) onde um

vértice está ligado com ele mesmo [15]. Aqui, vamos considerar grafos simples,

i.e., sem ligações multiplas ou autoligações. Também consideraremos redes não

direcionadas e ligações sem peso.

Uma das formas de se representar matematicamente uma rede é através

da matriz de adjacência A, que para uma rede simples, é definida como

Aij “

#
1 se existe uma ligação entre os śıtios i e j

0 caso contrário.
(2-1)

A matriz de adjacência permite calcular o grau ki do śıtio i por meio das

equações

ki “

ÿ

j

Aij “

ÿ

j

Aji, dáı xky “

1

N

ÿ

i

ki “

1

N

ÿ

ij

Aij. (2-2)

Como o somatório de ki em todos os śıtios da rede é igual a 2M , também

podemos usar a matriz A para calcular o número de ligações da rede,

M “

1

2

ÿ

i

ki “

1

2

ÿ

ij

Aij. (2-3)

Grafo de Erdős e Rényi Há duas maneiras equivalentes de se definir o grafo

de Erdős e Rényi. Uma delas, que chamaremos de modelo GpM,Nq, é fixando

o número de vértices N e o número de ligações M : tomamos N vértices e

colocamos M ligações, ao acaso, entre eles, ou seja, escolhemos M pares de

vértices aleatoriamente de todos os posśıveis pares e os conectamos com uma

ligação. A conectividade média do grafo resultante é dada por xky “ 2M{N .

A outra maneira é fixar a probabilidade de conexão entre os vértices.

Definimos uma rede comN vértices e conectamos cada par de śıtios, de maneira

independente, com probabilidade p. Essa formulação é conhecida como modelo

GpN, pq. Nessa formulação, a conectividade média é dada pela equação

xky “ pN ´ 1qp, (2-4)

ou seja, o número esperado de ligações de um vértice é igual à probabilidade

de conexão entre esse vértice e outro vértice da rede vezes o número N ´ 1 de

outros vértices. No modelo GpN, pq alguns cálculos são mais tratáveis, como o

cálculo de P pkq. Um vértice i da rede é ligado de maneira independente com
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probabilidade p com os outros N´1 vértices da rede. Portanto, a probabilidade

do śıtio i estar conectado com outros k vértices em particular e não estar

conectado com nenhum outro é pkp1 ´ pq

N´1´k. Temos
`
N´1

k

˘
maneiras de

se escolher k outros vértices dos N ´ 1 dispońıveis. Consequentemente, a

probabilidade do śıtio i estar conectado com exatamente k outros śıtios é dada

por
P pkq “

ˆ
N ´ 1

k

˙
pkp1 ´ pq

N´1´k, (2-5)

ou seja, o modelo GpN, pq tem distribuição de conectividade binomial. Em

problemas de dinâmica social podemos considerar que o número de śıtios N ,

que irá representar o número total da população, é grande. Além disso, em

muitas redes sociais reais a conectividade média é independente do tamanho

da rede [15], ou posto de outra forma: o número t́ıpico de amigos de uma

pessoa não depende de maneira significativa do tamanho total da população.

Dadas essas observações, podemos simplificar a Eq. 2-5. No limite de N Ñ 8,

p “ xky {pN ´ 1q tende a um valor pequeno, o que justifica escrever,

lnrp1 ´ pq

N´1´k
s “ pN ´ 1 ´ kq ln

ˆ
1 ´

xky

N ´ 1

˙

» ´pN ´ 1 ´ kq

xky

N ´ 1
» ´ xky . (2-6)

Na equação acima expandimos o logaritmo em série de Taylor e tomamos a

exponencial dos dois lados. Como resultado temos que p1 ´ pq

N´1´k
“ e´xky.

Para N grande, obtemos
ˆ
N ´ 1

k

˙
“

pN ´ 1q!

pN ´ 1 ´ kq!k!
»

pN ´ 1q

k

k!
(2-7)

e, com isso, a Eq. 2-5, fica

P pkq “

pN ´ 1q

k

k!
pke´xky

“

pN ´ 1q

k

k!

ˆ
xky

N ´ 1

˙k

e´xky

“ e´xky

xky

k

k!
. (2-8)

Vemos então que o modelo GpN, pq tem distribuição de conectividade de

Poisson no limite de N Ñ 8. A maior parte dos nós tem a mesma

conectividade, igual a xky, e conectividades mais altas, ou mais baixas, têm

probabilidade consideravelmente menor. A Fig. 2.2, mostra a distribuição

resultante do modelo GpN,Mq para uma simulação com N “ 105 śıtios e

diferentes conectividades médias.
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Figura 2.2: (a) Distribuição de conectividade para o grafo de Erdős e Rényi.
Na figura é mostrado pontos resultantes de uma simulação com uma rede
de tamanho N “ 105 e diferentes valores de xky. As linhas foram calculadas a
partir da distribuição de Poisson, Eq. 2-8 e conectando os pontos. (b) Fração de
śıtios s pertencentes à maior componente para redes de ER, a linha pontilhada
é a solução da Eq. 2-9, os pontos são resultados de simulação para uma rede
de ER de tamanho N “ 105.

Componentes Um caminho em uma rede é definido como uma sequência de

vértices tal que cada par de vértices nessa sequência está conectado por uma

ligação da rede. No grafo de ER pode não existir um caminho entre cada par

de vértices da rede, já que as ligações são feitas de maneira aleatória. Nessa

situação dizemos que a rede é desconectada. No caso oposto, onde existe um

caminho entre cada um dos pares de śıtios, a rede é dita conectada.

Cada subgrupo de śıtios conectados é chamado de componente. De

maneira formal: uma componente é um subconjunto de vértices da rede tal que

existe pelo menos um caminho de cada membro do subconjunto para todos os

outros membros, e tal que nenhum outro vértice da rede pode ser adicionado

ao subconjunto sem que seja violada essa propriedade [15].

Vamos considerar dois casos limites da formulação GpN, pq. Se p “ 0

não existe nenhuma ligação e a rede é totalmente desconectada, ou seja, cada

vértice é uma componente e a rede tem, portanto, N componentes, todas

com um único vértice. No outro extremo, se p “ 1, cada ligação posśıvel

está presente, e cada um dos vértices está conectado com todos os outros.

Portanto, todos os vértices da rede fazem parte de uma só componente. Note

o seguinte: enquanto no primeiro caso, para p “ 0, a maior componente S tem

tamanho 1, no segundo caso, para p “ 1, o tamanho da maior componente

tem o mesmo tamanho da rede N . A diferença qualitativa crucial é que no

primeiro caso o tamanho da maior componente é independente do tamanho

da rede. No segundo caso, S é proporcional a N e, se aumentarmos o valor de

N , a maior componente vai acompanhar o crescimento da rede. Neste último
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caso, podemos dizer que S é uma grandeza extensiva.

Em modelos de opinião é pertinente termos uma componente que cobre a

maior parte da rede. Consequentemente, é importante entender como acontece

a transição entre os dois regimes acima. Começando de p “ 0 e gradualmente

aumentando o valor de p, e consequentemente de xky, o tamanho da maior

componente passa por uma transição de fase; de um tamanho constante

(independente de N) para um tamanho extensivo. A transição ocorre para

o valor xky “ 1.

Uma componente da rede que cresce em proporção ao número de śıtios

é chamada de componente gigante. No limite N Ñ 8 é posśıvel calcular S

exatamente para a rede de ER. Pode-se mostrar que a fração s de vértices

que pertencem à maior componente do grafo de ER pode ser computada pela

equação

s “ 1 ´ e´xkys. (2-9)

A Eq. 2-9 não apresenta uma solução fechada, mas podemos entender o

comportamento de s através de uma solução gráfica, ou iterando a equação no

computador. Na figura 2.2b, mostramos o resultado dessa iteração, e também

o resultado de simulações para uma rede de ER de tamanho N “ 105.

Para valores pequenos de xky, menores que 1, não existe componente

gigante. Aumentando-se gradativamente o valor xky, há o surgimento de uma

componente gigante. Para xky “ 5, s já ocupa mais de 99% da rede.

Rede de Barabási e Albert Como foi mencionado acima, muitas redes reais

têm uma distribuição de graus que se desvia da distribuição homogênea do

grafo de ER, boa parte delas tem distribuição P pkq com lei de potência,

comumente referidas como redes livres de escala.

Em 1999, Barabási e Albert estudaram os mecanismos que poderiam

ser a origem desse tipo de distribuição. Ao contrário do grafo de ER, onde o

número N de nós é fixo, a rede de Barabási é um modelo de rede onde nós são

continuamente adicionados. Esse primeiro mecanismo é baseado no argumento

de que redes reais não são estáticas, mas estão em constante crescimento [16].

O segundo mecanismo é conhecido como anexação preferencial (preferential

attachment em inglês); a probabilidade de que dois śıtios estejam conectados

não é uniforme e independente da conectividade dos śıtios. No modelo de

Barabási, leva-se o grau do śıtio em consideração, de tal forma que vértices

que tenham maior grau, têm maior chance de receber uma nova ligação.

Implementa-se o modelo de Barabási da seguinte maneira: começamos com

um número pequeno (m
0

) de nós e a cada passo de tempo é adicionado um
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novo śıtio que se conecta com outros śıtios já presentes na rede, através de

m(§ m
0

) ligações. A probabilidade ⇧ de que um novo nó se conecte a um

vértice i já existente é proporcional ao grau ki do śıtio i, ou seja

⇧pkiq “

ki∞
j kj

. (2-10)

Após t passos de tempo da iteração da receita acima temos uma rede com

N “ t ` m
0

śıtios e M “ mt ligações. Na Fig. 2.3, mostramos a distribuição

resultante de uma simulação da rede de Barábasi com N “ 106 śıtios, para

diferentes valores do parâmetro m. A distribuição de graus P pkq segue uma

lei de potência com expoente � “ 3. Note que o expoente não depende do

parâmetro m.
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Figura 2.3: Distribuição de conectividade para simulações do modelo de
Barabási (a) e do modelo de Price (b). Na figura (a) usamos uma rede de
tamanho N “ 106 e diferentes valores de m. A linha pontilhada com inclinação
-3 é apresentada para comparação. Na figura (b), escolhemos o valor do
parâmetro A de tal forma a ajustar o valor dos expoentes mostrados na figura,
usamos uma rede de N “ 107 e m “ 2.

Existem algumas abordagens anaĺıticas para estudar o modelo de

Barábasi (e outros modelos semelhantes), sendo as principais: a teoria cont́ınua

proposta no trabalho original de Barabási e Albert [14], a abordagem através

de equações mestras [17] e a abordagem mediante uma equação para a taxa

[18]. Os resultados desses diferentes métodos são equivalentes na maior parte

dos casos. Aqui vamos seguir a solução introduzida por Barabási.

Sendo um modelo dinâmico, vamos começar calculando a dependência de

ki (grau do śıtio i) com o tempo. Sempre que um novo śıtio se conecta ao śıtio

i, o valor de ki aumenta. A probabilidade de ocorrência desse evento é ⇧pkiq.

Vamos fazer a aproximação de que ki é uma variável cont́ınua (dáı o nome

desse método). Sendo assim, a taxa com a qual ki aumenta é proporcional a

⇧pkiq e, portanto, ki satisfaz a seguinte equação
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Bki
Bt

“ m⇧pkiq “ m
ki∞N´1

j“1

kj
. (2-11)

A soma do denominador inclui todos os nós com exceção dos śıtios que

acabaram de ser adicionamos. Supondo que no instante de tempo considerado

já foram adicionados muitos śıtios no sistema, podemos escrever
∞

j kj “

2M ´ m “ 2mt ´ m « 2mt. Com isso, a Eq. 2-11 toma a forma

Bki
Bt

“

ki
2t
. (2-12)

A solução da equação acima é obtida utilizando a condição inicial kiptiq “ m,

ou seja, no instante de tempo ti quando o nó i é introduzido na rede, sua

conectividade é m e, consequentemente

kiptq “ m

ˆ
t

ti

˙�

, com � “

1

2
. (2-13)

A expressão acima diz que o grau de todos os nós evolue seguindo uma lei de

potência.

A probabilidade de que um śıtio com grau kiptq seja menor que k,

P pkiptq † kq, pode ser escrita, usando a Eq. 2-13, como

P pkiptq † kq “ P

ˆ
ti °

m1{�t

k1{�

˙
. (2-14)

Como a cada passo de tempo introduzimos um śıtio na rede, a densidade de

probabilidade de ti é constante e dada por

P ptiq “

1

m
0

` t
“ constante. (2-15)

Substituindo a equação acima na Eq. 2-14, obtemos o resultado

P

ˆ
ti °

m1{�t

k1{�

˙
“ 1 ´

m1{�t

k1{�
pt ` m

0

q

, (2-16)

onde também usamos que P pti ° t1

q`P pti † t1

q “ 1 e P pti † t1

q “

≥t1

0

P ptiqdti.

Com o resultado da Eq. 2-16, podemos obter a distribuição de graus

P pkq “

BP pkiptq † kq

Bk
“

2m1{�t

m
0

` t

1

k1{�`1

. (2-17)

No limite de t Ñ 8, obtemos

P pkq „ 2m1{�k´�, com � “

1

�
` 1 “ 3. (2-18)

A Eq. 2-18 mostra que a rede, apesar de crescer continuamente, atinge uma

distribuição de graus estacionária, i.e., independente do tamanho N . Note

também que o expoente � “ 3 é independente de m, como nos resultados

numéricos (Fig. 2.3).
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A anexação preferencial do modelo de Barabási é também conhecida

como vantagem cumulativa e aparece em outras áreas. Na economia, por

exemplo, a taxa com que as pessoas ganham dinheiro é proporcional à

quantidade de dinheiro que elas já possuem. Vale dizer que nesse caso a

vantagem cumulativa foi usada para explicar alguns dados sobre a distribuição

de riquezas que também seguem uma lei de potência [19]. Traduzindo a

vantagem cumulativa em outros contextos: uma página da internet tem maior

probabilidade de ter um novo link que aponta para ela se a página já

tem muitos links; outro exemplo: um artigo recém publicado tem maior

probabilidade de citar artigos que já são conhecidos e têm muitas citações

do que citar artigos poucos conhecidos e com poucas citações.

Podeŕıamos ter também um modelo de anexação preferencial onde o

número de novas ligações que um śıtio recebe é proporcional ao grau do śıtio

mais uma constante A. Pensando ainda em redes de citações: seria como se uma

fração das novas citações fossem uniformemente distribúıdas entre os artigos

sem que seja levado em consideração o número de citações que o artigo já

tem; a outra parte seria escolhida de acordo com a contagem de citações.

Curiosamente, o modelo acima foi proposto por Derek Price nos anos de 1970

[20]. Nessa situação a probabilidade de anexação ⇧pkiq é dada por

⇧ “

ki ` A

Npxky ` Aq

. (2-19)

É posśıvel mostrar, fazendo uso de equações mestras [15], que com a

probabilidade de anexação acima, a distribuição resultante de graus apresenta

uma cauda em lei de potência

P pkq „ k´�, com � “ 3 `

A

m
, (2-20)

ou seja, ajustando o valor do parâmetro A, podemos construir redes com

distribuição de graus que têm decaimento em lei de potência e expoentes

diferentes de 3. Na Fig. 2.3b, apresentamos o resultado de simulações para

o modelo de Price. Em relação às componentes, vale dizer, que pela natureza

da regra de criação dessas redes dinâmicas, só teremos uma única componente

que engloba toda a rede.

Redes livres de escala têm caracteŕısticas bem diferentes de redes

de ER, enquanto a grande maioria dos vértices tem conectividade baixa,

existe uma cauda na distribuição com vértices que apresentam conectividade

excepcionalmente grande. Esses vértices são chamados de hubs. Por exemplo,

na Fig. 2.3b, para � “ 2, 4, onde a rede tem 107 śıtios, está presente um

vértice com 203725 conexões. Uma observação importante é que muitas redes

reais contêm um número pequeno, mas significante, de hubs. Redes sociais, por
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Dinâmicas de opinião em redes complexas 25

exemplo, frequentemente contêm alguns indiv́ıduos com um número enorme de

amigos; na internet, existem alguns sites com uma quantidade extremamente

grande de links. De fato, a maior parte das redes do mundo real apresentam

distribuição de graus heterogênea, enviesada à direita, com uma cauda de

vértices com grande conectividade. A Tabela 2.1 mostra o valor de � para

algumas redes reais. Os hubs têm um papel importante em muitos modelos

dinâmicos que usam a rede como substrato, inclusive modelos de dinâmica

social.

A distribuição de graus não é a única propriedade interessante de redes

complexas. Na sequência, vamos discutir brevemente e de maneira qualitativa

algumas dessas outras propriedades.

Fenômeno mundo-pequeno Redes sociais, como as consideradas aqui, têm

um grande número de pessoas. No entanto, a distância t́ıpica xLy entre os

indiv́ıduos é relativamente pequena. Esse fenômeno é conhecido como mundo

pequeno (small-world em inglês). Em 2011, foi feita uma estimativa de que a

distância média entre os membros do Facebook é de 4,74 ligações. Essa pesquisa

foi feita pelo time de pesquisadores do Facebook e pode ser encontrada na

Ref. [56]. No ano de 2011, a rede do Facebook contava com 7, 21ˆ106 usuários

ativos e 6, 9 ˆ 109 ligações (ou “amizades”) entre os usuários. A Tabela 2.1

mostra outros exemplos desse fenômeno. O experimento feito em 2011 com

usuários do Facebook pode ser vista como uma versão moderna do famoso

experimento de Milgram que popularizou o conceito de “6 graus de separação”.

Matematicamente, o fenômeno de mundo pequeno significa um crescimento

lento entre a menor distância média xLy entre śıtios e o tamanho da rede. A

maior parte das redes reais, e também as artificiais, exibem essa caracteŕıstica

de mundo pequeno. No grafo de ER, por exemplo, temos que xLy „ logpNq.

Transitividade A transitividade é outra propriedade marcante das redes

sociais. Podemos definir relações entre os vértices de uma rede como, por

exemplo, a relação “conectado por uma ligação”. A definição matemática de

relação transitiva é a seguinte: uma relação “˝” é chamada transitiva quando

a ˝ b e b ˝ c juntos implicam que a ˝ c. O primeiro exemplo que vem a mente

é a igualdade, se a “ b e b “ c segue que a “ c. Usando esse conceito de

transitividade, teŕıamos que a relação “conectado por uma ligação” é transitiva

quando um vértice a conectado a um vértice b, e b conectado a um vértice c

implicam que a está conectado ao vértice c. Se todos os śıtios da rede estivessem

conectados por uma ligação, teŕıamos uma rede perfeitamente transitiva. Em
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Rede Tipo N xky s xLy � C r Ref.

Film Actors ND 449.913 113,43 0,980 3,48 2,3 0,20 0,208 [21, 13]

Companing directors ND 7.673 14,44 0,876 4,60 - 0,59 0,276 [22, 23]

Math coauthorship ND 253.339 3,92 0,822 7,57 - 0,15 0,120 [24, 25]

Physics coauthorship ND 52.909 9,27 0,838 6,19 - 0,45 0,363 [26, 27]

Biology coauthorship ND 1.520.251 15,53 0,918 4,92 - 0,088 0,127 [26, 27]

APC D 16706 14,5 0,89 5,63 1,0 0,42 0.23 [27, 28]

S
o
c
i
a
l

Telephone call graph ND 47.000.000 3,16 2,1 [29, 30]

Email messages D 59.812 1,44 0,952 4,95 1,5/2,0 [31]

Email address books D 16.881 3,38 0,590 5,22 - 0,17 0,092 [32]

Student dating ND 573 1,66 0,503 16,01 - 0,005 -0,029 [33]

Sexual contacts ND 2.810 3,2 [34, 35]

www nd.edu D 269.504 5,55 1,000 11,27 2,1/2,4 0,11 -0,067 [36, 37]

www AltaVista D 203.549.046 7,20 0,914 16,18 2,1/2,7 [38]

Citation Network D 783.339 8,57 3,0/- [39]

PGP ND 10680 4,55 1,0 6.77 - 0.38 0.24 [40]

Roget’s Theasauus D 1.022 4,99 0,977 4,87 - 0,13 0,157 [41]

I
n
f
o
r
m
a
ç
ã
o

Word co-occurrence ND 460.902 66,96 1,00 2,7 [42, 43]

Internet ND 10.697 5,98 1,000 3,31 2,5 0,035 -0,189 [44, 45]

Power grid (PGR) ND 4.941 2,67 1,000 18,99 - 0,10 -0,003 [13, 28]

Train routes ND 587 66,79 1,000 2,16 - -0,033 [46]

Software packages D 1.439 1,20 0,998 2,42 1,6/1,4 0,070 -0,016 [47]

Software classes D 1.376 1,61 1,000 5,40 - 0,033 -0,119 [48]

T
e
c
n
o
l
ó
g
i
c
a

Electronic circuits ND 24.097 4,34 1,000 11,05 3,0 0,010 -0,154 [49]

Peer-to-peer (P2P) ND 10876 7,35 1,0 4,43 4.0 0,005 -0.013 [50]

Metabolic network ND 765 9,64 0,996 2,56 2,2 0,090 -0,240 [51]

Potrein interactions ND 2.115 2,12 0,689 6,80 2,4 0,072 -0,156 [52]

Marine food web ND 134 4,46 1,000 2,05 - 0,160 -0,263 [53]

Freshwater food web D 92 10,84 1,000 1,90 - 0,200 -0,326 [54]

B
i
o
l
ó
g
i
c
a

Neural network ND 307 7,68 0,967 3,97 - 0,180 -0,226 [13, 55]

Tabela 2.1: Propriedades básicas de algumas redes reais. São mostradas, o
tipo de rede (direcionada, D, ou não direcionada, ND), o número de śıtios N ,
a conectividade média xky, a fração de śıtios na maior componente s, a menor
distância média xLy, o expoente � (nos casos em que P pkq segue uma lei de
potência), o coeficiente de aglomeração C e a assortatividade. Onde não há
dados dispońıveis, temos entradas em branco. As redes destacadas em cores
serão utilizadas na análise do Cap. 3. A Tabela acima foi adaptada da Ref. [15].

geral isto não ocorre, e as redes são só parcialmente transitivas já que, se a

conhece b e b conhece c, nada garante que a conheça c. De qualquer forma,

é mais provável que um amigo de um amigo meu seja meu amigo do que

alguma pessoa escolhida ao acaso da população. Nesse contexto podeŕıamos

dizer: “amigo de amigo meu é meu amigo também”.

Quantifica-se ńıvel de transitividade de uma rede através do coeficiente

de agrupamento C (clustering coe�cient em inglês). A maneira mais usual

de se definir o coeficiente de agrupamento é baseada na observação de que se

temos um caminho de tamanho 2, e.g., abc, então é verdade que os vértices a

e c têm um vizinho em comum, que nesse caso seria o vértice b. Se abc for um

loop fechado, então a e c são vizinhos também. O coeficiente de agrupamento

pode ser pensado então a fração de pares de pessoas que tem um vizinho em
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comum que são também vizinhos. Traduzindo matematicamente:

C “

3 ˆ # de triângulos

# de trios conectados
(2-21)

Na definição acima um “trio conectado” significa um grupo de 3 vértices abc

com as ligações pa, bq e pb, cq, podendo a ligação pa, cq estar ou não presente.

O fator 3 no numerador vem do fato que cada triângulo é considerado 3 vezes

quando se conta o número de trios conectados. Exemplo: o triângulo abc contém

os trios abc, bca e cab. Se C “ 1, temos uma rede perfeitamente transitiva e,

se C “ 0, não temos nenhum triângulo, o que, de fato, ocorre em alguns

tipos de redes. Por exemplo, numa rede do tipo árvore, como nos modelos de

crescimento que vimos anteriormente, ou numa rede quadrada. Vale dizer que

o valor de C de uma rede social t́ıpica (alguns exemplos também podem ser

encontrados na Tabela 2.1) é bem maior do que o valor de C de um grafo

aleatório com o mesmo número de nós e ligações.

Além de definir o coeficiente de agrupamento para a rede, também

podemos definir uma quantidade similar, o coeficiente de agrupamento local

Ci para um único vértice através da equação

Ci “

# de pares de vizinhos de i que estão conectados entre si

# de pares de vizinhos de i
. (2-22)

O coeficiente de agrupamento local mede a probabilidade de que um par de

amigos do śıtio i sejam também amigos entre si. A média de Ci sobre todos os

śıtios da rede,

C̄ “

1

N

Nÿ

i

Ci, (2-23)

é muitas vezes usada como definição do coeficiente de agrupamento da rede

como um todo. A definição acima foi proposta originalmente no trabalho de

Watts e Strogatz [13].

Assortatividade por carateŕısticas escalares É comum redes sociais

exibirem o que chamamos de assortatividade: uma tendência de vértices

que apresentam caracteŕısticas semelhantes estarem conectados. Por exemplo,

uma pessoa costuma ter amigos com idades próximas à dela; se isso for uma

tendência geral da rede, i.e., se existe uma correlação entre os vértices tal

que vértices vizinhos exibem uma idade próxima, dizemos que a rede exibe

assortatividade por idade.

Uma maneira de se quantificar o ńıvel de assortatividade de uma rede é

através da covariância. Suponha que a quantidade xi seja o valor de alguma

carateŕıstica do vértice i (a idade, por exemplo). Vamos considerar que as

quantidades pxi, xjq estão associadas a vértices i e j conectados por uma
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ligação. Antes de calcular a covariância, vamos definir o valor médio xxye de

xi na extremidade de cada ligação,

xxye “

∞
ij Aijxi∞
ij Aij

“

∞
i kixi∞
i ki

“

1

2M

ÿ

i

kixi. (2-24)

Perceba que xxye é diferente do valor médio de xi sobre vértices. O śımbolo

x...ye denota média sobre ligações. Se o vértice i tem ki vizinhos, esse vértice

estará presente na extremidade de ki ligações e, por essa razão, temos um fator

ki na soma. A covariância de xi e xj sobre ligações é definida como:

covpxi, xjq “

∞
ij Aijpxi ´ xxyeqpxj ´ xxyeq∞

ij Aij

“

1

2M

ÿ

ij

ˆ
Aij ´

kikj
2M

˙
xixj. (2-25)

Nos passos acima usamos a Eq. 2-3 e Eq. 2-24 (veja também o Apêndice A.1).

Teremos uma covariância positiva (assortatividade) se, na média, xi e xj

exibem uma tendência a ter valores próximos (ambos exibem valores altos,

ou ambos exibem valores baixos). Na situação oposta temos uma covariância

negativa. É conveniente normalizar a covariância pelo seu maior valor posśıvel,

assim teremos uma grandeza que varia entre ´1 e `1. Se tivéssemos uma

assortatividade perfeita em todas as ligações da rede, o valor de xi e xj

seriam iguais. Dáı, fazendo xj “ xi na Eq. 2-25, temos o valor máximo para a

covariância

1

2M

ÿ

ij

ˆ
Aij ´

kikj
2M

˙
x2

i “

1

2M

ÿ

ij

ˆ
ki�ij ´

kikj
2M

˙
xixj, (2-26)

normalizando a Eq. 2-25 pela equação acima temos o coeficiente de assortati-

vidade r
r “

∞
ij pAij ´ kikj{2Mqxixj∞
ij pki�ij ´ kikj{2Mqxixj

. (2-27)

Coeficientes deste tipo, onde temos o covariância no numerador e a variância

no denominador, são conhecidos como coeficiente de correlação de Pearson,

que é uma medida da correlação linear [57, 15].

Estamos interessados na assortatividade por grau, mas vale citar que

podeŕıamos ter também correlações envolvendo outras caracteŕıstica dos śıtios,

como idade, renda, etc [15].

Assortatividade por grau A assortatividade por grau, ou correlação

grau-grau é de particular interesse na tese, e será estudada com detalhe no

Cap. 3. Numa rede com correlações grau-grau, os vértices com conectividade
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alta possuem uma tendência a se conectarem com outros vértices que

também exibem uma conectividade alta, e vértices com conectividade baixa

conectam-se preferencialmente com outros vértices com conectividade baixa.

Daqui por diante vamos usar simplesmente redes assortativas para nos referir

as redes que têm assortatividade por grau. No caso oposto, onde vértices

com conectividade alta têm uma inclinação a conectar-se com vértices com

conectividade baixa, e vice-versa, diremos que temos uma rede disassortativa.

Ao contrário de outros atributos de um vértice como idade ou renda,

o grau de um śıtio já é uma propriedade da rede. Esse é um dos motivos

pelos quais a correlação grau-grau é uma propriedade de interesse: temos uma

propriedade da rede, nesse caso o grau, influenciando outra propriedade que

é a posição das ligações. Para quantificar a correlação grau-grau, usaremos

também o coeficiente de Pearson. Neste caso, o atributo xi é a conectividade

ki, assim
covpki, kjq “

1

2M

ÿ

ij

ˆ
Aij ´

kikj
2M

˙
kikj. (2-28)

Normalizando a Eq. 2-28 pela variância temos o coeficiente de assortatividade

de Pearson
r “

∞
ij pAij ´ kikj{2Mq kikj∞

ij pki�ij ´ kikj{2M.q kikj
. (2-29)

A partir da matriz de adjacência A podemos deduzir uma outra relação

importante:

xkn
ye “

∞
ij Aijk

n
i∞

ij Aij

“

∞
i kik

n
i

2M
“

1

xky

∞
i k

n`1

N
“

xkn`1

y

xky

(2-30)

onde x...y denota, como antes, média feita sobre śıtios. Na equação acima

usamos novamente a Eq. 2-3 e xky “ 2M{N . A Eq. 2-30 faz uma conexão

entre as médias de potências da conectividade calculadas em relação a ligações

e em relação aos śıtios. Usando a relação 2-30 podemos reescrever a Eq. 2-29

como (mais detalhes no Apêndice A.1).

r “

xkk1

ye ´ xky

2

e

xk2

ye ´ xky

2

e

, (2-31)

que é a forma mais encontrada na literatura para o coeficiente de

assortatividade. A Tabela 2.1 também inclui o valor da assortatividade para

algumas redes reais. Podemos notar que existe uma propensão de redes

sociais terem um valor positivo para r, enquanto as outras redes apresentam,

tipicamente, valores negativos de r. No Cap. 3 vamos abordar novamente essa

questão.

O tópico de redes complexas é interessante por si só. No entanto, boa parte

da motivação do estudo deste tópico é analisar o papel que as redes complexas
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podem ter em processos dinâmicos, como em modelos de dinâmica social. A

seguir discutiremos algumas das caracteŕısticas mais relevantes desses modelos.

2.2
Sociof́ısica

Ordem e desordem em sistemas sociais Em ciências sociais, o termo in-

fluência social se refere ao fato de que as emoções, opiniões ou comportamentos

de um indiv́ıduo são afetados pelas outras pessoas [58, 59]. É através da

imitação e influência de nossos pares que aprendemos uma linguagem, as

normas pelas quais devemos nos comportar, aprendemos uma cultura, e

desenvolvemos valores. Sem esse mecanismo fundamental, ou seja, se cada

pessoa agisse sozinha, sem levar em conta a opinião ou o comportamento

das outras, nada disso seria posśıvel. Não existiria, por exemplo, nenhum

consenso em relação a uma questão poĺıtica, já que cada um teria seu próprio

posicionamento individual. No entanto, o compartilhamento de opiniões,

cultura e linguagem existem em todos os grupos humanos. Vale dizer que

o que é chamado de consenso, concordância ou uniformidade por cientistas

sociais é chamado de ordem no jargão dos f́ısicos. O termo oposto usado pelos

cientistas sociais, fragmentação ou discordância, é traduzido como desordem

pelos f́ısicos.

A interação entre os agentes tende a torná-los mais semelhantes,

sendo esse o principal ingrediente para que surja a ordem no sistema. A

homogeneidade (total ou parcial) observada em sistemas reais é fruto das

repetidas interações entre os membros da população ao longo do tempo. Há um

comportamento global emergente fruto dessa interação. Na f́ısica, as interações

entre agentes seriam o equivalente às interações ferromagnéticas entre

magnetos. Também podeŕıamos pensar numa interação anti-ferromagnética,

ou seja, que faz com que as pessoas adotem um estado diferente do estado de

seus vizinhos.

Um dos principais objetivos da aplicação da f́ısica estat́ıstica em

problemas de dinâmica social é justamente entender o surgimento das

propriedades globais originadas da interação entre pares de indiv́ıduo, ou seja,

como essas interações podem criar ordem a partir de uma situação inicialmente

desornada. Busca-se , por exemplo, entender os mecanismos fundamentais que

favorecem o consenso, ou o surgimento de uma linguagem, e também quais os

mecanismos que dificultariam esse processo.
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Dinâmicas de opinião em redes complexas 31

Modelagem de sistemas sociais O problema clássico da mecânica estat́ıstica

é inferir o comportamento macroscópico de um sistema a partir de sua

dinâmica microscópica. E esse problema continua presente quando fazemos

a transposição das técnicas da f́ısica estat́ıstica para a sociof́ısica. No entanto,

na sociof́ısica temos um problema adicional. Na mecânica estat́ıstica os

componentes individuais do sistema são entidades “simples”, como átomos

ou moléculas, e sabemos as leis básicas do funcionamento dessas entidades,

também conhecemos exatamente como essas entidades interagem entre si.

Por outro lado, na sociof́ısica, as entidades básicas são seres humanos, e não

temos leis para o funcionamento de seres humanos, e nem existem leis bem

definidas de como devem ser as interações entre eles. Se em algum momento

no futuro viermos a desvendar tais leis, elas seriam, muito provavelmente,

mais complicadas e com mais variáveis do que o comportamento de átomos e

moléculas. Essa é uma cŕıtica comum à modelagem f́ısica de sistemas sociais: os

modelos são simples demais. Felizmente, dentro do escopo de conceitos da f́ısica

estat́ıstica encontra-se a ideia de universalidade: os detalhes microscópicos da

interação entre os elementos do sistema não são fundamentais para se entender

as propriedades emergentes. Algumas poucas caracteŕısticas como simetrias,

dimensionalidade e leis de conservação são relevantes. Sendo assim, sistemas

com interações microscópicas distintas podem exibir o mesmo comportamento

global. Vamos discutir um pouco mais sobre universalidade na Sec. 2.3. A

justificativa para se usar modelos simples segue essa ideia: tentamos incluir no

modelo somente as propriedades mais relevantes dos indiv́ıduos e das interações

entre eles e, a partir dáı, estudamos com as ferramentas da f́ısica estat́ıstica, o

comportamento qualitativo global do sistema.

Ainda assim, há sempre um grande número de detalhes negligenciados

na modelagem de sistemas sociais e muitos fatores são desconhecidos. Pode-se

levar em conta esses detalhes com a inclusão de algum tipo de rúıdo, por

exemplo: a heterogeneidade dos indiv́ıduos pode ser inclúıda através de um

rúıdo independente do tempo nos parâmetros do modelo. Pode-se considerar

também um rúıdo dependente do tempo, assim introduzimos transições

espontâneas entre os estados de um indiv́ıduo [3].

Modelos de opinião Faz parte das nossas vidas tomar algum posicionamento

em relação a uma questão, poĺıtica, por exemplo; ou se posicionar a favor ou

contra um tema polêmico. Também temos, constantemente, que tomar decisões

de compra ou expressar nossa opinião sobre algum bem de consumo ou filme,

ou outro produto cultural. Em geral, não tomamos essas decisões sozinhos, mas

levamos em conta a opinião de pessoas conhecidas, concordando ou discordando
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delas.

Essa dinâmica de concordância/discordância entre pessoas pode ser

bastante complicada, o que reflete o fato, mencionado acima, de que as pessoas

não são entidades simples. A abordagem da f́ısica estat́ıstica nesses casos tem

como objetivo definir quais são os estados (opiniões) dos agentes (pessoas)

e definir também as regras (relações entre as pessoas) que podem levar a

transição entre esses estados (mudanças de opinião).

Quando dizemos “definir os posśıveis estados”, estamos dizendo que a

opinião será representada por uma variável (ou conjunto de variáveis), que no

fundo, são apenas números. Essa abordagem parece redutiva, mas em muitas

situações, temos que escolher entre (ou se posicionar em relação a) um certo

número de alternativas. Podemos ter só duas alternativas, exemplos: contra

ou a favor da redução da maioridade penal; iOS ou Android; assistir ou não

ao novo filme da franquia Exterminador do futuro, etc. Em outras situações

o número de alternativas é maior, o que não necessariamente representa uma

vantagem, já que podemos cair no problema conhecido como sobrecarga de

escolhas, esse tema será discutido no Cap. 5 (o problema de assistir ou não

ao novo filme da franquia Exterminador do futuro será discutido no Cap. 4).

Podemos ter também variáveis cont́ınuas que, nesse caso, representam o ńıvel

de convicção em relação a um tópico (mais sobre isso no Cap. 6). Definidos

os estados do sistema, o desafio é descrever as regras dinâmicas, ou seja, os

mecanismos de interação responsáveis pela mudança entre os estados. Via

de regra, a dinâmica é tal que tende a reduzir a variabilidade de estados

iniciais conduzindo a um consenso, onde todos (ou quase todos) os indiv́ıduos

compartilham da mesma opinião, ou a um estado fragmentado onde existe

coexistência de opiniões.

Considera-se que o modelo proposto Weidlich em 1971 [60] foi o primeiro

modelo de opinião proposto por um f́ısico [3]. Apesar do modelo de Ising (ver

Sec. 2.3) ser anterior ao modelo de Weidlich, sua interpretação como modelo

de opinião é posterior [61, 62].

Nas últimas décadas, os f́ısicos têm trabalhado intensamente nessa área,

e muitos modelos foram propostos. Podemos destacar o modelo do votante, o

modelo da maioria, o modelo de Sznajd e os modelos de confiança delimitada.

Esses modelos serão melhor explorados nos caṕıtulos subsequentes.

Fenômenos de propagação em redes complexas Em modelos de dinâmica

de opinião temos a competição de duas ou mais opções que competem entre

si. As alternativas são equivalentes, no sentido de que têm o mesmo grau de

plausibilidade, de tal forma que um agente pode influenciar o outro, nesse
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sentido as interações são simétricas. Por outro lado, em certos problemas,

como o espalhamento de not́ıcias ou a propagação de adoções, a interação

é assimétrica. Existe um “fluxo de informação” de um agente que tem a

informação para aquele que não tem. Funciona como numa epidemia, onde

uma pessoa transmite a doença para outra. Estamos usando aqui a palavra

“informação” num sentido amplo, podemos também ter a propagação de

atitudes, ou propagação de adoções, etc. Diz-se que os śıtios que já detêm

a informação estão num estado “ativo”.

Há também nessa área, a participação de f́ısicos estat́ısticos. Muitos

modelos propostos por f́ısicos pertencem à classe de modelos de ativação por

limiar (threshold models em inglês): é preciso que uma certa fração mı́nima

dos vizinhos de um śıtio estejam ativos para que ocorra a propagação da

informação. Existem também osmodelos sem limiar : o acesso a informação por

um único vizinho é suficiente para que haja a transmissão da informação de um

agente para outro. Em geral, a pergunta clássica que se quer responder nesse

tipo de problema é: no final da dinâmica, quantas pessoas serão atingidas pela

informação? Ao contrário de situações envolvendo epidemias, aqui considera-se

que, quanto maior esse número, melhor.

O entendimento desses mecanismos de espalhamento pode ter aplicações

práticas, por exemplo, em campanhas de marketing. No Cap. 6, consideraremos

regras de ativação semelhantes a do modelo de ativação de Watts [63] e da

percolação de inicialização [64]. Regras desse tipo também são influentes na

modelagem que usamos no Cap. 4. Embora, de maneira geral, não fazemos uma

distinção ŕıgida dos problemas abordados aqui como pertencendo a uma classe

de modelos ou outra, ou seja, não classificamos os problemas como dinâmica

de opinião ou propagação de informação.

2.3
Correlações de longo alcance e universalidade

Mencionamos acima que em problemas de dinâmica social, uma das

questões mais fundamentais, senão a questão mais fundamental, é compreender

a transição de um estado inicialmente desordenado para uma configuração

ordenada (ou parcialmente ordenada). Esse tipo de transição é super recorrente

na f́ısica estat́ıstica tradicional. Para ilustrar alguns conceitos e ferramentas,

vamos utilizar o modelo de Ising, que é o exemplo paradigmático de sistema

que exibe uma transição ordem-desordem.

Considera-se uma rede regular LˆLˆL onde a cada vértice está associada

uma variável si “ ˘1 que representa o spin de cada átomo. A hamiltoniana

do modelo de Ising (sem campo externo) é [65]
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H “ ´

1

2

ÿ

xi,jy

sisj, (2-32)

onde xi, jy significa que a soma é feita sobre pares de primeiros vizinhos, ou seja,

no modelo de Ising cada elemento do sistema interage diretamente apenas com

seus vizinhos mais próximos. Dito de outra forma: um componente do sistema

não interage diretamente com todos os outros. Por outro lado, uma mudança

no estado de um spin i pode modificar o estado de seu vizinho j, o spin j pode

modificar o estado de um dos seus vizinhos, e assim por diante.

Com isso, mesmo que não haja interação direta entre spins que não são

vizinhos, eles podem estar correlacionados. Medimos a correlação entre spins

separados por uma distância r através da função de correlação definida como

Cpr, tq “ xsiptqsi`rptqy´xsiptqy

2. Pode-se calcular o comprimento de correlação

⇠, que é uma medida do alcance espacial das correlações citadas acima a

partir de Cprq. O comprimento de correlação é uma medida fundamental e

nos diz qual a distância t́ıpica que uma perturbação feita em um componente

do sistema é sentida pelos demais [12].

Já adiantando, o modelo de Ising próximo de uma temperatura cŕıtica Tc

exibe correlações de longo alcance, em que todos os componentes do sistema

estão correlacionados (mesmo que a interação direta entre eles seja local e de

curto alcance). Podemos nos referir ao modelo de Ising próximo de Tc como

um sistema cŕıtico.

Por um lado, correlações de longo alcance vão contra a abordagem

reducionista da f́ısica, em que o modus operandi é isolar e entender o

funcionamento de uma parte do sistema para depois incluir a influência das

outras partes. A abordagem reducionista falha quando considerada no estudo

de sistemas cŕıticos, já que não podemos estudar o comportamento global

partindo da análise separada de suas componentes. Nesse caso é comum dizer

que a soma das partes é diferente do todo.

Felizmente, temos também um lado positivo, as correlações de longo

alcance estão associadas a um prinćıpio fundamental chamado universali-

dade. Esse prinćıpio diz que as caracteŕısticas globais, ou emergentes, de

um sistema são originárias das correlações indiretas entre os elementos do

sistema; correlações tais que estão associadas a todas as escalas de comprimento

internas e não só as interações diretas entre um componente e outro. Com isso,

dois sistemas que aparentemente não têm nenhuma caracteŕıstica em comum,

apresentam o mesmo comportamento global, porque, perto de seus respectivos

pontos cŕıticos, as correlações de longo alcance têm a mesma natureza.

Voltando ao modelo de Ising: como cada spin está disposto em um vértice
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de uma rede regular, a distância entre eles é sempre a mesma. Cada spin si

tem uma direção preferencial, apontando para cima (si “ `1) ou para baixo

(si “ ´1). As interações ferromagnéticas da Eq. 2-32 induzem os spins a

ficarem emparelhados, apontando na mesma direção, e favorecendo a ordem

no sistema. Simultaneamente, o rúıdo térmico introduz flutuações que tendem a

destruir essa ordem. Abaixo da temperatura cŕıtica T † Tc, o sistema apresenta

ilhas de spins apontando na mesma direção. Para fins de discussão, diremos que

o número de spins apontando para cima é igual a n e, portanto, teremos N ´n

spins apontando na direção oposta. A magnetização m “ 1{N
∞

i si é uma

medida da diferença N ´2n entre spins que apontam para cima ou para baixo.

Se T † Tc, uma das direções prevalece, digamos `1, e então mpT q ° 0. Se

aumentarmos a temperatura, o número n diminui ao passo que N´n aumenta;

esses valores se aproximam a medida que aumentamos T , e se tornam iguais em

Tc. Nesse ponto o número de spins que apontam para cima ou para baixo é, em

média, igual a N{2. Para qualquer temperatura acima disso a magnetização é

zero.

Seguindo a ideia da Ref. [12], ilustraremos a universalidade usando outro

sistema f́ısico bem diferente do modelo magnético que acabamos de ver: a

transição de fase que ocorre em um ĺıquido, digamos a água, para ficar

num caso familiar. A interação entre as moléculas da água é descrita pela

Mecânica Quântica, sendo fruto da interação entre cargas elétricas de prótons

e elétrons. Essa interação faz com que as moléculas se atraiam ou se repilam.

Não temos uma estrutura de rede como no modelo de Ising, e as part́ıculas

executam um movimento caótico introduzido pelo rúıdo térmico. No entanto,

existe uma distância t́ıpica entre moléculas vizinhas. Dependo da temperatura,

podemos ter uma fase ĺıquida onde a distância d entre moléculas é pequena

(temperaturas baixas), ou podemos ter uma distância D maior se o sistema

se encontra na fase gasosa (temperaturas altas). É posśıvel ter também a

coexistência de fases em uma certa temperatura. Vamos considerar que o

volume V do sistema é fixo e estamos na temperatura onde temos coexistência.

Nesse caso, se aumentarmos a temperatura, o ĺıquido se expande e d aumenta.

Como estamos supondo que o volume é fixo, a outra distância, D, diminui. A

diferença entre essas distâncias t́ıpicas é quantificada através da diferença de

densidade entre ĺıquido e vapor �⇢ “ ⇢
agua

´⇢
vapor

, que faz o mesmo papel que

a magnetização no modelo de Ising. Se continuarmos o processo de aumentar

a temperatura até chegarmos numa temperatura cŕıtica Tc, a diferença entre

as densidades se anulam. Acima dessa temperatura temos um único fluido, e

não há distinção do que é ĺıquido ou vapor.

As duas descrições acima são praticamente à mesma mudando-se as
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variáveis. Esses sistemas diferentes, a água e o magneto, pertencem a mesma

classe de universalidade e apresentam o mesmo comportamento global. De

maneira expĺıcita, as carateŕısticas importantes para o comportamento global

desses sistemas são: (i) a dimensionalidade do sistema: nos dois casos temos

sistemas em 3 dimensões. (ii) a magnetização m e a diferença entre as

densidades�⇢ são grandezas escalares. (iii) o alcance das interações: em ambos

os casos as interações são de curto alcance. Essas similaridades entre os sistemas

são suficientes para que eles sejam da mesma classe de universalidade. As

semelhanças entre os dois sistemas não é apenas qualitativa: com T tendendo

a Tc, m e �⇢ se anulam de acordo com uma lei de potência pTc ´ T q

� e,

surpreendentemente, o valor do expoente � é o mesmo. Resumindo: os sistemas

(reais ou artificiais) que apresentam as propriedades destacadas acima vão

exibir esse mesmo comportamento. A conclusão é que os detalhes finos do

tipo de interação não são fundamentais e pode-se estudar o comportamento

emergente de sistemas da mesma classe de universalidade de uma só vez.

O lado ruim é que a solução anaĺıtica de sistemas interagentes nem

sempre é posśıvel, salvo algumas excessões. Em uma dimensão podemos

resolver exatamente o modelo de Ising, no entanto, nesse caso, não temos

uma transição de fase propriamente dita. A solução para o modelo em 2D é

bastante sofisticada e foi obtida por Onsager em 1944. Em 3 dimensões não

há uma solução anaĺıtica, mas sabemos, através de simulações computacionais,

que nesse caso, m „ pTc ´ T q

� com � “ 0, 3269 ˘ 0, 0005. Há vários métodos

computacionais para o estudo de sistemas como o modelo de Ising, sendo o

mais famoso deles o algoritmo de Metropolis que discutiremos na sequência.

Algoritmo de Metropolis Para um sistema em equiĺıbrio térmico com um

reservatório a temperatura T , a distribuição de probabilidade para um estado

µ com energia Eµ é dada por

Pµ “

1

Z
e´Eµ{kBT , (2-33)

onde kB é a constante de Boltzmann e a contante de normalização Z “

∞
µ e

´Eµ{kBT é a função de partição [66].

Na dinâmica de Metropolis estados do modelo de Ising são

automaticamente gerados de acordo com a distribuição 2-33. A ideia é gerar

um grande número de estados de acordo com a distribuição de Boltzmann e

a partir desses estados calcular médias das grandezas de interesse como, por

exemplo, a magnetização [67]. Considere que o sistema se encontra num estado

com energia Eµ. Modificamos esse estado fazendo uma perturbação aleatória,

trocando o sinal de um spin. Dessa forma geramos um novo estado com energia
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E⌫ . Esse novo estado será aceito no cálculo das grandezas de interesse com

probabilidade p “ mint1, expp´�E{kBT qu, onde �E “ E⌫ ´ Eµ. Isto é, se

a energia do estado tentativa diminui E⌫ † Eµ, o estado é aceito, estados

com energia E⌫ ° Eµ são aceitos com maior probabilidade quanto maior for

a temperatura. O algoritmo de Metropolis assegura que estados com energia

E⌫ ° Eµ serão gerados com probabilidade menor que aqueles com energia

Eµ por um fator expp´�E{kBT q, como exigido pelos fatores de Boltzmann

correspondentes expp´Eµ{kBT q e expp´E⌫{kBT q [68].

Na simulação do modelo de Ising, temos um ensemble de sistemas

(uma coleção de estados) com a mesma temperatura, mas que é aleatório

em outros aspectos. Grandezas como a magnetização, o calor espećıfico e a

susceptibilidade são amostradas segundo a distribuição de Boltzmann. Vamos

usar essa técnica no Cap. 3 para gerar um ensemble de redes que mantém

uma propriedade estrutural fixa, no caso, a assortatividade da rede. A partir

dáı calcularemos outras grandezas como o coeficiente de aglomeração fazendo

médias sobre o ensemble resultante.

Por fim, vale uma nota sobre efeitos de tamanho finito. Uma transição de

fase só acontece, rigorosamente, no limite termodinâmico, quando o número N

de part́ıculas vai a infinito. Somente no limite N Ñ 8 temos uma verdadeira

divergência nas grandezas termodinâmicas, como a susceptibilidade ou calor

espećıfico [65, 66]. Obviamente sistemas sociais não têm um número infinito

de pessoas, apesar desse número, em geral, ser bastante grande. Ainda assim o

número de pessoas numa população não é nem ao menos próximo do número de

part́ıculas em um sistema costumeiramente estudado pela f́ısica estat́ıstica. A

finitude de N deve ser, portanto, levada em consideração na análise de sistemas

sociais [3]. Via de regra, estudamos os modelos para diversos valores de N e as

vezes inferimos o comportamento do sistema no limite N Ñ 8. Isto nos ajuda

a caracterizar melhor os comportamentos qualitativos do sistema, e a separar

os resultados mais robustos daqueles que são mais dependentes dos detalhes

microscópicos, por exemplo.

2.4
Metodologia

Modelos baseados em agentes Em muitos problemas de dinâmica social

é inviável (ou, pelo menos, muito dif́ıcil) usar a abordagem mais tradicional

da f́ısica, onde descrevemos o sistema através de um conjunto de equações

que são resolvidas numericamente ou analiticamente. Como alternativa para

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1122074/CA
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a resolução de problemas nessa área, encontram-se os modelos baseados em

agentes (ABM) que, na tese, foi uma das principais ferramentas utilizadas.

Nesse tipo de modelagem o sistema é composto por uma coleção de agen-

tes : entidades independentes que tomam “decisões” baseadas em determinadas

regras [69]. Em alguns contextos, o termo “atores” também é usado. Outros

ingredientes comuns na ABM são: a inclusão de processos adaptativos ou

“aprendizado” por parte dos agentes e a interação dos agentes com um

ambiente.

A origem da ABM pode ser atribúıda a introdução dos autômatos

celulares feita por Von Neumann e Ulam na década de 1940. Vale destacar,

como um dos exemplos mais clássico de ABM, o jogo da vida de Conway [70].

Algoritmos análogos são populares no estudo de populações em biologia.

Aplicações da ABM podem ser encontradas em economia, ciências sociais,

biologia e inteligência artificial. Nos dias de hoje a modelagem baseada

em agentes adquiriram um papel fundamental na modelagem de sistemas

complexos. Nos nossos problemas, o estado interno dos agentes representa

opiniões e as regras de tomada de decisão correspondem às interações sociais.

O foco não é nas caracteŕısticas de cada indiv́ıduo em espećıfico, mas em

propriedades globais que são calculadas realizando uma média sobre o estado

de toda a população de agentes.

Análise de dados Sendo a f́ısica uma ciência experimental, um passo

crucial dentro de qualquer estudo, inclusive o estudo de sistemas sociais, é

a comparação dos resultados teóricos com dados emṕıricos. Talvez ainda mais

nesse caso. Como foi discutido, não existem “primeiros prinćıpios” quando o

objeto de estudo são pessoas. Através do confronto com dados reais, validamos

se o comportamento obtido através de um modelo é compat́ıvel com as

tendências observadas em dados reais. Sabemos assim se a modelagem é

plauśıvel e consistente, ou se é preciso adicionar novas variáveis ou modificar o

modelo. Apesar disso, a relação entre modelos teóricos e validação emṕırica é

desbalanceada. Há muitos mais modelos teóricos do que evidências emṕıricas

[3].

Nos dias de hoje, a profusão de redes sociais, e a facilidade que indiv́ıduos

têm de expressar seu posicionamento em relação a diversos temas em diferentes

plataformas podem significar uma mudança nesse paradigma.

Os dados emṕıricos, que coletamos e analisamos na tese, são uma parte

importante do trabalho. Usamos o resultado dessas análises para validar alguns

resultados, como no Cap. 5. Nos caṕıtulos 4 e 6 os dados emṕıricos têm um

papel ainda mais relevante pois o estudo foi diretamente guiado pelos padrões
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que observamos, que serviram como ponto de partida.

Além de fazer uso de dados de pesquisa de opinião, utilizamos também

um web crawler para coleta de dados. De forma técnica: um crawler é um

programa que visita sites da internet de maneira automática e sistematizada

[71, 72]. Cada crawler tem um conjunto de regras espećıfico, de acordo com

seu objetivo. Normalmente, iniciamos com uma lista de URLs para serem

visitadas (seeds em inglês). Conforme visita-se essas URLs, identificamos todos

os links (ou os links de interesse) da página e os adicionamos à lista de

URLs a serem visitadas (chamada de crawl frontier em inglês), eventualmente

coletando dados nesse processo. Assim, pode-se visitar recursivamente as

URLs, simultaneamente copiando e salvando as informações das páginas. Essa

técnica foi usada para coletar os dados dos sites Netshoes e GooglePlay que

utilizamos no Cap. 5, e para coletar dados do IMDb utilizados nos Cap. 4 e 6.
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3
Correlações em redes complexas

Correlações podem afetar processos de propagação em redes complexas.

Para analisar seu efeito, é útil construir ensembles de redes que tenham a

restrição de ter um certo valor de uma medida estrutural, tal como a correlação

grau-grau, ou assortativade r, mas que sejam aleatórios em outros aspectos

e que preservem a sequência de graus. Isso pode ser conseguido através

de procedimentos de optimização de Monte Carlo. No entanto, na medida

em que ajustamos o valor de r, outras propriedades da rede podem mudar

concomitantemente.

Então, neste caṕıtulo da tese, analisamos, para o ensemble de redes com

assortatividade r, o impacto dessa grandeza em propriedades tais como a

transitividade, a ramificação e as distâncias caracteŕısticas, que são relevantes

quando investiga-se fenômenos de propagação nessas redes.

A presente análise é realizada para redes com dois tipos de distribuição

de conectividade: distribuições localizadas em torno de um conectividade

t́ıpica (com decaimento exponencial assintótico) e distribuições largas (com

decaimento em lei de potência). Também investigamos efeitos de tamanho.

3.1
Introdução

Redes complexas são substratos reaĺısticos para simular muitos

fenômenos naturais e sociais. Para entendermos a influência da topologia da

rede, primeiramente, podemos considerar diferentes classes de distribuições de

conectividade P pkq. No entanto, para uma dada distribuição de conectividade,

correlações podem dar origem a importantes efeitos, relacionados com a

estrutura da rede, em determinado problema [73–78].

Esses efeitos estruturais podem ter consequências importantes, por

exemplo, correlações podem deslocar o limiar epidêmico [78]. Embora esses

efeitos possam estar ausentes em alguns casos, em outros as correlações não

podem ser desprezadas.

Diversas quantidades podem ser consideradas para caracterizar as

correlações de uma rede. O mais natural seria considerar a distribuição

condicional P pk1

|kq, de que um vértice com k ligações esteja conectado a outro

com conectividade k1. No entanto, histogramas para P pk1

|kq são muito afetados
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por flutuações estat́ısticas, sendo muito ruidosos em redes de tamanho pequeno

e moderado, e, portanto, na prática são raramente usados.

No caso onde o interesse é estudar a correlação entre dois vértices,

pode-se considerar a conectividade média dos primeiros vizinhos de um nó

com conectividade k, k̄nnpkq (em inglês average nearest neighbors degree ou

ANND). Se ANND é uma função crescente de k tem-se uma rede assortativa:

nós têm a propensão de se associar a outros nós com conectividade semelhante;

no caso contrário, onde k̄nnpkq decresce com k, temos uma rede dissortativa:

conexões entre nós com conectividade alta e baixa são favorecidas.

É posśıvel, inclusive, obter o ńıvel de correlações grau-grau de uma rede

usando uma única quantidade escalar através do coeficiente de assortatividade

de Pearson [79]. Portanto, mesmo que algumas variantes tenham sido

definidas na literatura, nós iremos considerar a assortatividade como medida

da tendência de śıtios vizinhos terem conectividade similar (ou diferente).

O coeficiente de assortatividade de Pearson pode ser definido como (veja

Eq. 2-31):

r “

xkk1

ye ´ xky

2

e

xk2

ye ´ xky

2

e

,

onde x¨ ¨ ¨ ye denota média sobre ligações e k e k1 são as conectividades dos

vértices em cada extremidade de uma ligação. Como foi dito no Cap. 2,

valores positivos de r correspondem a redes assortativas e são encontrados

principalmente em redes sociais. Já as redes tecnológicas, de informação e

biológicas são em geral disassortativas, apresentando valores negativos de r. A

Fig. 3.1a mostra uma ilustração de rede assortativa; temos um núcleo denso,

onde os nós com maior conectividade ficam concentrados e em volta desse

núcleo encontram-se os nós com conectividade menor. Uma rede disassortativa

é visualmente bem diferente: a estrutura é parecida a uma “estrela”. A Fig. 3.1b

ilustra este tipo de estrutura, veja que não há uma separação tão grande entre

o núcleo e a periferia da rede como numa rede assortativa.

Sabe-se que o coeficiente de Pearson apresenta alguns inconvenientes,

mas por outro lado é uma quantidade padrão e de uso comum e portanto vale

a pena ser analisada. Além do mais, tem a vantagem de ser uma quantidade

simples, podemos através dela quantificar as correlações com um único número,

e é mais fácil de ser controlada do que grandezas que são funções com mais

variáveis.

Para analisar a influência de correlações, bem como qualquer outra

caracteŕıstica estrutural é útil construir ensembles de redes que mantêm essa

propriedade, e que mantenham fixas a sequência de graus. Como iremos
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Figura 3.1: Exemplos de redes assortativas (a) e disassortativas (b). A rede
assortativa apresenta um núcleo denso, onde os nós com maior conectividade
ficam concentrados e em volta desse núcleo ficam os nós com conectividade
menor. Já a rede disassortativa tem uma estrutura parecida com uma estrela.
As redes foram geradas artificialmente. Essa figura foi adaptada da Ref.[80].

discutir na seção 3.2, este tipo de ensemble pode ser obtido por intermédio

de religações apropriadas entre os nós. As religações são feitas através de um

procedimento padrão de Monte Carlo (MC) para minimizar uma quantidade

semelhante à energia (abordagem do ensemble de máxima entropia), que

seja função da propriedade do grafo que busca-se controlar (r, no nosso

caso) [81–83].

Uma vez que tenhamos ajustado o valor de r, é importante caracterizar

como outras propriedades da rede são alteradas como consequência. Algumas

interdependências entre certas propriedade já foram numericamente mostradas

na literatura, tanto para redes reais quanto para grafos aleatórios simulados

[82]. Algumas relações anaĺıticas também já foram deduzidas [84–86]. Por causa

do seu papel crucial em problemas de espalhamento [27], vamos focar aqui no

efeito de r sobre (i) as distâncias t́ıpicas entre nós, (ii) sobre a transitividade,

e (iii) sobre a ramificação.

O número de ligações em um caminho que conecta os vértices i e j é

chamado de comprimento desse caminho. Já o comprimento do menor caminho

que conecta os vértices i e j é chamado de distância geodésica dij.

Como uma medida da separação entre os nós da rede, vamos considerar

a distância geodésica média ou menor caminho médio, que é definido pela

expressão [13],
L “

1

NpN ´ 1q

ÿ

i‰j

dij, (3-1)

onde N é o número de śıtios da rede. Um problema com a expressão acima é
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definir qual seria a distância dij se os vértices i e j pertencem a componentes

diferentes, já que nesse caso dij é indefinido. Se considerarmos que dij “ 8,

teŕıamos uma divergência em L. Para evitar esse problema pode-se ignorar os

pares de nós que pertencessem a componentes diferentes [87], ou seja, somente

pares de nós i e j para os quais existe um caminho seriam considerados no

cálculo da Eq. 3-1.

Nos cálculos subsequentes, usaremos a expressão,

L “

∞n
i“1

xLiywi∞n
i“1

wi

com wi “

NipNi ´ 1q

2
(3-2)

e

xLiy “

∞Ni

j,k“1

dkj

NipNi ´ 1q

, (3-3)

onde n é o número de componentes do grafo e Ni é o número de śıtios na

componente i. A Eq. 3-2 é a média de xLiy (distância geodésica média da

componente i) ponderada pelo número de pares de śıtios da componente i. No

caso em que só há uma componente na rede, a Eq. 3-2 se reduz à definição

usual, Eq. 3-1. Alternativamente, para evitar o problema da divergência

na distância entre nós desconectados, nós consideramos o inverso, 1{E, da

grandeza conhecida como eficiência global [88, 89]

E “

1

NpN ´ 1q

ÿ

1§i,j§N
i‰j

1

dij
. (3-4)

A grandeza h “ 1{E representa a média harmônica ao invés da média

aritmética das distâncias geodésicas. Também calculamos o diâmetro D “

maxtdiju.

A transitividade ou coeficiente de agrupamento C será mensurada [90, 23]

através da equação Eq. 2-21,

C “

6n4∞N
i“1

kipki ´ 1q

, (3-5)

onde n4 é o número de triângulos e usamos que o número de trios conectados

da rede é dado por 1{2
∞N

i“1

kipki ´ 1q. Também medimos o valor médio,

C̄, do coeficiente de agrupamento local Ci (veja Eq. 2-22), definido como

Ci “ 2ei{pkipki ´ 1qq, onde ei é o número de conexões entre os vizinhos do

śıtio i [13]. Consideramos Ci “ 0 quando ki “ 0 ou 1.

Outras medidas que surgem da decomposição de r [84] também

serão consideradas. Além de detectar interdependências entre propriedades

estruturais, é também importante saber como essas propriedades dependem

do tamanho do sistema N . Analisaremos essas questões para duas classes

principais de distribuições de grau (Poisson e com decaimento em lei de

potência). Por fim, investigamos sequências de grau de redes reais.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1122074/CA
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3.2
Redes e ensembles

Para cada classe de rede, vamos considerar diferentes valores do tamanho,

N , e da conectividade média, xky, dentro de intervalos reaĺısticos. Como

paradigma da classe de redes com uma distribuição de graus centrada, com

todos os momentos finitos, consideraremos o grafo aleatório de Erdős e Rényi

[91, 16]. Como vimos no Cap. 2, neste modelo, uma rede de N nós é

constrúıda selecionando M pares diferentes de nós ao acaso e conectando

cada par. A distribuição resultante dos graus é uma distribuição de Poisson

P pkq “ e´xky

xky

k
{k!, onde a conectividade média é dada por xky “ 2M{N .

Também analisamos redes do tipo lei de potência, i.e., com P pkq „ k´�,

� ° 2, correspondendo a uma distribuição normalizável, mas onde os momentos

de ordem n • � ´ 1 são divergentes. Constrúımos essas redes usando o

modelo configuracional [92, 15]. Seguindo esse modelo, começamos escolhendo

N números aleatórios k, sorteados a partir de uma distribuição P pkq. Esses

números representam o número de ligações saindo de cada um dos nós. Tais

ligações têm uma extremidade conectada ao nó enquanto a outra ainda é livre.

No próximo passo, duas extremidades abertas são escolhidas e conectadas de

tal maneira que ligações múltiplas são permitidas, enquanto autoligações são

proibidas.

Esse segundo estágio é repetido até que cada nó tenha atingido a

conectividade atribúıda no primeiro passo. Se eventualmente uma ligação tiver

uma extremidade aberta, ela é descartada. Para redes grandes, no entanto,

a fração dessas ligações descartadas é despreźıvel. Para sortear o conjunto

de números k com probabilidade P pkq “ Nk´�, com k
min

§ k § k
max

(e,

portanto, com fator de normalização N “ 1{

∞k
max

k
min

k´�), usamos o método da

transformação inversa [93, 67]. Note que k
max

§ N ´ 1 e k
max

°° k
min

, então

determinamos k
min

para ajustar o valor selecionado de xky (dentro de uma

tolerância de no máximo 1%), tal que

xky “

∞k
max

k
min

k´�`1

∞k
max

k
min

k´�
»

� ´ 1

� ´ 2

k2´�
max

´ k2´�
min

k1´�
max

´ k1´�
min

»

� ´ 1

� ´ 2
k
min

. (3-6)

Vale a pena mencionar que o valor k “ N ´ 1 não é usualmente obtido,

sendo o cut-o↵ natural igual à kc „ N
1

�´1 [94]. Para obter o valor desejado de

r, nós seguimos uma abordagem que usa religamentos entre os nós.

Queremos construir o ensemble de redes {G} como um dado valor de r

(ensemble r), mas que seja aleatório em qualquer outro aspecto, i.e, fazendo o

menor número de suposições posśıvel sobre a distribuição P pGq. Para conseguir

isso, utilizamos o modelo do grafo aleatório exponencial, tal que o conjunto
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de redes {G} tenha distribuição P pGq9e´HpGq, onde HpGq é uma quantidade

do tipo hamiltioniana (ou energia) [81]. Para conseguir um ensemble r, com

r “ r
‹

, consideramos [82]

HpGq “ �|r ´ r
‹

| , (3-7)

onde � é um parâmetro real. O ensemble pode ser simulado usando um

procedimento de MC: a cada passo de tempo, uma tentativa de religamento é

aceita com probabilidade mint1, e´rHpG1
q´HpGqs

u.

Figura 3.2: Ilustração do processo de

religamento. Estão representados os śıtios

(a, b, c e d) e seus primeiros vizinhos.

Cada passo de religamento é

realizado selecionando duas ligações

que conectam os vértices a, b e c,

d, respectivamente, e substituindo

essas ligações por duas novas

que que conectam a, c e b, d,

como ilustrado na Fig. 3.2. Esse

movimento tentativa é equivalente

a trocar o sinal do spin em uma

simulação de Monte Carlo do modelo de Ising. Movimentos que levam a

ligações duplas são proibidas. Note que esse processo preserva o grau de cada

nó [95].

Começamos a simulação tomando � “ 0 (durante no máximo 100 passos

de Monte Carlo (MCS), onde cada MCS corresponde a N tentativas de

religamento). O efeito desse estado é basicamente destruir múltiplas conexões.

Não observamos efeitos de histerese como os encontrados na Ref. [96], onde foi

usado uma hamiltoniana diferente para se controlar o número de triângulos

do grafo. Subsequentemente, o valor de � é aumentado (em incrementos de

�� “ 1000), a cada 50 MCS, até que r se estabilize, tipicamente atingindo

o valor prescrito. Então, as quantidades de interesse são calculadas e todo o

processo é repetido, começando com uma nova sequência de graus. Para redes

com distribuição em lei de potência, observamos que o processo é não ergódico,

e calculamos os valores da média e do desvio padrão sobre 100 realizações

do protocolo descrito acima. Verificamos que a escolha de outras expressões

para HpGq, que também vão a zero em r
‹

, não alteram significativamente os

resultados, mas apenas o tempo de convergência.

3.3
Resultados
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3.3.1
Efeitos de r sobre o coeficiente C

Vamos começar reportando os efeitos de r sobre o coeficiente de

agrupamento C. Para o caso de Poisson, nós mostramos na Fig. 3.3(a) o

comportamento de C como função de r mantendo o número de nós fixos

(N “ 8000) mas para diferentes valores da conectividade média xky.

Os valores de C que surgem são pequenos. A transitividade C cresce

monotonicamente com r, o que é consistente com os resultados da Ref. [82] (a

qual se restringe a r • 0) para esse tipo de rede. Observamos dois regimes com

um crossover em r » 0, 5: um crescimento lento com r abaixo do crossover e

um aumento mais pronunciado na região acima dele.

A existência de dois regimes pode estar relacionada ao caráter assimétrico

de r, o qual não mede assortatividade e disassortatividade da mesma maneira.

Abaixo do crossover, C aumenta linearmente com xky aproximadamente

uma ordem de magnitude dentro do intervalo analisado. Por sua vez, acima

do crossover, C permanece com a mesma ordem de magnitude quando a

conectividade média aumenta, até mesmo para valores pequenos de xky (veja

também o inset da Fig. 3.3(a) onde C é plotado vs xky para valores selecionados

de r). Na Sec. 3.4, vamos discutir essas questões em mais detalhes.

Para o coeficiente de agrupamento local C̄ (não mostrado), nós obtivemos

uma dependência qualitativa com r similar à que observamos para o coeficiente

de agrupamento C. No entanto, o aumento de C̄ com xky é linear para qualquer

valor fixo de r. Na figura Fig. 3.3(b), efeitos de tamanho são exibidos para

xky “ 4, conectividade representativa dos outros valores considerados. A

medida em que o número de śıtios aumenta, C decai como C „ 1{N para

todos os valores de r (como é mostrado no gráfico inserido). Portanto, para

o ensemble r de redes de Poisson, a transitividade é somente um efeito de

tamanho finito e vai a zero no limite de uma rede infinita, com a mesma lei

assintótica C „ 1{N que um grafo aleatório não correlacionado [27, 28].

Para a classe de redes com distribuição em lei de potência, o intervalo de

valores permitidos de r é limitado. Isto é, valores arbitrariamente diferentes de

zero não são atingidos numa realização t́ıpica do protocolo de MC descrito na

Sec. 3.2. Para determinar os valores máximos (mı́nimos) t́ıpicos, r
max

(r
min

),

nós impomos r
‹

“ 1 (-1) e detectamos qual o valor estacionário de r. A

evolução temporal de r para r
‹

“ 1 (-1) é ilustrada na Fig. 3.4(a) para

� “ 3, 5; N “ 5000 e xky » 4. Note os grandes desvios entre os valores

estacionários de diferentes realizações, principalmente para o limite superior.

Nós verificamos que esse quadro não muda através da implementação de outras

definições deHpGq na Eq. (3-7), e.g., �|r´r
‹

|

↵, com ↵ ‰ 1. Os valores extremos
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Figura 3.3: Coeficiente de agrupamento C como função de r para as redes
de Poisson: (a) N “ 8000 e diferentes valores de xky (indicados na figura). O
gráfico mostra um aumento monotônico de C com r. Existem dois regimes:
um ligeiro aumento abaixo de r » 0, 5 e um aumento mais pronunciado acima
desse valor. (b) xky “ 4 e diferentes valores de N , também indicados na figura.
À medida que o número de nós aumenta, C decresce segundo a lei assintótica
C „ 1{N , caracteŕıstica de gráficos aleatórios não correlacionadas. Os erros
padrão são aproximadamente 10%. As linhas pontilhadas são um guia para
os olhos. Os gráficos inseridos mostram C vs xky (a) e N (b) para valores
selecionados de r (-0,6; 0,0; 0,6 e 0,8).

médios (sobre 100 realizações, após 3ˆ104 MCS) são exibidos como função do

tamanho, para diferentes valores de �. Para um tamanho fixo, quanto menor

�, mais estreito é o intervalo de valores permitidos para r. De fato, em redes

-0.5

0.0

0.5

1.0

0 4 8 12 16 20

t (103 MCS)

(a)

r

-1

-0.5

0

0.5
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N

(b)

r m
i
n

,
r m

a
x

� = 2.5
� = 3.0

� = 3.5
� = 4.0

� = 4.5
� = 5.0

Figura 3.4: O intervalo de valores permitidos de r é restrito para a classe de
redes com lei de potência: (a) evolução temporal de r, após definirmos r

‹

“ 1
(-1) a fim de obter r

max

(r
min

), para redes com distribuição de grau em lei de
potência (com � “ 3, 5 e N “ 5000). São mostradas oito amostras individuais
(linhas finas) e suas respectivas médias (linhas grossas). (b) Valores extremos
médios [r

max

(śımbolos abertos) e r
min

(śımbolos cheios), os erros padrão são,
no máximo, 50%] vs o tamanho do sistema N para os diferentes valores de �
indicados na figura. Linhas pontilhadas e tracejadas são guias para os olhos
para r

max

e r
min

, respectivamente. Em todos os casos xky “ 4, 00 ˘ 0, 04. Para
um dado tamanho, o intervalo permitido de r é tão mais estreito quanto menor
for o �.
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restritas a uma dada sequência de graus, podem surgir limitações estruturais

ou correlações negativas [97]. Por exemplo, a exclusão de múltiplas ligações

dificulta a tendência natural de hubs (vértices com grau substancialmente

alto, bem maior que a conectividade média) se conectarem uns aos outros,

dáı diminuindo a assortatividade. A medida em que diminúımos � esse efeito

é cada vez mais pronunciado.

Aqui vale relembrar um comentário que fizemos no Cap. 2.1. Com

exceção das redes sociais, a maior parte das redes apresenta correlações

negativas. Embora as razões para isso não sejam totalmente entendidas, um

dos argumentos é que essa tendência está relacionada com o fato de que boa

parte das redes reais são grafos simples [98]. Redes que têm somente ligações

simples, na ausência de qualquer outro viés, apresentam correlação negativa

porque o número de ligações entre hubs é limitada.

Restaria entender o porquê de redes sociais exibirem valores de r

positivos. Uma das posśıveis explicações é que as redes sociais exibem uma

tendência a se dividir em grupos [99]. Esses grupos são altamente conectados

entre si e praticamente desconectados do restante da rede. Os vértices dos

grupos menores, em geral, possuem conectividade menor do que os vértices

dos grupos maiores. Sendo assim, as pessoas dentro dos grupos menores vão

estar conectadas com outras pessoas que também apresentam conectividade

baixa; e o mesmo acontece no caso das pessoas com conectividade alta. Essa

organização das redes sociais seria a origem dos valores positivos para a

assortavidade. Podemos resumir a discussão dizendo que há uma predisposição

natural das redes reais exibirem correlações negativas pelo fato de serem redes

simples. Por outro lado, as redes sociais desfazem essa predisposição porque

exibem uma tendência de se organizar em grupos [15, 47].

3.3.2
Efeitos de �

Para um � fixo, o intervalo de valores posśıveis de r diminui com o

tamanho do sistema, para � † 3, devido à divergência das flutuações no limite

deN grande [85]. Na ref. [100], uma restrição semelhante também foi observada

para 2 † � † 3, embora ao invés de manter a conectividade média, k
min

foi

mantido constante (k
min

“ 6). Nesse caso foi relatado que ambos os limites,

superior e inferior, tendem para zero, portanto, r Ñ 0 no limite de uma rede

infinita. De fato, observamos que nesse intervalo de � (e.g., � “ 2, 5) ambos os

limites são negativos e à medida que N aumenta, o intervalo permitido colapsa

para um valor negativo que tende a zero. Também notamos essas restrições nos

limites para a correlação quando são considerados valores de � maiores que 3.
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A medida em que o valor de N cresce, o limite inferior também

aumenta tendendo para zero ou, pelo menos, para um valor finito

pequeno. Simultaneamente, o limite superior parece mais estável, porém

seu comportamento assimptótico não é claro mesmo considerando redes com

N ° 105. Lembrando que conforme N aumenta leva cada vez mais tempo para

se atingir o estado estacionário. O intervalo permitido de valores de r é bastante

restrito para redes livres de escala. Contudo, analisamos sistematicamente

casos com � ° 3 (� “ 3, 5; 4, 0 e 4, 5), onde temos segundo momento finito.

Mesmo nesse intervalo de �, o intervalo acesśıvel de r é limitado, procedemos,

portanto, da seguinte forma: se o valor desejado r
‹

não for atingido dentro de

uma tolerância de 10´3, em 2 ˆ 104 MCS, essa instância da rede é descartada

e fazemos um nova tentativa. Se não tivermos pelo menos 100 sucessos em

200 tentativas, o procedimento é interrompido. Alternativamente ao modelo

configuracional, também geramos as redes usando o modelo de anexação

preferencial [16, 17], e obtivemos resultados semelhantes.
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Figura 3.5: Coeficiente de agrupamento C como função de r, como na Fig. 3.3,
mas para as redes com lei de potência com � “ 4, 0: (a) N “ 8000 e diferentes
valores de xky. Na região assortativa, C atinge valores maiores do que para a
classe de Poisson. (b) xky “ 4 e diferentes números de nós N . Note que para as
redes assortativas um grau finito de agrupamento parece persistir para grandes
redes. Os erros padrão chegam a 50% para os valores menores de C. No gráfico
inserido, os valores que estão ausentes são resultado da limitação em atingir
os valores prescritos de r.

Os resultados para a classe de redes com lei de potência com � “ 4, 0

são exibidos na Fig. 3.5. Os erros padrão são maiores para essa classe de redes,

provavelmente devido à variabilidade na cauda das distribuições de nós de

amostra para amostra. Resultados para os outros dois valores de � estudados

(3,5 e 4,5) exibem caracteŕısticas similares ao caso � “ 4, 0 usado como exemplo

representativo, mesmo que o terceiro momento se torne divergente no caso

� “ 4, 0.
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Dois regimes também são observados, com um crossover agora próximo de

r “ 0, mas, por outro lado diferenças qualitativas aparecem em comparação

ao caso de Poisson. C aumenta rapidamente com r, atingindo, para redes

assortativas, valores maiores que para a classe de redes de Poisson. Esses valores

maiores são causados pela inclusão de links entre os hubs, ausentes no caso de

Poisson. Um valor de r
‹

grande faz com que haja uma tendência desses nós se

conectarem, o que contribui não só para o aumento de r como também de C.

Com relação aos efeitos de tamanho finito, abaixo do crossover, os valores de

C são causados ao tamanho finito da rede. No entanto, na região assortativa

(acima do crossover), parece que um grau finito de agrupamento persiste para

redes grandes (veja o gráfico inserido da Fig. 3.5(b)), em contraste com o caso

de Poisson e com a região disassortativa. De fato, note que, quando N aumenta

uma ordem de magnitude, C decresce também uma ordem de magnitude na

região disassortativa, enquanto C permanece da mesma ordem de magnitude

na região assortativa. Mesmo que C vá a zero no limite de uma rede infinita, já

que o decaimento é bastante lento, um coeficiente de agrupamento efetivo pode

permanecer para redes de tamanho moderado/grande. Discutiremos a relação

entre C e r com mais detalhes na Sec. 3.4. Para o coeficiente de agrupamento

local C̄, uma dependência qualitativa similar é observada, mas com valores

menores. Ademais, C̄ aumenta linearmente com xky, no intervalo analisado,

para qualquer valor de r, não somente em redes disassortativas, e C̄ decai com

N para qualquer r. Para r “ 0, C “ C̄ “ pxk2

y ´ xkyq

2

{pNxky

3

q [86], como

esperado.

3.3.3
Efeitos de r sobre as distancias caracteŕısticas

Vamos analisar agora a influência de r em distâncias caracteŕısticas da

rede. A dependência das medidas 1{E, L e D em r é exibida na Fig. 3.6, para

redes de Poisson e lei de potência, com N “ 8000 e xky » 4. 1{E e L têm

valores próximos, sistematicamente deslocados. Numa primeira aproximação,

ambos tipos de rede fornecem resultados similares para 1{E (dáı também para

L), dado um N e xky. No entanto, o diâmetro D é mais dependente do tipo

de rede. Ele é maior e mais fortemente afetado por r no caso homogêneo de

Poisson.

Gráficos para 1{E vs r para diferentes valores de N e xky são mostrados

nas Figs. 3.7 e 3.8 para redes de Poisson e lei de potência, respectivamente. Nos

dois casos, as redes exibem a propriedade de mundo pequeno [13] (até mesmo

menor para redes com lei de potência) com um lento crescimento (logaŕıtmico)

com N e um decrescimento suave com xky (veja os gráficos inseridos das Figs.
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Figura 3.6: Medidas de distância 1{E, L e diâmetro D, como função de r
para redes Poisson (śımbolos abertos) e lei de potência com expoente � “ 4, 0
(śımbolos cheios). Em todos os casos N “ 8000 e xky “ 4, 00˘ 0, 04. O gráfico
inserido é um amplificação do gráfico principal. À primeira vista, para um dado
N e xky, os dois tipos de redes exibem valores similares de 1{E e L. O diâmetro
é mais senśıvel ao tipo de rede e é mais afetado por r no caso de Poisson.
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Figura 3.7: Distância média 1{E como função de r para redes de Poisson: (a)
N “ 8000 e diferentes valores de xky (indicados na figura). As redes apresentam
a propriedade de mundo pequeno. (b) xky “ 4, 00˘0, 04 e diferentes valores de
N (indicados na figura). Os efeitos de r sobre o caminho médio são significativos
apenas para xky pequeno devido à fragmentação da rede.

3.7 e 3.8).

No caso de Poisson, a distancia média não depende significantemente

de r quando xky não é muito pequeno (• 6), como indicado pelos gráficos

relativamente planos na Fig. 3.7(a). Somente para xky pequeno existem

efeitos importantes para correlações assortativas. Por exemplo, para xky » 4

(Fig. 3.7(b)), 1{E aumenta aproximadamente duas unidades de r » 0 para

r » 1, em todos os tamanhos analisados. Este efeito é ainda maior para xky “ 2

onde L aumenta quase por um fator dois no mesmo intervalo de r, como é

mostrado na Fig. 3.7(a) para N “ 8000.
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Figura 3.8: Distância média 1{E como função de r, como na Fig. 3.7, mas
para rede com lei de potência com � “ 4, 0. Neste caso, as distâncias são mais
curtas do que nas redes de Poisson.

3.3.4
Estrutura das componentes

A fim de interpretar melhor esses resultados, nós investigamos a estrutura

das componentes resultantes do processo de religamento. Medimos o tamanho

da maior componente (que iremos chamar de N
1

), o número de componentes

e o tamanho médio de componentes com tamanho maior que 1. Os gráficos

são apresentados na Fig. 3.9 para xky “ 2 e 4. Para xky “ 4, o tamanho

relativo da maior componente (ćırculos) é aproximadamente 0.98 para a maior

parte do intervalo de r, note no entanto que ele decai levemente próximo de

|r| “ 1 (o que é mais evidente para xky “ 2). Conforme xky aumenta, o

número de fragmentos decai rapidamente e o tamanho médio S (triângulos)

tende a unidade, o que significa que somente nós isolados estão desconectados

(lembrando que P p0q “ e´xky). Vemos portanto que o aumento da distância

média relativamente a |r| “ 1, observado para xky pequeno na Fig. 3.7, pode

ser simplesmente um reflexo da fragmentação da rede. Para valores altos da

assortatividade, a rede tende a se fragmentar em grupos de vértices que têm a

mesma conectividade. De mais a mais, para valores de xky aproximadamente

maiores que 1, a análise da percolação para redes de Poisson feitas por Noh [83]

mostra que o tamanho da maior componente é menor para redes assortativas

do que para redes disassortativas e neutras. Entretanto, à medida que xky

aumenta, a fração de vértices que não pertencem ao maior cluster se torna

despreźıvel, mais lentamente quanto maior for a assortividade da rede. Por isso,

no limite de xky grande, a distância média permanece invariante sob mudanças

em r. Assim, os processos de transporte modelados nessas redes podem sofrer

um impacto importante somente quando r é grande e xky pequeno. Quanto

maior for a separação t́ıpica entre os nós, mais lenta é a propagação.

Note que para redes com lei de potência, para N fixo e xky ° 2, existe
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Figura 3.9: Análise de clusters. Gráficos de N
1

{N (onde N
1

{N é o tamanho
do maior cluster) [ćırculos], tamanho médio dos clusters de tamanho finito,
S [quadrados], e número de clusters, n [triângulos], como função de r para
as redes de Poisson com xky “ 2 (śımbolos abertos) e 4 (śımbolos cheios). A
fragmentação da rede observada para altos valores da assortatividade reflete o
agrupamento de vértices com o mesmo grau. A figura mostra os resultados para
N “ 8000. Resultados para tamanhos os N “ 4000, 8000 e 16000 colapsam
em uma curva única (não exibida).

um intervalo de r onde as distâncias são menores no que para redes de Poisson

(Fig. 3.6), e são ainda menores para valores de � menores (não mostrado). Além

do mais, 1{E se torna mais senśıvel ao coeficiente r (gráficos com formato de

sorriso), na região onde esses gráficos são planos em redes de Poisson. Note

também que o valor mı́nimo do caminho médio ocorre para regiões ligeiramente

assortativas (r Á 0), aumentando lentamente com N (Fig. 3.8(b)). A análise

da distribuição de componentes para � “ 4, 0, mostra que para xky • 4,

há somente uma componente, de tamanho N , para todo r. Somente para

xky “ 2, 0, observamos fragmentação com N
1

{N » 0, 7 ´ 0, 8, n{N » 0, 06,

S » 4 para todo N ° 2000 (gráficos não mostrados).

Para o caminho médio L, observamos similaridades qualitativas nos

resultados, embora deslocados para valores levemente maiores, como ilustrado

na Fig. 3.6.

3.3.5
Redes reais

Também aplicamos o procedimento de religamento descrito na Sec. 3.2

à sequências de grau reais. As redes usadas foram simetrizadas e os pesos

entre as ligações foram ignorados. Na Fig. 3.10 mostramos o comportamento

de C e 1{E vs r, para as seguintes redes: PGP (encrypted communication

network using Pretty Good Privacy encryption algorithm) [40], P2P (Gnutella

peer-to-peer network) [50], PGR (electrical power grid of the western United

States) e APC (astrophysics collaboration network) [27, 28].
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Figura 3.10: C e 1{E vs r, para redes reais. Valores originais antes do processo
de religação, estão também indicados na figura (śımbolos cheios). PGP (Pretty
Good Privacy encrypted communication network) [40]:N “ 10680, xky » 4, 55;
P2P (Gnutella peer-to-peer network) [50]: N “ 10876, xky » 7, 35; PGR
(power grid) [13, 28], N “ 4941, xky » 2, 67; APC (astrophysics collaboration)
[27, 28]: N “ 16706, xky » 14, 5. Além dos detalhes diferentes das sequências
de conectividade reais, podemos interpretar as principais caracteŕısticas destas
redes em termos dos valores observados nas classes de Poisson e lei de potência.

Primeiro, note que, em todos os casos, o coeficiente de agrupamento C

é maior nas redes reais do que nas redes randomizadas (ensemble r), como já

foi observado em outros exemplos na Ref. [82]. A distância média é também

tipicamente maior em redes reais. Uma exceção é a rede P2P, caracterizada por

um valor de 1{E t́ıpico do ensemble r. As redes reais “religadas” apresentam

alguns comportamentos t́ıpicos observados nos casos artificiais. Segue alguns

comentários que surgem da comparação:

(i) PGR (power grid) apresenta plots de C vs r e 1{E vs r que estão em

bom acordo como aqueles observados para parâmetros similares no caso

de Poisson. De fato, a distribuição de conectividade para PGR decai

exponencialmente.

(ii) P2P apresenta um decaimento em lei de potência na sua distribuição de

graus para k ° 10 com expoente próximo de � “ 4. Ambos os gráficos

para P2P estão em concordância com aqueles obtidos para a classe � “ 4

com valores similares de N e xky, apesar da única coisa em comum entre

as distribuições ser a cauda em lei de potência.

(iii) PGP (que tem tamanho similar à P2P) apresenta uma distribuição que

decai com expoente � † 3 para k † 50 e � » 4 para valores maiores

de k [40]. O gráfico para 1{E vs r apresenta valores maiores de 1{E que

a rede P2P, o que é consistente com seu xky. No entanto, o gráfico de

C vs r da rede PGP desvia daquilo que seria o comportamento padrão,

apresentando maiores valores de C que aumentam com r em um regime
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único. O intervalo de valores permitidos de r é senśıvel também a outras

caracteŕısticas além da cauda da distribuição de graus. Esses desvios

podem ser atribúıdos a diferentes ińıcios do regime de lei de potência

(iv) Finalmente, APC tem um decaimento em lei de potência com expoente

� » 1 e cut-o↵ exponencial para k ° 50 [27, 28]. O valor baixo e

aproximadamente constante do gráfico 1{E vs r é esperado para uma

rede com xky grande, quase que independente da classe da distribuição

de graus. Os valores altos de C também são consistentes com distribuições

heterogêneas com xky grande.

Portanto, apesar dos detalhes diferentes das distribuições de grau reais,

as caracteŕısticas principais observadas podem ser interpretadas em termos das

classes analisadas com valores correspondentes dos parâmetros xky e N .

3.4
Discussão e considerações finais

Para todas as classes de rede consideradas, C aumenta com r em todo o

intervalo permitido de valores de r. Esse comportamento foi observado também

na Ref. [82], onde somente valores positivos de r tinham sido analisados e

também na Ref. [85] embora definições diferentes para a transitividade e para

a correlação tenham sido usadas.

No entanto, observamos que, no ensemble r para redes de ER, o valor

finito do coeficiente de agrupamento é devido tipicamente a efeitos de tamanho

finito, tal que, no limite de uma rede infinita, a transitividade vai a zero com

1{N como em um grafo sem correlação.

Em contraste, para redes com lei de potência, acima de um certo valor de

r, surge uma transitividade não nula significativa, aparentemente persistindo

para redes com N grande.

Em todo caso, desde que o processo de religamento no ensemble r retorna

valores tipicamente pequenos de C, a transitividade não parece contribuir para

alcançarmos o valor pre-estabelecido de r.

Para identificar quais são os fatores que contribuem para r, é conveniente

considerar a expressão dada pela Eq. A-11.

Seguindo a decomposição feita por Estrada [84] (veja Apêndice A.2), note

que a quantidade P̃
3

”

∞
pk,k1

q

pk ´ 1qpk1

´ 1q (com a soma feita sobre todos os

diferentes pares de vértices vizinhos) é o número de caminhos de tamanho 3

(abertos e fechados). Portanto P̃
3

“ 3n4`P
3

, onde P
3

é o número de caminhos

não triangulares de tamanho 3 (envolvendo 4 vértices). Assim como foi feito

na Eq. (3-5) para 3n4, re-escalamos também P
3

pelo número de caminhos
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de tamanho 2 (cunhas), definindo a grandeza ramificação escalada B (scaled

branching em inglês)
B “

P
3

P
2

. (3-8)

Assim, segundo desenvolvido detalhadamente no Apêndice A.2, a

Eq. (2-31) pode ser escrita como

r “

xkypxk2

y ´ xkyq

´
B ` 1 ´

xk2y

xky

` C
¯

xkyxk3

y ´ xk2

y

2

. (3-9)

A expressão (3-9) é determinada pelos três primeiros momentos de P pkq, e

pelas quantidades B e C que são as variáveis que incorporam a informação

sobre as correlações entre as conectividades de dois vértices.

Na rede de Erdös e Rényi, os 3 primeiros momentos µn “

∞
xnP pxq da

distribuição de graus (distribuição de Poisson) são dados por

µ
1

“ xky , µ
2

“ xky p1 ` xkyq e µ
3

“ xky p1 ` 3 xky ` xky

2

q. (3-10)

Substituindo as Eqs. 3-10 em A-21, obtemos a expressão

r “ B ´ xky ` C . (3-11)

Claramente, correlações disassortativas são favorecidas por um coeficiente

de agrupamento que tende a zero. Somente para r positivo, o crescimento de

C é conveniente, mas B ´ xky pode variar num intervalo maior que C (duas

vezes maior nesse caso). A existência de dois regimes no crescimento de Cprq,

observado na Fig. 3.3, é consistente com esse quadro. Em outras palavras, a

Eq. (3-11) indica que, no processo de religamento em redes de Poisson, r é

governado predominantemente por B, já que P pkq é conservado e C apresenta

valores bem pequenos.

Para redes com distribuição em lei de potência, alguns efeitos qualitativos

similares ocorrem já que, como veremos a seguir, a relação de r com B é sempre

linear, e C é restrito a um intervalo menor que o intervalo de valores permitidos

para B. A formação de triângulos nesse caso também contribui somente para

valores assortativos de r (acima do crossover), com valores de C maiores que

no caso de Poisson, mas ainda pequenos. Então também nesse caso o aumento

da ramificação deve conduzir o religamento.

Nestas redes livres de escala, om-ésimo momento µm de uma distribuição

com decaimento em lei de potência P pkq „ k´�, limitada entre k
min

e k
max

, é

dado pela expressão

µm “

1 ´ �

1 ` m ´ �

k1`m´�
max

´ k1`m´�
min

k1´�
max

´ k1´�
min

, (3-12)

onde vamos considerar que k
max

„ N . Assim obtemos
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µm “

1 ´ �

1 ` m ´ �

N1`m´�
´ k1`m´�

min

N1´�
´ k1´�

min

. (3-13)

Em todos os casos � ° 1, então o denominador é da ordem de k1´�
min

„ Op1q.

Em contraste com o caso de Poisson, os outros termos na Eq. (3-9),

relacionados com os momentos de P pkq, podem ter uma influência crucial

em r por causa da divergência, no limite de uma rede infinita, dos n-ésimos

momentos para � • n ` 1. Veja que, se 1 ` m ´ � ° 0 então � † 1 ` m e

k‹

” N1`m´� cresce com N , caso contrário k‹ vai a zero.

Vamos analisar o limite de k
max

(dáı N) grande, deixando de lado casos

marginais (logaŕıtmicos). Cabe notar que os mesmos resultados acima podem

ser obtidos usando o corte natural k
max

„ N1{p�´1q.

Considerando as expressões para os momentos: (e.g., Eq. (3-6)), teŕıamos,

para 3 † � † 4, que µ
3

diverge. Logo

r „

B ´ Op1q

OpN4´�
q

.

onde Opx↵
q „ ax↵, com a ° 0.

Entretanto, para 2 † � † 3, µ
2

e µ
3

divergem. Neste caso

r „

OpN3´�
qpB ´ OpN3´�

qq

OpN4´�
q ´ OpN6´2�

q

„

B ´ OpN3´�
q

OpNq

.

Para se chegar no limite inferior r “ ´1, precisamos ter o mı́nimo B

posśıvel (sendo B não negativo). Se B for de ordem maior que os outros

termos no numerador, então não seria posśıvel obter valores negativos de r

já que B é uma grandeza não negativa e irá, nesse caso, dominar o numerador.

Dáı, valores negativos de r podem surgir somente se B é da mesma ordem

ou menor que outros termos, mas nesse caso r Ñ 0 no limite de N grande.

Isso explica porque o limite inferior tende a 0 quando � § 4 (see Fig. 3.4(b)).

Seguindo essa linha, no entanto, não é esperado que r
min

vá a zero quando

� ° 4, mas tenda a um pequeno valor finito. Veja que, se � ° 4, então nenhum

termo diverge. Logo

r „ B ´ Op1q .

Similarmente, para atingir um limite superior não nulo para r, B precisa

crescer como o denominador, caso contrário, o limite superior será negativo e

também irá a zero quando N Ñ 8, levando também ao colapso do limite

superior. No entanto, isso não necessariamente acontece se o religamento

faz com que B cresça o suficiente, o que parece acontecer de acordo com a

Fig. 3.4(b).
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A conexão entre r e as distâncias medidas não é tão direta analiticamente.

Resultados numéricos mostram que, para redes com uma distribuição

localizada de graus, mudar r modifica significativamente o caminho médio

somente quando correlações são assortativas (r ° 0.5) e xky é pequeno.

Essas mudanças podem estar relacionadas com a fragmentação induzida

pelo religamento, que diminui com o aumento de xky. Portanto, o impacto

de r se torna menos importante conforme xky aumenta. Por outro lado, a

influência no diâmetro é mais dramática. Em redes com lei de potência,

a modificação no menor caminho médio por r é um pouco mais marcada,

mesmo que a fragmentação esteja ausente para xky • 4, enquanto o

diâmetro não é fortemente afetado. Em ambos os casos, a modificação

nas distâncias carateŕısticas que ocorrem quando se varia r podem afetar

processos dinâmicos e devem ser levados em consideração na interpretação

e modelagem de experimentos numéricos feitos nessas redes. Nos caṕıtulos

subsequentes, usamos redes sem correlação. Como temos modelos novos,

primeiro consideramos o impacto de P pkq nos resultados. Trabalhos futuros

(em andamento) podem fazer uso dos resultados apresentados aqui.
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4
Padrões estat́ısticos na avaliação de produtos

Nos dias de hoje, os usuários e consumidores podem fazer resenhas

e avaliar produtos através de serviços online, o que fornece imensas bases

de dados que podem ser usadas para explorar as preferências de uma

dada população e revelar padrões comportamentais. Nesse trabalho, nós

investigamos os padrões que surgem da avaliação de filmes, considerando como

fonte o IMDb (Internet Movie Database), um dos sites mais visitados do

mundo.

Nós encontramos que a distribuição de votos apresenta um

comportamento livre de escala sobre diversas décadas, com um expoente

muito próximo de 3/2 com corte exponencial. É surpreendente que esse

padrão manifeste-se independente de atributos do filme, como a nota média,

idade ou gênero, com exceção de alguns gêneros e de filmes com grande

orçamento.

Esses resultados apontam para um mecanismo subjacente bastante geral

para a propagação de adoções em audiências potenciais que é independente das

carateŕısticas intŕınsecas do filme e que pode ser entendida através um modelo

simples de espalhamento que está relacionado a uma dinâmica de avalanche

de campo médio.

4.1
Introdução

Vimos que a f́ısica estat́ıstica tem contribúıdo para o estudo de sistemas

sociais através de modelos teóricos, fornecendo insights e descobrindo leis que

governam muitos fenômenos, como o espalhamento de informação, rumores e

opiniões [3, 101]. Enquanto existem progressos no desenvolvimento de modelos

teóricos, sua validação através da confrontação direta com dados reais ainda

não foi obtida.

Graças a popularização de redes sociais online e, mais recentemente,

de sites que permitem ao usuário avaliar e escrever resenhas de produtos,

novas possibilidades têm surgido para explorar esse campo. Por um lado,

tais avaliações fornecem informações relevantes sobre como as preferências de

uma sociedade estão distribúıdas. Por outro, os dados emṕıricos permitem

aferir ou validar modelos teóricos que podem então ser usados para interpretar
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Dinâmicas de opinião em redes complexas 60

e/ou predizer os resultados observados. Além de ter aplicações práticas que

intentam, por exemplo, melhorar sistemas de recomendação.

Aqui, pretendemos explorar padrões que surgem da avaliações de filmes,

como uma fonte de informação para a distribuição de preferências das pessoas.

Analisar o número de votos (onde um voto consiste em atribuir uma nota a um

filme do catálogo através de um número de estrelas) ao invés, por exemplo,

do número total de espectadores no cinema, é uma maneira conveniente de

mensurar a popularidade de um filme. As pessoas podem assistir a um filme

de diversas maneiras; portanto, o número de espectadores no cinema fornece

somente uma informação parcial. Analisar o ganho/renda total de um filme

sofre do mesmo problema: é dif́ıcil somar todas as fontes de ganho de um

filme. Como alternativa, o número de votos é independente dos meios que

foram usados para assistir ao filme. Além do mais, é uma fonte de informação

direta e acesśıvel, bem como muito mais rica, dado que podemos extrair a

opinião do público em relação ao filme (veja a Fig. 4.1).

Ademais, enquanto alguns modelos teóricos indicam que a distribuição

de cascatas de adoção segue uma lei de potência [63, 64, 102, 103], existe uma

falta de evidências emṕıricas que validem esses resultados. Nesse sentido, o

trabalho presente pode contribuir de maneira significativa.

Figura 4.1: Ilustração de um item do catálogo do IMDb, usamos como exemplo
o filme De volta para o futuro. Podemos extrair de maneira direta informações
sobre o filme, como número de votos dos usuários nv, data de lançamento,
gênero, etc. Para coletar os dados dos itens de maneira sistemática usamos um
Web crawler como descrito no Cap. 2. Ref: http://www.imdb.com/title/
tt0088763.
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4.2
Resultados

Resultados emṕıricos

Analisamos os dados do IMDb (Internet Movie Database), uma

fonte de informação sobre filmes e material relacionado que permite que

os visitantes façam resenhas e avaliem online filmes e outros itens de

entretenimento (Apêndice B). É um dos sites mais visitados do mundo e o

primeiro nesse campo [104].

Coletamos o número de votos de cada item, onde um voto consiste

em atribuir uma classificação numa escala de 1 a 10 estrelas; 1 estrela

significa “terŕıvel” e 10 estrelas significa “excelente”. A partir disso, estimamos

a distribuição de probabilidade P pnvq do número de votos nv construindo

um histograma normalizado, como mostrado na Fig. 4.2. Observamos um

comportamento livre de escala notável que se estende por aproximadamente 4

ordens de magnitude em nv, com uma lei de potência com expoente 1, 51˘0, 02

e um corte exponencial. Como um teste para um posśıvel viés, consideramos

como alternativa a fonte de dados fornecida pelo Netflix [105], e observamos o

mesmo comportamento de escala.
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v
)
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Figura 4.2: Distribuição do número de votos para os filmes do IMDb. A linha
pontilhada ajusta os dados com a função P pnvq “ An´↵

v expp´�nvq onde A é
a constante de normalização, ↵ “ 1, 51 e � “ 4.0 10´6.

Existem vários processos que podem gerar leis de potência [106, 107],

em particular, uma mistura estat́ıstica de diferentes escalas. A utilização de

uma mistura de processos diferentes para explicar o comportamento de escala

é, de fato, uma possibilidade nesse caso, já que os dados envolvem diferentes

categorias de itens, e.g., filmes para TV, longas-metragens, e itens de diferentes
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idades e com diferentes notas. Portanto, devemos conduzir uma análise mais

refinada separando os dados em subconjuntos por diferentes critérios.
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Figura 4.3: Mapa de cores do número de votos ni vs nota média xriy para
cada filme i do IMDb. Nessa figura e nos mapas de cores subsequentes, cada
ponto contém o número de filmes indicado pela escala de cores. As regiões
brancas indicam nenhum filme. As linhas pontilhadas e tracejadas representam
a média aritmética e geométrica, respectivamente. As linhas verticais indicam
os quartis, os quais dividem o conjunto de dados em 4 grupos pGr

4,1, . . . , G
r
4,4q

de mesmo tamanho.
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Figura 4.4: Impacto das avaliações na distribuição de votos P pnvq nos filmes
do IMDb, para (a) os dois grupos Gr

2,1 e Gr
2,2 separados pela mediana e (b)

os quatro grupos Gr
4,1, . . . , G

r
4,4 determinados pelos quartis, como indicado na

Fig. 4.3. Nesta e noutras figuras equivalentes, a linha tracejada com inclinação
-3/2 é exibida para comparação com a distribuição P pnvq do conjunto de dados
total.

Classificação Começamos por inspecionar a relação entre o número de votos

e a nota média xriy de cada um dos filmes i. Na Fig. 4.3, nós representamos

um gráfico de dispersão de ni contra xriy. Embora os pontos estejam muito

espalhados, algumas tendências podem ser identificadas. A escala logaŕıtmica

no eixo das ordenadas implica uma distribuição larga do número de votos para
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cada intervalo de nota média, como observado para o conjunto total (Fig. 4.2).

A distribuição de votos dentro de um dado intervalo de xriy é assimétrica, com

um viés na direção dos valores positivos, o que difere do que seria esperado de

um perfil aleatório. Vemos que o número máximo de votos aumenta com a nota

média, indicando que números de votos muito grandes estão associados com

filmes bem avaliados. Um padrão muito similar foi reportado para avaliação

do Yahoo music [108, 109].

O número de votos deve aumentar com o número de pessoas que

assistiram o filme, e espera-se que esse número seja maior quando muitas

pessoas gostaram do filme, o que também conduz a valores de xriy maiores.

Portanto, esperamos que haja uma correlação positiva entre a avaliação média

e o número de votos. Embora o corte aumente com a nota média, um grande

número de filmes bem avaliados recebem poucos votos. A média geométrica do

número de votos como função da avaliação média apresenta um perfil plano

(Fig. 4.3, linha tracejada), embora a média aritmética aumente ligeiramente

porque é mais influenciada por valores extremos.

A pergunta natural que surge é: como a distribuição normalizada

de votos é afetada pela classificação dos filmes? Para examinar esta

questão, computamos P pnvq para grupos distintos de dados, dividindo

o conjunto total pela mediana em relação à avaliação média. Isto é,

consideramos separadamente a metade superior e inferior dos dados Gr
2,1 e

Gr
2,2, respectivamente. Também consideramos os quartis, e subdividimos os

dados nos grupos Gr
4,1, . . . , G

r
4,4. Os resultados são apresentados na Fig. 4.4.

Note que P pnvq é quase insenśıvel ao fato das avaliações serem favoráveis ou

não, ou seja, os dados acima e abaixo da mediana apresentam o mesmo padrão,

coincidindo por quase 4 décadas no regime de lei de potência (Fig. 4.4a). A

principal discrepância aparece no corte exponencial acima de 105 votos, onde o

decaimento ocorre mais rápido para a metade dos dados com avaliação média

menor. Isto é consistente com o fato de que os filmes que foram pior avaliados

não recebem um número de votos tão grande quanto os filmes com avaliação

melhor. No entanto, o mesmo comportamento livre de escala permanece para as

duas metades dos dados sobre diversas ordens de magnitude, apontando para

um mecanismo independente dos atributos que possam ser medidos através

da nota. As mesmas tendências são observadas no ńıvel dos quartis, como

mostrado na Fig. 4.4b, e dividindo os dados por estrelas (não mostrado).

Ano de lançamento Em seguida, investigamos o impacto da idade dos itens

em P pnvq. A Fig. 4.5 mostra o gráfico de dispersão para o número de votos

contra ano de lançamento para cada filme. Nota-se que o número de votos
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depende da idade do filme. O corte no número de votos aumenta conforme a

idade diminui. Concomitantemente, filmes mais recentes tendem a receber mais

votos em média. Todas essas tendências são consistentes com a expectativa de

que filmes novos recebem substancialmente mais votos que os antigos. Além do

mais, filmes antigos podem receber votos somente retroativamente (o sistema

de registro de usuários do IMDb foi lançado em 1997 [110]), enquanto um filme

novo recebe votos contemporaneamente a sua fase mais efervescente.
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101

102

103

104

105

106

19
00

19
25

19
50

19
75

20
00

100

101

102

103

Figura 4.5: Mapa de cores do número de votos ni vs ano de lançamento para os
filmes do IMDb. Como na Fig. 4.3, linhas pontilhadas e tracejadas representam
a média aritmética e geométrica, respectivamente.
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Figura 4.6: Impacto da idade do filme na a distribuição de votos P pnvq para
os filmes do IMDb (a) filmes com menos do que um dado número de anos, e
(b) filmes lançados dentro do intervalo indicado na figura. Os intervalos foram
escolhidos para conter o mesmo número de filmes.

Também neste caso, analisamos P pnvq para subconjuntos separados pelo

ano de lançamento. Conjuntos de filmes mais novos que y anos, mesmo aqueles

lançados dentro de um ano e portanto com pior estat́ıstica, apresentam a

mesmo padrão sobre todo o intervalo. Inspecionamos os dados ainda mais de

perto, agrupando os itens pelo intervalo de tempo decorrido desde o lançamento

(Fig. 4.6b). Uma discrepância significativa existe somente para filmes mais
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antigos, na cauda acima de 104 votos, em concordância com a Fig. 4.5, a qual

mostra que o corte ocorre em valores menores de nv à medida que a idade

aumenta. No entanto, a região de escala ainda cobre mais do que 3 ordens de

magnitude de nv, mesmo neste caso.

Gênero Representamos também P pnvq para séries de TV e longas-metragens

separadamente (Fig. 4.7). Ambas categorias comportam-se de maneira similar

ao conjunto total, com alguma discrepância ocorrendo apenas no corte.
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Figura 4.7: P pnvq para séries de TV e longas-metragens.
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Figura 4.8: Impacto do gênero dos filme sobre a distribuição de votos P pnvq

para (a) dramas e comédias e (b) outros gêneros. Alguns filmes podem
pertencer a mais de um gênero.

Dividimos ainda mais os itens, agora por gênero. Consideramos somente

os gêneros com mais de 15 mil filmes (Apêndice B). Os dois gêneros mais

numerosos, comédia (↵ “ 1, 50 ˘ 0, 03) e drama (↵ “ 1, 51 ˘ 0, 03), têm o

mesmo comportamento de escala, dentro das barras de erro, que o conjunto

de dados total e praticamente coincide sobre todo o intervalo (Fig. 4.8a). Em

adição, o mesmo comportamento de escala vale, dentro do erro (˘0, 04 para os

conjuntos menores), para os gêneros: animação (↵ » 1, 56), famı́lia (↵ » 1, 55),
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horror (↵ » 1, 45) e romance (↵ » 1, 46), como mostrado na Fig. 4.8b. Um

expoente ligeiramente menor aparece para filmes de ação (↵ » 1, 42), aventura

(↵ » 1, 38), crime (↵ » 1, 40) e thrillers (↵ » 1, 40), tendo cada categoria

menos de 20 mil filmes (Apêndice B). Curtas (↵ » 2, 1) e documentários (↵ »

1, 9), os quais constituem subconjuntos relativamente grandes, apresentam

uma discrepância apreciável, com um expoente próximo de 2, o que indica

que as audiências desses filmes têm uma resposta diferenciada.
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Figura 4.9: Mapa de cores do número de votos ni vs orçamento bi para cada
filme i do IMDb. As linhas verticais indicam os quartis. A linha tracejada foi
obtida por meio da regressão não paramétrica rLOESS [111].
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Figura 4.10: Impacto do orçamento dos longas-metragens sobre a distribuição
de votos P pnvq para (a) os dois grupos Gb

2,1 e G
b
2,2 separados pela mediana (em

relação ao orçamento) e (b) os quatro grupos Gb
4,1, . . . , G

b
4,4 separados usando

os quartis, como indicado na Fig. 4.9 e o último percentil. A linha pontilhada
com inclinação -3/2 é exibida por comparação, bem como a distribuição de
todos os filmes que têm informações orçamentárias (apenas longas-metragens
com bi • 103 US$ foram considerados).

Orçamento Por último, mas não menos importante, foi investigada a

dependência entre o número de votos e o orçamento de produção bi de cada
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filme. As informações sobre orçamentos estão dispońıveis para um conjunto

reduzido de longas-metragens, e nós só consideramos os filmes que tiveram

orçamento acima de 103 US$ (18 mil filmes de um total de aproximadamente

228 mil). Para esse conjunto, nós plotamos o número de votos contra orçamento

(Fig. 4.9). Esse gráfico mostra que os pontos estão espalhados, mas apresentam

uma correlação positiva após o primeiro quartil, indicando que acima de um

ponto de inflexão, em média, o número de votos aumenta com o orçamento.

Embora existam filmes com o alto custo, mas com pouco apelo e com número

de votos pequeno e também filmes de baixo orçamento com uma resposta

moderada.

A distribuição de votos desse conjunto não tem o decaimento em

lei de potência com expoente 3/2, que é caracteŕıstico do conjunto total

e foi mostrado nas figuras anteriores. Para analisar essa questão mais

profundamente, nós dividimos o conjunto usando a mediana e observamos

que a metade dos filmes com maior orçamento são os responsáveis por esse

desvio, enquanto a metade com orçamento menor preserva a lei de potência

3/2. Em seguida, nós analisamos os outros quartis. Na Fig. 4.10b (e na

Fig. 4.9), vemos que após o ńıvel da mediana (onde a curva da regressão

não paramétrica apresenta um crescimento mais pronunciado), a distribuição

perde completamente a região de escala. E mais: a probabilidade de se ter

nv alto aumenta com o orçamento e até desenvolve um pico, como observado

para o último percentil. Isto é, o custo de produção praticamente se torna o

fator determinante para o número médio de votos que um filme recebe. Esse

resultado mostra que mecanismos geradores diferentes governam a distribuição

de votos dado para super produções, o que não é surpreendente porque

orçamentos altos incluem propaganda e ações de publicidade para alcançar

grandes audiências. O efeito do orçamento do filme pode explicar porque alguns

gêneros que estão tipicamente associados com grandes produções, como ação

e thrillers, apresentam expoentes ligeiramente menores do que a maioria dos

filmes.

Cascatas de adoção

As pessoas podem escolher os filmes que vão assistir baseado no gênero,

no tema, no elenco de atores, diretores, produtores, etc. O público também é

certamente influenciado pela publicidade e propaganda, que são maiores em

super-produções; no entanto filmes com grande orçamento serão deixados de

lado na discussão a seguir.

Novos filmes são lançados constantemente, com atores e diretores que

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1122074/CA
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nem sempre são conhecidos ou populares, e sinopses que nem sempre são

suficientes para ajudar as pessoas a decidir se vão assistir ou não a um filme.

Portanto, em muitos casos, se torna mais prático adotar a opinião de outras

pessoas [112], através de sistemas de recomendação, ou sugestões de amigos e

colegas antes de ir ao cinema ou alugar um filme. É também comum as pessoas

escolherem um filme que alguém próximo tenha assistido e esteja comentando,

possivelmente para evitar se sentir exclúıdo de conversas do dia-a-dia (esse

fenômeno é conhecido como fear of missing out [113]). Em um contexto mais

geral, sabe-se que quanto mais pessoas adotam um item, se torna mais provável

que outras pessoas queiram também adotá-lo [112]. Imitação é um processo

comum em muitos cenários sociais e é uma estratégia de decisão muito útil. De

fato, na Fig. 4.11a, nós observamos que o incremento�nv “ nvpt
2

q´nvpt
1

q para

um dado intervalo de tempo �t “ t
2

´ t
1

aumenta com nv, indicando algum

tipo de vantagem cumulativa (o mesmo tipo de mecanismo usado no modelo

de redes de Barabási, que chamamos no Cap. 2 de anexação preferencial).
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Figura 4.11: (a) Incremento do número de votos �nv “ nvpt
2

q ´ nvpt
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q como
função de nv e (b) incremento relativo �nv{nv “ rnvpt

2

q ´nvpt
1
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2

´ t
1

» 1 mês (vermelho, obtido com
os conjuntos de dados 2 e 3) e 21 meses (verde, obtido com conjuntos 1 e 2).
A mesma lista de filmes, com pelo menos 5 votos em t

1

, foi considerada (veja
o Apêndice B). Os śımbolos representam a média aritmética (ćırculos) e t

1

geométrica (diamante). As linhas pontilhadas são um guia; a linha tracejada
no painel (a) com um inclinação 1 foi desenhada por comparação.

Na situação que estamos considerando, os indiv́ıduos precisam decidir

entre duas alternativas, assistir ou não a um filme, portanto seu estado pode

ser caracterizado por um variável binária, e. g., 1 (ativo) ou 0 (inativo), como

é considerado em muitos modelos de contágio de opinião [114–117, 63]. Para

definir as regras de contágio, lembre que o valor emṕırico de ↵ é muito próximo

do valor de campo médio padrão, 3/2, para a distribuição dos tamanhos das

avalanches, como em criticalidade auto-organizada com vizinhos aleatórios

[118–120], inicialização por limiar [63] e percolação de inicialização (bootstrap
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percolation em inglês) em redes aleatórias (com segundo momento finito na

distribuição de graus) [64, 102, 103, 11]. O mesmo comportamento de escala

também ocorre para a distribuição de tamanhos de componentes em redes

aleatórias no ponto cŕıtico percolação [27, 121].

O carácter de campo médio sugere alguma aleatoriedade no processo de

disseminação, independente do padrão preciso dos contatos dos indiv́ıduos.

Os resultados emṕıricos indicam que, tipicamente, as regras de contágio

não precisam incorporar carateŕısticas intŕınsecas dos filmes ou de uma

audiência em particular, embora, como contra-exemplo, as audiências de curtas

e documentários parecem se comportar de maneira diferente das demais.

Algumas regras de disseminação propostas na literatura requerem que um nó

esteja em contato com outros nós ativos para que haja ativação, tal como o

modelo de ativação por limiar desenvolvido por Watts [63], onde uma fração

mı́nima de consenso entre vizinhos é necessária para que haja ativação do

nó. No entanto, filmes podem ser consumidos através de diversas mı́dias, e

a escolha de ver um filme não exclui outras; portanto, acreditamos que, no

caso presente, um único contato entusiasta pode ser suficiente para induzir

a decisão de assistir a um filme. Portanto, podemos considerar o caso mais

simples no qual um único nó ativo é suficiente para ativar (infectar) alguns

dos seus vizinhos.

O processo de avaliação de um filme como um todo ou seja, atribuir

um certo número de estrelas ao filme, é um processo complexo. A opinião

do indiv́ıduo sobre o filme é certamente influenciada pelas interações sociais e

preferências pessoais. Entretanto, com base nas evidências emṕıricas, podemos

modelar a estat́ıstica do número de pessoas que se interessaram em assistir a

um determinado filme independentemente de sua pontuação, já que é razoável

supor que o número de votos é proporcional ao número de pessoas que assistiu

ao filme. Esta simplificação do processo é motivada pela observação de que as

principais caracteŕısticas da estat́ıstica do número de votos são independentes

da avaliação média, bem como de outros atributos dos filmes.

Na nossa modelagem, alguns iniciadores ativos propagam a ideia de

assistir a um determinado filme, convencendo ou “infectando” alguns de seus

contatos que, por sua vez, podem infectar outros, e assim por diante. Ou seja,

entre os k contatos de um śıtio ativo, um número aleatório j deles, escolhido

a partir da distribuição de probabilidade tpj , com 0 § j § k † 8u, torna-se

ativa (veja a Fig. 4.12a; mostramos nessa figura uma rede com conectividade

pequena por uma questão de clareza).

O processo de espalhamento é interrompido, quando, em um determinado

passo de tempo, nenhum novo śıtio é ativado. O número total de śıtios ativados
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no final do processo, o qual vamos nos referir como uma avalanche ou cascata,

corresponde ao número de pessoas que decidiram assistir ao filme.

Simulamos este processo de contágio em redes de Erdös-Rényi (ER) [91]

e Barabási-Albert (BA) [14]. Assumimos que a conectividade média xky é

grande, como em redes sociais on-line, por exemplo, Twitter ou Facebook, ou

mesmo em redes sociais do “mundo real”. A Fig. 4.12d, mostra a distribuição

de tamanhos de avalanche resultante das simulações, onde usamos uma

distribuição discreta de probabilidade exponencial tpju, com valor médio

p À 11. O expoente 3/2 observado nos dados reais é bem reproduzido pelo

modelo, independente da rede utilizada, desde que a conectividade da rede

seja suficientemente grande (xky °° p).

A avalanche de contágio pode ser representada por um processo de

ramificação: cada indiv́ıduo ativo corresponde a um nó i, e se esse indiv́ıduo

convence um contato, então é criado um novo ramo da árvore a partir do

śıtio i; o número j de novos ramos de cada nó é sorteado de acordo com a

distribuição de probabilidade tpju independente da história do processo ou de

outros ramos.

O protocolo acima descreve um processo de ramificação de

Galton-Watson [122]. Uma avalanche de contágio se desenvolve e é extinta

com uma certa probabilidade. A extinção é certa se o valor médio p † 1, 0,

caso contrário, existe uma probabilidade de que o processo continue

indefinidamente.

O crescimento da árvore é análogo ao desenvolvimento de uma avalanche

na rede. Este mapeamento é ilustrado na Fig. 4.12a-b. Cada filme desenvolve

independentemente sua própria árvore, cujo número de nós reflete o número de

pessoas que decidiram assistir ao filme. Na Figura Fig. 4.12c, mostramos uma

realização do processo de ramificação, no caso particular em que a distribuição

de probabilidade tpju é exponencial.

É um resultado conhecido que o tamanho total da avalanche no

processo de ramificaçao n “

∞
k•1

mk, tem distribuição P pnq9n´3{2 com corte

exponencial [122]. O corte em P pnq depende de detalhes da distribuição tpju,

que nos exemplos foi escolhida como sendo exponencial, mas o expoente 3/2 é

um resultado robusto desde que tpju cumpra alguns critérios mı́nimos [122].

O mapeamento do espalhamento feito na rede com o processo de

ramificação de GW envolve a simplificação que interferências ou sobreposições

no espalhamento feito na rede podem ser ignoradas, uma vez que, no processo

GW, os ramos são independentes. Quando o modelo é implementado em

1Usamos um distribuição de probabilidade exponencial discreta P pnq “ p1 ´ e´�
qe´�n,

com � “ 0, 7, dáı p ” xny “ e´�
{p1 ´ e´�

q » 0, 986.
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Figura 4.12: Representação pictórica do processo de contágio e o processo
de ramificação equivalente. (a) Espalhamento na rede de contatos. O contágio
começa em um nó iniciador (representado pelo maior nó na figura). O contágio
ocorre (setas verdes) para alguns de seus śıtios vizinhos (que sorteamos de
uma distribuição de probabilidade) e assim por diante, desenvolvendo uma
avalanche. (b) Uma árvore ramificada é constrúıda a partir dos contatos que
participam do processo de espalhamento. (c) Simulação de um processo de
ramificação de Galton Watson. A maior nó representa o śıtio iniciador, as
primeiras gerações sucessivas da árvore são identificadas com cores; também
é mostrada a árvore final, resultante de uma cascata que se extingue na 13a

geração. (d) Distribuição dos tamanhos de avalanche resultantes das simulações
do processo de contágio: para um processo (sem rede) de Galton-Watson
(GW), e para os processos de contágio equivalentes simulados em redes de
Erdős-Rényi (ER) e Barabási-Albert (BA) com tamanho 106 e conectividade
média xky “ 100. Em todos os casos, a probabilidade pj de influenciar j
indiv́ıduos foi arbitrariamente escolhida como exponencial com média p À 1.0.
Foram feitas 106 realizações em cada caso.

uma rede, conforme o número de nós infectados aumenta, a probabilidade

de contágio diminui, uma vez que, em prinćıpio, o número de nós que podem

ser ativados diminui. No entanto, a aproximação de que a probabilidade de

contágio seja constante ao longo do tempo é razoável quando a conectividade da

rede é grande (no exemplo usamos xky “ 100). A distribuição dos tamanhos de
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avalanche apresenta o mesmo comportamento de escala nas duas formulações,

como podemos observar na Fig. 4.12d.

Além disso, os resultados parecem ser independentes do tipo de rede

considerada, o que é consistente com o carácter de campo médio do processo.

Apesar da simplicidade do modelo (e das aproximações envolvidas), ele

nos permite capturar as caracteŕısticas principais dos dados emṕıricos. Não

é necessário fazer qualquer suposição espećıficas sobre a rede de contatos

subjacente, exceto que a quantidade de contatos é grande o suficiente.

Suposições adicionais não são relevantes para reproduzir o comportamento

de escala com expoente 3/2. Por outro lado, as categorias “curtas” e

“documentários” são contra-exemplos, exibindo um comportamento de escala

diferente. Nesses casos, onde o público é, em geral, constitúıdo por uma

comunidade mais “cult”, devemos incorporar mais ingredientes no modelo,

como será discutido abaixo.

O tipo de processo de ramificação ilustrado na Fig. 4.12 mapeia-se

diretamente em outros modelos, em particular, ao modelo de pilha de

areia com vizinhos aleatórios e recozimento, um paradigma de criticalidade

auto-organizada [118–120]. Em modelos aleatórios de pilha de areia, quando

um śıtio inicial desaba sobre seus vizinhos, novos ramos da árvore são

desenhados para representar o desabamento. Esses vizinhos, por sua vez,

também podem desabar continuando a cascata. Dessa maneira uma árvore

é gerada. No modelo de pilha de areia, os vizinhos são escolhidos ao acaso a

cada passo de tempo de modo que não temos uma rede de contatos subjacente.

Mesmo quando existe explicitamente uma rede de contatos, temos situações,

tais como quando a dimensionalidade cŕıtica é excedida, em que o caráter

de campo médio é mantido. Por exemplo, o expoente 3/2 de campo médio é

preservado em modelos de pilha de areia considerados sobre redes exponenciais

e em lei de potência com segundo momento finito. Por outro lado, o valor do

expoente é maior se forem usadas redes muito heterogêneas [123–126].

Além disso quando há superposição de ramos no processo de

disseminação, a estrutura da rede de contatos tornar-se importante e,

portanto, o processo de ramificação associado se torna correlacionado e,

concomitantemente, perde-se o carácter de campo médio. Algo similar acontece

para certas audiências, onde uma distribuição de escala diferente é observada,

tal como no caso de curtas e documentários. Nesses casos, provavelmente

deveŕıamos levar em consideração os detalhes das redes de contatos e/ou não

podeŕıamos desprezar correlações no processo de propagação. No entanto, tais

informações não estão dispońıveis nos dados emṕıricos.

Vale dizer aqui que curvas de adoção reais t́ıpicas (número de adoções
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como função do tempo) experimentam primeiro um estágio de pré-crescimento

após o lançamento, depois crescem rapidamente nos estágios iniciais, atingem

um pico e finalmente decaem. A integral da curva de adoção fornece o tamanho

da cascata. Usualmente, uma cascata real não se torna completamente extinta,

em contraste com o modelo, mas permanece num ńıvel pequeno após certo

tempo porque o público continua assistindo filme antigos. Este efeito é

ilustrado na Fig. 4.11b, onde plotamos o intervalo relativo �nv{nv “ rnvpt
2

q ´

nvpt
1

qs{nvpt
1

q do número de votos como função da idade do filme (tempo

transcorrido desde o lançamento) para dois intervalos de tempo �t “ t
2

´ t
1

.

Em ambos os casos, enquanto o incremento é alto nos estágios iniciais, depois

de alguns anos ele cai a um ńıvel médio baixo.

Em relação às super-produções, não consideradas até o momento e que

produzem uma estat́ıstica diferente, sabemos que altos orçamentos não somente

implicam um apelo maior trazido por atores famosos ou alto custo de produção,

mas também investimentos altos em publicidade e propaganda, os quais fazem

o papel de um campo externo que ajuda a provocar cascatas muito grandes.

Portanto, não é surpreendente que nesses casos o mecanismo de

propagação não dependa só das interações entre as pessoas. Por outro lado, sem

grandes orçamentos, as interações podem se tornar o mecanismo dominante e

surge auto-organização. Mesmo nesse último caso, o comportamento de escala

em lei de potência indica que avalanches extremamente grandes são posśıveis,

com isso podemos ter blockbusters mesmo com custos de produção modestos.

4.3
Discussão

A distribuição de votos do IMDB apresenta uma cauda longa, com lei

de potência com expoente próximo de 3/2. Esse é um resultado robusto que

permanece válido para diversos subconjuntos definidos pelos atributos de um

filme tais como avaliação média, idade e gênero, mas parece não valer para

super-produções. Além disso, ele não depende do público alvo, sugerindo que

o processo de disseminação ocorre independentemente da natureza da rede

de contatos. As excessões são os gêneros curtas e documentários, nos quais o

público parece apresentar um padrão menos heterogêneo. Surpreendentemente,

independente do filme ser considerado “bom” o suficiente para ser bem

avaliado, o caráter livre de escala da estat́ıstica parece não ser afetada. A

universalidade desses resultados indicam que a modelagem não exige que se

leve em conta as caracteŕısticas intŕınsecas dos filmes ou de uma particular

audiência. O tipo de processo que pode-se associar mais naturalmente ao

mecanismo subjacente de propagação de adoções de filmes é um processo
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multiplicativo aleatório ou de ramificação, em que as ativações (ou adoções)

se multiplicam de maneira aleatória, começando de uns poucos adeptos,

como ilustrado na Fig. 4.12. No caso não correlacionado emergem cascatas

de ativação com uma distribuição com decaimento em lei de potência com

expoente 3/2. De fato, processos de ramificação são o arcabouço de muitos

modelos de ativação, produzindo avalanches na mesma classe de universalidade

[63, 64, 102, 103, 11]. Como consequência, os resultados emṕıricos se encaixam

em um cenário de cascatas de imitação. Assumindo que os usuários são

uma amostra representativa do público, nossos resultados representam uma

evidência emṕırica desse tipo de cascata.

Para estimar a extensão no qual os usuários do IMDb constituem uma

amostra do público com algum viés, nós consideramos outra fonte similar,

Netflix [105]. Observamos o mesmo scaling 3/2 (não mostrado), mesmo que essa

base de dados contenha principalmente filmes mais atrativos comercialmente,

enquanto o IMDb é mais amplo nesse sentido. A possibilidade de falhas no

sistema de avaliações tais como voto cego, votação massiva dos fãs para um

item em particular ou imprecisões nas informações fornecidas pelo IMDb não

pode ser descartada. No entanto, não se espera que casos isolados influenciem

a estat́ıstica. Vale dizer também que o IMDb não é uma base de dados

estática; suas informações são constantemente aperfeiçoadas com usuários

acrescentando, refinando e corrigindo os dados através de uma seção chamada

de “Contributor Zone”.

Permanece como uma questão a ser investigada se outros itens de

consumo ou culturais, que também podem ser avaliados online, seguem um

processo de propagação semelhante. Diferentemente do IMDb, outros sites que

permitem que os usuário façam avaliações, e.g., Apple App Store e Google

Play, vendem os produtos que estão sendo avaliados, o que pode moldar

as escolhas de maneira diferente. As pessoas também escolhem “itens” em

processos poĺıticos eleitorais. No entanto, como a distribuição de votos nesse

caso segue uma log-normal ou uma lei de potência com expoentes diferentes

[127–129], o processo de decisão nesse contexto parece ser de uma natureza

diferente porque correlações na rede de interações, ou outros mecanismos de

espalhamento, podem ser relevantes. Em contraste, no presente caso, a processo

de disseminação parece ser não correlacionado. Essa aleatoriedade pode ser

uma das ráızes da dificuldade de se otimizar sistemas de recomendação [130].

Mais do que proporcionar uma explicação completa para a fenomenologia

complexa relacionada com o espalhamento de adoções, nesse trabalho,

objetivamos expandir as fontes de informação emṕırica relacionadas ao campo

da dinâmica social. Vale lembrar que muito do progresso no campo das redes
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complexas foi guiado por observações emṕıricas de redes reais. As ferramentas

dispońıveis para avaliar produtos podem relevar propriedades interessantes de

sistemas sociais online, tais como os padrões observados nesse trabalho.
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5
Implicações da regra da pluralidade em situações com
múltiplas opções

Frequentemente enfrentamos circunstâncias onde temos que escolher uma

entre diversas alternativas. Esse tipo de situação acontece nos mais diversos

cenários, desde escolhas complexas, como as decisões poĺıticas e religiosas,

até situações mais simples, como nas compras corriqueiras no supermercado.

Estudamos este cenário por meio das ferramentas da mecânica estat́ıstica.

Seguindo esta abordagem, apresentamos e analisamos um modelo de dinâmica

de opinião, usando uma variável de estado tipo Potts para representar as

várias opções, incluindo um “estado indeciso” onde o indiv́ıduo não tem uma

opinião definida. Investigamos a dinâmica usando redes de Erdös-Rényi e

Barabási-Albert, que como vimos, são duas classes paradigmáticas. Mostramos

o impacto do tipo de rede sobre a dinâmica de opinião. Dependendo do

número de opções dispońıveis q e da distribuição de graus da rede de

contatos, diferentes estados estacionários finais são acesśıveis: podemos ter uma

distribuição de opções larga ou o predomı́nio de uma determinada opção. A

transição abrupta entre estes estados é consistente com a dominância súbita de

uma determinada opção sobre outras opções similares. Além disso, validamos

as distribuições de probabilidade obtidas do modelo através do confronto com

dados emṕıricos. Finalmente, mostramos que o modelo contempla também a

situação real de sobrecarga de escolhas (overchoice em inglês), onde um grande

número de alternativas semelhantes torna o processo de escolha mais dif́ıcil e

a indecisão prevalece.

5.1
Introdução

As pessoas frequentemente enfrentam situações que oferecem uma

variedade ampla de opções, por exemplo, quando procuram por um

restaurante, um hotel, um modelo de celular ou um artigo de consumo

básico no supermercado. O número de produtos dispońıveis aumenta a cada

dia. É estimado que aproximadamente 50.000 novos produtos são introduzidos

a cada ano nos EUA [131]. Mesmo dentro de cada categoria, podem existir

muitas marcas e variações entre um item e outro, sem que esses apresentem um

atrativo diferencial entre si. Isto leva ao problema onde nos deparamos com um

excesso de opções, denominado sobrecarga de escolhas [132]. Tomar decisões
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em tais situações pode ser custoso, e esse processo estressante pode levar a

decisões ruins ou à não tomada de decisão. Com isso, as vantagens de se ter

múltiplas escolhas podem ser canceladas pelas desvantagens de um processo

de escolha mais complicado. Portanto, apesar de representar, aparentemente,

uma evolução positiva, muitas opções realmente podem dificultar o processo de

escolha. Por exemplo, o estudo apresentado na Ref. [133] mostra que pessoas

com muitas opções de compra tendem a ter mais dificuldade em escolher e

podem acabar não comprando nada.

Motivados por essas observações, nos questionamos em que medida a

regra de decisão por si só, deixando de lado os fatores psicológicos, contribui

para este cenário, introduzindo, por exemplo, conflito e frustração. Então, por

meio de um modelo de dinâmica de opinião, investigamos a distribuição de

adoções feitas por uma população quando confrontada com um número grande

de escolhas.

Diversos modelos baseados em regras de imitação diferente tem sido

propostos e estudados nos últimos anos [11, 62, 115–117, 134–146]. No entanto,

poucos deles contemplam a possibilidade de várias opções (estados) [116, 142].

Na grande maioria dos modelos, a opinião de um agente é representada por

uma variável binária, uma vez que muitas situações podem ser modeladas

através de duas posśıveis atitudes (opostas), por exemplo, sendo favoráveis ou

desfavoráveis a uma determinada escolha/posição. Vimos um exemplo dessa

situação no Cap. 4, onde os agentes decidem entre assistir ou não a um

filme. Este tipo de variável binária muitas vezes é inspirada no modelo de

Ising com spin 1/2. Há também modelos em que uma variável cont́ınua é

considerada [11, 137], de modo a representar o espectro cont́ınuo de posições

ou atitudes que um indiv́ıduo pode tomar em relação a um determinado

assunto. Uma variável cont́ınua pode representar também o grau de convicção

da escolha, apresentaremos um exemplo do uso de variável cont́ınua no Cap. 6.

No entanto, para o nosso presente propósito de estudar as situações de múltipla

escolha, é natural considerar uma variável de estado tipo Potts que pode

assumir vários valores (discretos).

Consideramos que as mudanças de um estado para outro são regidas por

uma regra da pluralidade, baseada na idéia de que um indiv́ıduo faz a escolha

que é a mais popular entre os seus contatos. De fato, quando temos que escolher

ou comprar alguma coisa, especialmente quando há tantas opções similares que

não há uma favorita a priori e não é viável testar todas as opções, é razoável

levar em conta as preferências das outras pessoas [112]. Naturalmente, quanto

mais próximo é a pessoa em nossa rede de contatos, maior a importância

que damos a sua opinião, uma vez que, normalmente, vizinhos mais próximos
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na rede têm interesses e gostos semelhantes [147]. Usa-se essa estratégia não

só em questões mais triviais do cotidiano, mas também em situações mais

complexas, tais como nas eleições poĺıticas onde muitos candidatos competem.

Para mudar ou adotar uma nova opinião, no entanto, um mı́nimo de consenso

entre os contatos é necessário. Isto é expresso em uma regra da pluralidade,

segundo a qual um indiv́ıduo é persuadido a adotar a opinião compartilhada

pelo maior número de seus vizinhos próximos. Vale dizer que o conceito de

pluralidade é diferente do conceito de maioria. Maioria é o subconjunto de um

grupo cujo tamanho é superior a 50% do grupo total. Em contrapartida, a

pluralidade é o maior subconjunto de um grupo, o que não necessariamente

constitui a maioria, dado que o maior subconjunto pode ser menor que 50%

do grupo como um todo.

Regras de evolução baseadas na opinião localmente dominante já

foram considerados antes como, por exemplo, a regra da maioria para

dois estados introduzida por Galam [143, 144]. Esta regra mais tarde foi

estendida, incorporando múltiplas opiniões [116] e com uma interação do tipo

todos-para-todos [148]: o indiv́ıduo e seus vizinhos adotam simultaneamente

a opinião majoritária do grupo. Também foi estudada uma variante baseada

na regra da pluralidade, ao invés da maioria local [116]. Porém, em ambos os

casos, não foram considerados indiv́ıduos indecisos, e o foco desses trabalhos

é no tempo para se atingir o consenso. Diferentemente, vamos considerar a

presença de pessoas indecisas e que apenas um indiv́ıduo, e não o grupo, muda

de estado a cada passo de tempo da dinâmica. Em outro modelo que emprega

muitas alternativas, introduzido na Ref. [142], a imitação direta de um vizinho

escolhido ao acaso se alterna com religações na rede de contatos, produzindo

uma transição de fase interessante ao se ajustar o balanço entre as regras. Ao

invés de considerar o contágio aos pares, investigamos a regra da pluralidade

aplicada sobre os contatos mais próximos do indiv́ıduo. Embora a generalização

do modelo usando uma rede dinâmica possa ser abordada em um trabalho

futuro, assumimos aqui uma rede estática de contatos. Consideramos as duas

classes de redes com a propriedade de mundo pequeno que viemos estudando:

as paradigmáticas redes de Erdös-Rényi (ER) [91, 16] e Barabási-Albert

(BA) [14]. Os detalhes do modelo serão definidos na Sec. 5.2.

O modelo engloba casos em que as diferentes alternativas têm

atratividade inicial equivalente. Muitos produtos, vendidos na internet, com

qualidades e preços semelhantes estão dentro do escopo do modelo, como,

por exemplo, álbuns de música, sapatos, etc. Fizemos também a simplificação

de que os indiv́ıduos diferem um do outro apenas pelo número de contatos.

Outras heterogeneidades dos agentes podem também ser introduzidas em

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1122074/CA
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trabalhos futuros. Por ora, nos colocamos uma pergunta básica: como a regra

da pluralidade molda o espectro de decisão neste caso mais simples?

Primeiro, abordamos a questão clássica neste tipo de problema, se um

estado de consenso, em que todos (ou quase todos) os indiv́ıduos compartilham

a mesma preferência, pode ser alcançado ou não. Portanto, nas simulações

do modelo, calculamos a fração de realizações que atingiram o consenso. Em

situações não consensuais, analisamos a distribuição final das adoções. Também

calculamos outras quantidades relevantes, tais como a fração final de pessoas

indecisas e a fração final da população que opta pela alternativa mais popular.

Os resultados serão apresentados na Sec. 5.3.

5.2
A regra da pluralidade aplicada a um modelo de agentes

A regra da pluralidade governa a dinâmica de opinião de N agentes que

interagem por meio de sua rede de contatos. Cada agente i, representado por

um nó na rede, tem uma variável do tipo Potts si, que pode assumir os valores

s
1

, . . . , sq refletindo q alternativas (opções/escolhas, que enumeramos em uma

ordem arbitrária) eleǵıveis, bem como um estado “indeciso” s
0

, atribúıdo

quando o indiv́ıduo ainda não adotou uma das opções dispońıveis. A adição

do estado indeciso reflete o fato de que às vezes as pessoas não têm uma

escolha favorita. Isto traz uma distinção importante em relação aos modelos

já existentes, onde tal estado é ignorado.

Usamos redes de ER e BA, como representativas de redes mundo

pequeno com distribuições de conectividade homogêneas e heterogêneas,

respectivamente. Nós assumimos que a maior parte da população não tem uma

opinião formada a priori, com exceção dos nós “iniciadores” que representam

cada uma das escolhas oferecidas. Começamos a dinâmica com todos os nós no

estado S “ s
0

, exceto para q nós escolhidos ao acaso (onde q † N), onde, para

cada um deles, atribúımos uma opinião distinta S “ s
1

, . . . , sq. Estabelecemos

o mesmo número de iniciadores para cada uma das alternativas (a saber, 1

iniciador), o que reflete a atratividade equivalente de todas as alternativas.

Este tipo de estado inicial também é empregado em modelos de opinião para

as eleições proporcionais [149].

Em cada passo de Monte Carlo (MC) da dinâmica visitamos todos os

nós da rede em ordem aleatória. O estado da rede é atualizado de acordo com

os seguintes passos, aplicados para cada śıtio i:

(i) Definimos o conjunto de nós, Ai, formado por i e seus primeiros vizinhos.
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(ii) Determinamos o estado da pluralidade (EP) Sp
i ‰ s

0

, associado ao nó i,

como o estado compartilhado pelo maior número de nós no conjunto Ai.

(iii) O agente i adota então o estado da pluralidade correspondente.

As atualizações são repetidas até que o sistema atinja o estado

estacionário. Observe que, quando medimos o estado Sp
i , ignoramos os nós

em Ai que têm S “ s
0

(ver Fig. 5.1), por outro lado, a opinião corrente do

śıtio i também é levada em consideração no cálculo de Sp
i .

s0

s0

s0

s0

s7 s7

s3

s3

s3

s3
s3

s2

t t + 1

Figura 5.1: Ilustração da regra modelo. Em um dado instante de tempo t, um
nó i (na figura, representado pelo nó central) e os seus vizinhos formam um
grupo Ai. No caso mostrado na figura, o estado da pluralidade é Sp

i “ s
3

, uma
vez que este é o estado que é compartilhado por mais śıtios. Assim, no próximo
passo de tempo, o nó i muda sua opinião de s

2

para s
3

. Observe que os nós
com S “ s

0

não são contabilizados no cálculo do estado da pluralidade Sp
i .

Vale ressaltar que esta dinâmica difere da dinâmica do tipo Sznajd [150,

151] em que dois ou mais indiv́ıduos que partilham a mesma opinião, impõem

essa opinião a todos os seus vizinhos. A dinâmica apresentada aqui também

difere em vários aspectos da regra da pluralidade introduzida na Ref. [116]: i)

enquanto no nosso caso, apenas o nó central é afetado, em [116] todo o grupo

Ai muda sua opinião para o estado da pluralidade Sp
i a cada atualização ii)

Aqui, o tamanho do grupo interagente Ai é dado por G “ ki ` 1, onde ki é

a conectividade do śıtio i, em contraste com [116] onde o tamanho do grupo

é constante (em todo o caso, o parâmetro xky ` 1 desempenha o papel de

um G efetivo, e o tamanho dos grupos nos dois casos coincide no limite de

uma rede altamente homogênea, ou regular); iii) enquanto o nosso modelo

introduz o estado indeciso, a possibilidade de indecisão não é contemplada

em [116]; iv) em um caso de empate, a opinião do nó i permanece inalterada,

mas em [116] uma das opções dominantes é selecionada aleatoriamente. Com

relação a este último item, a presente dinâmica é mais próxima da versão
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da regra da maioria de [116], onde a dinâmica se torna estática por não ter

um critério de desempate, ou seja, quando há empate, o estado do śıtio não

muda. v) Em termos da rede de contatos subjacente, aqui consideramos redes

mundo pequeno. Por outro lado, a dinâmica da Ref. [116] foi investigada usando

redes quadradas. vi) Finalmente, uma outra diferença importante é a condição

inicial: consideramos que os indiv́ıduos decididos estão inicialmente dilúıdos em

um “mar” de nós indecisos, em contraste com a condição inicial onde todos os

śıtios estão, de maneira equiprovável, em um dos estados decididos.

5.3
Resultados

Acompanhamos a evolução de cada realização da dinâmica até o

estado estacionário ser atingido. A Fig. 5.2 ilustra a evolução temporal

de ns, número de nós que compartilham a mesma opinião s, em algumas

realizações representativas em redes ER de tamanho N “ 104, com diferentes

conectividades médias xky e diferente número de alternativas q. Em alguns

passos de Monte-Carlo chega-se ao estado estacionário. Padrões distintos são

observados dependendo do valor dos parâmetros xky e q:

(a) No primeiro exemplo, quando xky “ 4 e q “ 20, temos um estado final

fragmentado, onde todos os valores iniciais de S têm adeptos. Nesta

realização particular, o número de agentes não decididos é predominante,

representando aproximadamente 20% da população.

(b) Para uma conectividade maior (e.g., xky “ 6), várias opiniões ainda são

posśıveis no estado estacionário, mas a opinião vencedora sw é amplamente

dominante. O número de agentes não decididos no estado estacionário

diminúı em relação ao caso (a).

(c) Para uma conectividade ainda maior (por exemplo, xky “ 12) é provável

que haja consenso.

(d) No caso extremo de uma rede altamente conectada e um grande número

de alternativas, pode-se observar a situação em que quase todos os nós

permanecem no estado indeciso. Devido aos empates no cálculo de Sp
i a

evolução fica estagnada.

Na presente versão do modelo, o número de agentes indecisos sempre

diminui com o tempo já que esses indiv́ıduos não surgem na dinâmica, eles

são introduzidos apenas no estágio inicial. Padrões semelhantes também são

observados na rede de BA (não mostrado), embora para valores diferentes dos

parâmetros.
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A dinâmica pode ser qualitativamente entendida da seguinte maneira:

em uma primeira etapa, cada opinião propaga-se através dos nós vizinhos

indecisos. Se os iniciadores estão muito dilúıdos (q ! N), e a conectividade

não é muito alta, então cada um dos grupos compostos por śıtios com a

mesma opinião pode se propagar de maneira quase independente durante vários

passos de MC (regime não competitivo). Neste caso, o crescimento inicial é

aproximadamente exponencial na rede de ER, sendo descrito por dns{dt “

xkyns. Em redes de BA, o crescimento é ainda mais rápido. Quando os grupos

“colidem”, um regime competitivo é iniciado. Dependendo dos parâmetros

do modelo, a competição ocorre de maneira mais ou menos equilibrada e

com isso os empates estancam a evolução evitando o domı́nio amplo de uma

determinada opinião (como na Fig. 5.2.a). Este congelamento da dinâmica

pode ocorrer também desde o ińıcio, como na Fig. 5.2.d. Caso contrário,

predomina um mecanismo do tipo vantagem cumulativa ou “rich-get-richer”.

Nessa situação, o grupo com a opinião vencedora torna-se visivelmente maior,

convencendo cada vez mais os indiv́ıduos de outros grupos (Fig. 5.2.b), e

100

101

102

103

104

100 101 102

n S
(t
)

(a) hki = 4; q = 20

100

101

102

103

104

100 101 102

(b) hki = 6; q = 20

100

101

102

103

104

100 101 102

n S
(t
)

t (passos de MC)

(c) hki = 12; q = 20

100

101

102

103

104

100 101 102

t (passos de MC)

(d) hki = 150; q = 800

senão
s = s0

s = sw

Figura 5.2: Evolução temporal de ns, número de nós que compartilham a
mesma opinião s, para redes de ER de tamanho N “ 104. Todas as opiniões são
mostradas. A opinião S “ s

0

(estado indeciso) e a opinião vencedora S “ sw
estão destacadas em verde e vermelho, respectivamente. O estado estacionário
é atingido em alguns poucos passos de MC e diferentes padrões surgem para
diferentes valores de xky e q.
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podendo até dominar toda a rede (Fig. 5.2.c).

A fim de caracterizar os estados estacionários posśıveis, nós monitoramos,

para cada realização, a fração de pessoas decididas fd ” nd{N ” pN ´

ns
0

q{N , e a fração de nós que partilha a opinião mais adotada, ou escolha

vencedora, fw ” nsw{N . A média dessas quantidades, calculadas sobre

diferentes realizações da rede e condições iniciais, serão denotadas por fd e fw,

respectivamente. Também calculamos a fração fc das simulações que atingem

o consenso (operacionalmente definido como pelos menos 99% da população).

Nos cálculos envolvendo redes de ER, somente a componente principal do grafo

é considerada. Em situações onde temos um estado final fragmentado, ou seja,

quando vários opiniões estão representadas no final da dinâmica, analisamos

como essas opiniões se distribuem dentro da população. Por fim, validamos os

resultados através da comparação com distribuições de adoção reais.

Efeito do número de alternativas q Primeiro, vamos analisar o impacto do

número de alternativas q no estado estacionário, para uma distribuição de graus

fixa. A Fig. 5.3 mostra as quantidades de interesse, fd, fw e fc, como função de

q. Notamos que, quando q ! N , os resultados são praticamente independentes

de N em redes de ER (painéis da esquerda), enquanto as frações aumentam

com o tamanho do sistema para redes de BA (painéis da direita).

A fração média de pessoas decididas fd (triângulos), indicam que a

abundância de alternativas dificulta o processo de decisão feito através da

regra da pluralidade. O decaimento de fd é mais pronunciado em redes

de ER, enquanto a maioria das pessoas permanece decidida mesmo para

q grande na rede de BA. A razão disso é que em redes heterogêneas a

maior parte dos nós tem conectividade pequena e estes podem ser facilmente

convencidos por um único vizinho no estado decidido. Em contrapartida,

a ocorrência de uma pluralidade local é mais dif́ıcil em redes homogêneas

(com a mesma conectividade média que uma rede heterogênea ). Como

consequência, empates são muito mais frequentes, a dinâmica “congela” e mais

nós permanecem no estado indeciso. Portanto, se as decisões são tomadas de

acordo com a regra da pluralidade, a heterogeneidade dos graus ajudaria a

diminuir a indecisão, quando o número de alternativas permanece constante.

O papel da conectividade será analisado com mais detalhe na próxima seção.

Embora tipicamente o valor de fd diminua com q, contra intuitivamente, o

comportamento oposto também pode acontecer como observado na Fig. 5.3.c.

A fração fd exibe um decaimento até um ńıvel carateŕıstico não nulo que

permanece aproximadamente constante (desde que q não se torne muito

próximo deN). Este ńıvel caracteŕıstico se mantém para q infinitamente grande
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no limite de uma rede também infinita N Ñ 8. Obviamente, quando q Ñ N ,

a fração fd aumenta, se aproximando do seu valor máximo fd “ 1, já que nesse

caso a maior parte dos nós está associada a uma determinada escolha (diferente

para cada śıtio) desde o ińıcio da dinâmica. A existência de um platô significa

que, dentro de um certo intervalo, a fração indecisa da população não é afetada

de modo significativo pelo número de alternativas. No entanto, o valor desse

ńıvel caracteŕıstico muda com a conectividade da rede. Por exemplo, na rede

de ER, o platô em fd corresponde à maioria da população (aproximadamente

59%) para xky “ 4 e a uma minoria (aproximadamente 42%) para xky “ 8.

A fração média da população que adota a opinião vencedora, fw

(quadrados) também é uma quantidade significativa. Necessariamente fw § fd.

A fração fw é também maior na rede de BA. Isto é, a opinião vencedora

conquista em média uma fração maior da população em redes de BA do que

em redes de ER com o mesmo xky. De fato, a vantagem cumulativa que conduz
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(c) ER hki = 8
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fc
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f̄d
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Figura 5.3: Fração média de pessoas decididas fd (triângulos), fração média
de śıtios que escolheram a opinião vencedora fw (quadrados) e fração de
realizações que chegaram a consenso fc (ćırculos), em função do número de
opiniões diferentes q. Três tamanhos diferentes (indicados na figura) foram
usados para redes de ER (esquerda) e BA (à direita), com conectividade média
xky “ 4 (painéis superiores) e 8 (painéis inferiores). As linhas sólidas são guias
para os olhos, e as regiões sombreadas representam os erros padrão de fd e fw
para o caso N “ 105 (os erros são semelhantes para os outros tamanhos).
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Dinâmicas de opinião em redes complexas 85

o crescimento de um grupo (śıtios que compartilham a mesma opinião) é

facilitada em redes heterogêneas devido à presença de hubs. Consequentemente,

o grupo vencedor ganha mais adeptos. Note também que, em redes de ER,

quando a fração fd atinge o ńıvel caracteŕıstico, uma opinião dominante está

ausente, fato espelhado pelo pequeno valor fw (quadrados na Fig. 5.3.a e 5.3.c).

Entretanto, nas redes de BA o vencedor pode sempre conquistar uma fração

expressiva da população (śımbolos quadrados na Fig. 5.3.b e 5.3.d) expresso

pelo fato que fw permanece sempre finito, exceto no limite extremo q Ñ N .

Para ambos os tipos de redes, a probabilidade de ocorrência de consenso,

fc (ćırculos), tipicamente decai de 1 para 0 a medida em que q aumenta. Isto

concorda com a intuição de que, quando existem mais opções dispońıveis, é

mais dif́ıcil se atingir o consenso. O decaimento para zero não é suave, mas

apresenta um salto abrupto, tal que acima de um certo valor cŕıtico qc a fração

de consenso fc se torna despreźıvel. Observamos na Fig. 5.3 que quando a

conectividade média da rede aumenta (veja os painéis de cima para baixo),

assim como quando a rede se torna mais heterogênea (veja os painéis da

esquerda para direita), o consenso se torna mais provável para um dado número

de alternativas q, e qc é maior. Isto é, alta conectividade e/ou heterogeneidade

nos graus não somente evitam indecisão, mas também favorecem o consenso

segundo a regra da pluralidade. A dependência precisa em xky será estudada

na sequência.

Efeito da conectividade média xky As frações caracteŕısticas fd, fw e fc

como função da conectividade média da rede são mostradas na Fig. 5.4 para

diversos valores de q, nas redes de ER e BA.

Analisaremos primeiro os resultados na rede de BA, onde as frações

caracteŕısticas exibem (veja a Fig. 5.4.b) um comportamento simples para

q ! N . A fração média de pessoas decididas fd, bem como a probabilidade

de consenso fc, aumentam com a conectividade. É interessante que o valor

cŕıtico da conectividade para a qual o consenso é atingido, xkyc » 7, pareça

ser aproximadamente independente do número de alternativas.

Em contrapartida, na rede de ER (see Fig. 5.4.a), xkyc depende de q.

Observe que a fração média de pessoas decididas fd primeiro decresce com a

conectividade até um valor mı́nimo localizado em xky

min

. Até esse ponto, a

fração de simulações que chega ao consenso fc é despreźıvel. No entanto, em

xky

min

, acontece uma transição abrupta e ambas as frações fc e fd crescem

rapidamente com xky, até 1. Podeŕıamos esperar mais śıtios decididos quando

a conectividade é grande, como na rede de BA, desde que, em prinćıpio, mais

conexões poderiam facilitar o espalhamento da informação. Porém, para uma
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rede pouco conectada, os grupos que compartilham de uma dada opinião estão

tipicamente isolados uns dos outros. Quando ligações são adicionadas na rede,

grupos que estavam isolados se conectam e podem ocorrer empates. Isto é,

por um lado, uma conectividade média alta implica que grupo com opiniões

diferentes podem estar mais conectados entre si e em consequência acabam

competindo. Por outro lado, um indiv́ıduo terá contato com mais opiniões

diferentes, dificultando o processo de decisão e fazendo com que haja mais

śıtios no estado indeciso. Portanto, não somente o excesso de alternativas (q

grande) pode produzir a estagnação da dinâmica, esse congelamento também

pode ser causado pelo “excesso” de ligações, ou seja, um valor grande de xky.

Isto explica o decrescimento inicial de fd com xky que ocorre até fd atingir o

mı́nimo. Depois desse ponto, a inclusão de mais conexões permite que um grupo

dominante imponha sua própria opinião sobre os demais, concomitantemente

há um crescimento de fc, até que seja atingido seu valor máximo igual a 1.

Note também que em redes de ER, para cada valor de q, existe um intervalo

da conectividade média para a qual a fração de pessoas decididas é minoria.

f̄ d
,
f̄ w
,
f c
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Figura 5.4: Frações fd (linhas cheias) e fc (linhas pontilhadas), como função
da conectividade média xky, para vários valores de q (indicados por cores
diferentes), em redes de ER (a) e BA (b) de tamanhoN “ 105. Por uma questão
de clareza, o comportamento da fração vencedora fw (linhas tracejadas) é
mostrado apenas para o caso q “ 1000 (realçado com linhas pretas). As médias
foram calculadas usando pelo menos 50 amostras.

Para valores de q muito grandes, é provável que as frações caracteŕısticas

não atinjam seu valor máximo igual a 1, e quando a rede tende à saturação de

opiniões diferentes (q Ñ N), a existência de pluralidade local de opniões que

permita a evolução se torna improvável, dáı fd Ñ q{N e fc Ñ 0. Algo similar

ocorre quando nos aproximamos do limite de alta conectividade média. De

fato, no limite de campo médio (grafo completamente conectado), onde todos

os nós estão conectados com todos os outros nós, claramente o congelamento

acontece para a condição inicial considerada aqui. Por outro lado, o limite de
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Figura 5.5: Diagrama de fases no plano xky ´ q exibindo, em escala de cores, a
fração fc de realizações da dinâmica que atingiu o consenso. Os śımbolos cheios
enfatizam os pontos onde o consenso ocorre em todas as (fc “ 1, vermelho)
ou nenhuma (fc “ 0, azul) das 30 realizações feitas para cada par (xky, q). As
linhas cheias representam os pontos em que fw “ 0, 5 (fw ° 0, 5 à direita dessas
curvas). Áreas sombreadas representam os pontos para os quais fd † 0.5. Os
dois tipos de rede, ER e BA, têm tamanho N “ 105.

campo médio não faz muito sentido no caso heterogêneo, porque perdeŕıamos

a heterogeneidade dos graus.

A existência de uma transição abrupta da situação onde muitas opiniões

coexistem para o consenso indica que, pela adição de apenas algumas ligações

ou algumas novas alternativas, a maior parte da população pode vir a adotar

a mesma opinião. A transição para o consenso é mais abrupta em redes de BA

e a largura do salto decresce com q. O maior grupo ganha adeptos adicionais

mais facilmente com a vantagem cumulativa. Perto da conectividade cŕıtica,

a adição de algumas ligações ao acaso faz com que seja mais provável que

grupos muito grandes se conectem com grupos menores que acabam sendo

conquistados pela opinião dominante, rapidamente levando ao consenso. Em

redes homogêneas esta transição é menos abrupta, porque um grupo dominante

é menos provável, e a largura da transição aumenta com q.

Diagrama de fases A fim de resumir os resultados anteriores, apresentamos

na Fig. 5.5 um diagrama de fases no plano de parâmetros xky ´ q. O diagrama

mostra a transição entre regiões de consenso para as regiões com estado final

fragmentado, como indicado pelas cores de vermelho para azul. Os śımbolos

cheios enfatizam os pontos onde o consenso acontece sempre (fc “ 1, vermelho)

ou nunca (fc “ 0, azul).

As linhas sólidas representam a fronteira, onde fw “ 0, 5 (fw ° 0, 5 à

direita das curvas), e a área sombreada destacam os pontos para os quais o

maioria dos śıtios permanece no estado indeciso (fd † 0, 5).

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1122074/CA
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Fica claro que o domı́nio onde ocorre consenso (fc » 1, região vermelha)

é maior para redes de BA, assinalando que a heterogeneidade da rede favorece

o consenso. Em todos os casos, inserindo algumas poucas ligações, para um

q fixo, pode conduzir ao consenso. Em redes de BA, para q suficientemente

grande (Á 200) o valor cŕıtico xkyc » 7 torna-se independente de q.

Em contraste, para redes de ER, a dependência em q é mais forte.

Os domı́nios de não consenso (fc » 0, região azul), para redes de Erdös e

Rényi, cobrem a região de conectividade média alta, para q suficientemente

grande. Nesse caso, também podemos atingir o consenso eliminando algumas

alternativas. Concomitantemente, na área hachurada na Fig. 5.5.a., a fração

de pessoas decididas se torna minoria (fd † 0, 5). Enquanto, no caso de BA,

śıtios decididos são maioria em todo o diagrama de fases. Além disso, mesmo

na ausência de consenso, o grupo vencedor pode ser a maioria (fw ° 0, 5),

principalmente em redes de BA.

5.3.1
Distribuição de adoções simuladas e emṕıricas

Uma distribuição larga de opiniões embora com um forma diferente

daquela observada no Cap. 4 pode manifestar-se nos estados estacionários

em que não há consenso. Computamos os histogramas (normalizados) para

estas realizações. As curvas t́ıpicas dessas distribuições são retratadas na

Fig. 5.6. Podemos identificar comportamentos exponenciais, log-normais e leis

de potência.
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Figura 5.6: Distribuição do número de nós que compartilham uma determinada
opinião ns, P pnsq, constrúıdo com 50 amostras, para q “ 2000, em redes de
ER (a) e BA (b) de tamanho N “ 105, e diferentes valores de xky (indicados
na figura). As linhas sólidas são ajustes de log-normal, as linhas pontilhadas
são ajustes exponenciais, e a linha tracejada com inclinação -3 foi desenhada
como referência.

Em redes de ER, longe o suficiente da fronteira cŕıtica do consenso,
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Figura 5.7: Distribuição P pnrq do número de avaliações nr para os itens à
venda no Netshoes [152] (nd » 9 ˆ 104; q » 1, 2 ˆ 103) e no GooglePlay [153]
(nd » 1, 8 ˆ 106; q » 7, 5 ˆ 103). Identificamos o número de avaliações com o
número de pessoas decididas nd e o número de itens com q. As linhas sólidas
são ajustes de log-normal.

as preferências são distribúıdas de maneira quase uniforme com um corte

exponencial. Quando nos aproximamos da região de consenso (por exemplo,

aumentando xky) a distribuição assume uma forma log-normal. Note que isso

acontece na região do diagrama de fases onde a indecisão prevalece (área

sombreada na Fig. 5.5).

Em redes de BA, a distribuição também se assemelha a uma log-normal,

mas quando nos aproximamos da região de consenso a cauda aumenta devido

à existência de uma opinião vencedora dominante. Além disso, nas situação

onde o congelamento acontece nos estágios iniciais da dinâmica, P pnsq tende

a refletir a distribuição de conectividade da rede com expoente -3.

A fim de comparar as distribuições simuladas com distribuições

reais, analisamos dados nos quais as alternativas não são significantemente

diferenciadas (por exemplo em preço e/ou qualidade), assim como é assumido

pelo nosso modelo. Nós analisamos tênis masculinos dentro da mesma faixa

de preços (R$ 150 ˘ 50) do site Netshoes, uma empresa brasileira de artigos

esportivos, e álbuns de música vendidos pelo Google Play (cujos preços são U$

9˘ 3). Identificamos q como o número de itens dentro de cada categoria (tênis

ou álbuns) e consideramos a quantidade de resenhas recebidas por cada item

como um indicador do número total de “adeptos”. Para cada base de dados

nós computamos o histograma do número de adoções (Fig. 5.7). A comparação

entre as Figs. 5.6 e 5.7 coloca em evidência uma similaridade excepcional entre

os distribuições reais e simuladas produzindo curvas log-normais. Também é

notável a semelhança entre o formato das curvas para pequenos valores de s. A

ausência de uma cauda como na rede de BA, indica que os dados emṕıricos são

melhor modelados por redes de ER. De fato, uma vez que os usuários desses
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serviços têm acesso às avaliações de qualquer outro usuário, a rede subjacente

se assemelha a uma interação do tipo campo médio e portanto é melhor descrita

por um grafo aleatório com uma conectividade relativamente alta.

5.4
Considerações Finais

Introduzimos um modelo baseado na regra da pluralidade que considera

o processo de decisão como sendo governado pela influência da maioria relativa

dos vizinhos. O modelo também incorpora a possibilidade de agentes indecisos.

Apesar da sua simplicidade, o modelo oferece insights sobre sistemas reais.

Pode-se aplicar essa modelagem não somente em situações que envolvem

consumo de produtos ou serviços, também podemos aplicá-la em outros

ambientes onde existe uma variedade de opções, desde que as alternativas sejam

homogêneas com atratividade similar (em qualidade, custo, etc) e pessoas não

têm uma escolha preferida a priori.

Diferentes estados estacionários são acesśıveis dependendo do número

de alternativas e da distribuição de graus da rede de contatos: podemos

ter consenso, uma distribuição de adoções larga ou, para um número de

alternativas suficientemente grande, situações onde a indecisão predomina. De

fato, nos processos de tomada de decisão governados pela regra da pluralidade

pode ocorrer empate (conflito e frustração), contribuindo para a estagnação da

dinâmica pelo excesso de escolhas. Este efeito é mitigado pela heterogeneidade

da rede. Adicionalmente, o modelo prevê que a estagnação também pode ser

resultado do excesso de ligações.

Para qualquer rede o consenso é quase certo para um número

suficientemente pequeno de opções ou para uma conectividade suficientemente

grande. Para redes com distribuição de graus heterogênea, o consenso pode

ocorrer mesmo se existem muitas opções dispońıveis. Por outro lado, é

improvável que ocorra consenso para um número grande de opções e quando

a conectividade média da rede é baixa, especialmente se a rede é homogênea.

Nessas situações de não consenso, uma distribuição de adoções larga pode

surgir com um formato similar ao das distribuições reais onde a suposição de

homogeneidade dos itens se mantém, como nos exemplos da Netshoes e álbuns

no Google Music.

O modelo indica que o consenso pode surgir repentinamente através da

introdução de algumas conexões ou através da eliminação de alguns itens. Além

disso, o modelo também sugere que um item pode se tornar muito popular (com

fw relativamente grande) mesmo que a atratividade inicial de todos os itens

sejam equivalentes. Estas observações fornecem outra explicação posśıvel do
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porquê alguns conteúdos amadores podem viralizar na internet, ou porque um

serviço, um bem de consumo ou produto cultural pode se tornar um best-seller

sem que tenha qualquer qualidade diferenciada aparente.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1122074/CA



6
Modelo não consensual com opiniões cont́ınuas

Investigamos o surgimento de pontos de vista extremos na sociedade

através de uma modelagem via f́ısica estat́ıstica e de análise de pesquisas

que abordam uma ampla gama de questões como religião, economia, poĺıtica,

aborto, sexo extraconjugal, livros, filmes, e voto eleitoral. As pesquisas

apresentam um indicador claro do aumento de pontos de vista extremos. Seu

precursor é uma relação não linear entre a fração de indiv́ıduos que sustentam

uma posição extrema e a fração de indiv́ıduos que sustentam a mesma posição

(seja extrema ou moderada). Por exemplo, na poĺıtica, aqueles que estão

“muito conservadores” contra aqueles que são “moderadamente conservadores

ou muito conservadores”. Propomos um modelo de dinâmica de ativação com

regras de interação baseadas na existência da “teimosia” do indiv́ıduo e que

mimetiza as observações emṕıricas. De acordo com a nossa modelagem, o

ińıcio da não linearidade pode ser associado com uma transição abrupta do

tipo percolação de inicialização onde “cascatas de extremismo” acontecem

na sociedade. Portanto, o ińıcio do comportamento não linear representa um

alerta antecipado para prever a transição de visões moderadas para visões

extremas. Além disso, por meio de um diagrama de fases, podemos classificar

as sociedades de acordo com o regime percolativo ao qual elas pertencem em

termos da fração cŕıtica de extremistas e das conexões entre os indiv́ıduos.

6.1
Introdução

As causas fundamentais do surgimento de opiniões extremas na sociedade

constituem, nos dias de hoje, uma questão de intenso debate entre os

acadêmicos [154, 3, 155, 63, 156, 157]. Ao longo das últimas décadas, parece

haver uma tendência mundial de divisão das opiniões públicas sobre diversas

questões como, por exemplo, controle de armas, aborto, imigração, aplicações

biotecnológicas, aquecimento global, direitos LGBT, entre muitos outros.

Em muitos tópicos, um silenciamento notável de vozes mais moderadas

pode ser observado, concomitantemente ao levante de pontos de vista

extremos [158–160]. Não somente na poĺıtica, mas também em tópicos

cotidianos como filmes, livros, moda e outros temas culturais, posições

extremas desabrocham e a opinião ou a atitude de grupos inicialmente

pequenos podem acabar se tornando a regra.
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Como essas tendências se estabelecem na sociedade ainda é um mistério.

O grau de desenvolvimento econômico e social, as crenças religiosas, a história

de vida dos indiv́ıduos, e muitos outros fatores, sem dúvida, contribuem

para moldar a distribuição das opiniões dos membros de uma sociedade.

Porém, mesmo que caracteŕısticas sociais sejam essenciais para moldar o

comportamento coletivo, como viemos discutindo nos caṕıtulos anteriores, as

interações entre os indiv́ıduos também desempenham um papel importante

que muitas vezes é subestimado. Na rede social definida pelas conexões entre

os membros da sociedade, se propagam informações, rumores e idéias. Neste

processo, novas opiniões podem tomar forma e as opiniões existentes podem ser

reforçadas ou enfraquecidas. Mas até que ponto essa interação ajuda a moldar

a opinião pública? Pontos de vista extremos podem surgir apenas a partir das

interações entre indiv́ıduos? As respostas a estas perguntas podem nos ajudar

a entender a dinâmica de polarização de opiniões públicas e podem também

possibilitar a detecção de tendências à polarização.

Estudos longitudinais, que envolvem observações da evolução temporal

da opinião de indiv́ıduos em escalas de tempo longas, são dif́ıceis de se

conseguir. Felizmente, estão dispońıveis para o público extensas bases de dados

de estudos transversais (cross-sectional studies) da distribuição de opinião dos

indiv́ıduos sobre as mais diversas questões [161, 162]. Estes dados podem ser

obtidos por meio de pesquisas, onde um grupo de pessoas é questionada sobre

sua atitude em relação a um assunto espećıfico, fornecendo assim uma evidência

valiosa sobre a natureza complexa das opiniões públicas. As respostas são

normalmente classificados em atitudes, e.g., muito favorável, moderadamente

favorável, moderadamente desfavorável ou muito desfavorável. Para os nossos

propósitos, pessoas com opiniões muito favoráveis ou muito desfavoráveis

podem ser definidas como aquelas que detêm pontos de visto extremos. O

cerne da questão é entender a dinâmica da opinião pública a partir dos dados

transversais dispońıveis, de tal forma a prever uma tendência à polarização

antes que ela ocorra de fato [163]. A partir da análise desses dados estáticos,

extráımos evidências da radicalização na população que se manifesta sob a

forma de um comportamento não linear na região próxima a certos pontos

cŕıticos. Nessa região ondas de extremismo se espalham na sociedade através

de uma dinâmica de avalanches que associamos a transições de fase cŕıticas na

mesma classe de universalidade da percolação de inicialização. Essas resultados

elucidam a natureza da transição de grupos que passam a adotar posições mais

extremas.

O achado central desse trabalho é a descoberta de um preditor estat́ıstico

do aumento das tendências de opinião extremas na sociedade em termos
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de um comportamento não linear do número de indiv́ıduos que sustentam

uma determinada visão extrema, e o número de indiv́ıduos que detêm uma

opinião extrema ou moderada. Analisamos pesquisas que abrangem um

vasto leque de questões, tais como religião, economia, poĺıtica, aborto, sexo

extraconjugal e voto eleitoral; além de analisar a opinião relacionada a bens de

consumo cultural, como livros e filmes. Os levantamentos apresentam uma não

linearidade que serve como um preditor do surgimento de pontos de vista

extremos. Este preditor é ub́ıquo em relação à diversidade de pesquisas e

páıses participantes, refletindo uma caracteŕıstica genérica da dinâmica de

opinião humana. A metodologia desenvolvida a partir da não linearidade

é assinalada por um ponto de inflexão no qual as sociedades se tornam

extremas e, apesar disso, tanto quanto sabemos não foi usada antes para

predizer tendências na opinião pública. O significado dessa não linearidade

é explicada na sequência. Em geral, para um sistema f́ısico não interagente,

é esperado que haja isometria. Isto significa que o sistema é extensivo e

os observáveis escalam com o tamanho do sistema [164]. Por exemplo, em

um sistema f́ısico não interagente, e. g., um paramagneto, se dobrarmos o

número de part́ıculas, o valor da energia também dobra. Em termos dos

nossos sistemas sociais de interesse, um sistema linear não interativo implica

que o número de pessoas que sustentam uma posição extrema (por exemplo,

muito favorável ao aborto) escala linearmente com o número de pessoas que

compartilham da mesma opinião, sendo esta extrema ou moderada (seguindo

o mesmo exemplo, muito favorável ou moderadamente favorável ao aborto).

Portanto, linearidade é consequência da não interatividade entre os agentes.

Por outro lado, é bem é conhecido em f́ısica estat́ıstica [164], que correlações

entre as unidades do sistema levam a um comportamento não linear e à não

extensividade. Este efeito é chamado de alometria no campo da sociof́ısica

e vem sendo estudado nos últimos anos. Se investigou, por exemplo, de que

maneira o tamanho das cidades escala com diferentes indicadores urbanos,

como atividades tecnológicas [165] e indicadores de saúde [166, 167]. Nesses

estudos, verifica-se que o número de homićıdios escala superlinearmente com a

população das cidades, enquanto o número de suićıdios escala sublinearmente;

ambos os casos são exemplos de comportamento alométrico não linear.

O aparecimento do comportamento não linear representa um sinal de

alerta, que antecipa uma transição cŕıtica abrupta de um cenário onde

prevalecem opiniões moderadas para um regime dominado por opiniões

extremas. O comportamento não linear, o qual antecipa a mudança abrupta,

é facilmente detectado por meio dos levantamentos e quantifica o status da

sociedade no caminho para o predomı́nio de atitudes extremas. Por meio
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de uma modelagem de f́ısica estat́ıstica, encontramos que a não linearidade

serve como prognóstico para o ińıcio de uma cascata de pontos de vista

extremos. Mostramos que essas cascatas são uma consequência de uma

transição de ativações que ocorre no ponto de inflexão quando a sociedade

muda abruptamente de moderada para extrema.

6.2
Resultados

6.2.1
Resultados emṕıricos

Para ilustrar o resultados dos levantamentos, vamos considerar uma

t́ıpica pesquisa realizada pelo Pew Research Center (ver Anexo D). Pergunta-se

aos participantes de um determinado páıs se eles i) fortemente acreditam, ii)

acreditam, iii) não acreditam, ou iv) fortemente não acreditam que a religião é

uma parte importante de suas vidas. Usando esses dados, primeiro calculamos

a fração fe de pessoas que sustentam uma visão extrema. Calculamos essa

fração em relação ao total da população pesquisada em cada páıs. Ou seja,

nós computamos fe “ N`

e {N (ou N´

e {N), onde N`

e (ou N´

e ) é o número de

pessoas que expressam um ponto de vista extremo positivo (ou negativo), e

N é o número total de pessoas que participam do levantamento. Em alguns

levantamentos exclúımos do total da população, a parte que não tem posição

definida ou se recusou a responder. Calculamos então a fração de pessoas que

sustentam um ponto de vista moderado ou extremo: f “ N`

{N (ou N´

{N),

onde N` (ou N´) é o número de indiv́ıduos que acreditam ou acreditam

fortemente em religião (ou que desacreditam e desacreditam fortemente). Veja

exemplos na Fig. 6.1.

A figura 6.2a mostra o gráfico de fe contra f , onde cada ponto

representa o resultado da uma pesquisa realizada em um determinado páıs

em um determinado ano. O conjunto de pontos embora espalhados, são

nitidamente correlacionados e seguem uma tendência bem definida. Para

extrair a tendência principal entre fe e f sem usar uma forma funcional

pre-determinada, usamos a regressão não local, conhecida como LOESS [111]

com banda (parâmetro de suavização) h “ 0, 8, utilizamos também o estimador

de Nadaraya-Watson [168] (veja apêndice C para detalhes). A regressão é

representada pela linha sólida na Fig 6.2a. O resultado é paradigmático da

dependência não trivial entre fe e f . Para uma fração relativamente pequena

de extremistas, fe é aproximadamente proporcional a f (linha reta pontilhada

na Fig. 6.2a). Este comportamento linear pode ser interpretado como originado
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Figura 6.1: Exemplo de cálculos das frações: f`

e , f
`, f´

e e f`. Usamos dois
casos representativos (a) uma das pesquisas do Pew Research mencionada no
texto, a saber, sobre o importância da religião na vida das pessoas. Usamos o
levantamento feito no Brasil na primavera de 2010 (destacado em vermelho na
figura) para fazer os cálculos e (b) um item do IMDb, usamos o mesmo item
escolhido como exemplo no Cap. 4: o filme De volta para o futuro. O quadro
(c) mostra como as frações foram computadas.

de um sistema de indiv́ıduos não interagentes, i.e., que formam as suas

opiniões de forma independente um do outro. Na ausência de interações

entre as pessoas, o regime linear se estenderia até f “ 1. No entanto, em

fe « 0, 20, um desvio notável da linearidade é observado. Um comportamento

não linear segue a partir desse ponto, o que marca o ińıcio de um “excesso”

de extremistas em comparação com o número esperado no caso linear (não

interactivo e extensivo). Portanto, quando uma maioria significativa de pessoas

que compartilham do mesmo ponto de vista (extremo ou moderado) é atingida,
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a interação entre os indiv́ıduos com opinião semelhante leva a uma mudança

do predomı́nio de opiniões moderadas para opiniões extremas. Este fenômeno

está em bom acordo com o cenário observado para o caso de grupos pequenos

em pesquisas de ciências do comportamento [169].

Um estudo de caso t́ıpico da transição em direção ao extremismo são as

opiniões em relação a situação econômica depois da crise da d́ıvida pública

europeia em 2009. A evolução temporal de (f, fe) para a França, Itália, Grécia

e Espanha na figura Fig. 6.2b mostra que o comportamento não linear emerge

após 2009, indicando que um negativismo extremo prevaleceu nestes páıses

durante o peŕıodo. Este resultado suporta a hipótese de que o desvio da

linearidade marca o surgimento de pontos de vista extremos.

A não linearidade observada não é uma prerrogativa de questões

religiosas ou econômicas onde as opiniões frequentemente parecem ser mais

polarizadas, mas estende-se a vários outros tipos de pesquisas em todo o

mundo. Pesquisas que variam de aborto à imigração (ver detalhes no Apêndice

D) são apresentados na Fig. 6.2, todas exibindo caracteŕısticas semelhantes.

É um comportamento surpreendentemente onipresente, encontrado também

em tópicos mais simples, como opiniões sobre livros e filmes (Fig. 6.2 n-o).

Embora a forma precisa da curva (f, fe) mude de um levantamento para outro,

parece haver uma tendência universal muito diferente daquela encontrada, por

exemplo, em dados embaralhados (Fig. 6.2p).

Na Fig. 6.2q, mostramos os resultados para votos em deputados estaduais

brasileiros. Cada ponto corresponde a uma cidade para a qual nós computamos

as frações de votos dentro de cada orientação poĺıtica, como foi feito para

as outras pesquisas. Este é um contra-exemplo notável: encontramos um

padrão de dispersão em pf, feq semelhante ao que apareceria se as pessoas

tivessem escolhido a orientação poĺıtica (de extrema esquerda à extrema

direita) associada ao voto de forma aleatória. Com efeito, os dados de eleição

parecem ser não correlacionados, de uma forma similar à obtida com os dados

embaralhados sobre a pesquisa com os livros apresentados na Fig. 6.2p. Mais

pesquisas são necessárias para revelar se a ausência de uma tendência na

votação eleitoral brasileira é uma caracteŕıstica genérica de eleições em geral.

Na sequência, interpretamos o comportamento não linear em termos

de uma transição cŕıtica de um regime de visões moderadas para visões

extremas. Notavelmente, o desvio do comportamento linear, que aparece para

fe moderado, antecipa o aparecimento de um ponto cŕıtico que marca a

transição precisa entre esses dois tipos de regime. Sendo assim, as curvas (f, fe),

que podem ser facilmente obtidas a partir de pesquisas de opinião, anunciam

prontamente o ińıcio do “comportamento” extremo antes que a transição de
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(d) Muçulmanos

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

f

(e) Cristãos
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Figura 6.2: (Subt́ıtulo na página seguinte)
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Figura 6.2: Observações Emṕıricas. Dependência da fração de extremistas
fe como função de f , fração da população que compartilha da mesma posição
em relação a um determinado tema. Os pontos vermelhos correspondem às
opiniões positivas/favoráveis (f`

e , f
`) e os pontos laranja correspondem às

opiniões negativas/desfavoráveis (f´

e , f
´). Os resultados foram obtidos a partir

dos resultados dos levantamentos descritos no Apêndice D. As linhas sólidas são
regressões não paramétrica (ver Apêndice C). Em (a) e (b), a linha tracejada
representa o comportamento linear esperado para um grupo não interativo.
No painel (b), estão representadas as respostas desfavoráveis em relação ao
sentimento sobre a situação econômica. A evolução temporal (em escala de
cores) de (f, fe) é apresentada para França, Itália, Grécia e Espanha. Depois
da crise da d́ıvida pública europeia em 2009 surge um comportamento não
linear nesses páıses.

fato tenha ocorrido.

6.2.2
Modelando a dinâmica de opinião extrema

As caracteŕısticas observadas aqui, tanto quanto sabemos, não podem ser

explicadas pelos modelos de opinião existentes. Como discutido no caṕıtulo 5,

boa parte dos modelos leva ao consenso, onde uma única opinião predomina,

ou à uma situação onde há um equiĺıbrio, i.e., temos frações iguais de

opiniões distintas no estado estacionário [150, 143, 144]. Outros modelos

permitem a coexistência de opiniões minoritárias e majoritárias [117, 170,

146, 171], mas não são adequados para descrever os dados emṕıricos, em que

temos de distinguir as opiniões extremas das moderadas. Estes modelos são

suficientes para abordar determinados problemas, mas não são adequados para

estudar a emergência do extremismo. Há também os modelos de confiança

delimitada (em inglês bounded confidence models), que assumem que apenas

pessoas com atitudes suficientemente próximas interagem. Estes modelos foram

considerados para estudar a dinâmica de opinião extrema, mas esses produzem

uma distribuições descont́ınuas de opiniões, que não refletem os padrões

emṕıricos que nós observamos.

Essas observações demandam um modelo simples e abrangente que

capture a origem microscópica subjacente da formação de opiniões extremas.

Propomos um modelo, aplicado à uma rede complexa, onde a opinião do

indiv́ıduo, q, assume valores reais entre ´1 e `1. O sinal de q corresponde

ao posicionamento do indiv́ıduo (e.g., contra ou a favor), enquanto o valor

absoluto de q reflete o ńıvel de “convicção” do indiv́ıduo (e.g., moderadamente

a favor ou muito a favor) . São consideramos opiniões extremas estados onde

|q| ° qe e opiniões positivas (negativas) estados com q ° 0 (q † 0). Motivados
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pelas quatro opções da maioria das pesquisas, pode-se considerar qe “ 0, 50.

Chamamos de śıtios “moderados” aqueles em que |q| † qe.

Introduzimos um parâmetro a (0 § a § 1) que quantifica a teimosia

dos indiv́ıduos, esse é um ingrediente realista que mostraremos ser importante

para entender o comportamento não linear da dinâmica de opinião. A dinâmica

considera a opinião do indiv́ıduo, bem como a opinião média q̄ dos vizinhos na

rede de contatos, segundo as seguintes regras (veja também a Fig. 6.3):

(i) q Ñ q̄, se |q̄| ° |q| e q tem o mesmo sinal de q̄.

(ii) q Ñ q, se p1 ´ aq|q| § |q̄| § |q| e q tem o mesmo sinal de q̄.

(iii) q Ñ q̄ ` aq, se [q̄ † p1 ´ aqq e q ° 0] ou [q̄ ° p1 ´ aqq e q † 0].

A regra (i) determina que um nó adotará a opinião média dos seus

vizinhos, se essa média é mais “extrema” que a opinião do próprio nó. De

fato, é razoável que as pessoas com um ńıvel de convicção mais fraca têm

mais chance de serem influenciadas por pessoas com uma opinião mais forte.

Observe que, mesmo que o parâmetro a não esteja presente de forma expĺıcita

nesta regra, um indiv́ıduo que tem uma opinião mais forte do que os seus

contatos acaba sendo mais inflex́ıvel, uma vez que é mais dif́ıcil de mudar sua

opinião. De acordo com a regra (ii), nenhuma mudança no estado do indiv́ıduo

acontece para um certo intervalo de opiniões intermediárias de seus vizinhos,

sendo este intervalo tanto maior quanto maior for a teimosia e mais forte a

opinião do nó. Por fim, a regra (iii) determina que, quando a opinião média

dos vizinhos é oposta ou muito menos radical do que a opinião do próprio nó,

então a nova opinião do śıtio será q̄ ` aq.

Note que o novo estado de um śıtio é influenciado não só pelos seus

contatos, mas também é determinado parcialmente por sua própria opinião,

ponderada pela teimosia a. Assim, o papel de teimosia a é duplo: se a é grande,

não somente q̄ deve estar distante o suficiente de q para que haja uma mudança

na opinião do śıtio, mas a também reduz o efeito relativo à sua vizinhança. No

caso limite a “ 0, o intervalo de inflexibilidade colapsa, e o nó se comporta

como os indiv́ıduos mais flex́ıveis, facilmente induzidos pelo ambiente próximo

e assumindo a opinião média dos vizinhos, similarmente ao que acontece nos

modelos com regra da maioria [143].

A teimosia é um ingrediente fundamental para termos uma população

heterogênea, com opiniões diferentes. Na ausência da teimosia (a “ 0), todas

as três regras se reduzem à única prescrição de adotar o valor médio dos

vizinhos, dando origem ao consenso de uma única opinião como no modelo

da regra da maioria de Galam [143]. Isto é, a distribuição de opiniões colapsa
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Figura 6.3: (Subt́ıtulo na página seguinte)

numa função delta; ou seja, todos os śıtios teriam o mesmo posicionamento

e mesma convicção. Por outro lado, ao definir a ° 0, pessoas com opiniões

inicialmente diferentes, não serão facilmente convencidas e a heterogeneidade

de opiniões irá persistir no estado final. Nesse caso, obtemos uma distribuição

cont́ınua de opiniões. Uma distribuição cont́ınua de q é também um resultado

reaĺıstico: mesmo que haja grupos que compartilhem da mesma opinião, há

uma variabilidade no ńıvel de convicção de cada pessoa. Um exemplo de

distribuição cont́ınua de opiniões para a ° 0 é ilustrado na Fig. 6.4 para

diferentes valores de f
0

. Conforme o valor da fração f
0

aumenta, muda também

a forma da distribuição P pqq; seu valor máximo hp para valores positivos de

q se torna mais acentuado e é deslocado na direção de valores cada vez mais

extremos.

Note que aqui a teimosia é conceitualmente diferente de definições

anteriores [136] que utilizam campos locais. Também é diferente da idéia de

indiv́ıduos intransigentes, onde nós inflex́ıveis não mudam de opinião [175, 176].

Simulamos o modelo em redes de Erdös-Rényi (ER) com conectividade
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Figura 6.3: Modelagem. (a) Considere um nó com conectividade 3 e que
detém uma opinião q “ 0, 5 com teimosia a “ 0, 8. Há três situações
posśıveis de acordo com as regras de modelo dependendo do valor de q̄: (i)
Se q̄p“ 0, 9q ° q e tem o mesmo sinal de q, a opinião do nó se torna mais
extrema, q Ñ q̄. (ii) Se o q̄ † q, mas q̄ é maior do que uma fração de q dada
por 1´a, então os vizinhos não conseguem mudar a opinião do nó devido à sua
teimosia. Por conseguinte, a opinião do śıtio permanece a mesma. (iii) Quando
a opinião média dos vizinhos é mais moderada ou de sinal contrário, eles pode
influenciar a opinião do śıtio. Neste caso q̄ “ ´0, 7, a opinião positiva do śıtio
muda, tornando-se q “ ´0, 3. (b) Diagrama mostrando a nova opinião de um
śıtio no passo t ` 1, qt`1

, como função da opinião média de seus primeiros
vizinhos no passo t, q̄. Dois casos t́ıpicos são retratados. Curva vermelha:
qt “ 0, 5 e a “ 0, 8 (este caso corresponde a situação ilustrada na parte (a)).
Curva laranja: śıtio com opinião negativa extrema qt “ ´0, 75 e teimosia a “ 1.
Quanto maior o valor de a mais amplo o intervalo de inflexibilidade da regra
(ii) em que a opinião do śıtio não muda. (c) Ilustração das diferentes fases do
modelo para diferentes valores de f

0

em uma rede ER de tamanho N “ 104 e
xky “ 4. Na fase moderada, aglomerados extremistas ficam fragmentados. O
maior e-cluster está destacado em vermelho e os outros 10 maiores e-clusters
estão destacados em verde, os nós brancos são śıtios moderados [172–174]. Na
fase incipiente, um e-cluster finito aparece pela primeira vez (em vermelho). O
sistema é cada vez suscept́ıvel à perturbações; o cluster amarelo na fase extrema
representa uma cascata resultante da mudança da opinião de um śıtio que foi
alterado externamente, passando de moderado para extremo. Para um estado
final já bem imerso na fase III, a maioria absoluta dos nós (em vermelho) são
extremistas.

P
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q
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f
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Figura 6.4: Distribuição de opiniões Função densidade de probabilidade
P pqq no estado final de uma simulação feita para a “ 1 em uma rede de ER
de tamanho 105 com xky “ 4, 2. As diferentes distribuições correspondem a
diferentes valores de f

0

como indicado na figura. O gráfico inserido mostra a
dependência da altura do pico hp com f

0

.
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média xky, começando com uma fração f
0

dos śıtios com opinião positiva. Para

definir o estado inicial da dinâmica, simulada em uma rede de tamanho N ,

selecionamos um valor de f
0

que representa a fração inicial de nós com opinião

positiva. Depois disso, selecionamos f
0

N vértices e atribúımos a cada um deles

um valor aleatório de opinião q uniformemente distribúıda entre 0 e `1. Aos

p1 ´ f
0

qN nós restantes, atribúımos um valor aleatório para q uniformemente

distribúıdo entre ´1 e 0. A cada passo de tempo t, as opiniões de todos os nós

da rede são atualizadas de forma śıncrona de acordo com as regras definidas

acima. Extremistas positivos são minoria para qualquer condição inicial. No

estado final, controlado por f
0

, calculamos as frações f` (f´), que corresponde

a fração de śıtios no estado final com q ° 0 (q † 0), e f`

e (f´

e ), que é a fração

de śıtios no estado final com q ° qe (q † qe).

fe

f

(a) hki = 3.5 e qe = 0.50

fe

f

(b) hki = 3.5 e a = 1.00

a = 1.00
a = 0.75
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Figura 6.5: Efeitos de a e qe. (a) Fração de extremistas fe como função
de f para diferentes valores de a e qe “ 0, 50. Quando diminúımos o valor
de a para zero a situação final se reduz ao regime de consenso. (b) fe como
função de f para a “ 1 e diferentes valores de qe (indicados na figura). Para
qe próximo de 0 ou 1, as curvas (fe, f) apresentam comportamentos distintos
daqueles observados nos dados emṕıricos: com qe próximo de 0 encontramos
uma relação de 1 para 1 entre fe e f , e com qe próximo de 1, a maioria dos
śıtios extremistas só emerge quando f Ñ 1. Portanto a escolha de valores
intermediários de qe é mais reaĺıstica.

Como é ilustrado na Fig. 6.5, o modelo apresenta uma rica variedade

de comportamentos para a dependência de fe com f . Figura 6.5a mostra a

redução do modelo para o regime de consenso. Para um valor de a grande o

suficiente (a “ 1 e 0, 75), encontramos um espectro cont́ınuo de fe como função

de f , variando de f “ 0 a f “ 1. Diminuindo o valor de a, uma descontinuidade

emerge, e a fração fe colapsa e se torna dominante apenas para valores grandes

de f . Para a “ 0, o modelo atinge o regime de consenso e cada nó adota a
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mesma opinião dada pela média da distribuição inicial de q. Neste regime,

considerando que usamos uma distribuição uniforme de q, se f
0

† 0, 5, f e fe

são nulos. No entanto, quando f
0

° 0, 5 os valores positivos de q dominam, e

f “ 1. Como representado na figura Fig. 6.5a, para a “ 0 e f “ 1, fe assume

dois valores. Neste caso, fe “ 0 se a média da distribuição inicial de q é menor

do que qe “ 0, 5, e fe “ 1 se a média da distribuição inicial de q é maior do

que qe “ 0, 5. A Figura 6.5b ilustra como o modelo se comporta variando qe

para valores fixos de xky e a. Se qe é pequeno, por exemplo qe “ 0, 1, nota-se

uma relação linear entre f e fe, uma vez que quase todos os nós com q positivo

são classificados como extremos. Aumentando qe diminúımos a inclinação do

trecho linear (para o qual fe é pequeno). Para valores ainda maiores de qe

uma emergencia súbita e não reaĺıstica do extremismo é encontrada. Portanto,

com base nos resultados emṕıricos apresentados na Fig. 6.2, e uma vez que

estamos interessados em regimes não consensuais, consideramos, sem perda de

generalidade, o conjunto representativo de parâmetros a “ 1 e qe “ 0, 5. Como

mostrado na Fig. 6.6a o modelo com a “ 1, qe “ 0, 5, e xky “ 4, 2 mimetiza

muito bem a curva pf, feq do levantamento sobre religião.

6.2.3
Fases de opinião extrema

Na sequência, discutimos como a fenomenologia do modelo nos permite

interpretar a não linearidade em termos de mudanças na dinâmica microscópica

do espalhamento de opiniões. Estas mudanças se manifestam em transições

bem definidas entre as diferentes fases finais retratadas na Fig. 6.3c. As

transições de uma fase para outra são caracterizadas pelo comportamento

percolativo dos śıtios extremistas relativo à rede de contatos. O comportamento

dos clusters, formados pelos śıtios extremistas (que chamaremos de e-clusters

como no trabalho original) e ilustrados na Fig. 6.3c revela a origem da não

linearidade. Variando f
0

, o sistema passa por três fases distintas, separadas

por dois pontos cŕıticos como exemplificado na supracitada Fig. 6.3c. A

fenomenologia das transições está intimamente relacionada a modelos de

ativação como a percolação de inicialização [177, 103, 64, 102], o modelo de

opinião de Watts [63, 178] e o modelo de competição de inovações de Helbing

et al. [179]. De fato, há uma correspondência entre a dinâmica de ativação da

percolação de inicialização e a mudança de visões predominante moderadas

para extremas (e-activation em inglês) em nosso modelo; podemos considerar,

no nosso modelo, a passagem de um śıtio do estado moderado para o estado

extremo como uma ativação.

O propósito do modelo é interpretar o comportamento não linear em
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Figura 6.6: Validação do modelo. (a) fe vs f para o levantamento sobre
religião e o ajuste usando o modelo com os parâmetros N “ 104, a “ 1
e xky “ 4, 2. A curva obtida com o modelo é bem próxima do resultado
emṕırico. Plotamos também o tamanho da maior avalanche S˚, obtida através
de uma perturbação no estado final da dinâmica como explicado no texto.
O aparecimento de comportamento não linear acompanha o aumento no
tamanho das cascatas. (b) Diagrama de fases do modelo em termos de fe
e xky. As linhas pretas (xky ° kc) correspondem a transições de primeira
ordem e as linhas azuis (xky † kc) correspondem às transições cont́ınuas.
Fase moderada: não há e-cluster gigante. Fase incipiente: um e-cluster gigante
aparece, e há um aumento dos efeitos em cascata. Fase extrema: caracterizada
pelo consenso dos extremistas para uma conectividade média suficientemente
alta. Os śımbolos representam páıses selecionados a partir do levantamento
sobre religião do painel (a) e abrangem todo o espectro de fases (os nomes
dos páıses estão abreviados no formato FIPS). xky deve ser interpretado como
uma conectividade média efetiva da rede através da qual há o espalhamento
da opinião e não como o número real de v́ınculos entre os indiv́ıduos, podendo
ser este último muito maior. A conectividade média efetiva é obtido a partir
do ajuste feito no painel (a).

termos de transições de fase cŕıticas que não podem ser medidas diretamente

a partir dos dados reais, uma vez que normalmente a rede de contatos é

desconhecida. O modelo identifica as seguintes fases:

Fase I ou fase moderada Para valores de f
0

pequenos, observamos e-clusters

pequenos e isolados. O tamanho do maior e-cluster, se
1

, como função de f
0

vai a zero (Figs. 6.7a e 6.7e) e o comportamento da curva pf, feq permanece

aproximadamente linear.
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Figura 6.7: (Subt́ıtulo na página seguinte)

Fase II ou fase incipiente Acima de um valor cŕıtico, f
0c

1

, surge um e-cluster

de tamanho se
1

que ocupa uma fração finita da rede. (Figs. 6.7a e 6.7e). O

ponto cŕıtico f
0c

1

também é assinalado pelo pico no tamanho do segundo maior

e-cluster, se
2

. A ordem desta transição é determinada por xky, em comparação
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Figura 6.7: Transições cŕıticas. (a)-(d) Gráficos para xky “ 5 ° kc. (e)-(h)
Gráficos para xky “ 4 † kc. Os resultados apresentados são médias sobre
50 realizações da dinâmica em redes (diferentes) de ER (exceto nos painéis
(b) e (f) onde as médias foram feitas sobre 300 realizações), em todos os
painéis usamos a “ 1. (a) e (e) se

1

e se
2

vs f
0

. O tamanho dos clusters foram
normalizados pelo tamanho da maior componente da rede (N “ 105). ((b) e (f)
Tamanho da maior cascata S˚ vs f

0

. O gráfico inserido mostra a distribuição de
tamanhos de cascata para diferentes valores de f

0

, exibindo uma lei de escala
para f

0

próximo de f
0c

2

(N “ 104). (c) e (g) fe e f vs f
0

(N “ 105). (d) e
(h) Curvas pf, feq exibem novamente o comportamento não linear. As regiões
hachuradas em (d) correspondem aos saltos nas transições de primeira ordem,
portanto, inacesśıvel no limite de tamanho infinito. As áreas coloridas em tom
azulado nos painéis (d) e (h) representam a região onde ocorrem as cascatas
S˚ nos painéis (b) e (f), mostrando que a não linearidade está associada com
a ocorrência de cascatas progressivamente maiores (representadas por tons
de azul gradualmente mais escuros) à medida que f aumenta. Por clareza,
consideramos apenas a fração de vértices positivos (q ° 0) e os positivos
extremos (qe ° 0) no cálculo de f e fe.

com um valor cŕıtico kc “ 4, 5 ˘ 0, 1. Para xky ° kc, se
1

(Fig. 6.7a), fe e f

(Fig. 6.7c), apresentam uma descontinuidade em f
0c

1

; uma assinatura de uma

transição abrupta de primeira ordem. Para xky † kc, a transição é de segunda

ordem como na percolação tradicional: o tamanho se
1

cresce continuamente em

f
0c

1

e se
2

apresenta um pico (Fig. 6.7e). As frações fe e f também aumentam

de maneira suave (Fig. 6.7g).

Depois do aparecimento do e-cluster gigante, acontece um fenômeno

coletivo de “avalanches” de opiniões extremas, por meio do qual o extremismo

se propaga. Quantificamos a dinâmica de avalanches inspirados por uma

dinâmica semelhante a que aparece na percolação de inicialização [64, 102].

Na percolação de inicialização [64, 102] os śıtios da rede podem assumir

dois valores: ativos ou inativos. No começo da dinâmica, uma fração fa dos

nós são escolhidos ao acaso e atribúıdos ao estado ativo, ficando o restante

dos nós no estado inativo. Já no nosso modelo partimos de um configuração

inicial onde os nós estão ativos com probabilidade f e
0

“ p1 ´ qeqf0. Um nó

inativo na percolação de inicialização se torna ativo somente se ele tem pelo

menos k vizinhos ativos, onde k é um parâmetro fixo do modelo. Śıtios ativados

permanecem nesse estado para sempre. Essa regra de ativação é iterativamente

aplicada até que o sistema atinja um estado estacionário, sem mudanças

adicionais. Uma variante foi introduzida por Watts [63] no qual a condição

de ativação é dada por uma fração mı́nima de vizinhos ativos, ao invés de se

considerar um número k fixo de vizinhos.

Na percolação de inicialização, quando temos a presença de um cluster
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gigante de nós ativos, uma mudança infinitesimal da fração de nós ativos

pode desencadear uma avalanche de ativações. Este processo em cascata está

relacionado com a existência de clusters subcŕıticos de nós ativáveis. Um nó

pertence a um cluster subcŕıtico se está conectado a outros 1 ´ k śıtios fora

do cluster gigante, onde k é a conectividade limiar necessária para ativação.

Quando um vizinho j do śıtio subcŕıtico i se torna ativo, então i também é

ativado. Com isso, os nós do cluster subcŕıtico conectados ao śıtio i passam

a ter um vizinho ativo a mais, e por consequência também são ativados e

acontece uma cascata (veja a Fig. 6.8). Em contraste, no nosso caso, as regras

de ativação são muito mais complexas para permitir uma definição clara de

śıtios sub-cŕıticos. De fato, a ativação de um nó “ativável” não garante a

ativação dos seus vizinhos ativáveis mais próximos . Além disso, uma ativação

indireta também é posśıvel: um nó i pode ser transitivamente ativado através

de algum nó intermediário já no estado ativo, desde que o nó i receba uma

contribuição adicional em q̄, devido à alteração de uma dos seus vizinhos.

(a) (b)

Figura 6.8: Ilustração do processo de ativação de um cluster subcŕıtico na
percolação de inicialização. Em (a) temos um cluster subcŕıtico com limiar
de ativação k “ 3. Os vértices pretos representam as sementes, os vértices
sombreados são os śıtios ativos e os vazios são os śıtios inativos. A área
pontilhada delimita o cluster subcŕıtico. Se um śıtio na vizinhança do cluster
subcŕıtico se torna ativo, todos os pertencentes a esse cluster serão ativados,
como ilustrado em (b). Essa figura foi adaptada da Ref. [64]

A fim de detectar e caracterizar as posśıveis avalanches do presente

modelo, nós contornamos as dificuldades mencionadas acima, fazendo uma

pequena perturbação no estado estacionário do sistema. Consideramos os

nós com opinião moderada positiva, (i.e. com 0 † q † qe “ 0, 5) como sendo

os nós vulneráveis (ou subcŕıticos na nomenclatura da Ref. [64]). Escolhemos,

então, um nó i com opinião 0 † q † qe “ 0, 5 e alteramos seu estado para
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q “ 1, dessa forma “acionamos” o śıtio i. Aplicamos iterativamente as regras

do modelo até que o sistema atinja novamente o equiĺıbrio. Por fim, medimos o

número S de nós vulneráveis que se tornaram extremistas no novo estado final.

Aqui S representa o tamanho da avalanche. A figura 6.3c mostra o resultado

do processo descrito acima.

Para uma dada configuração final do sistema (i.e., para uma dada

amostra) acionamos, um por vez, todos os nós vulneráveis, retornando

sempre para o estado não perturbado cada vez que acionamos um śıtio

novo. Acumulamos os dados para todos os nós vulneráveis que conseguiram

desencadear uma avalanche, ou seja, para os quais S ‰ 0. Para cada amostra

computamos o tamanho da maior avalanche S
˚
gerada. O tamanho médio

das avalanches xSy e tamanho da maior avalanche S
˚
, foram calculados como

função de f
0

. Encontramos que S é pequeno em torno de f
0c

1

mas aumenta

rapidamente com f
0

. O tamanho da maior avalanche S˚ como função de f

é apresentado na figura Fig. 6.6a. A figura indica que a tendência não linear

nas curvas (f, fe) do modelo é acompanhada pelo aumento de tamanhos das

avalanches. Assim, nós associamos o ińıcio do regime não linear com a fase

extrema incipiente onde o sistema começa a ser mais senśıvel à perturbações;

pequenas perturbações podem gerar avalanches de tamanho considerável e, por

consequência, o espalhamento de opiniões extremas.

Fase III ou fase extrema S˚ atinge o valor máximo no segundo ponto de

cŕıtico f
0c

2

(Figs. 6.7b e 6.7f) sinalizando a transição para uma fase em que

sociedade como um todo tornou-se extrema. Esta transição pode ser suave

ou abrupta dependendo do valor de xky. Se xky ° kc, a transição é abrupta

e de primeira ordem. A distribuição dos tamanho de avalanche desenvolve

uma cauda em lei de potência com expoente 3{2 (veja o gráfico inserido na

Fig. 6.7b). O valor deste expoente cŕıtico sugere que o modelo está na classe

de universalidade da percolação de inicialização [64, 102, 179]. Além disso, a

dinâmica de ativação na percolação de inicialização [64] e no modelo de opinião

Watts [63] exibem transições h́ıbridas como no nosso modelo: uma combinação

de um salto (como em transições de primeira ordem) e uma lei de potência

(como em transições de segunda ordem) próximo ao ponto cŕıtico. Perto do

ponto cŕıtico, o tamanho do maior e-cluster comporta-se como

|se
1

´ se
1c| „ |f

0

´ f
0c|

⇣ , (6-1)

onde f
0c refere-se a f

0c
1

ou f
0c

2

, e onde o expoente ⇣ « 1{2 (veja Fig. 6.9) ,

como na percolação de inicialização [64, 102].

Essas são transições h́ıbridas e a aproximação de f
0

em direção ao
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|s
e 1
�

se 1
c
|

|f0 � f0c |

1/2

hki = 5: f0c1
hki = 5: f0c2
hki = 6: f0c1
hki = 6: f0c2

10�2

10�1

100

10�3 10�2

Figura 6.9: Lei de escala da transição h́ıbrida, para dois casos de
conectividade alta: xky “ 5 e xky “ 6, nos dois pontos cŕıticos. O expoente da
forma de escala é próximo de 1/2, como na percolação de inicialização. Usamos
redes ER de tamanho 105.

ponto cŕıtico em termos de leis de potência é dada acima e abaixo por f
0c

1

e

f
0c

2

, respectivamente. Este resultado é mais um indicativo que nosso modelo,

embora tenha várias diferenças em relação a percolação de inicialização, pode

estar na mesma classe de universalidade.

O pico agudo de S˚ (Fig. 6.7b) reflete a descontinuidade de se
1

em f
0c

2

(Fig. 6.7a), esta descontinuidade também pode ser notada em f e fe (Fig. 6.7c).

Após este salto abrupto, quase todos os nós pertencem ao e-cluster gigante.

Quando xky † kc, S˚ apresenta um pico mais largo em f
0c

2

(Fig. 6.7f). O

expoente 3{2 do decaimento em lei de potência encontrado para xky ° kc

aplica-se aproximadamente ao envelope das distribuições de tamanho das

avalanches (gráfico inserido da Fig. 6.7f). Neste caso, a transição para a fase

extrema é progressiva em termos de f e fe (Figs. 6.7g e 6.7h).

O impacto das transições cŕıticas nas curvas pf, feq é ilustrado nas

Figs. 6.6a, 6.7d e 6.7h. Elas mostram que o aparecimento da não linearidade

na fase incipiente está associada ao aumento do tamanho das avalanches. A

origem de não linearidade é a presença de cascatas de extremistas na fase II e o

aparecimento da não linearidade é um preditor de mudanças mais drásticas que

ocorrem quando o tamanho das avalanches é máximo. A perda da linearidade

nos gráficos fepfq é refletida na mudança drástica da forma de P pqq. Desde que

fe é diretamente relacionado à área sob o pico dessa distribuição, a mudança

de P pqq se manifesta no comportamento de fe vs f . De fato, note a semelhança

entre a forma de hppfq mostrada no gráfico inserido da Fig. 6.4 com os gráficos
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emṕıricos na Fig. 6.2.

6.2.4
Diagrama de fases

As diferentes fases previstas pelo modelo estão representadas na Fig. 6.6b

em um diagrama de fases definido em termos de valores cŕıticos de fe e xky.

O diagrama exibe a linha de transições de percolação que separa as fases

moderada e incipiente, onde as caracteŕısticas principais são a ausência ou

a presença de um e-cluster gigante, respectivamente. O diagrama também

exibe a linha que separa a fase extrema das demais. Para o caso da pesquisa

sobre religião, usamos, na Fig. 6.6b, o valor xky “ 4, 2, que oferece o melhor

ajuste entre os dados emṕıricos e os resultados da simulação do modelo. Para

fazer esse ajuste usamos os dados da Fig. 6.6a. Uma vez que o valor de xky é

estimado, podemos plotar páıses particulares no diagrama de fases.

Por meio da interpretação fornecida pelo modelo, classificamos as

sociedades de acordo com seu ńıvel de extremismo; o diagrama de fases mensura

a posição das sociedades em direção à predominância de atitudes extremas.

Valores de f`

e , selecionados do levantamento sobre religião da Fig. 6.6a para

alguns páıses, são projetados no diagrama de fases, Fig. 6.6b. A maior parte

dos páıses está localizada na fase II e alguns estão em fase III, onde a maioria

da população assume uma posição extrema. Observamos, por exemplo, que em

termos do posicionamento sobre a importância da religião, Paquistão e Tuńısia

estão na fase III positiva, quer dizer, consideram a religião muito importante,

enquanto o Brasil está no ponto de transição entre a fase II e III. Os EUA

também estão muito próximos do ponto de transição se aproximando bastante

da fase III. A posição de um páıs no diagrama de fases poderia ser alterada por

um aumento ou diminuição de fe ou, mais importante, xky. A conectividade

efetiva poder ser aumentada através da utilização de meios de comunicação

social, por exemplo. Assim, os EUA pode entrar fase III apenas aumentando a

conectividade média da população, do valor atual de xky “ 4, 2 para xky “ 5.

Isso resultaria em uma transição abrupta de primeira ordem para a fase III.

Outros páıses, como o México, Itália e Japão estão na fase incipiente e a China

está na fase moderada.

Esta classificação pode ter implicações importantes, já que poderia

detectar se um páıs está à beira de uma mudança abrupta para a fase extrema,

produzida tanto por um aumento de fe quanto por um aumento no xky (por

exemplo, pelo aumento da conectividade média através do uso crescente de

mı́dias sociais)
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6.3
Considerações finais

A análise de pesquisas de opinião, como os levantamentos explorados

nesse trabalho, servem como laboratório para estudo do surgimento de

extremismo nas sociedades. A consistência entre os dados reais e as previsões

do modelo sugere um escopo até mais amplo da análise estat́ıstica feita aqui. Os

bons resultados apresentados tornam esse estudo um posśıvel candidato para

predizer outros aspectos do comportamento coletivo humano que envolvem

crenças e tomada de decisão e onde prevalecem cascatas de opinião [63], tais

como a competição no mercado de inovações [179, 180]. Por exemplo, a não

linearidade pode ser um sinal capaz de antecipar a ampla adoção de certos bens

de consumo; dado que o comportamento não linear aparece em avaliações de

itens como livros e filmes. Mais pesquisas estão planejadas para investigar a

aplicabilidade da análise não linear no comportamento humano coletivo em

geral.
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7
Conclusão e considerações finais

Através de uma abordagem de f́ısica estat́ıstica, exploramos mecanismos

de interação em sistemas compostos de indiv́ıduos ou “agentes sociais”.

Estes agentes interagem segundo regras simples e redes de contatos com

topologia aleatória. Essas interações dão origem a padrões emergentes e

auto-organização. Em todos os casos a modelagem foi validada através da

comparação com dados emṕıricos. Este tipo de abordagem permite tratar

problemas diversos, como a disseminação de adoções de filmes, a distribuição de

preferências de produtos com múltiplas escolhas e o surgimento do extremismo.

As redes complexas em que esses processos tipicamente ocorrem são

caracterizadas primariamente pela distribuição de graus. Entretanto, as

correlações entre graus de nós vizinhos podem ser importantes. Estudamos

como a correlação linear r se relaciona com outras caracteŕısticas estruturais

de grafos. Enquanto o impacto de r sobre o coeficiente de aglomeração não

é muito marcante, o seu impacto sobre as distâncias caracteŕısticas mostra

como as correlações podem modificar de modo significativo os processos de

propagação nessas redes. Como primeiro passo, nos trabalhos subsequentes,

utilizamos redes aleatórias sem controlar de maneira sistemática o valor de r.

Resta pesquisar o impacto das correlações nos processos estudados.

O IMDb (Internet Movie Database) é uma das páginas mais visitadas

mundialmente e ao mesmo tempo fornece uma grande quantidade de dados

sobre as preferências dos usuários. Assim, investigamos as distribuições desses

dados procurando regularidades. Encontramos que a distribuição de votos

apresenta um comportamento livre de escala, com um expoente muito próximo

de 3/2. Este é um padrão robusto, independente de atributos dos filmes como

nota média, idade ou gênero. O valor do expoente, t́ıpico de situações de

campo médio, aponta para um mecanismo de propagação de adoções simples,

onde a rede de contatos é irrelevante. Entretanto, algumas audiências (curtas e

documentários) oferecem contraexemplos, possivelmente porque nesses casos a

estrutura particular da rede de contatos ou o tipo de disseminação de adoções

não seja tão aleatório como no caso mais geral.

Como perspectiva vale a pena pesquisar mais profundamente o que

pode levar a esse comportamento excepcional. Seria interessante também

procurar quais outros produtos seguem um comportamento semelhante ao

observado para os filmes. Gostaŕıamos de salientar que além das implicações
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dos resultados do trabalho, este trabalho mostra uma possibilidade de expansão

das fontes de informação emṕıricas relacionados ao campo da dinâmica social,

através do uso das páginas de recomendação.

Introduzimos também um modelo de opiniões para abordar o problema

de múltiplas escolhas, incluindo a possibilidade de indecisão e onde as escolhas

dos indiv́ıduos evoluem segundo uma regra de pluralidade. Mostramos que essa

dinâmica em redes com a propriedade de mundo pequeno produz diferentes

estados estacionários reaĺısticos, que dependem do número de alternativas

e da distribuição de graus da rede de contatos: consenso, distribuição de

adoções larga similar às reais e situações onde a indecisão predomina, quando

o número de alternativas é suficientemente grande. Observamos que nos

processos governados por uma regra da pluralidade pode ocorrer conflito e

frustração que levam a uma estagnação da dinâmica por excesso de escolhas.

Um efeito que pode ser mitigado pela heterogeneidade de graus da rede de

contatos. Nestas redes pode ocorrer consenso mesmo havendo um número

muito grande de escolhas. Entretanto o aumento de conexões também contribui

para a estagnação. Os resultados do modelo são consistentes com observações

emṕıricas para situações de escolha múltipla em que os itens apresentam uma

atratividade semelhante. O modelo mostra como um item pode se tornar muito

popular mesmo nessa situação em que não existe um diferencial importante

de um item para outro. Além disso, o modelo reproduz a predominância de

indecisão quando o número de alternativas excede certo limiar cŕıtico.

Na última parte da tese, investigamos o surgimento de posições extremas

na sociedade. Para isso foram usados os resultados de pesquisas de opinião

em uma ampla gama de questões. Estas pesquisas fornecem outra importante

fonte emṕırica para o estudo de fenômenos sociais. No trabalho desenvolvido,

foi detectado, como precursor do surgimento de atitudes extremas, uma relação

não linear entre a fração de extremistas e a de moderados. O modelo de opiniões

proposto, com regras de ativação baseadas na teimosia dos indiv́ıduos, permite

interpretar o ińıcio dessa não linearidade em termos de uma transição abrupta

do tipo percolação de inicialização onde acontecem cascatas de extremismo. O

ińıcio do crescimento súbito da fração de extremistas numa população pode

ser entendido com um indicador capaz de antecipar também a ampla adoção

de certos bens de consumo, dado que o padrão linear/não linear também é

observado em pesquisas sobre livros, filmes, etc.

Em todos estes casos estudados vemos como os modelos de opinião,

aliados às enormes bases de dados, fornecem resultados com poder de

interpretação e predição dos padrões emṕıricos.
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A
Correlação em redes complexas - Cálculos

A.1
Coeficiente de correlação de Pearson

A covariância de xi e xj sobre ligações, Eq. 2-26 utilizada na Sec. 2.1,

pode ser obtida da seguinte forma:

covpxi, xjq “

∞
ij Aijpxi ´ xxyeqpxj ´ xxyeq∞

ij Aij

“

1

2M

ÿ

ij

Aijpxixj ´ xxye xi ´ xxye xj ` xxy

2

eq

“

1

2M

ÿ

ij

pAijxixj ´ xxy

2

eq

“

1

2M

ÿ

ij

Aijxixj
1

p2Mq

2

ÿ

ij

kikjxixj

“

1

2M

ÿ

ij

ˆ
Aij ´

kikj
2M

˙
xixj, (A-1)

onde, nos passos acima, usamos a Eq 2-3 e a Eq. 2-24.

Nessa mesma seção apresentamos a expressão para o coeficiente de

assortatividade (Eq. 2-31). Partindo da Eq. 2-29,

r “

∞
ij pAij ´ kikj{2Mq kikj∞

ij pki�ij ´ kikj{2M, q kikj
(A-2)

podemos rearranjar os termos, fazendo

r “

∞
ij pAij ´ kikj{2Mq kikj∞
ij pki�ij ´ kikj{2Mq kikj

“

∞
ij Aijkikj ´

∞
ijpkikjq

2

2M
∞

ij k
2

i kj�ij ´

∞
ijpkikjq

2

2M

. (A-3)

Note agora que
∞

ijpkikjq
2

2M
“

∞
i k

2

i

∞
j k

2

j

N xky

e
ÿ

ij

k2

i kj�ij “

ÿ

i

k3

i . (A-4)

Substituindo a Eq. A-4 na Eq. A-3 e multiplicando o numerador e o

denominador por xky {N , temos
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r “

xky

∞
ij Aijkikj{N ´ xky p

∞
i k

2

i {Nq

2

xky

∞
i k

3

i {N ´ xky p

∞
i k

2

i {Nq

2

. (A-5)

Mas

xky

∞
ij Aijkikj

N
“

∞
ij Aijkikj

2M
“ xkk1

ye e
∞

i k
n
i

N
“ xkn

y . (A-6)

Substituindo a Eq. A-7 na Eq. A-5, temos

r “

xky

2

xkk1

ye ´ xk2

y

2

xkyxk3

y ´ xk2

y

2

. (A-7)

por fim, usando que xkye “ xkn`1

y { xky, temos

r “

xkk1

ye ´ xky

2

e

xk2

ye ´ xky

2

e

, (A-8)

que é a Eq. 2-31 apresentada na tese para a assortatividade.

A.2
Decomposição de r

A expressão para a assortatividade apresentada no Cap. 3 é

r “

xkk1

ye ´ xky

2

e

xk2

ye ´ xky

2

e

, (A-9)

onde x¨ ¨ ¨ ye denota média sobre ligações e k e k1 são as conectividades dos

vértices em cada extremidade de uma ligação. Lembrando que

xkn
ye “

xkn`1

y

xky

e xky “

2M

N
, (A-10)

onde x¨ ¨ ¨ y (sem sub́ındice) significa média sobre a distribuição de graus, temos

r “

xky

2

xkk1

ye ´ xk2

y

2

xkyxk3

y ´ xk2

y

2

. (A-11)

Os fragmentos (ou subgrafos) envolvidos no cálculo são os caminhos

abertos (que envolvem n ` 1 nós), cujo número é Pn. Assim temos

P
1

“

1

2

Nÿ

i

ki ,

P
2

“

Nÿ

i

ˆ
ki
2

˙
“

1

2

ÿ

i

kipki ´ 1q “

N

2

`@
k2

D
´ xky

˘
,

P
3

“

ÿ

i,j

pki ´ 1qpkj ´ 1q ´ 3n4 ” P̃
3

´ 3n4 , (A-12)
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onde P
1

é o número de ligações do grafo, P
2

é o número de caminhos abertos

de tamanho 2 (cunhas) e P
3

é o número de caminhos não triangulares de

tamanho 3 (envolvendo 4 vértices). A expressão para P
3

na Eq. A-12 pode ser

entendida da seguinte maneira (veja a Fig. A.1): considere a ligação entre os

vértices i e j. De cada um desses dois vértices saem respectivamente outras

ki ´1 e kj ´1 ligações, excluindo-se a ligação entre i e j. Somando sobre todas

as ligações temos então o número de caminhos de tamanho 3, P̃
3

. Entretanto,

para contabilizar somente os caminhos abertos, envolvendo 4 vértices, devemos

excluir os casos em que os vértices i1 e j1 representam o mesmo nó, situação que

corresponde aos caminhos triangulares. Portanto devemos subtrair n4 vezes 3,

dado que na soma sobre todos os ki e kj o número de triângulos é contabilizado

3 vezes.

Figura A.1: Ilustração do cálculo de P
3

.

Será útil ter em conta também a quantidade de caminhos de comprimento

3 (abertos e fechados) P̃
3

definida na Eq. A-12 e relembrar da definição do

coeficiente de aglomeração
C “

3n4

P
2

. (A-13)

Assim como foi feito na Eq. (A-13) para 3n4, também vamos normalizar P
3

pelo número de caminhos de tamanho 2 (cunhas). A grandeza resultante,

B ”

P
3

P
2

(A-14)

é chamada de ramificação escalada B (scaled branching em inglês).

Podemos reescrever P̃
3

de uma maneira mais conveniente para nossos

cálculos como

P̃
3

“

ÿ

e

pk ´ 1qpk1

´ 1q

“

ÿ

e

kk1

´ 2
ÿ

e

k `

ÿ

e

1

“ M pxkk1

ye ´ 2 xkye ` 1q

“ xky

N

2

ˆ
xkk1

ye ´ 2
xk2

y

xky

` 1

˙
, (A-15)
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onde o sub́ındice “e” denota soma sobre ligações, ou seja sobre todos os pares

pk, k1

q de vértices vizinhos.

Note também, a partir da Eq. A-12, que

P̃
3

“ |P
2

|pB ` Cq “

N

2

`@
k2

D
´ xky

˘
pB ` Cq . (A-16)

Igualando as Eq. A-15 e Eq. A-16, temos

N

2

`@
k2

D
´ xky

˘
pB ` Cq “ xky

N

2

ˆ
xkk1

ye ´ 2
xk2

y

xky

` 1

˙
. (A-17)

Multiplicando os dois membros da igualdade por xky, obtemos

xky

`@
k2

D
´ xky

˘
pB ` Cq “ xky

2

xkk1

ye ´ 2
@
k2

D
xky

2

` xky

2 (A-18)

e somando xk2

y

2 nos dois lados da equação acima, temos

xky

2

xkk1

ye ´

@
k2

D
2

“ xky

`@
k2

D
´ xky

˘
pB ` Cq `

` xky

`
xky

2

´ xky

˘
` xky xky

2

´

@
k2

D
2

, (A-19)

cujo primeiro membro é o numerador da Eq. A-11. Fazendo a manipulação

xky xky

2

´

@
k2

D
2

“ xky

`
xky

2

´ xky

˘ ˆ
´

xk2

y

xky

˙

e colocando xky

`
xky

2

´ xky

˘
em evidência no lado direito da Eq. A-19, temos

xky

2

xkk1

ye ´

@
k2

D
2

“ xky

`
xky

2

´ xky

˘ ˆ
B ` 1 ´

xk2

y

xky

` C

˙
. (A-20)

Finalmente, substituindo o lado direito da equação acima no numerador da

Eq. A-9, chegamos à equação

r “

xkypxk2

y ´ xkyq

´
B ` 1 ´

xk2y

xky

` C
¯

xkyxk3

y ´ xk2

y

2

. (A-21)
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B
Base de dados do IMDb

Descrição dos dados do IMDb. Foram coletados votos (de 1 a 10

estrelas) para todos os itens do IMDb, exceto os episódios de TV (num total

de 336.090.882 votos para 300.723 filmes). Os dados foram coletados de 19 a 28

de fevereiro de 2013 (conjunto # 1). Usando a mesma lista de filmes, coletamos

novamente o número de votos de cada item no peŕıodo de 08 a 18 de dezembro

de 2014 (conjunto # 2: 465.292.451 votos) e mais uma vez de 05 a 10 de

janeiro de 2015 (conjunto # 3: 471.222.420), conforme mostrado na (Fig. 4.11).

Os itens com menos de 5 votos não são exibidos. Número de itens por tipo:

33.941 (Documentário); 133.775 (Longa-metragem); 3.172 (Minisséries); 50.408

(Curta); 1.071 (Especial de TV); 25.168 (Filme para TV); 33.165 (Série de TV);

2.450 (Especial de TV); 12.120 (Vı́deo); 5.453 (Vı́deo Game).

Por gênero: 24.911 (Ação); 93 (Adulto); 15.651 (Aventura); 18.918

(Animação); 5385 (Biografia); 74.393 (Comédia); 18.693 (Crime); 37.250

(Documentário); 97.087 (Drama); 16.022 (Famı́lia); 8677 (Fantasia); 567

(Filme Noir); 1575 (Game Show); 5525 (História); 15.072 (Horror); 10.212

(Música); 5840 (Musical); 8170 (Mistério); 1036 (Not́ıcias); 3605 (Realidade

Show); 21.165 (Romance); 8239 (Sci-Fi); 61.538 (Curta); 4360 (Esporte);

1467 (Talk Show); 16.246 (Suspense); 5080 (Guerra); 4549 (Western). Um

item pode ser classificado em mais de um gênero. Como observação final, é

posśıvel para um usuário remover o seu voto; como conseqüência, uma pequena

fração de filmes têm uma diminuição do número de votos. No entanto, isto

representa uma fração despreźıvel dos filmes. Nós usamos a seguinte lista:

http://www.imdb.com/search/title?title_type=feature,tv_movie,tv_

series,tv_special,mini_series,documentary,game,short,video&user_

rating=1.0,10.
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C
Regressão não paramétrica

Consideramos procedimentos de regressão não paramétrica para obter

uma curva suave estatisticamente representativa a partir dos conjuntos de

dados dispersos pxi, yiq, i “ 1, ..., n como aqueles da Fig. 6.2, 4.3 e 4.6: a

regressão ponderada localmente (LOESS) e o estimador de Nadaraya-Watson

(NW). Nós usamos o LOESS, com banda h “ 0.8 para extrair a tendência das

curvas pf, feq na Fig. 6.2, bem como o estimador de NW.

LOESS: Os valores estimados ŷi para cada ponto xi são obtidos através de

um ajuste de mı́nimos quadrados com peso [111]. A função peso W depende

da distância hi ao i-ésimo vizinho mais próximo do ponto i. Os k “ 1, ..., n,

(com k ‰ i) pesos para cada ponto xi são dados por

wkpxiq “ W

ˆ
xk ´ xi

hi

˙
, (C-1)

onde W é a função peso cúbica

W “

#
p1 ´ |x|

3

q

3 , se |x| † 1

0 , se |x| • 1 .

A equação (C-1) determina o valor estimado de ŷi como na referência [111].

Nadaraya-Watson: constrúımos o kernel suavizador [168]

m̂hpxq “

∞n
i Khpx ´ xiqYi∞n
i Khpx ´ yiq

, (C-2)

onde Khpx ´ xiq é um kernel gaussiano com a forma,

Khpx ´ xiq “ exp

«
px ´ xiq

2

2h2

�
, (C-3)

com largura de banda h estimada pelo método de validação cruzada por

mı́nimos quadrados.
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D
Descrição dos levantamentos usados na Fig.6.2

Nós fornecemos informações sobre os dados utilizados em cada painel

exibido na Fig. 6.2. Para os levantamentos de dados, obtidos por exemplo do

Pew Research Center, apresentamos explicitamente, quando dispońıvel, (i) a

pergunta utilizada em cada levantamento, (ii) a URL original, onde os dados

podem ser encontrados, (iii) o número de páıses onde foram realizadas as

pesquisas, (iv) o número de levantamentos realizados, o qual é maior que o

número de páıses fornecidos em (iii) uma vez que as pesquisas são realizadas

ao longo de muitos anos em determinados páıses, e (v) as datas em que as

pesquisas foram realizadas.

(a) Religião:

Pergunta: Quão importante é a religião em sua vida – muito importante,

pouco importante, não muito importante ou nada importante?

Fonte: Pew Research Center

URL: http://www.pewglobal.org/question-search/?qid=408&cntIDs=

&stdIDs=

Número total de páıses: 59

Número total de levantamentos: 231

Datas dos levantamentos: Verão de 2002, Primavera de 2005, Primavera de

2006, Primavera de 2007, Primavera de 2008, Primavera de 2009, Outono de

2009, Primavera de 2010, Primavera de 2011, Final da Primavera de 2011, e

Primavera de 2012.

(b) Situação Econômica:

Pergunta: Agora pensando sobre nossa situação econômica, como você

descreveria a atual situação econômica em (páıs do levantamento) – é muito

boa, razoavelmente boa, um pouco ruim ou muito ruim?

Fonte: Pew Research Center

URL: http://www.pewglobal.org/question-search/?qid=753&cntIDs=

&stdIDs=

Número total de páıses: 59

Número total de levantamentos: 260
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Datas dos levantamentos: Verão de 2002, Primavera de 2007, Primavera de

2008, Primavera de 2009, Outono de 2009, Primavera de 2010, Primavera de

2011, Final da Primavera de 2011, Primavera de 2012, e Primavera de 2013.

A evolução temporal é mostrada nos seguintes casos:

Páıses: França, Itália, Grécia, e Espanha.

Número total de levantamentos: 24

Datas dos levantamentos: Verão de 2002 (França e Itália), Primavera de

2007 (França, Itália, e Espanha), Primavera de 2008 (França e Espanha),

Outono de 2009 (França, Itália, e Espanha), Primavera de 2009 (França

e Espanha), Primavera de 2010 (França e Espanha), Primavera de 2011

(França e Espanha), Primavera de 2012 (França, Itália, Grécia, e Espanha),

e Primavera de 2013 (França, Itália, Grécia, e Espanha).

(c) Judeus:

Pergunta: Por favor, me diga se você tem uma opinião muito favorável,

moderadamente favorável, um moderadamente desfavorável, ou muito

desfavorável em relação aos judeus

Fonte: Pew Research Center

URL: http://www.pewglobal.org/question-search/?qid=834&cntIDs=

&stdIDs=

Número total de páıses: 32

Número total de levantamentos: 131

Datas dos levantamentos: Primavera de 2004, Primavera de 2005, Primavera

de 2006, Primavera de 2008, Primavera de 2009, Primavera de 2010,

Primavera de 2011, e Final da Primavera de 2011.

(d) Muçulmanos:

Pergunta: Por favor, me diga se você tem uma opinião muito favorável,

moderadamente favorável, um moderadamente desfavorável, ou muito

desfavorável em relação aos muçulmanos

Fonte: Pew Research Center

URL: http://www.pewglobal.org/question-search/?qid=836&cntIDs=

&stdIDs=

Número total de páıses: 32

Número total de levantamentos: 135

Datas dos levantamentos: Primavera de 2004, Primavera de 2005, Primavera

de 2006, Primavera de 2008, Primavera de 2009, Primavera de 2010,

Primavera de 2011, e Final da Primavera de 2011.
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(e) Cristãos:

Pergunta: Por favor, me diga se você tem uma opinião muito favorável,

moderadamente favorável, um moderadamente desfavorável, ou muito

desfavorável em relação aos cristãos

Fonte: Pew Research Center

URL: http://www.pewglobal.org/question-search/?qid=828&cntIDs=

&stdIDs=

Número total de páıses: 32

Número total de levantamentos: 133

Datas dos levantamentos: Primavera de 2004, Primavera de 2005, Primavera

de 2006, Primavera de 2008, Primavera de 2009, Primavera de 2010,

Primavera de 2011, Final da Primavera de 2011.

(f) Laços comerciais:

Pergunta: O que você pensa sobre os crescentes laços comerciais e empresariais

entre (páıs do levantamento) e outros páıses - você acha que isso é uma coisa

muito boa, razoavelmente boa, razoavelmente ruim ou muito ruim para o

nosso páıs?

Fonte: Pew Research Center

URL: http://www.pewglobal.org/question-search/?qid=1011&cntIDs=

&stdIDs=

Número total de páıses: 55

Número total de levantamentos: 184

Datas dos levantamentos: Verão de 2002, Primavera de 2007, Primavera de

2008, Primavera de 2009, Primavera de 2010, Primavera de 2011, Final da

Primavera de 2011.

(g) Imigração:

Pergunta: Conforme eu leio outra lista de declarações, para cada uma delas,

por favor me diga se concorda totalmente, concorda em boa parte, discorda em

boa parte ou discorda totalmente com. . . Nós devemos restringir e controlar

a entrada de pessoas no nosso páıs mais do que fazemos agora.

Fonte: Pew Research Center

URL: http://www.pewglobal.org/question-search/?qid=54&cntIDs=

&stdIDs=

Número total de páıses: 54

Número total de levantamentos: 128
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Datas dos levantamentos: Verão de 2002, Primavera de 2007, Primavera de

2009, Final do Outono de 2009.

(h) Estados Unidos:

Pergunta: Por favor, me diga se você tem uma opinião muito favorável,

moderadamente favorável, um moderadamente desfavorável, ou muito

desfavorável em relação aos Estados Unidos

Fonte: Pew Research Center

URL: http://www.pewglobal.org/question-search/?qid=844&cntIDs=

&stdIDs=

Número total de páıses: 59

Número total de levantamentos: 351

Datas dos levantamentos: Verão de 2002, March 2003, May 2003, Primavera

de 2004, Primavera de 2005, Primavera de 2006, Primavera de 2007,

Primavera de 2008, Primavera de 2009, Primavera de 2010, Primavera de

2011, Final da Primavera de 2011, Primavera de 2012, Final da Primavera de

2013.

(i) Influência estrangeira (proteção contra):

Pergunta: Conforme eu leio outra lista de declarações, para cada uma delas,

por favor me diga se concorda totalmente, concorda em boa parte, discorda

em boa parte ou discorda totalmente com. . . Nosso modo de vida precisa ser

protegido contra a influência estrangeira.

Fonte: Pew Research Center

URL: http://www.pewglobal.org/question-search/?qid=51&cntIDs=

&stdIDs=

Número total de páıses: 52

Número total de levantamentos: 119

Datas dos levantamentos: Verão de 2002, Primavera de 2006, Primavera de

2007, Primavera de 2009, Final da Primavera de 2012.

(j) Sucesso (determinado por forças externas):

Pergunta: Por favor, me diga se concorda totalmente, concorda em boa parte,

discorda em boa parte ou discorda totalmente com a seguinte afirmação. . . O

sucesso na vida é praticamente determinado por forças fora do nosso controle.

Fonte: Pew Research Center

URL: http://www.pewglobal.org/question-search/?qid=908&cntIDs=

&stdIDs=
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Número total de páıses: 55

Número total de levantamentos: 155

Datas dos levantamentos: Verão de 2002, Primavera de 2007, Primavera de

2008, Primavera de 2009, Outono de 2009, Primavera de 2011, Final da

Primavera de 2011.

(k) Aborto:

Pergunta: Você concorda muito, um pouco, não muito, ou nenhum pouco

com a afirmação. . . Se uma mulher não quer ter filhos, ela deve poder fazer

um aborto.

Fonte: Euro RSCG/TNS Sofres

URL: http://en.wikipedia.org/wiki/Societal_attitudes_towards_

abortion

Número total de páıses: 10 (Somente Europa)

Número total de levantamentos: 10

Datas dos levantamentos: Maio de 2005

(l) Casamento entre pessoas do mesmo sexo:

Pergunta: Por favor, me diga se você é fortemente favorável, favorável,

desfavorável ou fortemente desfavorável à . . . Permitir que casais de gays e

lésbicas se casem legalmente?

Fonte: Pew Research Center

URL: http://pt.scribd.com/doc/131666438/Polls-on-Attitudes-on-Homosexuality-Gay-Marriage

Número total de páıses: 1

Número total de levantamentos: 28

Datas dos levantamentos: Maio de 1996-Outubro de 2012

(m) Sexo Extraconjugal:

Pergunta: O que você pensa sobre uma pessoa casada ter relações sexuais

com alguém que não seja seu cônjuge, é sempre errado, quase sempre errado,

errado só às vezes, ou nunca é errado?

Fonte: NORC/GSS

URL: http://pt.scribd.com/doc/131666438/Polls-on-Attitudes-on-Homosexuality-Gay-Marriage

Número total de páıses: 1 (USA)

Número total de levantamentos: 23

Datas dos levantamentos: 1973-2010
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(n) IMDb:

Usamos nesse painel os dados descritos no Apêndice B, especificamente

usamos o conjunto # 1, coletado em fevereiro de 2013, mas exclúımos itens

nos quais o número de votos é menor que 1000. Com esse corte, consideramos

19.405 no total. Convertemos a avaliação dada em estrelas nas variáveis do

nosso problema da seguinte maneira:

Número de opiniões extremas positivas (N`

e ): 9 e 10 estrelas

Número de opiniões positivas (N`): 7, 8, 9 e 10 estrelas

Número de opiniões negativas (N´): 1, 2, 3 e 4 estrelas

Número de opiniões extremas negativas (N´

e ): 1 e 2 estrelas

(o) Livros da Amazon:

Coletamos as avaliações de (de 1 a 5 estrelas), dos livros vendidos em

www.amazon.com. Os pontos da Fig. 6.2o correspondem aos livros com mais

de 50 votos. Convertemos as avaliações nas variáveis do modelo de maneira

similar ao que fizemos com os dados do IMDb:

Número de opiniões extremas positivas (N`

e ): 5 estrelas

Número de opiniões positivas (N`): 4 e 5 estrelas

Número de opiniões negativas (N´): 1 e 2 estrelas

Número de opiniões extremas negativas (N´

e ): 1 estrela

URL: http://www.amazon.com/

Número total de livros coletados: 291.428

Livros com mais de 50 avaliações: 16.390

(p) Livros da Amazon (embaralhados):

Para cada livro da Amazon apresentado na Fig 6.2o redistribúıdos

aleatoriamente os votos positivos (4 e 5 estrelas) e negativos (1 e 2 estrelas),

separadamente.

(q) Eleições brasileiras (para deputados estaduais em 2010):

Na disputa eleitoral de 2010, existiam 27 partidos eleǵıveis no Brasil:

PMDB, PT, PP, PSDB, PDT, PTB, PTdoB, DEM, PR, PSB, PPS, PSC,

PCdoB, PV, PRB, PRP, PMN, PSL, PTC, PSDC, PHS, PTN, PRTB,

PSOL, PSTU, PCB, e PCO. Obtemos a orientação pot́ıtica de cada um

desses partidos de http://en.wikipedia.org/wiki/List_of_political_

parties_in_Brazil (acessado em 22/11/2013):
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– Extrema esquerda: PSTU, PCB, PCO (Total: 3)

– Esquerda: PT, PSB, PCdoB, PSOL (Total: 4)

– Centro esquerda: PSDB, PDT, PTB, PPS, PV, PMN (Total: 6)

– Centro: PMDB, PTdoB, PRB, PRP, PSL, PHS, PTN, PRTB (Total: 8)

– Centro direita: PTC, PSDC (Total: 2)

– Direita: PP, DEM, PR, PSC (Total: 4)

Analisamos a eleição brasileira de 2010 para deputados estaduais, que

corresponde a indicar representantes para as assembléias legislativas das

unidades federativas do Brasil (Fig. 6.2q). Estes dados estão dispońıveis

em http://agencia.tse.jus.br/estatistica/sead/odsele/votacao_

partido_munzona/votacao_partido_munzona_2010.zip. Para cada cidade

do Brasil, calculamos o número de votos recebidos pelos partidos, incluindo

votos nominais e na legenda, associados a cada uma das seis orientações

poĺıticas. Observe que não há nenhum partido de extrema-direita no Brasil.

Arbitrariamente, tomamos votos nos partidos de extrema-esquerda, esquerda,

e centro-esquerda como opiniões negativas, N´. Os votos em partidos de

centro, centro-direita e direita são considerados como opiniões positivas, N`.

Consideramos opiniões extremas os votos em partidos da extrema-esquerda

e esquerda N´

e (extremo negativo), e os votos em partidos de direita e

centro-direita N`

e (extremo positivo). Esta escolha é motivada pelo fato de

que frações muito pequenas do eleitorado correspondem a orientações de

extrema-esquerda e de centro-direita. Atualmente, existem 32 partidos no

Brasil, cinco novos partidos foram criados no páıs desde a eleição de 2010.

Nenhuma dos partido existente em 2010, considerados no presente trabalho,

foi dissolvido.
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Topology of technology graphs: Small world patterns in electronic circuits,

journal, v.64, p. 046119, 2001.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1122074/CA
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[52] JEONG, H.; MASON, S.; BARABÁSI, A.-L. ; OLTVAI, Z. N. Nature.

Lethality and centrality in protein networks, journal, v.411, p. 41–42, 2001.

[53] HUXHAM, M.; BEANEY, S. ; RAFFAELLI, D. Oikos. Do parasites

reduce the chances of triangulation in a real food web?, journal, v.76, p.

284–300, 1996.

[54] MARTINEZ, N. D. Ecol. Monographs. Artifacts or attributes? e↵ects

of resolution on the little rock lake food web, journal, v.61, p. 367–392,

1991.

[55] WHITE, J. G.; SOUTHGATE, E.; THOMPSON, J. N. ; BRENNER, S.

Phil. Trans. R. Soc. London. The structure of the nervous system of

the nematode caenorhabditis elegans, journal, v.314, p. 1–340, 1986.

[56] BACKSTROM, L.; BOLDI, P.; ROSA, M.; UGANDER, J. ; VIGNA,

S. Four degrees of separation. In: PROCEEDINGS OF THE 4TH

ANNUAL ACM WEB SCIENCE CONFERENCE, WebSci ’12, 2012.

[57] SPIEGEL, M.; STEPHENS, L. Schaum’s Outline of Statistics.

Schaum’s Outline Series. McGraw-Hill Education, 2007.

[58] FESTINGER, L.; SCHACHTER, S. ; BACK, K. Social pressures in

informal groups: A study of human factors in housing. Stanford

University Press, 1950.

[59] KELMAN, H. Journal of Conflict Resolution. Compliance, identifi-

cation, and internalization: Three processes of attitude change, journal, v.2,

p. 51–60, 1958.

[60] WEIDLICH, W. British Journal of Mathematical and Statistical

Psychology. The statistical description of polarization phenomena in

society, journal, v.24, n.2.

[61] GALAM, S.; GEFEN, Y. ; SHAPIR, Y. J. Math. Psychol. Sociophy-

sics: A mean behavior model for the process of strike, journal, v.9, p. 1,

1982.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1122074/CA



Dinâmicas de opinião em redes complexas 133

[62] GALAM, S.; MOSCOVICI, S. European Journal of Social

Psychology. Towards a theory of collective phenomena: Consensus and

attitude changes in groups, journal, v.21, n.1.

[63] WATTS, D. J. PNAS. A simple model of global cascades on random

networks., journal, v.99, p. 5766–71, 2002.

[64] BAXTER, G. J.; DOROGOVTSEV, S. N.; GOLTSEV, A. V. ;

MENDES, J. F. F. Phys. Rev. E. Bootstrap percolation on complex

networks, journal, v.82, p. 011103, 2010.

[65] YEOMANS, J. Statistical Mechanics of Phase Transitions. Cla-

rendon Press, 1992.

[66] PATHRIA, R.; BEALE, P. Statistical Mechanics. Elsevier Science,

1996.

[67] NEWMAN, M. E. J.; BARKEMA, G. T. Monte Carlo Methods in

Statistical Physics. Clarendon Press; Oxford University Press, 1999.

[68] DE OLIVEIRA, P. Computing Boolean Statistical Models. World

Scientific, 1991.

[69] BONABEAU, E. Pnas. Agent-based modeling: methods and techniques

for simulating human systems., journal, v.99, n.suppl. 3, p. 7280–7287, 2002.

[70] GARDNER, M. Scientific American. The fantastic combinations of

john conway’s new solitaire game “life”, journal, v.223, p. 120–123, 1970.

[71] https://pt.wikipedia.org/wiki/Web_crawler. Acessado em

10/06/2015.

[72] CHEONG, F. Internet agents: spiders, wanderers, brokers, and

bots. New Riders, 1996.

[73] VAZQUEZ, A. Phys. Rev. E. Spreading dynamics on small-world

networks with connectivity fluctuations and correlations, journal, v.74, p.

056101, 2006.

[74] SMALL, M.; XU, X.; ZHOU, J.; ZHANG, J.; SUN, J. ; LU, J. Phys.

Rev. E. Scale-free networks which are highly assortative but not small

world, journal, v.77, p. 066112, 2008.

[75] XUE, Y.; WANG, J.; LI, L.; HE, D. ; HU, B. Phys. Rev. E. Optimizing

transport e�ciency on scale-free networks through assortative or dissortative

topology, journal, v.81, p. 037101, 2010.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1122074/CA
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DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1122074/CA
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