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Resumo

Solano, Alejandra Camacho; Pacheco, Marco Aurélio Cavalcanti
(Orientador). Quantificagdo de Incertezas na Simulacdo de
Reservatdrios de Petroleo via Programacdo Geneética e Caos
Polinomial. Rio de Janeiro, 2015. 132p. Dissertacdo de Mestrado -
Departamento de Engenharia Elétrica, Pontificia Universidade Catdlica
do Rio de Janeiro.

Os modelos de simulagdo de reservatorios estdo sujeitos a incerteza
presente em uma grande variedade de seus pardmetros de entrada. Esta incerteza
é o resultado da heterogeneidade das formacdes geoldgicas, erros nas medicoes
dos dados e da modelagem petrofisica, estrutural e do transporte dos fluidos no
meio poroso. Uma quantificacdo precisa da incerteza requer, na maioria dos
casos, uma quantidade elevada de simulagdes, o que é usualmente inviavel se
considerarmos o tempo consumido para simular modelos de grande escala. Por
outro lado, uma avaliagdo adequada da incerteza aumenta a qualidade e robustez
das decisGes tomadas para 0 gerenciamento dos campos de petrdleo. Com esta
motivacdo, foi investigado o método das Expansées por Caos Polinomial (PCE,
por suas siglas em inglés). PCE é uma técnica de convergéncia rapida utilizada
para analisar como se propaga, na saida de um modelo, a incerteza presente nos
parametros de entrada. Mediante PCE, pode-se representar a resposta aleatéria
de um modelo de simulagdo de reservatorios de petréleo como um polinémio,
construido a partir de uma base de funcdes que dependem da distribuicdo de
probabilidade das varidveis incertas de entrada. Por outro lado, quando a relacéo
entre os parametros de entrada e a saida do modelo tém um componente ndo
polinomial, o algoritmo de Programacdo Genética (PG) pode ser utilizado para
representar esta dependéncia utilizando fungdes ou operadores mais complexos.
PG é um algoritmo de regressdo simbdlica capaz de encontrar uma expressao
aleatoria explicita, que aproxime a saida de um modelo de simulacdo de
reservatorios de petroleo, conhecendo-se a priori a distribuicdo de probabilidade
dos parametros de entrada. Neste trabalho foram aplicadas as duas técnicas,
antes mencionadas, num modelo de simulacdo de reservatdrios baseado no
campo PUNQ-S3, considerando até vinte e trés parametros incertos durante um
periodo de producdo de 13 anos. Foi feita uma andlise de incerteza, calculando-
se a distribuicdo de probabilidade completa da saida do simulador. Os resultados
foram comparados com o meétodo de Monte Carlo, indicando um alto
desempenho em termos de custo computacional e acurdcia. Ambas as técnicas
conseguem niveis de ajuste superiores a 80% com uma quantidade de
simulagdes consideravelmente baixa.

Palavras-chave

Quantificacdo de Incertezas; Simulacdo de Reservatérios; Caos
Polinomial; Quadratura de Smolyak; Regressdo; Programacdo Genética.
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Abstract

Solano, Alejandra Camacho; Pacheco, Marco Aurélio Cavalcanti
(Orientador). Uncertainty Quantification in Oil Reservoir Simulation
via Genetic Programming and Chaos Polynomial. Rio de Janeiro,
2015. 132p. MSc Dissertation - Departamento de Engenharia Elétrica,
Pontificia Universidade Catélica do Rio de Janeiro.

Reservoir simulation models are subject to uncertainty in a wide variety
of its inputs. This uncertainty is a result of the heterogeneity of the geological
formations, data measurement errors, and petrophysical, structural, and fluid
transport in porous media modelling. An accurate uncertainty quantification
requires, in most cases, a large number of simulations, which is unviable
considering the time it takes to simulate large scale models. On the other hand, a
proper uncertainty assessment, increases the robustness of the decision making
process for the oil field management. To this end, the method of Polynomial
Chaos Expansions (PCE) was studied. PCE is a fast paced convergence
technique, used to analyze the uncertainty propagation of the input parameters
all the way to the output of the model. Through PCE is possible to represent the
response of an oil reservoir simulation model as a polynomial, built from a
function basis, that depend on the probability distribution of the uncertain input
variables. Furthermore, when the relationship between the input and output
parameters of the model has a non-polynomial component, the algorithm of
Genetic Programming (GP) can be used to represent this dependency by more
elaborate functions or operators. GP is a symbolic regression algorithm, capable
of finding an explicit expression that approximates the output of a reservoir
simulation model, with prior knowledge of the probability distribution of the
input parameters. In this work, the two previously mentioned techniques were
applied in a reservoir simulation model, based on the oil field PUNQ-S3,
considering up to twenty three uncertain parameters during a simulation period
of 13 years. An uncertainty analysis of the output of the simulator was
conducted, calculating the entire probability distribution. The results were
compared to the Monte Carlo simulation method, presenting a satisfactory
performance in terms of accuracy and computational cost. Both techniques show
adjustment levels higher than 80%, with a considerable small amount
simulations.

Keywords
Uncertainty Quantification; Reservoir Simulation; Chaos Polynomial;
Smolyak Quadrature; Regression; Genetic Programming.
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1
Introducéo

1.1.
Motivacdes

A quantificacdo de incertezas é um elemento fundamental no
desenvolvimento e no gerenciamento dos campos de petrdleo. A qualidade das
decisdes tomadas depende da analise correta da incerteza na saida do modelo. A
variedade, a quantidade e a incerteza dos parametros de um modelo de simulacéo
de reservatorios faz com que tais modelos sejam notoriamente complexos. Esta
incerteza é o resultado da heterogeneidade das formagGes geoldgicas, deficiéncias
nas medicdes dos dados e a modelagem petrofisico e estrutural. Como resultado, a
resposta do modelo, tal como a produgdo acumulada, pode apresentar um nivel de
incerteza importante que deve ser analisado.

A necessidade de determinar uma resposta robusta frente a estocasticidade
presente nestes modelos fizeram com que o estudo do tratamento de incertezas
ganhasse bastante destaque na literatura atual de petréleo, (WEBSTER, et al.,
1996), (SARMA, et al., 2006), (SARMA, et al., 2005) ou (HENG LI, et al., 2011).

Uma das técnicas para quantificar a incerteza ¢ a Expansdo por Caos
Polinomial (PCE) introduzida por Wiener (WIENER, 1938) no inicio do século
XX. Apesar disso, a aplicagédo desta ferramenta somente veio cerca de 60 anos
depois com o trabalho pioneiro de Ghanem e Spanos (GHANEM, et al., 1991),
onde os autores apresentam o uso da PCE na quantificagdo de incerteza aplicado a
engenharia mecanica. Posteriormente, Xiu em (XIU, 2010) estende o trabalho do
Wiener, para o uso de diferentes tipos de polindmios ortogonais, oferecendo uma
maneira eficiente de representar processos ndo gaussianos. Esta nova metodologia
é aplicada por Xiu a equacOes diferencias estocasticas de baixa dimensdo, com
resultados satisfatérios em termos de custo computacional e precisdo, se
comparado ao método de Monte Carlo tradicional. O destaque da PCE se da
principalmente por sua rapida convergéncia e por expressar a solucéo final como

um processo aleatorio, e ndo meramente como um conjunto de estatisticas.
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Trabalhos aplicados na area de petrdleo, podem-se ver em (SARMA, et al.,
2011), onde é aplicada a técnica PCE com projecdo espectral e o método de
colocacdo probabilistica, para quantificar a incerteza presente na simulacdo de
reservatorios. Os autores mostram em dois casos de estudo de baixa dimens&o,
que mediante PCE ¢ possivel estimar a fungdo distribuicdo de probabilidade da
saida do modelo, isto, de maneira eficiente em termos de exatiddo e custo
computacional. Barzagan em (BAZARGAN, et al., 2012) utiliza em duas
estruturas geoldgicas complexas, a expansdo por caos polinomial como um proxy
ou modelo substituto do simulador de reservatorios, para resolver o problema de
ajuste de historico eficientemente. Também, em (BAZARGAN, et al., 2013),
Christie, Bazargan e Tchelepi mostram em um modelo de canal de areia sintético,
que a técnica de PCE com um algoritmo de Monte Carlo e cadeias de Markov
consegue aproximar, com precisdo e em poucas rodadas do simulador de
reservatorios, a distribuicdo a posterior das zonas de alta permeabilidade.

Por outro lado, quando a modelagem faz necessario aumentar o nimero de
variaveis propagadas, tambem aumenta significativamente o custo computacional,
este problema é conhecido como Curse of Dimensionality (KUO, et al., 2005).
Devido a que a maior parte dos sistemas fisicos ou mecanicos reais tém
envolvidos uma grande quantidade de parametros, este problema de
dimensionalidade em caos polinomial é muito investigado na atualidade
(HAGAN, 2013), (SUDRET, et al., 2013) e (PRANGA, et al., 2012), com
resultados promissores. Na area de petroleo é de grande interesse a solucdo deste
problema.

Para otimizar um projeto de desenvolvimento de um campo de petréleo é
necessario determinar o efeito dos parametros incertos na resposta do modelo de
simulacéo. Devido a que sdo muitas as variaveis necessarias para descrever o
modelo, busca-se encontrar técnicas de aproximagdo que permitam obter os
coeficientes da expansdo em um tempo computacional viavel. Mediante a técnica
de projecdo espectral, metodologia que serd abordada neste trabalho, o0s
coeficientes da expansédo sdo definidos mediante integrais multidimensionais, por
tanto, € preciso adotar técnicas de integracdo numérica para estimar estes valores.
Kaarnioja em (KAARNIOJA, 2013) desenvolve fundamentos tedricos e praticos
no uso da quadratura de Smolyak ou sparse grid para estimar integrais de alta
dimensdo. Esta quadratura é construida a partir de produtos tensores de diferencgas
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consecutivas, permitindo que o nimero de pontos de integracdo seja menor ao
produto classico completo. Em (HOLTZ, 2010) também se mostra a eficiéncia de
este método em problemas de alta dimensdo, observando que o efeito no custo
computacional é mais pronunciado conforme aumenta o nimero de parametros.

Outra alternativa possivel para calcular os coeficientes da expansédo € adotar
um enfoque de regressdo. Neste caso, é preciso construir um planejamento de
experimentos a partir de um conjunto de realizagdes. Este planejamento pode ser
gerado de maneira aleatoria, com técnicas amostrais como o Hipercubo Latino ou
pesquisas mais recentes mostraram que é possivel construir um planejamento
eficiente, com valores que pressentem uma alta probabilidade de incidéncia e por
tanto, representem melhor o espago de busca. Os autores Sudret, Blatman e
Berveiller mostram em (BLATMAN, et al., 2008), (SUDRET, 2008) e (SUDRET,
et al., 2013) que para problemas mecénicos e de andlises de sensibilidade de alta
dimensdo, esta metodologia de regressdo com um planejamento de experimentos
otimizado é eficiente, em termos de precisdo e numero de rodadas, para o célculo
dos coeficientes da PCE.

Outra alternativa para quantificar incerteza, em contraparte com as
expansdes por caos polinomial, é o algoritmo de Programacgdo Genética (PG), que
pertence a familia de técnicas de inteligéncia computacional. Este método permite
obter a partir de um conjunto de dados, uma expressao explicita que represente a
relacdo entre as entradas e a saida de um modelo. Este algoritmo de regressao
simbdlica, se vem destacando cada vez mais em aplicagdes, onde se tenha pouca
informacdo e seja preciso uma expressao matematica explicita para descrever um
problema (YU, et al., 2008) (BURKE, et al., 2009).

PG é uma ferramenta de simulacdo e otimiza¢do que tenta obter a melhor
predicdo com o minimo erro entre os dados observados e os valores previstos. Na
area de engenharia de petroleo, (KAYDANI, et al., 2014) (FALLAH-
MEHDIPOUR, et al., 2012) e (YU, et al., 2008) aplicaram PG na estimacao da
permeabilidade, em problemas de operacdo em tempo real, na construcdo de
proxies para ajuste de historico e analises de incertezas na previsdo da producéo,
respetivamente. Em todos os casos se mostraram resultados satisfatorios ao ser
comparados com outras ferramentas.

Adicionalmente, o algoritmo de programagdo genética permite representar a

saida de um modelo mediante funcGes ou operadores complexos, como por
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exemplo, uma combinacdo de logaritmos, exponenciais, somas, raizes, minimos,
maximos, operadores l6gicos, etc. De esta maneira é possivel capturar com maior
precisdo, um comportamento ndo polinomial nos dados.

No contexto de quantificacdo de incertezas em modelos de simulagdo de
reservatorios, das maiores vantagens de aplicar os algoritmos de PCE e PG é obter
uma funcéo explicita, polinomial ou ndo, que pode ser manipulada e utilizada
como um proxy sob incerteza da saida do modelo. Uma vez construida esta
expressdo, € possivel fazer andlises estatisticas e probabilisticas da resposta do
simulador, sem necessidade de simular novamente o campo de petrdleo,
diminuindo consideravelmente o custo computacional de realizar estes estudos.

Finalmente, considerando as metodologias antes mencionadas, sera tratado
0 problema da quantificagdo de incertezas em modelos de simulacdo de
reservatorios de alta dimensdo, utilizando expansbes por caos polinomial e
programacdo genética. No caso da PCE, é proposto nesta dissertacdo, estimar 0s
coeficientes da expansdo com a quadratura de Smolyak e 0 método de regressao,
com um planejamento de experimentos eficiente e otimizado. Vai-se trabalhar
com um modelo de simulagdo de reservatorios que tem por saida a producédo
acumulada de éleo, agua e gas. Utilizando PCE e PG se quantificard a incerteza
presente nestas saidas por meio de uma estimacdo, precisa e com baixo custo

computacional, da funcdo distribuicéo de probabilidade inteira.

1.2.
Objetivos

O objetivo geral deste trabalho é desenvolver e validar o desempenho do
algoritmo de programac&o genética e da técnica de caos polinomial, para o estudo
do problema da quantificacdo de incertezas, dentro da abrangéncia de
reservatorios de petroleo.

Os objetivos especificos sao:
= Estudo e implementagdo da técnica de projecdo espectral ortogonal e o
enfoque de regressao, para aproximar os coeficientes da expansdo com

um erro de estimacéo aceitavel e um custo computacional vidvel.
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= Estudo e implementacdo das quadraturas Gaussianas, Genz-Keister e
Smolyak para o processo de integracdo numerica, necessario no

enfoque da projecdo espectral ortogonal.

= Estudo e implementacdo da técnica de programagdo genética para a
estimacdo de saidas em modelos estocasticos, com a finalidade de

quantificar incerteza.

= Aproximacdo da saida do modelo de simulacdo de reservatorios de
petroleo, por meio de uma fungdo analitica ou um programa de

computador. Isto é, gerar um proxy sob incerteza.

= Estimagdo estatistica da resposta do modelo de simulacdo de
reservatorios de petréleo. Calculo da funcdo distribuicdo de
probabilidade completa.

1.3.
Organizacao do Trabalho

Esta dissertacdo contém mais seis capitulos, cujos contetidos estdo descritos
a seguir.

No Capitulo 2, sdo apresentados os fundamentos tedricos matematicos,
necessarios para o desenvolvimento dos restantes capitulos deste trabalho. Tais
fundamentos séo: teoria de probabilidade, polinbmios ortogonais e produtos
tensores. Esta base tedrica € essencial para: a modelagem estocastica do problema,
a definicdo das regras de quadratura, utilizadas como métodos de integragdo
numerica e finalmente para a construcdo da PCE.

No Capitulo 3 é desenvolvido o principal problema nesta dissertagéo, que é
a quantificagdo de incertezas em modelos de simulagdo de reservatdrios de
petroleo. Faz-se uma descri¢cdo dos modelos de simulagdo numérica, as variaveis
aleatdrias que podem ser envolvidas nestes modelos e finalmente se enunciam
quais técnicas serdo abordadas para resolver o problema em questéo.

No Capitulo 4 é apresentada uma descricdo dos métodos de integracdo

numeérica considerados neste trabalho, para resolver o problema da aproximacao


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1322094/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1322094/CA

19

dos coeficientes das PCE. Para o caso de alta dimensionalidade é proposta a
quadratura de Smolyak, que permite diminuir consideravelmente o custo
computacional de obter a estimagao.

No Capitulo 5 se expBe a técnica das expansbes por caos polinomial. Sdo
consideradas duas aproximagdes para obter os coeficientes da expansdo, mediante
a projecdo espectral e por meio do enfoque da regressdo. Para qualquer dos dois
casos, 0 resultado pode ser utilizado para estimar estatisticas da saida do modelo
considerado.

No Capitulo 6 € definido o algoritmo de programacdo genética e sua
variante, o algoritmo de programacdo genética multi-gene. Sdo descritos os dois
métodos e é apresentada a modelagem do problema de quantificacdo de
incertezas, utilizando esta metodologia.

O Capitulo 7, desenvolve o estudo de casos realizado e a descricdo dos
modelos de simulacéo de reservatorios considerados. Inicialmente sdo expostas as
técnicas das quadraturas, com o fim de valorar sua acuricia e custo
computacional. Seguidamente, sdo apresentados os resultados com um modelo
baseado no campo PUNQ-S3 (IMPERIAL COLLEGE LONDON).

Finalmente, no Capitulo 8 sdo apresentadas as conclusdes, contribuicdes

realizadas e 0s possiveis direcionamentos para trabalhos futuros.
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Fundamentos Matematicos

2.1.
Introducéo

Neste capitulo se enunciaram alguns conceitos basicos que serviram como
base, para o desenvolvimento desta pesquisa. Na primeira se¢do vao ser descritas
as propriedades bésicas da teoria de probabilidade. A justificativa desta secdo
reside no fato de que, se vai trabalhar com fungdes distribuicdo de probabilidade
de varidveis aleatorias, que conformam um sistema fisico. A segunda se¢do
fornece uma introducdo aos fundamentos e as propriedades da teoria de
polinbmios ortogonais, que € o foco principal das expansdes por caos polinomial e
a construgdo das regras de quadraturas. Por Gltimo, na se¢do final sdo descritas as
caracteristicas principais da teoria dos produtos tensores, a qual é necessaria para
a construcdo do grid sparse, que vai ser utilizado na aproximacéo dos coeficientes
da PCE. Esta técnica de integracdo numérica permite aproximar integrais
multidimensionais, com uma quantidade de avaliagdes consideravelmente menor,

se comparado com as quadraturas tradicionais.

2.2.
Teoria Basica de Probabilidade

O resultado de um experimento, um jogo ou um evento é comumente
aleatdrio. Para o tratamento matematico de estes tipos de experimentos aleatérios
€ necessario assignar um numero para cada resultado, este valor é chamado de
variavel aleatoria ou parémetro incerto e o espago de resultados é denotado
por Q. Por outro lado, o conceito de probabilidade é utilizado para medir a
veracidade da ocorréncia destes experimentos ou eventos. Por exemplo, no caso
de lancamentos de moedas, € assignado um valor baseado em observagdes ou na
evidencia empirica: se lancamos uma moeda justa uma grande quantidade de
vezes, esperamos que proximo ao 50% dos resultados sejam cara e proximo ao

50% sejam coroa. Em teoria de probabilidade, a lei dos grandes nimeros nos
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oferece a justificagdo teorica para esta observacdo empirica. Vamos definir alguns
conceitos basicos da teoria de probabilidade que sdo de importancia para o
trabalho feito nos seguintes capitulos. As definigbes foram recopiladas de (XIU,
2010) e (ROSS, 2012).

Defini¢éo 2.1: (funcéo distribuicdo) A colecdo de probabilidades
Fy(x)) =PX <x)=P({w:X(w) <x}), x€R 2.1)
E a funcéo distribuicio de probabilidade Fy de X. Denotada por cdf pelas
siglas em inglés (cumulative distribution function).

Para variaveis aleatorias continuas, a funcdo distribuicdo pode ser definida

mediante a funcédo densidade de probabilidade fy:

Fy(x) = fx fx(Mdy, x€eR (2.2)

Onde,

fx(x) =0, VxeR e f fx(dy =1 (2.3)
Denotada por pdf pelas siglas em inglés (probability distribution function).

Um conceito associado a cdf de uma variavel aleatoria € percentil que

definimos a continuacéo.

Definicdo 2.2: (Percentil) O a — percentil deXé o nivel x, tal que a

probabilidade de que X tome um valor superior que x, € a. Assim,
Xq = inf{x; Fx(x) = a} (2.4)

Onde Fx(x) é a distribuicdo de probabilidade de X

Alguns exemplos de func6es de distribui¢do séo:
e Distribuicdo Normal ou Gaussiana com parametrosu € Re o2 >
0: V(u,02)
Sua funcédo de densidade é,

1 —(x—w)?
fx () :\/2— e 20 , x€R (2.5)
o

Na seguinte Figura 2.1 pode-se observar a cdf, comumente denotada

por @, para distintos valores de parametros.
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Figura 2.1: Distribuicdo de probabilidade Normal com paradmetros u e o?.

e Distribuigdo Uniforme com constantes no intervalo (a, b):
U(a, b)
Sua funcdo de densidade ¢,

1
K@={5—a *€@D 29)
0, outro caso

Na seguinte Figura 2.2 pode-se observar sua cdf para o

intervalo (a, b).

Fi(x)

Figura 2.2: Distribuicdo de probabilidade Uniforme no intervalo (a, b).

Propriedades importantes das varidveis aleatorias sdo o valor esperado ou
esperanca, a variancia e os momentos. Estes valores permitem-nos ter um
conhecimento do comportamento do parametro.

Para uma variavel aleatoria X com fungdo de densidade fy, podemos definir
estes conceitos como,

e Esperanca de X:

0]

iy = E[X] = f xfi () dx (2.7)
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e Variancia de X:

0]

of =var() = | (x - w)*fdx (2.8)

e m-esimo momento (m € N) de X:
E[X™] = f x™ fy (x)dx (2.9)

Outro conceito relevante na area de probabilidade é a independéncia de
variaveis aleatorias. Intuitivamente, dois variaveis sdo independentes se o

resultado de uma no influi no resultado da outra, mais precisamente,

Definigdo 2.3: (Independéncia) As varidveis aleatorias X, X5, ..., X, 80
independentes, se e somente se, suas fung¢des de distribuicdo conjuntas podem-se

escrever como,

FX1'X2 ,,,,, Xn(xl, ...,xn) = Fxl(xl) FXn(xn), (210)
(x%q,.,xp) ER™
Se segue imediatamente que, se X;,X,, ..., X, S0 independentes, entdo para

quaisquer fungdes de valor real g4, ..., gn,
E[gl(Xl)r sy gn(Xn)] = ]E[gl(Xl)]r sy E[gn(Xn)] (211)

Finalizamos esta se¢do, com o celerado teorema do limite central (CLT) que
tem um papel fundamental em diversos aspectos da teoria de probabilidade.

Teorema 2.1: (CLT) SejamXy,X,,...,X, varidveis aleatorias
independentes identicamente distribuidas (i.i.d.), com E[X;] = pevar(X;) =

0? < oo, Seja além disso,

1w
o1 z % (2.12)
n
i=1
E também,
=i () (2.13)

Entdo a funcdo distribuicdo de U, converge para uma funcdo distribuicdo
N(0,1) quandon — oo.
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2.3.
Polindmios Ortogonais

Nesta secdo é fornecida uma introdugdo rapida da teoria de polindmios
ortogonais, a qual tem um papel importante na teoria de integragéo e aproximagéo
que vamos desenvolver nos capitulos seguintes, no caso de ter mais interesse
pode-se consultar (SZEGO, 1939). Primeiramente se vai definir as relagbes de
ortogonalidade, seguido das series hipergeométricas, o esquema Askey e
finalizamos com alguns exemplos de polindmios ortogonais que tém relacdo com
o trabalho realizado. As seguintes defini¢des sdo baseadas em (XIU, 2010).

Em geral podemos expressar um polindmio de grau n como:

0,(x)=a,x"+ a,_x" 1+ -+ a;x + ay, a, # 0 (2.14)

Onde a,,é chamado coeficiente principal do polindmio e denotamos por

X a,_ a a
Pn(x) — Qn( ) — xn + n—lxn_l + ...+ _1x + _O (215)

n an an an
a versdo monica do polinémio, é dizer, aquele com o coeficiente principal
igual a 1.
Um sistema de polinémios {Q,,, n € N} é chamado um sistema ortogonal de
polinbmios com respeito a alguma medida real positiva 8, se € mantida a seguinte

relagéo de ortogonalidade:
[ 0:00u (00 =y, mmen 2.16)
S

Onde 8,, =0se m#ne 6,,=1se m=mn,é a funcdo delta de
Kronecker, Sé o suporte da medida® ey, sdo valores reais denominados
constantes de normalizacéo. Se y,, = 1 dizemos que o sistema é ortonormal.

Por outro lado se definimos o produto interno,
(U, v)gp = f u(x)v(x)do(x) (2.17)
S

e a medida & tem uma densidade w(x), entdo, a relacdo de ortogonalidade

pode ser expressada como,

(Qm, Q) w = Ynbmn mmn € N (2.18)

A densidade w(x), é comumente referida como funcao de peso na teoria de
polindmios ortogonais. Vamos ver mais adiante que as fungdes de peso de alguns
polindmios ortogonais sdo idénticas a fungOes de probabilidade. Por exemplo, a
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funcdo de peso para os polindmios de Hermite probabilisticos é a mesma que a
funcdo de probabilidade de uma varidvel aleatéria Gaussiana. Este evento, tem um
papel importante na representacdo de processos estocasticos com polindmios
ortogonais.

Trabalhos mais recentes mostram que uma classe importante de polindmios
ortogonais pertence a um esquema especifico dos polindmios hipergeométricos
(ASKEY, et al., 1985). Por isto, vamos fazer uma breve revisdo da teoria de
polinbmios ortogonais hipergeométricos.

Primeiro introduzimos o simbolo Pochhammer (a),, como

_ { 1 sen=0
(@n = a(a+1)..(a+n+1) sen=1,2,3,..

Entdo assim, definimos a serie hipergeométrica generalizada ,.F, como

(2.19)

_ N (@i @7t (2.20)
k=0 (bl)k (bs)k k!

Onde b; #0,—1,—2,... parai = {1, ...,s} nos garanta que os fatores do

F.(aq,...,a,; by, ..., by; 2)

denominador das series nunca sejam zero. Se algum parametro do numerador a; é
negativo, digamos a, = —n, a serie hipergeométrica da eq. (2.20) termina no
enésimo termo e torna-se um polinémio em z.

Por outro lado, o raio de convergéncia p da série hipergeométrica (2.20) é,

oo ser<s+1
p=11 ser=s+1
0 ser>s+1

Alguns casos basicos das series hipergeométricas sdo: serie exponencial

(2.21)

oFo € a serie binomial , F,.

Os polindmios ortogonais hipergeométricos podem ser hierarquizados
mediante a metodologia proposta por Richard Askey em (ASKEY, et al., 1985).
Este esquema de organizacdo que leva por nome Askey, classifica polinomios
ortogonais hipergeométricos continuos e discretos que obedecem certas diferengas
e equagOes diferentes. Esta estrutura tem forma de arvore e é mostrada na Figura
2.3 obtida na referéncia (XIU, 2010). Pode-se observar que inicia com o0s
polindmios de Wilson e os polindmios de Racah na parte superior, ambos
pertencem ao tipo de serie hipergeométrica ,F;. Os primeiros sdo continuos por
enquanto os segundos sdo discretos. As linhas que conectam os diferentes

polinbmios representam as relagdes de transicdo limite entre eles, é dizer, os
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polindmios no extremo inferior podem ser obtidos considerando o limite de um

dos par@metros dos polinémios no nivel superior.

JFi(a) ‘ Wilson ‘ ‘ Racah ‘
7 II ".\‘ f
/1N
; I| \'-." /
/ lI N _ ol
| | Continuous
F48) | Goatnann| || Hahn Hahn ‘Dual Hahn
Memer
Fil2) g Jacobi Meixner Krawtchouk
Pollaczek
Fil1) Fol1)
2F4(0)

Figura 2.3: Esquema Askey para polindbmios ortogonais hipergeométricos, tomado de
(XIU, 2010).

Encerramos esta se¢cdo com alguns exemplos de polindmios ortogonais do
esquema Askey, associados com caos polinomial generalizado, também chamado
caos-Askey. Devido a que nosso interesse esta nos polinbmios continuos, vamos
mencionar algumas carateristicas importantes dos polinbmios de Hermite
definidos sobre R, Laguerre definidos sobre o intervalo [0,4+c) e Jacobi
sobre [—1,1], (SULL, et al., 2003) e (PEIXOTO, 2008).

Os polinbmios de Hermite probabilisticos denotados por H,,(x) estdo
definidos mediante series hipergeométricas como,

Hy() = (V20" o=, 5 @22)
A relacdo de ortogonalidade esta dada por,

foon(x)Hn(x)w(x)dx =n!8m,, (2.23)
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—x2
Onde a funcéo de peso w(x) = \%eT satisfaz a relacdo de ortogonalidade

anterior, note-se que ¢ a mesma que a fungdo densidade de probabilidade das
variaveis aleatorias Gaussianas com média zero e desvio padrdo um. Os primeiros
cinco polinémios de Hermite probabilisticos sdo,

e Hy(x)=1

e H(x)=x

e Hy(x)=x%2-1

e Hy(x)=x3-3x

e H,(x)=x*-—6x2+3

Na seguinte Figura 2.4 mostram-se os graficos dos cinco primeiros

polinbmios de Hermite probabilisticos.

Paolindmios de Hermite
15

Figura 2.4: Primeiros cinco polindmios de Hermite probabilisticos.

Por outro lado, existem também polindmios de Hermite fisicos, que vamos

denotar por H,,(x). Estes sdo ortogonais com respeito a funcio de peso w(x) =

1 .
e *’, ASSIm,

N
f H,,(x)H,(x)w(x)dx = 2™n! 8y, (2.24)
Os primeiros cinco polinémios de Hermite fisicos séo,
o H(x)=1
o H(x)=2x

o H,(x)=4x?-2
e Hy(x)=8x3-12x
o H,(x)=16x*—48x2+12
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Existe uma relagdo entre os polinbmios de Hermite probabilisticos e fisicos.

A continuagdo mostramos as expressoes,

AaG0 = 22H,(V2x) & Hy() =27 A(3)
(2.25)

Nosso interesse vai estar nos polindmios de Hermite probabilisticos, devido
a que vamos trabalhar com varidveis que presentam incerteza, por tanto vai ser

considerado em alguns casos distribui¢cfes de probabilidade gaussiana, ou seja,

2
funcdes peso da forma w(x) = \/%37.

Agora vamos definir os polindmios continuos de Laguerre generalizados no
intervalo [0, 400), 0s quais sd0 ortogonais com respeito a funcdo densidade de
probabilidade das variaveis aleatérias Gamma. Lembre-se que a distribuicdo
Gamma tem funcéo de densidade de probabilidade,

x% /B (2.26)

f(X):m, a>—1,ﬂ>0

Onde F(t)=f0°°e‘xxf‘1dxé a funcdo Gamma. Se consideramos na

formula (2.26) o pardmetro 8 = 1, temos a funcéo de peso w(x) = ;3(_::{:) com a
qual os polindmios de Laguerre formam um conjunto ortogonal.
Esta classe de polinbmios estéo definimos como,
90 = (a-:l—'l)n Fi(—ma + 1;x) (2.27)
Sé&o ortogonais satisfazendo a seguinte relagéo,
fOOOLEff) L w(x)dx = %&nn, a>-1 (2.28)

Para @ = 0 temos 0s polindmios de Laguerre ortogonais com respeito a
funcdo de peso positiva w(x) = e™*. Os primeiros cinco polindmios de Laguerre
séo,

e Ly(x)=1
e Li(x)=—x+1

o L,(x) =%x2 —2x+1
o Ly(x) =_?1x3 +§x2 —3x+1

o L,(x) =ix4—§x3 +3x2—4x+1
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A Figura 2.5 apresenta os graficos dos polindmios acima mencionados.

Polindrios de Laguerre
15 T T T T T

Figura 2.5: Primeiros cinco polindmios de Laguerre.

Finalmente, vamos definir os polindmios de Jacobi associados a distribuigdo
de probabilidade Beta.

(a+1),

1—x
o himntat B Lat ——) (2.29)

BP0 =

Sua relacdo de ortogonalidade esta dada por,
1
| PP R 0 Cdx = Wi, @8> 1 (2.50)

-1

Onde,

. (@ + Da(B+Dn .31
" nnt+ata+D(a+B+2),

F(a+p+2) "
2B T (g + DTG+ D) ¢

Quando @ = = 0 0s polindmios de Jacobi se tornam os polindmios de

—x)*(1 + x)# (2.32)

w(x) =

Legendre e a funcdo de peso é uma constante w(x) = 1, a qual corresponde a
importante fungdo de distribuicdo uniforme. Os primeiros cinco polinbmios de
Legendre séo,

e Py(x)=1

e P(x)=x

3 1
® PZ(X):EXZ—E

o P3(x) :§x3 _zx

5 5
e P(x)= %x“ —%xz +§
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A Figura 2.6 apresenta os graficos dos primeiros cinco polindmios de
Legendre no intervalo [—1,1]. Pode-se observar que 0s zeros sdo simétricos pois a
funcdo peso é par e o intervalo é também simeétrico com respeito & origem. Além

disso, € possivel notar que os zeros destes polindmios se entrelacam.

Palindmios de Legendre

Figura 2.6: Primeiros cinco polindmios de Legendre.

Finalizamos esta secdo expressando a importancia que tém os polindmios
ortogonais neste trabalho. Primeiramente, uma expansdo por caos polinomial ndo
€ mais que uma combinacdo linear de polinbmios, estes sdo ortogonais com
respeito a uma funcdo de peso associada a distribuicdo de probabilidade dos
parametros envolvidos no modelo considerado. Além disso, 0s zeros de alguns
polindmios ortogonais sdo utilizados na construcdo das regras de quadratura, que
serdo 0s métodos de integracdo numeérica considerados na estimacdo dos
coeficientes da expansao por caos polinomial.

Na proxima se¢do é enunciada a teoria basica dos produtos tensores, que é a

base fundamental para os métodos de quadraturas multidimensionais.

2.4.
Teoria de Produto Tensor

Nesta se¢do sdo enunciadas algumas definigdes e resultados da teoria dos
produtos tensores. O interesse é gerado pelo uso do produto tensor nas regras de
quadratura compostas e na construcdo do sparse grid ou quadratura de Smolyak,
que se vai desenvolver no proximo capitulo.

O produto tensor é uma ferramenta matematica conveniente para fatorizar

entidades com uma estrutura de produto. A fatoracgdo tensorial pode ser aplicada a
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fungbes, operadores lineares ou espagos vetoriais, mas nossa linha de
desenvolvimento esta orientada a definir os produtos tensores sobre funcionais
lineares, para poder utilizar eles diretamente nas regras de quadratura. No caso de
ter mais interesse neste tema, pode-se consultar (RYAN, 2002) e (KUBRUSLY,
2006).

VVamos comegar introduzindo o seguinte espaco de fungdes para uma regido
fixa@ # Q c R?,

9%f (x)
0x¢%

H™(Q) ={f:ﬂ—>lR; Jeélimitado em QV |a|o ST} (2.33)

S&o as fungbes com derivadas mistas limitadas de ordem r, esta classe de

fungOes sdo chamadas de regularidade r e contam com a seguinte norma,

2°f(x)

0x“

mas sup
aeN?, |a|, <71

ey = ;xen} (2.34)

Vamos considerar funcionais lineares nesse espago para definir o produto
tensor. O dual deste espaco nos permitira mais adiante derivar o erro de
integracdo na quadratura de Smolyak, metodologia utilizada para aproximar o0s

coeficientes da expansdo em caos polinomial.
Definicdo 2.4: Suponha que@ # QS RYU1e@#Y S R%Ze sejam

S:H"(Q) » Re T:H"(Y) — R funcionais. Suponha que admitem as seguintes

representagoes,
N 3 2.35
Sf=Y aft) e Tg=) higw (239)
i=1 i=1

Para a selecdo de pesos positivos (a;)it,, (b;))i=, e vetores (x;)i%4,
()™, nos dominios QeY. Entdo, @ xY € R%*%2¢ o produto tensor de
SeTéo funcional linear S Q@ T: H"(Q X Y) — R definido como,

S®Tf = i Z byf G ) (239

i=1j=1
Em geral, sejam €, # @ regides em espacdes Euclidianos R% e

sejam T,: H"( Q) — R funcionais parak = 1,2, 3, ... tais que,

T =Y o) (237
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Onde (a)( )) S80 pesos positivos e (x( )) é uma sequéncia de vetores

em £, . Entdo, podemos enumerar as seguintes propriedades:

. ® - (2.38)

i=1
i n-1 (2.39)
®T = ®T ®T,, n=23.
i=1 i=1

.7, ® T, ...Q Ty, para n = 1, 2,3, ... define um funcional linear H™ (; X
.. X Q,) - Rtal que,

®Tf Z Zw(l) (n) ( i(11)' x l(:)) (2.40)

i=1 i1=1 in=1
iv. O produto tensor ndo € comutativo, é dizer,
T T} QT;, Vi#j

(2.41)
v. Associatividade,
T RT)AT, =T & (T; ® Ty), Vi jk (2.42)
vi. Distributividade com respeito a soma ordinaria ponto a ponto,
(i+T)Q T =T, @ T + T, @ Ty, Vi jk (2.43)

Encerramos esta se¢cdo com um exemplo de avalicdo orientado a nosso

interesse.

Exemplo 2.1: Seja o conjunto de d operadores,

k
(U(ng) = Z wPg (xiu))
i=1

L
Onde wi(’)e xi(’) sdo os pesos e pontos de avaliagdo respetivamente,
paraj = 1,2, ...,d. Vamos considerar o seguinte problema classico de integrago

numeérica,

1GfF = | .| Wi(z) .. Wy (z))f (24, ..., 2q)dz, ...dz, (2.44)

Iy Igq
Suponha que, U,Ej)p = ﬂl}yjp, para todos os polinbmiosp de grau
maximo m,, em I;. Entdo, empregando cada operador coordenada a coordenada

no problema anterior, temos
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Ty

1 Iq—q

DR

ll=

Q

W1(Z1) Wy 1(Zd 1)2 (d)f Z1r-- Zg-1,X )dZd 1--dzy

N 0 0@ F(xD, .., x®)

Q

l

Note-se que isto pode ser expressado mediante um produto tensor, como
sequi,

d
1~ R uds
i=1
Este tipo de expressdo é conhecido na literatura como quadratura produto
tensor. No capitulo 4 se vai desenvolver com mais detalhe este problema das
quadraturas unidimensionais, cuja composicdo é exatamente esta expressdo. No

préximo capitulo serdo definidos alguns métodos de integracdo numérica entre 0s

quais estdo as regras de quadratura, que sdo de nosso interesse.
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Quantificacdo de Incertezas em  Simulacdo de
Reservatorios

3.1
Introducéo

A modelagem numérica (deterministica) e a simulacdo de sistemas
complexos, sdo continuamente desenvolvidos em varios campos da engenharia e
as ciéncias. A simulacdo numérica, atualmente é uma ferramenta essencial para 0s
engenheiros durante todo o processo de desenho de um sistema. Esta permite em
muitos casos, minimizar a necessidade de custosos experimentos fisicos, que
podem até ser impossiveis em etapas iniciais do processo. No entanto, 0s modelos
de simulagdo devem ser cuidadosamente desenhados e verificados, para obter a
partir deles informagdes Uteis e confiaveis do sistema estudado. Com efeito, 0s
simuladores inerentemente envolvem erros que devem ser entendidos e
quantificados para avaliar as diferengas entre as predi¢cdes numéricas e 0
comportamento real do sistema simulado (LE MAITRE, et al., 2010).

Por outro lado, a modelagem estocéstica é mais dificil do que a modelagem
deterministica, e a implementacdo dos modelos é muito mais custosa. No caso de
modelagem deterministica, os parametros do modelo sdo constantes, seu
equivalente em modelagem estocastica € transformar essas constantes em
variaveis aleatorias. Para cada realizacdo do parametro aleatorio o valor da saida é
uma constante, mas essa constante pode ser diferente para outras realizagdes e as
realizacOes seguem uma distribuicdo de probabilidade. Ou seja, 0s objetos mais
simples de um modelo estocéstico, as variaveis aleatorias, sdo fungdes, portanto
objetos de dimensdo infinita (SOUZA DE CURSI, et al., 2012).

Em um modelo deterministico, se ele é coerente, temos uma solu¢do uma
vez fixadas as condigdes suplementares. Em um modelo estocéstico ndo é assim.
Para cada realizacdo dos parametros do modelo estocéstico, temos um modelo

deterministico que tem uma solucdo, e devem ser realizadas estatisticas dessas
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solugdes para conhecer como elas se distribuem; em outras palavras, o que
interessa em modelagem estocéstica é a distribuicdo de probabilidade.

Num modelo com parametros de entrada incertos, os valores obtidos para
uma realizagdo ndo representam o0 comportamento completo do sistema
estocastico. Para que verdades desse tipo fossem absorvidas pela industria foram
necessarios anos de controle de qualidade, que ndo funcionava, até que a
modelagem estocastica fosse promovida a ferramenta essencial de engenharia
(SOUZA DE CURSI, et al., 2012). Dai o grande interesse atual em métodos que
considerem as incertezas presentes nos modelos estudados.

Na area de reservatorios de petroleo, as empresas vém utilizando para o
gerenciamento, a simulacdo de reservatdrios como peca-chave na propagacdo de
incertezas e andlise de riscos. A simulacdo de reservatorios influencia muito o
processo de tomada de decisdo, relacionado a exploragdo e producéo de petréleo,
ja que é através dela, que sdo testadas varias alternativas para esses processos.

A precisdo das estimativas obtidas através dos simuladores de reservatorios,
depende da qualidade dos dados que os alimentam e dos modelos utilizados. Em
anos anteriores, muitas das propriedades do reservatorio eram definidas por um
unico valor, embora apresentassem variacdes, provocando previsdes imprecisas.
Atualmente, estimativas mais precisas sdo necessarias pelos altos investimentos
alocados nos campos de petroleo, para isto, as propriedades do reservatério cujos
comportamentos ndo sdo conhecidos completamente, sdo parametrizadas usando
variaveis aleatdrias e tratadas por metodologias especificas que chamaremos de
técnicas de propagacdo ou quantificacdo de incertezas.

As incertezas associadas aos dados que descrevem um sistema de simulagdo
de reservatérios de petroleo constituem o tema central desta dissertacdo.
Especificamente, tentamos descrever métodos e analises para caracterizar 0s
efeitos da variabilidade nos dados, ou, o impacto do conhecimento impreciso nos
dados de entrada, para especificar a resposta do sistema.

3.2.
Simuladores de Reservatoérios de Petroleo

Um modelo de simulagdo de reservatdrios € um modelo computacional

capaz de emular o comportamento de um reservatério, predizendo a sua producdo
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sob condicbes de operagdo corrente, ou sua reacdo mediante alteracdo dessas
condicdes (ERTEKIN, et al., 2001).

Uma das fungbes da simulacdo é auxiliar no entendimento do
comportamento da pressdo e produgdo de um reservatério e, consequentemente,
na predicéo das taxas de producdo como uma funcéo do tempo. A previsédo futura,
qguando expressa em termos de rendimentos e comparada com custos e
investimentos, determina a viabilidade da operacdo (ADAMSON, et al., 1996).

Os simuladores de reservatorios sdo tipicamente classificados em duas
categorias: os simuladores black-oil e os simuladores térmicos e composicionais.
Os primeiros consideram um sistema com apenas trés componentes —0leo, agua e
gas— e trés fases, também designadas por Gleo, 4gua e gas. Assume-se que O
componente 6leo sé existe na fase 61eo, a componente agua sé existe na fase agua
e 0 componente gas pode-se encontrar como gas livre ou dissolvido no 6leo. A
segunda categoria, sdo modelos para reservatorios que requem descri¢do mais
detalhada da composi¢do do fluido. Uma descrigdo composicional poderia
abranger as quantidades e propriedades do pentano, butano e outros
hidrocarbonetos, e pode ser usada quando a composic¢éo de fluidos muda durante a
simulagdo. Um simulador térmico, considera a mudanca de temperatura para
modificar a composic¢do do fluido (ADAMSON, et al., 1996).

Das principais dificuldades na utilizacdo de qualquer tipo de simulador de
reservatorio, € a aquisicdo dos dados de entrada quando ndo se tem um total
conhecimento do comportamento destas informagGes. A imprecisdo destes dados,
geram incerteza, que se nao € tratada adequadamente, pode provocar erros nas
estimativas produzidas pelos simuladores. A maneira correta de tratar esse tipo de

informagdes e com métodos de quantificacdo de incertezas.

3.3.
Quantificacao de Incertezas

No contexto de modelos de simulacdo de reservatorios de petroleo, a
incerteza presente nos parametros de entrada, € resultado da heterogeneidade das
formagbes geoldgicas, as propriedades dos fluidos e a imprecisdo nos dados
medidos (SARMA, et al., 2011). Como resultado, as saidas do modelo, tal como a
producdo acumulada de Oleo, &gua ou gas apresentam também um nivel de

incerteza significativo, a quantificacdo da qual, é usualmente realizada usando


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1322094/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1322094/CA

37

propriedades estatisticas tais como a média, o desvio padrdo, alguns percentis
(P10, P50, P90) ou, mais rigorosamente, a funcdo distribuicdo de probabilidades
completa. A quantificacdo desta incerteza, tem um papel importante no
gerenciamento dos campos de reservatorios. Quando se tem conhecimento da
incerteza e da sua propagacao através do modelo, é acrescentada a confianga na
validade dos resultados de uma avaliagdo no modelo.

Na éarea de engenharia € comum utilizar sistemas baseados em modelos
matematicos deterministicos, com dados de entrada definidos por valores fixos.
Na realidade, como nos reservatorios de petroleo, é dificil ter essas condices.
Algumas propriedades dos campos de petréleo, ndo podem ser representadas por
um Unico valor, devido a que este ndo pode expressar 0 comportamento da
propriedade em todo o reservatorio. Estas caracteristicas sdo chamadas aleatorias
ou incertas, e o conhecimento sobre elas é extremadamente limitado porque
podem ser medidas em apenas alguns po¢os exploratérios, portanto no restante do
campo, estas propriedades sdo estimadas através de técnicas geoestatisticas.
Assim, num ponto arbitréario do reservatorio, ndo se tem o valor exato, tem-se uma
aproximacao.

Por outro lado, devido a natureza deterministica dos modelos de simulacéo,
é preciso alimenté-los com dados também deterministicos, portanto se devem
calcular valores fixos para as propriedades denominadas incertas, utilizando suas
distribuicdes de probabilidade. De esta maneira, € possivel reformular o problema
deterministico em um problema estocastico, e assim, os simuladores irdo propagar
as incertezas dos dados de entrada produzindo também saidas incertas.

Na seguinte secdo sera definido com maior detalhe os pardmetros aleatorios

envolvidos nos modelos de simulagdo de reservatorios.

3.3.1.
Parametros incertos

A primeira etapa do processo de quantificacdo de incertezas é descrever 0s
parametros que presentam incerteza mediante suas funcdes de distribuicdo de
probabilidade. Este é possivel parametrizando os dados utilizando um conjunto de
variaveis aleatOrias independentes, na maioria dos problemas reais, variaveis

aleatdrias continuas.
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Os tipos de distribuicdes mais utilizados para a representacdo dessas
variaveis sao:

e  Normal

e Log-normal

e  Uniforme

e  Exponencial

e  Triangular

° Beta

. Gamma

Em modelos de simulacéo de reservatdrios de petréleo, devido a dificuldade
na coleta dos dados, a extragdo de amostras e 0 pouco e impreciso conhecimento
geoldgico que tem-se do campo completo, existe uma grande quantidade de
parametros que presentam incerteza. Nesta dissertacdo foram considerados os
seguintes, para maior detalhe ver (THOMAS, 2001) e (ROSA, et al., 2006).

e Porosidade:

A porosidade, é uma das mais importantes propriedades das rochas na
engenharia de reservatorios, ja que ela mede a capacidade de armazenamento de
fluidos. A porosidade define-se como a relacdo entre o volume de vazios de uma
rocha e 0 volume total da mesma. O valor da porosidade para um reservatério
como um todo € obtido a partir do tratamento estatistico dos dados de medicdes
realizadas em varias amostras de testemunhos retirados de diversos pocos
perfurados nesse reservatorio. Verifica-se na préatica que a porosidade apresenta
em geral uma distribuicéo de probabilidade normal (ROSA, et al., 2006) .

e Permeabilidade:

A permeabilidade de um meio poroso é uma medida de sua capacidade de se
deixar atravessar por fluidos. Esta propriedade de reservatorios pode ser medida
através de ensaios de laboratério com amostras extraidas da formag&o ou por meio
de testes de pressdo realizados em pocos perfurados. Na préatica observa-se que a
permeabilidade segue uma distribui¢do lognormal (ROSA, et al., 2006).
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e Compressibilidade da rocha:

Um corpo ao ser submetido a uma compressdo, sofrera uma reducdo de
volume. O quociente entre a redugdo de volume e o volume inicial do corpo,
recebe o nome de variacdo fracional. A compressibilidade total da rocha, é a
variacdo fracional do volume total da rocha, com a variagdo unitéria da presséo
(THOMAS, 2001). Em geral, ndo € possivel correlacionar valores de
compressibilidade de rocha, as correlagdes que podem ser obtidas, fornecem, na
melhor das hipoOteses, apenas uma ordem de grandeza dos valores de
compressibilidade. Valores mais representativos devem, preferencialmente, ser

medidos em laboratorios para cada caso de reservatorio (ROSA, et al., 2006).

e Propriedades do Aquifero:

Quando um reservatério apresenta um aquifero adjacente, a queda de
pressdao do reservatorio decorrente da producdo dos fluidos pode provocar a
expansdo da agua do aquifero e o consequente influxo de agua para o reservatorio.
O conhecimento do volume de agua que flui do aquifero para o reservatério é
fundamental para a realizacdo de estudos de previsdo do comportamento do
reservatorio (ROSA, et al., 2006). Neste trabalho é estudado um modelo de
simulagdo de reservatérios baseado no campo PUNQ-S3. O qual, € um modelo de
engenharia de reservatorio industrial, que tem comunicagdo com um forte aquifero
ao oeste e norte. O raio de este aquifero é considerado um parametro incerto que

afeita a saida do modelo de simulacéo.

e Permeabilidade Relativ:

A vazédo de uma fase em um meio poroso saturado com dois ou mais fluidos
é sempre menor que a vazdo de uma fase quando somente ela satura 0 meio
poroso. A capacidade de transmissdo de um fluido que satura 100% de um médio
poroso é definida como permeabilidade absoluta (k). No caso em que dois ou
mais fluidos saturam o meio poroso, a capacidade de transmissdo de um desses
fluidos chama-se permeabilidade efetiva do meio poroso ao fluido considerado. O
quociente entre a permeabilidade efetiva e a permeabilidade absoluta do meio
poroso é denominada permeabilidade relativa ao fluido (ROSA, et al., 2006). Este
valor ¢ afeitado por outros fatores do reservatdrio, por exemplo a molhabilidade, a
direcdo do desplazamento: embebicdo (se a saturacdo da fase molhada vai em
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aumento) ou drenagem (se a saturagdo da fase molhada vai diminuindo) e
finalmente pelo tamanho dos poros (DESTEFANIS, et al., 2007).

Uma dificuldade na quantificacdo dos efeitos da molhabilidade sobre as
curvas de permeabilidade relativa é a possibilidade de modificagdo da
molhabilidade durante o processo de amostragem. Com isso, 0s experimentos de
laboratorio podem ndo representar o processo de saturagdo que ocorre no
reservatorio, se drenagem ou embebicdo. Por tanto, embora ndo exista nenhuma
expressao tedrica geral para as curvas de permeabilidade relativa, tem-se proposto
distintas relagcbes empiricas, por exemplo os modelos de poténcia ou leis de
poténcia (ROSA, et al., 2006).

Para um sistema agua-6leo a curva de permeabilidade relativa a &gua pode
ser representada pela expresséo:

nw

s Sw - ch (3 1)
Ferw = Ferw <1 — Spe — Sorw)

Onde
S+ Saturagdo de agua.
Swe: Saturacdo de agua irreduzivel (minima)

Sorw: Saturacdo de 6leo residual para um sistema agua-6leo

Para um sistema gas-6leo, é comum representar a curva de permeabilidade
relativa ao gas, em funcdo da saturagdo de liquidos: (S; = saturacgdo agua +

saturacao 6leo).

n
o=k (— 2S5 )7 (32)
i "\l - Swe — Sorg
Onde

S+ Saturagdo de agua.
Swe: Saturacdo de agua irreduzivel (minima)

Sorq: Saturacdo de dleo residual para um sistema gas-6leo

rg:

Note-se que as equacdes eqg. (3.1) e eq. (3.2) ttm mais dois parametros. Os
primeiros, sd80 0s pontos terminais ou valores méximos das curvas de
permeabilidade relativa (ky, e k;;), que podem ser determinados a partir de

medicGes feitas em laboratorios, dados de perfis corridos nos pocos e correlagdes.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1322094/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1322094/CA

41

Os segundos, os expoentes, (n,, e ny) chamados comumente, expoentes de

Corey, podem ser obtidos por meio de um ajuste de histérico de um modelo
numeérico aos dados de producdo do reservatorio. Estes valores, fixam a curvatura
das permeabilidades relativas, influenciada pela distribuicdo do tamanho dos
poros.

Devido ao pouco conhecimento que tem-se sobre estes quatro parametros e
a incerteza que eles presentam pelos erros nas medi¢des ou estimacdes de ajustes,
sdo considerados nesta dissertacdo como varidveis aleatorias envolvidas no

modelo de simulacdo de reservatorios de petréleo.

e Profundidade dos Contatos dos Fluidos

A determinacdo dos contatos de fluidos no interior dos reservatorios
petroliferos é necesséria na exploragdo e producéo de petréleo, estas localizacbes
podem ser utilizadas nos projetos de controle de perfuragdes, por exemplo. A
obtencdo da localizagdo, em profundidade, dos contatos fluidos dentro do
reservatorio pode ser alcancada mediante a interpretagdo completa dos perfis
geofisicos ou através dos onerosos e demorados teste de formacdo. Portanto, 0s
valores da profundidade de contato 6leo-gas e 6leo-agua sdo considerados como
variaveis incertas neste trabalho.

Finalmente, para terminar esta secdo, reiteramos o fato que, considerar a
incerteza em variaveis cujo comportamento ndo é conhecido por completo em
todas as situacdes, € fundamental para representar a incerteza nas saidas dos
sistemas. Neste trabalho as variaveis antes mencionadas, foram consideradas
aleatorias com distribui¢Ges de probabilidade normal e log-normal, truncadas para
manter as condigdes geoldgicas do campo.

Na seguinte secdo vamos definir com maior detalhe as técnicas mais

utilizadas para a quantificacdo de incertezas.

3.3.2.
Técnicas de Quantificacdo de Incertezas

Compreender a incerteza que afeta a saida de modelos e sistemas em
diferentes areas das ciéncias e engenharias, tem sido de interesse para muitos,
durante muito tempo. Consequentemente tem surgido métodos concebidos para

tratar este problema. Os enfoques mais dominantes tém sido aqueles, que tratam
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os dados incertos como variaveis aleatérias ou processos estocasticos e
reformulam os sistemas, que originalmente eram deterministicos, como sistemas
estocésticos.

Existe atualmente um conjunto de métodos populares nas aplicagGes de
engenharia, os quais podem ser classificados genericamente em duas categorias:
Os métodos que utilizam amostragem direta e 0s métodos que ndo utilizam
amostragem direta.

A abordagem por amostragem direta inclui, por exemplo, o tradicional
método de simulacdo de Monte Carlo (FISHMAN, 2013) (LIU, 2008), o qual, a
pesar de apresentar uma precisdo excelente, torna-se inviavel para algumas
aplicacbes, em virtude de sua baixa taxa convergéncia. Por outro lado, para
acelerar a convergéncia, surgiram outras alternativas como: Quase Monte Carlo
(FOX, 1999) (HARALD, 1992), Latin hypercube sampling (LOH, 1996) (STEIN,
1987) e aproximagdo por superficies de resposta (MYERS, et al., 2009). Essas
técnicas envolvem amostragem e estimativas e, na maioria dos casos possuem
implementacdes relativamente simples. No contexto de simulagao de reservatdrios
de petroleo, estas técnicas precisam de um namero de amostras muito grande,
acarretando num tempo computacional elevado e ndo aceitavel para solucionar o
problema.

Por outro lado, muitos esforcos tém sido alocados em pesquisas para
desenvolver metodologias que ndo utilizem amostragem direta. O método mais
popular é o método de perturbagdo (LIU, et al., 1986), onde os campos aleatorios
sdo expandidos através de series de Taylor em torno de sua média e truncados
numa determinada ordem. Outra abordagem é baseada na manipulacdo de
operadores estocasticos, incluindo as expansfes de Neumann (YAMAZAKI, et
al., 1988), a qual expressa a inversa de um operador estocastico como uma serie
de Neumann.

Nesta dissertagdo, sdo propostas duas técnicas para resolver o problema de
quantificacdo de incerteza em modelos de simulacdo de reservatérios. No capitulo
5 sdo desenvolvidos os fundamentos tedricos para 0 método denominado
Expansfes por Caos Polinomial Generalizado, baseado no caos homogéneo de
Wiener (WIENER, 1938) e utilizado com sucesso em distintas &reas das ciéncias e
as engenharias. Com caos polinomial, é possivel expressar solu¢des estocasticas

como polindmios ortogonais dos pardmetros de entrada aleatérios, e diferentes
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tipos de polindbmios ortogonais podem ser selecionados para alcancar a melhor
convergéncia. Por outro lado, no capitulo 6 é enunciada uma técnica da &rea de
computacdo evolucionaria, chamada de Programacdo Genética, baseada num
algoritmo de regressdo simbdlico que permite expressar a saida de um modelo por
médio de fungdes ou operadores. Este método permite construir solucbes
aproximadas que representem comportamentos nao lineares (exp, log, poténcias)

entre os dados de entrada e saida do modelo.

3.3.3.
Maldicdo da Dimensionalidade

O termo Curse of Dimensionality refere-se aos fend0menos que surgem
quando sdo analisados e organizados dados de espacos de alta dimensionalidade,
0s quais ndo acontecem em problemas de baixa dimensdo. Este termo foi
introduzido por Richard E. Bellman quando se encontrava analisando problemas
de otimizacdo dindmica (BELLMAN, 1956), para descrever 0
extraordinariamente rapido que cresce a dificuldade de um problema quando o
namero de variaveis ou a dimensdao aumenta. Uma experiéncia comum é que o
custo de um algoritmo cresca exponencialmente com respeito a dimenséo, fazendo
que seja invidvel utiliza-lo em dimensdes moderadas e altas. Esta situagdo
acontece na estimacdo de integrais multidimensionais mediante a composi¢éo de
quadraturas uni-variadas. Por este motivo, neste trabalho é proposto o método da
quadratura de Smolyak, na se¢éo 4.4.2. Em problemas de modelos de simulagédo
de reservatorios de petroleo, o custo de dimensionalidade, € ainda mais delicado
que em problemas simples, devido a que esta relacionado com a quantidade de
avaliacbes no modelo, e neste caso, 0 modelo é um simulador numérico de

reservatorios, que ja por se mesmo tem um custo computacional grande.

Comentério:

Finalmente, nesta dissertagdo vdo ser desenvolvidos problemas de
quantificacdo de incerteza em modelos de simulacdo de reservatorios, com até
vinte e trés parametros de entrada incertos, considerados independentes. Primeiro
se utilizara expansdes por caos polinomial, com a regra de Smolyak e um enfoque
de regressdo, para aproximar os coeficientes da expansdo polinomial, com a

menor quantidade de avaliacbes no simulador.
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Por outro lado, é construida uma matriz com os dados de entrada (de acordo
a suas distribuicdes de probabilidade) e suas correspondentes saidas através do
modelo de simulacdo, para gerar um aprendizado no algoritmo de programacao
genética e obter uma expressdo explicita simbolica que aproxime a resposta do
problema considerado. As duas técnicas, tanto a de PCE como a de PG, brindam a
facilidade e vantagem de utilizar os resultados obtidos, como um modelo
substituto ou proxy da saida do modelo de simulacdo e desta maneira realizar
estimacOes estatisticas, analises de probabilisticos e outros estudos de interesse.
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Métodos de Integracdo Numérica

4.1.
Introducéo

Muitas medidas de interesse para as ciéncias se expressam através de
integrais, e algumas de estas integrais sdo dificeis de resolver analiticamente. Isto
pode ser devido a complexidade da funcéo a integrar, ou ao dominio de integragdo
ou ambos. Além disso, nos casos onde ndo conhecemos a funcdo a integrar (como
no caso de modelos do tipo black-box), e somente se tem uma tabela de dados,
técnicas de integracdo como as desenvolvidas neste capitulo, sdo absolutamente
necessarias se deseja-se estimar a integral de alguma maneira.

Se chama integracdo numérica ao conjunto de técnicas e métodos que se tém
desenvolvido para o célculo aproximado de integrais. A formula padrdo dos
algoritmos de integracdo esta dada pela seguinte soma pondera finita,

b N

1= reodr =y oo )
a i=1

A funcdo f(x) se avalia em N pontos no intervalo [a, b] e os valores f(x;)
se somam com uma ponderacdo ou peso w; . Esta soma pode ser exata somente
em dois casos, quando N = o ou para N finito, se a funcdo integravel é um
polinbmio. Os algoritmos de integracdo numérica equivalem a diferentes seleces
de pontos de integracdo ou nodos x; e pesos w; . Conforme N cresce, aumenta a
precisdo, mas a melhor aproximacdo depende em grande maneira da fungéo
mesma f (x).

Existem diferentes técnicas de integracdo numérica para estimar integrais
definidas, as mais usuais sdo as Formulas de Newton-Cotes (SULI, et al., 2003),
que utilizam uma particdo igualmente espacada do intervalo de integracdo para
definir os nodos, e as Regras de Quadraturas que vamos descrever nas proximas
secdes.

O interesse em técnicas de integragdo numerica estd motivado no fato que,

os coeficientes do polinbmio gerado por PCE podem ser definidos mediante
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integrais multidimensionais. O desempenho da PCE depende do método utilizado
para estimar estes valores, portanto, é fundamental investigar e avaliar técnicas de
integracdo numérica que sejam eficientes em termos de precisdo e da quantidade
de avaliagBes a funcéo.

Nas proximas sec¢des deste capitulo sdo enunciadas as técnicas de quadratura
Gaussiana e Genz-Keister para o caso de integrais unidimensionais e as

quadraturas produto tensor e Smolyak para o caso de integrais multidimensionais.

4.2.
Quadraturas Gaussianas Unidimensionais

Pelo contrario das Formulas de Newton-Cétes, as regras de quadratura
Gaussiana ou de Gauss (SULI, et al., 2003) e (HOLTZ, 2010), estdo baseadas em
determinar um conjunto de pontos do intervalo de integracdo, de tal maneira que
se otimize a exatiddo e o custo computacional requerido, no calculo da integral.

Em alguns casos € til escrever a formula basica de integracdo da eq. (4.1)
de tal forma que seja separada a funcdo de peso ou densidade W (x), da funcéo a

integrar, assim,

b b N (4.2)
fa fx)dx = fa W(x)g(x)dx = Z w;g(x;)
i=1

Nos métodos de quadraturas Gaussianas, 0S N pontos e pesos, Sao
escolhidos de maneira tal que o erro de aproximacdo desapareca se g(x)€é um
polindmio de grau (2N — 1). Para obter este incrivel resultado os pontos x; ndo
tém uma amostragem uniforme, pelo contrario tém uma distribuicdo mais
complexa no intervalo [a, b]. Este fato, faz com que os algoritmos de quadratura
de Gauss tenham resultados com uma precisdo melhor que dos métodos de
Newton-Cdtes (Simpson e Trapezoidal).

A integracdo Gaussiana estd baseada no uso de polinbmios ortogonais, que
definimos na secédo 2.3, para aproximar o integrando g(x) no intervalo [a, b].

Os seguintes trés teoremas sdo um resumo da teoria basica de quadraturas
Gaussianas, a demonstracdo pode-se ver em (STROUD, 1974). O interesse em
enunciar estes resultados estd na necessidade de conhecer quantos pontos sdo

necessarios, considerando ao integrando, para obter aproximacdes precisas.
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Teorema 4.1: (STROUD, 1974) Sejam x4, x5, ..., Xy as raizes do polindmio
ortogonal py(x) (de grau N) com respeito a densidade w(x) em [a, b]. Suponha

gue s&o encontrados 0S pesos w1, w,, ..., Wy tal que,

b N
[ o@gear=) wge @3)

a

E exata para todos os polindmios de grau menor ou igual que N — 1. Entéo,
a formula da eq. (4.3) é exata para todos 0s polindmios de grau < 2N — 1.

\%

Este teorema fornece a informagdo do grau de exatiddo polinomial das
quadraturas gaussianas, o qual € fundamental na escolha do nimero de pontos
utilizados quando vai-se aproximar uma integral.

O segundo teorema afirma que ndo € possivel encontrar outra formula de

este tipo com a mesma precisao.

Teorema 4.2: (STROUD, 1974) Se a formula

b N
[ o@gtaax = wigex (4

a
Tem grau de precisdo 2N — 1, entdo 0s pontos x; devem ser 0s zeros do

polindmio ortogonal p, (x) com respeito a densidade w(x) em [a, b].

Por altimo, o terceiro teorema nos indica o signo das raizes.

Teorema 4.3: (STROUD, 1974) Em uma férmula de quadratura Gaussiana,

todos 0s pesos w; Sao positivos.
\%

Nesta dissertacdo, nosso interesse se encontra apenas em avaliar integrais de
fungdes peso associadas as familias de polindmios ortogonais de Legendre,
Laguerre e Hermite, polinbmios definidos no capitulo anterior. Por tanto, sdo
apresentados alguns exemplos de quadraturas relacionadas com estas familias de

polinbmios ortogonais.
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4.2.1.
Quadratura de Gauss-Hermite

Este tipo de quadratura estd construido a partir dos polindmios de Hermite

que definimos na secdo 2.3, que sdo ortogonais com respeito a funcdo de

peso a;(x)z\/i;e"‘2 no intervalo (—oo, +o). Originalmente esta regra nos

permite obter uma expresséo para,

f_ e fGodx ~ Z wif () (45

Os n nodos ou pontos de integragéo, x4, ..., x,, estdo definidos a partir das

raizes dos polindmios de Hermite fisicos H,,_, e 0s pesos estéo definidos por,
oy =T (4.6)
n?[Hy-1 (x)]?

Nesta dissertacdo vamos calcular constantemente valores esperados
(médias) de fungdes que dependem de varidveis aleatorias, por tanto, é necessario
ter uma expressao para a integral que Ihe define.

Sejahuma fungdo que depende da varidvel aleatériay que tem uma

distribuicdo normal, V' (u, 02). Entdo a média de h(y) esta dada por,

too g _(y-w)?
e( 207 )h(y)dy (4.7)

B = |

—00 O
Devido a que ndo temos exatamente a integral na equacdo (4.5), vamos
y—

—Z. Por tanto, temos

fazer a mudanca de variavel: x = "

E[h())] = f +oo\/%e‘x2h(\/§ax + w)dx (4.8)

Finalmente utilizando a quadratura de Gauss-Hermite com as raizes dos

polinémios fisicos, podemos expressar a média como,

n
1 4.9
E[RO)] ~ —Z wih(V2ox, + 1) (4.9)
VT 4
=1
Onde v2x; s&o as raizes dos polindmios de Hermite probabilisticos. Como
foi mencionado anteriormente, com um nivel de acuracia n, a quadratura da gauss-
hermite tém uma exatidao polinomial de 2n — 1.
Na proxima secdo, é apresentada a quadratura de Gauss-Laguerre que nos

permite calcular integrais de funcfes exponenciais.
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4.2.2.
Quadratura de Gauss-Laguerre

Como seu nome o indica, a quadratura de Gauss-Laguerre depende das
raizes dos polinbmios de Laguerre, 0s quais Sd0 ortogonais no
intervalo [0, +c0) com respeito a funcdo de peso w(x) = e~ .

Esta regra nos fornece da seguinte formula de integracdo numérica,

[ erpeoar~ Z wif () (419

As coordenadas x4, ..., x,, S80 0s zeros dos polinbmios de Laguerre que
definimos na secdo 2.3, e 0S pesos w; estdo sdo obtidos mediante a seguinte
expresséo,

B (2n)2x;
RENCESVITANEAE
Por ultimo, na se¢do de quadraturas de Gauss, vamos definir a regra de

(4.11)

Legendre que é muito utilizada no caso de integrais que ndo tém fungéo peso, ou
que a funcdo de peso é uma constante. Além disso, sdo fungdes definidas num

intervalo de integracgéo finito.

4.2.3.
Quadratura de Gauss-Legendre

A regra de quadratura de Gauss-Legendre esta baseada nos polindmios de
Jacobi que vimos na sec¢do 2.3. Os polinbmios de Legendre sdo um caso particular
dos polindmios de Jacobi, quando consideramos 0s parametrosa = f = 0.
Lembre-se que estes polindmios sdo ortogonais com respeito a funcdo de peso
constante w(x) = 1 no intervalo [-1,1], que corresponde a distribuicdo de
probabilidade uniforme.

A ideia fundamental deste método é conseguir uma expressao do tipo,

f 1 fodx ~ Z w0if (%) (4.12)

- i-=1
Onde os nodos ou pontos de integragéo x4, ..., x, S&80 pontos no intervalo
[—1,1] de tal maneira que resulte exata a férmula para o caso onde f(x) é um

polindmio de grau menor o igual que 2n — 1, ver (PEIXOTO, 2008).
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Analisemos o caso mais simples, paran = 2. Entdo, temos com um erro de

aproximacao E,

f f)dx = wif(xq) + waf (x2) + E (4.13)

Desejamos que a formula seja exata para polindmios de grau menor o
igual que 2-2 —1 = 3. Entdo, se integramos de maneira exata 0s mondmios:
1,x,x2%e x3, e tento em consideracdo que o erro é zero para estes casos, temos 0
seguinte sistema de equagdes:

( 2=w;+w,

I O == (lel + (L)sz (414)
12
I § = (lef + a)zx%
ko == w1x13 + w2x23
Com solucéo,
1 -1
wi=w,=1 ; X, = — ; X, = — (415)
1 2 1 \/§ 2 \/§
Entdo temos a formula da quadratura de ordem 2,
F)dx = () + f2) + E (4.16)
[ 7

No caso que seja de interesse calcular uma integral com diferentes limites

de integracdo, sempre é possivel redefinir a variavel na seguinte forma,

b _ 1 _
ff(t)dt:bTa.f f<(b “)x+(a+b)>dx 4.17)

2
Agora, este é apenas o caso de ordem dois, de maneira geral, se desejamos
estabelecer uma férmula do tipo da eq. (4.12) com n pontos no intervalo [—1,1], o
resultado que é obtido, é o seguinte: Os nodos serdo, para cada valor de n, a raizes
do correspondente polinbmio de Legendre de grau n que definimos na secéo 2.3.

Por outro lado, os pesos sdo obtidos pela expressao,

~ fl L X . (4.18)
@i = -1 1_[ X —x]' x
Jj=1,j*i

Estas formulas de quadratura tém o nome Gauss-Legendre precisamente
porque os polindmios utilizados para o calculo da integral sdo os de Legendre.

Na proxima secdo vai-se definir uma regra de quadratura que da mesma

maneira que a quadratura de Gauss-Hermite, nos permite calcular integrais com

uma fungdo de peso gaussiana.
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4.3.
Quadraturas Genz-Keister

Em contraparte com as quadraturas de Guass-Hermite, Alan Genz e Bradley
Keister, em (GENZ, et al., 1996), construiram as quadraturas de Genz-Keister
para integrais de regides infinitas com func¢des de peso gaussiano. Os pontos para
esta regra sdo determinados por extensdes sucessivas da quadratura de Gauss-
Hermite unidimensional de trés pontos.

A regra Gauss-Hermite é notoriamente ndo aninhada, € dizer, utiliza pontos
de integracdo completamente diferentes para cada nivel de acuracia. Isto significa
que o conjunto de pontos usados para o nivel de acuracia i ndo sao reusados para o
nivel de acuracia i + 1. Por tanto o custo computacional é maior par regras ndo
aninhadas. Inicialmente foi estendida a quadratura de Gauss-Legendre no
intervalo [—1,1] na quadratura de Gauss-Patterson, descoberta por Patterson em
(PATTERSON, 1968), anos depois Genz e Keister também estendem a quadratura
Gauss-Hermite a uma regra aninhada. Os autores em (GENZ, et al., 1996),
estendem o trabalho de Patterson para (—oo, o), como seguli.

Considere a integral unidimensional,

—x2

G(f) = ez f(x)dx (4.19)

1
).

Denotamos por Q™ a regra de quadratura para G (f) com grau de exatidio
polinomial 2m + 1. Vamos a denotar por Q™[i; + i, +---+i,] a regra para
G(f) com exatiddo 2m + 1que utilizaXs_, i; pontos, e foi construida por

extensdes sucessivas de regras de baixo grau de exatiddo com Z§-=1 i

pontos,
paral = 1,2, ..., k.

Inicialmente, considere para G(f) a quadratura de Gauss-Hermite com um
ponto QV[1](f) = £(0), com grau de exatiddo polinomial 1. Esta regra é

estendida acrescentando dois pontos +4, produzindo uma nova regra,

QA1+ 21(f) = wi£(0) + wV f (1) (4.20)
Os pesos, wél)ewfl),e/ll sdo determinados maximizando o grau de

precisdo polinomial de Q. A solucéo para isto &, A, = /3, wél) = 2/3 e wf) =

1/6. Agora, note-se que Q®P[1 + 2], é exatamente a regra de Gauss-Hermite,

para G(f) com 3 pontos e grau de precisdo polinomial 5. Construindo sobre esta,
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pOde-se encontrar outras regras novas. Assim, sucessivamente sdo calculadas

extensdes Otimas, completamente aninhadas, para ordens finitos,

polinomial 29.

precisdo polinomial 51.

Q[1 + 2 + 6]: Regra com 9 pontos e grau de precisdo polinomial
15.
Q®[1 + 2 + 8]: Regra com 11 pontos e grau de precisio polinomial
19.
QU9[1+ 2+ 6+ 10]: Regra com 19 pontos e grau de precisio

Q®@)[1+2+6+10+16]:Regra com 35 pontos e grau de

Na seguinte Tabela 4.1 mostram-se 0s nodos e pesos para algumas ordens

da quadratura de Genz-Keister.

Tabela 4.1: Nodos e pesos da Quadratura Genz-Keister.

Num. Nodos Nodos: 4; Pesos: w;
n=1 0 1

-1.73205081 0.16666667

n=3 0 0.66666667

1.73205081 0.16666667

-4.18495602 0.00069568

-1.73205081 0.13855327

-0.74109535 0.13137861

n=7 0 0.45874487

0.74109535 0.13137861

1.73205081 0.13855327

4.18495602 0.00069568

-4.18495602 9.4269E-05

-2.86127958 0.00799633

-1.73205081 0.09485095

-0.74109535 0.27007433

n=9 0 0.25396825

0.74109535 0.27007433

1.73205081 0.09485095

2.86127958 0.00799633

4.18495602 9.4269E-05

Com esta regra de quadratura finalizamos as metodologias expostas para

estimar integrais uni-variadas. As quadraturas aqui mencionadas serdo utilizadas
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nas proximas secdes, para a construcdo de técnicas que permitem resolver

problemas de integracdo multidimensional.

4.4,
Quadraturas Multivariadas

Na maioria dos problemas que demandam resolver integrais, s&o problemas
multi-variados, onde € preciso generalizar os métodos mencionados nas secoes
anteriores ou aplicar técnicas diferentes. Nesta secdo sdo enunciadas duas
metodologias que podem ser adoptadas para a resolugéo este tipo de problemas, a
primeira delas é a composicdo de quadraturas uni-variadas. O segundo método
proposto é chamado quadratura de Smolyak ou sparse grid e estd orientado a
problemas de alta dimensdo onde é necessario ter em consideragdo 0 custo

computacional envolvido na estimacao.

4.4.1.
Quadratura Produto Tensor

A composicdo de quadraturas unidimensionais é a técnica mais intuitiva
para o célculo de integrais multidimensionais. O nome deste método (quadratura
produto tensor) deve-se a que a composi¢do coordenada a coordenada de
quadraturas uni-variadas conforma um produto tensor completo (URBAN, et al.,
2009) (HOLTZ, 2010).

Suponha que estamos interessados em calcular integrais multidimensionais

da forma,

1% f = W (zy, ., 2q)f (24, .., 2q)d2zg -~ dzq, (4.21)

I1XIpxXIg
com Q+[ <SR

Onde I é uma integral d-dimensional, f é integravel no hiper-rectangulo
Ip xI, x---xI;e a funcdo de peso W(zy,...,zqg) = W(zy) - W(zy) € um
produto de funcgGes integraveis ndo negativas em I;, Vj = 1, ..., d.

O método direto para calcular esta integral ¢ compor coordenada a
coordenada utilizando regras de quadraturas uni-variadas. Seja (U,{)j-i:luma
sequéncia de regras de quadraturas, com k nodos e pontos de integracdo, tais

que U, g =13ngé mantida para todos os polinbmios g de grau maximo m,.
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Sejam (wij k  0s pesos e(xij k L 0s pontos de integracdo da quadratura U,{.

Entdo, podemos aproximar a integral da equacao (4.21) por,

Iy f = f f co | W(zy) - W(za)f (24, ..., 2g)dzg -+ dzy

Igq
‘fh ‘flz Ig—q
k k
~ ce e 1 ce e d 1 d
~ E E w;, a)idf(xil,...,xid
iy

ig=1

K
W(zy) - W(z4-1) z a)ffif(zl, e xi‘fi)dzd_l e dzy
ig=1

Note-se que este Ultimo resultado pode-se expressar como,

d
I&f = ® U,Ei)f + error
i=1
O problema deste enfoque € o nimero de avalicdes na funcdo f que sdo

(4.22)

necessarias para obter a aproximagdo. No caso de uma integral d-dimensional e
utilizando uma sequéncia de regras de quadratura com k pontos de integracédo, é
preciso fazer k% avaliagbes, ou seja, o nimero de avaliagdes cresce
exponencialmente com respeito a dimensdo do problema. Este fenbmeno é
chamado curse of dimensionality, e é a razdo pela qual se vai desenvolver a

técnica de Smolyak na seguinte subsec&o.

4.4.2.
Quadratura de Smolyak

Nesta subsecdo é exposta a fundamentacdo tedrica e pratica do uso da regra
da quadratura de Smolyak (ou sparse grid), a qual é utilizada para avaliar
integrais de alta dimensdo sob regifes de espagos euclidianos. Esta técnica foi
descrita pelo matematico russo, Smolyak, em 1963 (SMOLYAK, 1963) e sua
construcdo tem sido aplicada em problemas de integracdo numerica por distintos
autores, fazendo uso da regra do meio ponto (BASZENKI, et al., 1993), da regra
trapezoidal (BONK, 1994) e das regras de Gauss (NOVAK, et al., 1999), como
base das regras uni-variadas.

Dada uma sequéncia de regras de quadratura uni-variada, a construcdo de
Smolyak é definida a partir do produto tensor (ver se¢do 2.4) tomado sobre
diferencas consecutivas dessas quadraturas uni-variadas (GERSTNER, et al.,

1998). Os pontos de avaliacdo resultante da quadratura multivariada construida
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desta maneira, sdo distribuidos mais esparsamente que 0s pontos da quadratura
produto tensor tradicional, conseguindo aproximar integrais com uma quantidade
de pontos de avaliagdo menor. Nosso interesse em desenvolver esta técnica € a
necessidade de estimar integrais multidimensionais na teoria de caos polinomial,
estritamente num tempo e custo computacional baixo. Devido a que nossa area de
aplicacdo € a simulacdo de reservatorios de petroleo, avaliar volve-se
extremadamente caro. Seguidamente vamos definir esta regra de integracéo
baseados na tese doutoral do Kaarnioja (KAARNIOJA, 2013) e o trabalho feito
em (HOLTZ, 2010).

Considere a seguinte sequéncia de regras de quadratura uni-variadas,

paramy, k € N,

my
(4.23)
Unef = ) w4 (i)
i=1
onde w; j € x; Sa0 0s My, pesos e nodos da quadratura Uy, .
Introduzimos o seguinte operador diferenca,
A= Un, — Um,_,, para k=1,273,.. (4.24)
e Uy, =0
Quando k € N¢ é um multi-indice, com k; > 0, entdo
Ak:: (Akl ® ...® Akd) (425)

Defini¢éo 4.1 (Regra de Quadratura de Smolyak). A regra de quadratura
de Smolyak de nivel € no hiper-retangulo I; X I, X --- X I; para uma integral d-

dimensional é o operador,

(4.26)

|k|1sf+d—-1 i=1
keNd

Parak; > 0e ¢ >1.0nde |k|, =k, + -+ ky.

Também é comum encontrar a definicdo da quadratura de Smolyak com
umaordemo =4 +d— 1.

Observe na definicdo anterior, que a regra de Smolyak no caso de uma

dimensdo € a regra de quadratura uni-variada considerada. Assim,
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£+1-1
1

1= Z Ay = (U, = Uny) + (Up, = Up,)

i=1

(4.27)

+ (U, = Um,) o+ (Umy, = Up,_,) = Up,

No préximo exemplo vamos desenvolver a constru¢do da quadratura de

Smolyak num caso de duas dimensdes, exposto em (HOLTZ, 2010).

Exemplo 4.1: (HOLTZ, 2010) Considere uma sequéncia de trés regras de
quadratura trapezoidal aberta (QUARTERONI, et al., 2010), com m, = 2k —
1 nodos. Temos assim, uma sequéncia de regras com 1, 3 e 7 pontos. Entdo a

quadratura de Smolyak baseada nessa regra de quadratura, com € = 3 esta dada

por,
2 _
Q3 = 2 Aty ier)
|k|{<34+2-1
keN?2

A tAu2) tAu3) A1 tAe2 4G
(A Q@A)+ (A1 ®A)+ (A1 QA3)+ (A, ®A)+ (A, ®Az) + (A3 R Aq)
(Um1 ® Um3) + (Umz ® Umz) - (Uml ® Umz) + (Um3 ® Uml) - (Umz ® Um1)

Note-se que, inicialmente, pelo nivel da quadratura de Smolyak, sdo
consideras as quadraturas uni-variadas com até m, = 2 — 1 = 7 nodos ou pontos
de integracdo. Portanto, se fizéramos uma composi¢do de quadraturas uni-variadas
com 7 pontos, tenderiamos uma regra U, f ® U,y,,f com 7% = 49 valores para
ser avaliados na funcdo. Por outro lado, Smolyak, considere somente alguns dos
produtos tensores das regras e consegue aproximar a integral com somente
(1x7)+(B%x3)—(1x3)+(7x1)—(3x1)=17pontos. Em Figura 4.1,
imagem obtida de (HOLTZ, 2010), pode-se observar este resultado.
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Figura 4.1: Gride completo (esquerda) e o gride de Smolyak (direita), baseados em

regras de quadratura trapezoidal de 1, 2 e 7 pontos, tomando de (HOLTZ, 2010).

Uma pergunta Obvia que surge na construgdo desta quadratura, é sua
exatiddo polinomial. E dizer, quando podemos ter uma equivaléncia desta regra

comaeg. (4.21), assim

Iiyf = Qf (4.28)

Sabemos que uma quadratura gaussiana com n pontos de integragéo, estima
com total precisdo polindmios de grau méximo 2n — 1. Por outro lado, foi
evidenciado que a regra de Smolyak precisa uma quantidade consideravelmente
menor de pontos de avaliacao.

Entdo, no seguinte teorema € mostrado que a caracteristica de precisdo nas
quadraturas uni-variadas, € trasladada com a mesma capacidade para a regra de

Smolyak.

Teorema 4.4: Seja U; uma sequéncia de regras gaussianas uni-variadas

correspondentes & funcéo de peso W na eq. (4.21). Pode-se afirmar que,
Iyf =Qf forall f€PS,_, (4.29)
Onde P4 ¢ o espago de polindmios multi-variados,

( (4.30)
P4 = QIR{d Sx
|

k IBl1sk

)
apxP € R; ag € R VB € N* E
|
BeNd J

O teorema anterior nos indica que, o grau de exatidao polinomial para uma

regra de Smolyak baseada em gauss, com nivel £,é 2¢ — 1.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1322094/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1322094/CA

58

Para maior detalhe, Novak e Ritter trabalharam no grau de exatiddo
polinomial da regra de Smolyak em (NOVAK, et al., 1999). A convergéncia pode
ser estudada em (KAARNIOJA, 2013).
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Expansdes por Caos Polinomial

5.1.
Introducéo

Um problema usual presente em distintas areas da mecanica, fisica,
financas, entre outras, € querer estudar a distribuicdo de probabilidade de uma
certa variavel aleatoria, que representa a resposta de um modelo (chamemos de
modelo, a um conjunto de equagdes que representam um fendmeno). Tal
distribuicdo de probabilidade, na maioria dos casos, ndo é conhecida e as
respostas do modelo ndo tém uma representacdo analitica explicita, devido a
complexidade dos fenémenos subjacentes (como os modelos do tipo black-box).
No entanto, se sdo conhecidas as densidades de probabilidade dos parametros de
entrada, é possivel realizar uma analise de como é propagada a aleatoriedade
através do modelo e quantificar a incerteza na saida. Na Figura 5.1 é apresentado

um esquema da propagacéo de incertezas num modelo estocastico f(Z) =Y.

1\ Modelo y
1ANC f@) = :

Figura 5.1: Esquema de propagacéao de incerteza.

O método mais conhecido para tratar este problema é o método de
simulagcdo de Monte Carlo. Porém, a grande desvantagem desta técnica encontra-
se na sua lenta convergéncia, i.e., este método tem um custo computacional alto.
Portanto, para modelos complexos, como aqueles tratados nesta dissertacéo, o seu
uso é inviavel. Por outro lado, Expansdes por Caos Polinomial (PCE) é uma
técnica de convergéncia rapida (ERNST, et al., 2012), que aproxima a resposta de
um modelo atraves de uma combinacdo linear de polinbmios, que sdo ortogonais
com respeito a densidade de probabilidade dos parametros aleat6rios de entrada
do modelo.
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5.2.
Expansdes por Caos Polinomial Generalizado

Expansdes por Caos Polinomial é uma técnica baseada no conceito de
Wiener do caos homogéneo (WIENER, 1938), onde o termo caos refere-se a
aleatoriedade nos parametros envolvidos em diferentes processos fisicos ou
mecanicos. A base teorica desta aproximacao esta nas conclusdes de Cameron y
Martin (CAMERON, et al., 1947), nas que as expansdes de caos polinomial
convergem para uma funcional L2 no espaco de Hilbert. No contexto dos
processos estocasticos, isto implica que cada processo estocastico com momento
de segunda ordem finito, pode-se representar por uma expansao por caos
polinomial (infinita). A forma original da PCE é uma expansao espectral, baseada
nos polindmios de Hermite ortogonais em termos de varidveis aleatorias
gaussianas e utilizando coeficientes deterministicos. Mas no entanto, ao utilizar
esta forma original, a convergéncia 6tima consegue-se somente quando se trabalha
com processos estocasticos gaussianos.

Para obter uma convergéncia Otima para processos estocasticos mais
generais, Xiu e Karniadakis em (XIU, et al., 2002) estenderam esta aproximacao a
um esquema mais amplio, chamando expansdes por caos polinomial
generalizado. Neste esquema é utilizada a conexdo fechada entre as funcGes de
probabilidade de algumas variaveis aleatorias e a funcdo de peso na relacdo de
ortogonalidade de alguns polinbmios ortogonais, para representar 0S processos
ndos gaussianos. Isto significa que, a convergéncia étima pode-se conseguir para
processos caracterizados por outras distribuicbes ndo gaussianas, como
distribuicdo uniforme, gamma e beta. Vamos no resto da secdo, definir
formalmente este conceito de PCE.

Considere um sistema fisico ou mecénico descrito por um modelo f , para
nosso caso um modelo de simula¢do. Suponha que este modelo tem M parametros
de entrada incertos, representados por um vetorZ = (Z4,Z,,...,Zy) de
componentes mutuamente independentes e  distribuicdo F;(zy, ..., zy) =
P(Zi<zy,..,Zy < zy).

Para cadai=1,..,M,sejaF;(z) = P(Z; < z)a distribuicdo marginal

de Z; no suporte I, (X1U, 2010). Devido a independéncia temos que,

o Fz(2)= le(Z1)' FZZ(ZZ) Tt FZM(ZM)
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u IZ:IZ1XIZZX"'XIZM

Seja,

L%iFZ(IZ) = {filz > R|E[f2(Z2)] = | f?(2)dF;(2) < oo} (5.1)

Iz

O espago de todas as fungdes integraveis em média quadratica com

norma ||f1lz,, = (E[f?])*/%. Entdo, se a resposta do modelo f € L (I;),
VA

podemos definir sua representacéo por caos polinomial como,
Y =f(2) = Z agpp(2) (5.2)
BeNM
Onde, agsdo os coeficientes da expanséo, § € N¥ sdo os multi-indices,
com|Bly =By + B2+ -+ Pue {Pplgeym & @ base de polindmios ortogonais
multi-variados que satisfazem,

» ¢pp(2) = pp,(Z1) - ¢p,(Z3) - Pp,, (Zur) (5.3)
" E[¢p(D)¢(2)] = [ pp(2)po(2)dF; = v584 (5.4)

Onde yg = E[¢3, (Z))] -+ E[¢3,,(Z))] sdo fatores de normalizacio e &g, é
a delta de Kronecker (63, = 1 se f = a e 0 em outro caso).

A ortogonalidade na equagdo (5.4) garanta que os polindmios podem ser
utilizados como uma base de fungbes para aproximar funcbes em termos das
variaveis aleatorias Z;.

Como foi mencionado, as expansfes por caos polinomial foram utilizadas
originalmente para fun¢es dependentes de variaveis aleatdrias gaussianas, mas,
depois do trabalho de Xiu e Karniadakis existem correspondéncias entre as
distribuicdes de probabilidade dos parametros e sua base de fung¢des ortogonais.

Na Tabela 5.1 séo apresentadas algumas destas correspondéncias.

Tabela 5.1: Correspondéncia entre o tipo de distribuicéo e a base de polindmios.

Distribuicdo de Base de polindmios
. ) Suporte
probabilidade de Z ortogonais da PCE
Gaussiana Hermite (-o0, )
Gamma Laguerre [0, x)
Beta Jacobi [a, b]

Uniforme Legendre [a, b]
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Na prética, a expansao infinita da equacdo (5.2) é truncada em um nimero
finito de termos e uma ordem finita de expansdo. Nesse caso, podemos falar de
uma PCE de graup, onde p € o maior grau dos polinbmios que representam as

variaveis incertas. A expansdo é truncada depois de P termos, onde P € definido

por!
M+ p)!
p:<M+P):Q (5.5)
p M!p!
Assim, podemos aproximar a resposta do modelo por,
P
5.6
VR H@D = D apdp@) = ) axdi@ &0
[Bl1=p k=1
BENM

Onde a correspondéncia dos S e 0s k pode ser observada num exemplo de

dimensdo quatro, na seguinte Tabela 5.2 (XIU, 2010),

Tabela 5.2: Bijecao entre os indices B e k da soma truncada na equacéo (5.6).

1Bl1 Multi-indice B indice associado k
0 (0,0,0,0) 1
1 (1,0,0,0) 2

(0,1,0,0) 3
(0,0,1,0) 4
(0,0,0,1) 5
2 (2,0,0,0) 6
(1,1,0,0) 7
(1,0,1,0) 8
(1,0,0,1) 9
(0,2,0,0) 10
(0,1,1,0) 11
(0,1,0,1) 12
(0,0,2,0) 13
(0,0,1,1) 14
(0,0,0,2) 15
3 (3,0,0,0) 16
(2,1,0,0) 17
(2,0,1,0) 18

Por outro lado, a quantidade de termos e coeficientes da expansdo depende
diretamente do nimero de parametros considerados no modelo e do grau da
expansdo desejada. Esta relacdo pode ser observada na Tabela 5.3, que mostra a
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quantidade de coeficientes da PCE em fungdo do nimero de pardmetros incertos e
do grau maior dos polinbmios que representam as variaveis. Note-se que 0
namero de coeficientes cresce rapidamente quando aumenta o namero de

variaveis ou o grau da expansao desejada.

Tabela 5.3: NUmero de coeficientes na expansao por caos polinomial.

Grau da NUumero de pardmetros incertos no modelo (M)

PCE (p) 2 3 4 5 10 11 15 25 50
2 6 10 15 21 66 78 136 351 1326
3 10 20 35 56 286 364 816 2376 23426
4 15 35 70 126 1001 1365 | 3876 23751 316251
5 21 56 126 252 3003 | 4368 | 15504 | 142506 | 3478761

A maior dificuldade na construcéo da PCE est& no calculo ou na maioria dos
casos, na estimacéo, dos coeficientes. Varias abordagens tém sido desenvolvidas
para obter estes valores e tém sido classificadas em duas categorias, as técnicas
intrusivas e as ndo intrusivas. No caso, dos métodos intrusivos, é necessario ter
um alto grau de conhecimento do modelo, para fazer modificacGes algébricas no
sistema de equacOes que lhe define, ou alteracbes no cddigo de computador, um
exemplo desta técnica é a projecdo de Galerkin. Por outro lado, 0 método néo-
intrusivo é um esquema emergente do analise de elementos finitos estocasticos.
Esta Gltima técnica esta sendo utilizada na analise de modelos cuja resposta esta
definida por meio de um conjunto de chamadas a um modelo deterministico
existente, sem fazer modificagdes no codigo de computador (BLATMAN, et al.,
2010) (HAGAN, 2013). Neste trabalho vamos desenvolver duas técnicas do tipo
ndo intrusivas, devido a que nosso modelo é um sistema do tipo caixa preta (black
box).

Nas seguintes se¢des vamos enunciar duas metodologias ndo intrusivas para
estimar os coeficientes da expansdo, a primeira € uma aproximacdo mediante a
projecdo espectral ortogonal e a segunda é uma aproximacao mediante a regressao

linear.
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5.3.
Aproximacao por Projecao Espectral Ortogonal

Os coeficientes da expansdo podem ser calculados fazendo um forte uso da
ortogonalidade da base de polinbmios que representam as variaveis aleatorias.

Para toda funcéo f € szpz(lz) podemos definir a Projecdo Ortogonal
Espectral de ordem p, que vamos a denotar por P,f e vamos definir por (XIU,
2010),

RI@ = ) aptp(@) (5.7)
[Bl1=p
BENM
Onde,
E
ag = W)ﬁ ff( 2)¢pp(2)dF,(2), VIBli<p (5.8)

Lembre-se que yg = E[¢3, (Z))] -+ E[¢3,, (Zn)]-

Note-se que estes coeficientes podem ser obtidos multiplicando a equagéo
(5.6) por¢g(Z)e tomando a media, devido a ortogonalidade da base de
polindmios pode-se obter a expressdo (5.8).

Por outro lado, a existéncia e convergéncia da projecdo, se segue
diretamente da teoria de probabilidade classica. A convergéncia da projecdo no
sentido da média quadratica se pode expressar como,

If = pr”LfiFZ =0, quandop — oo (5.9)

Dos resultados mais importantes deste enfoque estd o seguinte. Dado um
modelo f, se desejamos aproximar esse modelo por um polinbmio de grau p, entéo
a projecao espectral ortogonal é o polinbmio de graup que melhor aproxima o

modelo f. Assim,

If = Boflliz,, = infoerpllf —glliz,, (5.10)

Onde P% é o espago de todos os polindmios d-dimensionais de Z € R com
grau maximo N.

Note na equacdo (5.8) que os coeficientes sdo definidos mediante uma
integral multidimensional que depende de f, portanto faz necessério utilizar
técnicas de integracdo numérica para conseguir estimar estes valores. Para casos

de baixa dimensdo (M < 3) e modelos simples, estas integrais podem ser
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calculadas mediante métodos modestos, mas, quando o nimero de parametros
envolvidos no modelo aumenta e o modelo por se mesmo é complexo, é
necessario acudir a técnicas de integracdo mais robustas ou especializadas em
integracdo de alta dimensdo. O motivo de isto vem do custo envolvido na
avaliacdo da funcgéo e a necessidade de realizar estas aproximagdes com um tempo
e custo computacional baixo.

Nesta dissertagdo propomos utilizar como método de integragdo numérica, a
Quadratura de Smolyak (enunciado na secdo 4.4.2) para a estimagdo do

numerador dos coeficientes ag na equagdo (5.8) e a Quadratura de Gauss para o
denominador yz que ndo depende do simulador f e além disso, € um produto de

integrais unidimensionais.

De esta maneira, a equagéo (5.8) pode ser reescrita como,

_EUsl Q' (5.11)
VB 1_[ Um

Onde U,, é a regra de quadratura gaussiana uni-variada, selecionada de

ag

acordo a fungdo distribuicdo de probabilidade dos pardmetros de entrada do
modelo f. Esta regra permitird estimar a integral unidimensional do denominador
dos coeficientes da expansdo. Note-se que, a quantidade de nodos considerados
para aproximar y; dependera do grau maximo dos polindmios da base ortogonal
da PCE selecionada.

Por outro lado, o denominador dos coeficientes, depende do modelo de
simulagdo e esté definido por meio de uma integral M-dimensional. Por tanto, vai
ser aproximado por uma quadratura de Smolyak @5’ com nivel £. O valor do nivel
da regra de quadratura depende do grau selecionado da PCE.

No caso que o modelo de simulagdo considerado tenha uma quantidade
baixa de parametros, é possivel aproximar os coeficientes da PCE utilizando
unicamente Quadraturas Gaussianas.

Observe que, para o enfoque da projecdo espectral ortogonal, o custo
computacional de aproximar um modelo f por meio de uma PCE, esta
diretamente relacionado com a técnica de integracdo numérica selecionada para
estimar os coeficientes. O custo computacional das técnicas de integragdo
numérica, mencionadas no capitulo 3, depende da quantidade de nodos

considerados, é dizer, do nimero de avalia¢cdes na funcéo.
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Em Tabela 5.4 e Tabela 5.5 vamos mostrar a relagdo existente entre o
namero de avaliacBes e o nivel (acuracia) ou nimero de nodos considerado em
trés diferentes regras de quadratura. Supondo que as varidveis aleatorias do
modelo, seguem uma distribuicdo de probabilidade gaussiana, vamos considerar
as regras de quadratura Gauss-Hermite (GH), Smolyak baseada em Gauss-
Hermite (SGH) e Smolyak baseada em Genz-Keister (SGK).

Tabela 5.4: Correspondéncia entre o nimero de avaliagdes e o nivel para as regras GH,
SGH e SGK com dimens&o 7.

PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1322094/CA

M=17 Numero de Avaliacdes
Nivel: ¢ | Gauss.Hermite Smolyak basea(.ja Smolyak bas.eada
em Gauss-Hermite em Genz-Keister

1 1 1 1
2 128 15 15
3 2187 113 99
4 16,384 589 407
5 78,125 2,437 1,317
6 279,936 8,583 3,837
7 823,543 26,769 9,941
8 2,097,969 75,841 22,725
9 4,782,969 198,649 48,401
10 10,000,000 487,175 96,967

Tabela 5.5: Correspondéncia entre o nimero de avaliagdes e o nivel para as regras GH,

SGH e SGK com dimenséo 15.

M =15 Numero de Avaliacdes
Smolyak
) Smolyak baseada
Nivel: € Gauss-Hermite baseada em
em Gauss-Hermite )
Genz-Keister
1 1 1 1
2 32,768 31 31
3 14,348,907 481 451
4 1,073,741,824 5,021 4,151
5 30,517,578,125 39,941 27,701
6 470,184,984,576 259,607 146,477
7 4,747,561,509,943 1,441,297 654,117
8 35,184,372,088,832 7,045,537 2,571,477
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Observe a diferenca do nimero de avaliagdes nas trés regras de integragéo,
este valor incrementa conforme aumenta o nivel. A quadratura produto tensor com
Gauss-Hermite, cresce exponencialmente com respeito a dimenséo e o nimero de
nodos (nodos = M), ver secdo 4.4.1. Por outro lado, a quadratura de Smolyak
construi um conjunto de pontos de integracdo menor e melhor distribuidos, ver
secdo 4.4.2. No caso de Genz-Keister, devido a que é uma quadratura aninhada,
tem um ndmero ainda menor de pontos para avaliar, se comparado com SGH,

sendo assim, a melhor escolhia considerando o custo computacional.

5.4.
Aproximacao por Regresséo

Outra alternativa ndo intrusiva para estimar os coeficientes da PCE na
equacdo (5.6) € obter a melhor aproximagdo de Y = f(Z) no sentido de minimos
quadrados, para um grau fixo p. Este método tem sido proposto recentemente
(BLATMAN, et al., 2008), (BLATMAN, et al., 2010), (SUDRET, et al., 2013),
sendo chamado método da regressao.

Considere a seguinte notacdo vetorial para a equacado (5.6),

P

Y@= ) aptp@) = ) 6@ = aTG@)

[Bl1=p k=1
BeNM

(5.12)

Onde,
= a é o0 vetor coluna de coeficientes da PCE, tamanho P x 1:
a= {aﬁ: 1Bl1 < P} = (ay,az, ..., ap) "
= ¢é o vetor linha de polindmios ortogonais da base da PCE,

tamanho 1 X P:

b= {¢B: 1Bl1 < P} = (¢p1, P2, -, Pp)

Seja Z = (z3M,2@,...,z™)um conjunto de N realizagdes ou amostras
para o vetor aleatério de entradas e sejaYy = (g™, 4@, .., 4M) Tsuas
correspondentes saida através do modelo f. A colecdo Z é chamada Planejamento
de Experimentos (PE). Este conjunto de valores pode ser construido desde uma
amostragem aleatorio (SUDRET, et al., 2013), mediante a técnica do Hipercubo
Latino (CHOI, 2004) ou por meio das raizes dos polinbmios ortogonais que foram
considerados para a construgdo da base da PCE (BERVEILLER, et al., 2006)
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(SUDRET, 2008). Mais na frente vamos desenvolver esta ultima técnica como
metodologia proposta nesta dissertacéo.
O problema considerado consiste em encontrar o vetor dos

coeficientes @ que minimizam a soma dos erros quadraticos, é dizer,

N
a =argmin ) (F(2®) - " $(z))? 619
i=1
Esta minimizacdo tem uma resposta exata, para o conjunto de amostras Z ao
resolver o seguinte sistema de equacoes:
(dTd)a = Ty

(5.14)
Ou equivalentemente,
a=(@'o)"ely (5.15)
Onde @ é uma matriz de tamanho N x P definida por,
i = (6 (D)=, (5.16)

Onde a matriz ®7 ® é chamada matriz de informagao.

Observe-se que a matriz ® estd construida a partir do conjunto das
realizacbes Z. Portanto, a estimagdo dos coeficientes depende diretamente do
planejamento de experimentos considerado. Além disso, note-se que, o sistema de
equacdes em (5.14) tem solucdo se N > P (BERVEILLER, et al., 2006),
portanto 0 niumero de experimentos considerados par estimar os coeficientes da
expansao € maior o igual a P.

Surgem entdo dois davidas, a primeira € a maneira mais eficiente de gerar o
conjunto de amostras e a segunda é o tamanho desse conjunto. No contexto dos
métodos baseados em PCE, tem sido mostrado por Isukapalli e Berveiller em
(ISUKAPALLI, 1999) e (BERVEILLER, 2005) que um planejamento de
experimentos eficiente pode ser construido desde as raizes dos polinbmios
ortogonais da base da PCE.

Para o caso de variaveis aleatdrias gaussianas, sdo consideradas as raizes
dos polindmios de Hermite e o planejamento é gerado como segui (SUDRET,
2008),

e Sep denota o grau maximo dos polinémios da PCE truncada, entéo
considere asp + 1 raizes do polinbmio de Hermite de graup + 1,

denotado por H,,,. Entdo temos o conjunto {ry, 73, ..., Tp41}-
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e Construia todos os vetores de tamanho 1 X M de combinagfes destas
raizes. Assim, 7= (r,1,,..,1,,)ondel <i; < <iy <p+
1. Note que tem-se em total (p + 1) vetores de combinacdes.

e Finalmente, selecione os N vetores do total que tem menor norma
euclidiana, ou seja, os vetores que maximizam a funcdo distribuicao
de probabilidade gaussiana. Portanto, sdo as amostras com uma
probabilidade de incidéncia maior e assim representam O
comportamento mais usual da saida do modelo.

Por outro lado, a quantidade de amostras consideradas tem sido proposta por
diferentes autores, Webster selecionaN = P + 1 em (WEBSTER, et al., 1996),
Isukapalli propoe N =2(P + 1) em (ISUKAPALLI, 1999) e Berveiller
consideraN = (M —1)PouN = 2P em (BERVEILLER, 2005), mas todas as
sugestdes sdo baseadas em experimentos empiricos.

Investigacdes recentes mostram que 0 numero de amostras requeridos no
planejamento de experimentos esta relacionado com a invertibilidade da matriz de
informacdo @7 ®. Sudret em (SUDRET, 2008) propde o seguinte algoritmo,

e Considere o conjunto de vetores das raizes dos polinémios de

Hermite, ordenados de maneira crescente pela norma
.- M
euclidiana, {r®,r@, . r@+D"}

e Expresse a matriz de informagdo como uma soma de matrizes

quadradas de tamanho P x P e de posto unitério, assim,

N

(T D), = b;(r@) g (r®) = ak (5.17)
] kz=1 j Z

k=1

Onde,
ak = ¢;(r®)g;(r™®) (5.18)

e Some 0 nlmero de matrizes a® necessarias para que a matriz de
informacdo ®7 @ tenha posto P. Note-se que é preciso somar pelo
menos N = P.

e O tamanho do planejamento de experimentos é o numero de
matrizes que foram necessarias somar, para que a matriz de

informag&o seja invertivel.
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Observe-se que, este algoritmo consegue minimizar a quantidade de
amostras consideradas no planejamento de experimentos. Sudret em (SUDRET,
2008) mostra que esta técnica € mais eficiente em termos de custo computacional
que as outras estratégias propostas.

Na proxima secdo vamos fazer uso do polinbmio construido mediante caos
polinomial, para quantificar a incerteza na saida do modelo considerado. Esta
analise comumente é feita calculando a média, a variancia, alguns percentis ou
mais rigorosamente, a distribuicdo de probabilidade completa. Vamos indicar na
seguinte secdo como € possivel utilizar a PCE para obter estes estatisticos.

5.5.
Andalise Estatistica e Probabilistica

Quando a acuracia da PCE calculada para f(Z) é satisfatdria, tem-se em
efeito uma representacdo analitica para o modelo f em termos de Z.Esta
expressao pode ser utilizada para realizar estudos estatisticos e probabilisticos.

Uma das maiores vantagens da PCE é poder calcular diretamente da
expansdo polinomial, e com um esfor¢co computacional minimo a média e a
variancia.

Seja f,(Z) a PCE de grau p que aproxima af i.e.f, = f no sentido da

média quadratica. Entdo a média de f pode ser aproximada por (XIU, 2010),

5.19
ur = EIf (D] ~ E[f,] = f D asdp(@) |dFy(2) = ay o
[Bli=p
A variancia de f pode-se aproximar por,
var(F@) = E[F@ - w2 = Y vpay? (5.20)

0|Bl1sp

Por outro lado, os percentis de f (ver Definicdo 2.2 ) ou mais rigorosamente,
a distribuicdo de probabilidade inteira (ver Defini¢do 2.1) podem ser aproximados
apds uma avaliagdo numeérica sobre f,.Para a avaliagdo numérica, deve ser
fornecida uma quantidade de amostras que serdo avaliadas na expanséo.
Definimos a continuagé@o o processo para estimar estes valores (KO, et al., 2013).

Seja {&;,&,, ..., &y} um conjunto de N amostras geradas independentemente
de acordo a funcdo densidade de Z. A fungdo distribuicdo de probabilidade

de Y = f(z) pode ser estimada utilizando a expanséo f,,
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N
~ 1 5.21
E(y) = Nz 1(coy1(Yiep) c.2)
k=1

Onde Y, = f,(&x) € 1(_w € a funcéo indicadora no intervalo (—oo,y]. A
solugdo £, (y) é chamada estimag&o empirica de cdf de Y.
O a-percentil deY pode ser aproximado desde o conjunto ordenado:

Y(l).p = Y(Z).p S s Y(k).p
Yop = Yqamp) (5.22)

O interesse em saber estes valores, estd na necessidade de conhecer a
probabilidade com que a saida do modelo estudado vai ficar num intervalo
determinado. No caso de modelos de simulacdo de reservatorios de petroleo, a
estimagéo da cdf pode mostrar com que probabilidade a producdo acumulada de
6leo, por exemplo, vai ser menor a um valor predefinido, num periodo de tempo.
Estas informagOes sdo importantes para a tomada de decisGes no gerenciamento

de reservatorios.

5.6.
Tratamento de variaveis com multiplas distribuicdes

Na maioria dos problemas reais que envolvem pardmetros aleatérios, a
incerteza presente em cada um deles é modelada por diferentes distribuicdes de
probabilidade. Isto faz necessario realizar um tratamento as variaveis, anterior a
PCE, para transformar o vetor de pardmetros de entrada em um vetor de variaveis
identicamente distribuidas.

Seja Z = (Zy,Z,, ..., Zy) 0 vetor de entradas com componentes mutuamente
independentes, definimos o seguinte mapeamento um-para-um (BERVEILLER, et
al., 2006),

& = ¢ N (Fi(ZD) (5.23)

Onde, ¢ é a fungdo distribuicdo de probabilidade (cdf) da gaussiana padréo
e{F;(Z),i=1,..,M}sdo as distribuicbes marginais das Z;,. Desta forma ¢é
construido o vetoré = (&,¢,,...,¢é) de entradas independentes gaussianas

padrao.
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Na proxima se¢do vamos definir uma medida usualmente utilizada para

quantificar o erro da aproximacéo por PCE.

5.7.
Quantificacao do Erro de Aproximagéo

Na pratica, é usual calcular o seguinte erro empirico, para quantificar o erro
de aproximacdo da expansdo por caos polinomial truncada (BLATMAN, et al.,
2010) (SUDRET, et al., 2013),

YT (z9) - £,(20))? (5.24)

R?=1-
var(Y)

onde

e var(Y) é avariancia empirica de Y calculada por,

1 N ] B 1 N ’
var(Y) = mz(f(zm) _ 2, f= sz(zm) (5.25)

o {z®W,z®, . zM}é um conjunto de amostras geradas com a
distribuicdo de probabilidade de Ze é utilizado para avaliar o
rendimento da PCE.

A acuracia da aproximagdo f,, pode ser avaliada desde o significado do
coeficiente de determinacdo R?. Quando R? = 1 indica que o modelo conseguiu
um ajuste perfeito ao modelo real com resposta Y.

Finalizamos este capitulo reforcando a ideia que PCE é uma técnica que
permite quantificar a incerteza, na resposta de um modelo afetado pela
aleatoriedade presente nas varidveis de entrada. Na area de petroleo, o problema
de quantificacdo de incertezas consiste na estimacdo de estatisticas (média,
variancia, outros momentos) de parametros de interesse, calculadas numa etapa de
pos-processamentos e a partir dos resultados de um simulador numérico de
reservatorios de petrdleo, considerando que algumas das variaveis envolvidas
nesse modelo de simulacdo sejam incertas. Uma vez que é aproximada a saida,
analises estatisticas de interesse podem ser obtidas com métodos de amostragem
na funcdo estimada. Caos polinomial € uma técnica que permite ter algumas
estatisticas diretamente y para outros estudos, é possivel utilizar a saida

aproximada como um modelo substituto (proxy).
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No préximo capitulo, se enunciard a teoria basica do algoritmo de
programacdo genética, que € outra técnica que permite quantificar incerteza em
modelos de simulacdo de reservatérios de petrdleo, e que vamos considerar neste

trabalho.
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Programacédo Genética

6.1.
Introducéo

Técnicas de inteligéncia computacional tém sido utilizadas com muita
frequéncia na industria de petréleo. Simuladores para a caracterizacdo de
reservatorios (como o Petrel da Schlumberger e OpendTect) ja possuem ha alguns
anos, ferramentas de redes neurais (RN) e aplicacdes com algoritmos genéticos
(GA). Trabalhos como (MOHAGHEGH, et al., 1995), (MOHAGHEGH, 2005) e
(PACHECO, et al., 2009) formulam propostas de solucdes a diferentes areas na
engenharia de petroleo, por meio de algoritmos genéticos, redes neurais e logica
fuzzy. Por outro lado, programacdo genética (PG), a qual esta incluida na familia
de técnicas de computacdo evolucionaria, vem se destacando cada vez mais em
aplicacbes onde se tenha pouca informagdo e seja preciso uma expressao
matematica explicita para descrever um problema (YU, et al., 2008) (BURKE, et
al., 2009).

Na engenharia de reservatorios é preciso quantificar a incerteza em fungéo
de todas as variaveis do reservatorio (OLIVER, et al., 2008). Entretanto, a relagdo
entre as variaveis do modelo de reservatorio (tais como a permeabilidade ou a
porosidade) e os dados (tais como as medic¢Bes do corte de &gua ou pressao) é com
frequéncia altamente ndo linear, pelo qual, nestes casos pode ser muito
complicado caracterizar a fungdo distribuigdo de probabilidade (pdf) a posteriori.

Como foi mencionado em capitulos anteriores, 0 método mais comum para
resolver este problema é o método de Monte Carlo (MC). Mas sua lenta
convergéncia faz com que seja pouco utilizado em casos onde as avaliagdes séo
muito custosas, como em modelos de simulacdo de reservatorios de petréleo. Por
outro lado, PG € uma técnica que vem sendo utilizada com sucesso na estimagao
da saida de modelos fisicos, mecénicos, entre outros. Neste trabalho serd utilizado
o0 algoritmo de PG, para encontrar uma expressao explicita, que aproxime a saida

do modelo de simulacdo. Esta saida € influenciada pela incerteza presente nos
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parametros de entrada. Portanto, a funcdo obtida mediante PG deve representar
esta relacdo e permitir a quantificacdo da incerteza, por meio do célculo de
estatisticas e probabilidades.

6.2.
Programacédo Genética

O algoritmo de PG é uma colecgdo de técnicas de computacdo evolucionéria
que constroi programas de computador, para solucionar problemas
automaticamente sem que o usuario tenha necessidade de conhecer ou especificar
a forma da solucdo (POLLI, et al., 2008). Anélogo a evolucao dos seres vivos, estes
programas sao submetidos a um processo de evolugdo com etapas de avaliacéo,
selecdo, cruzamentos e mutacées. Os individuos s&o estruturas de computador em
forma de &rvore, compostas por nés e folhas. Os nds representam fungdes
aritméticas basicas (+, -, *) ou operadores mais complexos (cos, exp) e as folhas
sd0 0s terminais que podem ser variaveis ou constantes.

O algoritmo de PG cria uma populagdo inicial, composta por este tipo de
individuos. A cada um é atribuido um valor numérico, chamado aptiddo, que
indica quanto a solucdo representada por este individuo é melhor que as demais
solucbes da populagdo. A populacdo de solucdes candidatas € modificada
iterativamente; cada iteracdo envolve a aplicacdo de operadores genéticos
(selecdo, cruzamento e mutacdo) na espera de evoluir novos e melhores
candidatos (KOZA, 1992).

A seguir, sera feita uma descricio mais detalhada dos componentes
principais do algoritmo de PG.

6.2.1.
Representacéo

Como mencionado antes, em PG, cada individuo é representado por uma
arvore que equivale a um programa de computador. Este programa tem funcdes
(nds) e terminais (folhas). Os terminais estdo situados nas extremidades da arvore
e sdo parametros que recebem um valor de entrada. Por outro lado, as funcgdes

conectam um ou mais terminais e estdo situadas nos vértices internos da arvore. A
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seguir, enumeramos as possibilidades para estes dois componentes seguindo Koza
(KOZA, 1992).
e Fungdes (nos):
e OperacOes aritméticas: +, -, /, *, %
e Fungdes matemaéticas: sen, cos, log, exp, sqrt
e OperacOes booleanas: and, or, not
e Operadores condicionais: se-entdo-sendao
e Operadores iterativos: enquanto (condicdo) faca
e Funcdes recursivas
e Fungdes especifica do dominio do problema
e Terminais (folhas):
e Variavel: x;,x,, ..., xy
e Constante: 0.45,8,—1,33
Na Figura 6.1, pode-se observar a estrutura em forma de arvore para um
individuo que tem no conjunto de fungdes a adicdo, o produto e a raiz quadrada.

Nos terminais, tem as variaveis x e y, e uma constante de 0,12.

Individuo: 0.12x + \j;f

Figura 6.1: Representacdo em forma de arvore de um individuo de PG.

A representagdo do individuo se da de acordo com a ordem estabelecida na
arvore para as fungdes e os terminais, construindo-se de acima (n6 raiz) para
baixo (nds componentes), da esquerda a direita.

A combinacdo de todas as solugbes definidas mediante estas fungdes e
terminais, forma o chamado espaco de busca.
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6.2.2.
Avaliacao

A avaliacdo é o processo aplicado a cada individuo para conhecer seu
desempenho em relacdo ao problema considerado. Como mencionado antes, a
avaliacdo de um individuo em PG é medida pela sua aptiddo, que é representada
por um valor numérico. Esta medida de aptiddo direciona 0 processo
evolucionario em PG.

A avaliagdo depende de uma funcéo objetivo, que pode ser medida de varias
formas, de maneira implicita ou de maneira explicita. Usualmente est associada a
um erro entre a saida do programa e a saida desejada. Por exemplo, € comum

utilizar algumas das seguintes fungdes,

N ~

1 Y. - Y:
MAPEz—Z i ‘ (6.1)
. Y;
=1
N (6.2)
RMSE = |— ) (Y, - 1)
=1

Onde Y; representa as saidas reais e Y; as saidas aproximadas.

Neste trabalho foi considerado o erro RMSE para avaliar os individuos em
cada populacdo do algoritmo de PG. Isto para os conjuntos de treinamento e
validagdo. Para o caso do conjunto de teste, pelo problema considerado, foi
calculado o coeficiente de determinacdo (se¢do 5.7) para quantificar os erros das

solugdes finais.

6.2.3.
Operadores

Os operadores genéticos em PG tém a funcdo de criar descentes em cada
geracdo do algoritmo. Seguindo Koza (KOZA, 1992), existem operadores
primarios e secundarios.

e Primarios: Reproducdo e Cruzamento.
e Secundérios: Mutagdo, Permutacdo, Edicdo, Encapsulamento e

Decimagéo.
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A reproducdo tem o objetivo de preservar na geracao seguinte os individuos
com melhores valores de aptiddo. Os individuos selecionados sdo copiados sem
alteracbes e colocados na geracdo seguinte. Por outro lado, o operador de
cruzamento esta baseado na troca de material genético entre dois individuos,
chamados pais. Mediante uma selecdo probabilistica os pais sdo selecionados de
acordo com a sua aptiddo. A troca é feita através de cortes aleatorios nas
estruturas individuais. Em Figura 6.2 figura obtida de (POLI, et al., 2008), pode-

se observar um exemplo do operador cruzamento.

Pais = Filhos
Ponto de e .
Crossover\ /?9\“{\><+y)+3 R
2 .

Ponto de ‘ T
Crossover, .- ’$ L (y+1) (x2)

b

iy 1iX o]

Figura 6.2: Exemplo de Cruzamento. Os individuos da esquerda séo cépias dos pais,
portanto o material genético pode ser utilizado sem realizar altera¢des nos individuos
originais.

Da mesma forma em que é gerado o filho da figura anterior, pode também
ser gerado um outro filho composto pelas sub-arvores ndo utilizadas.

No caso dos operadores secundarios, o operador mutacdo opera sobre um
individuo que € selecionado por meio de sua aptiddo. Aleatoriamente é escolhido
um ponto de corte (ponto de mutacéo) na estrutura do individuo, e a combinacéo
de funcdes e terminais a partir desse ponto é substituida por uma nova sub-arvore
gerada aleatoriamente. Os demais operadores secundarios operam similarmente e
podem ser estudados em (KOZA, 1992).

Finalmente, todos os parametros de PG devem ser selecionados para iniciar
0 processo de evolugdo dos individuos: tamanho da populacdo, nimero de
geragOes, taxa de cruzamento, mutacdo, profundidade méxima da arvore, etc. A
escolha pode ser realizada por meio de uma sequéncia de experimentos, nos quais
sejam analisados os erros de treino e validagdo (RMSE), assim como a
convergéncia do algoritmo. Neste trabalho, a solucdo obtida é avaliada
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posteriormente num conjunto de teste, com uma funcdo de avaliacdo diferente a

considerado no processo de evolucéo (R?).

6.3.
Programacéo Genética Multi-Gene

Programacdo genética multi-gene (PGMG) é uma variacdo da PG cléssica,
na qual, cada individuo multi-gene é formado por um ou mais genes e cada um
deles é uma arvore da PG tradicional. O nimero de genes € incrementado em cada
individuo de maneira tal que seja melhorado o valor de aptiddo (por exemplo,
reduzir a soma dos erros quadraticos num conjunto de dados).

O modelo geral é uma combinac&o linear ponderada de cada gene (&rvore) e
0s pesos dos genes. Neste trabalho os pesos foram otimizados mediante uma
regressdao de minimos quadrados ordinaria. Desta maneira, o resultante modelo
pseudo-linear pode capturar o comportamento néo linear, presente nos dados do
treinamento e validagdo (SEARSON, et al., 2010).

Matematicamente, 0 modelo de regressao multi-gene pode ser escrito como,

Y =d,+d,-arvore; + d, - arvore, + -+ dy - drvorey (6.3)

Onde,
e Cada arvore € uma funcdo de zero ou mais das M variaveis de
entrada x4, x5, ..., X
e d,éoVviés
e Ostermosd,,d,, ..., dy S&0 0S pesos dos genes
e Né o0 nimero de genes, ou seja, a quantidade de arvores que
compde o individuo
Na Figura 6.3 pode-se observar um modelo multi-gene com saida (melhor

individuo) y em funcdo das variaveis de entrada x4, x, e x5.
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Gene 1 Gene 2

PON
G () &

&
Modelo Multi-gene

y=do+di( 0.35- x1 +sin(x2- x3) ) + d2( 0.12x3 + Jx2)

Figura 6.3: Modelo PG Multi-Gene.

Os operadores para PGMG séo uma adaptacdo dos operadores tradicionais
de PG. Neste trabalho foi utilizado o pacote de programacdo genética multi-gene
fornecido livremente para matlab: GPTIPS (KOZA, 1992). Neste programa foram
adaptados os operadores para funcionar com individuos formados por vérias
arvores. No caso do cruzamento, pode-se mencionar dois tipos: cruzamento de
dois pontos de alto nivel e cruzamento de baixo nivel. No primeiro caso, sdo
selecionados dois genes, chamados pontos de cruzamento, nos dois pais. Entdo, 0s
genes no meio dos pontos de cruzamento s&o trocados entre 0s pais para gerar
dois novos filhos. No segundo caso, um gene é extraido aleatoriamente de cada
pai, se realiza o cruzamento tradicional para genes e 0s dois genes resultantes sdo
colocados nos pais originais, gerando assim dois filhos. Para o caso da mutacdo, é
selecionado aleatoriamente um gene no pai e a mutacdo tradicional de PG €
efetuada. O gene mudado é substituido no pai original gerando um novo filho
(SEARSON, et al., 2010).

De igual maneira que a PG tradicional, os componentes da PGMG, como 0
tamanho da populacdo, numero de geragdes, taxa de cruzamento, profundidade
méaxima da arvore etc., sdo testados para encontrar o modelo que tenha o erro
menor. Nesta dissertacdo foi utilizado o RMSE (a raiz da média dos erros
quadréticos), definido na equacédo (6.2), como funcdo de avaliagdo nos conjuntos
de treino e validag&o. No caso do conjunto de teste, foi considerado o coeficiente
de determinacéo para quantificar o ajuste das solugGes obtidas.
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6.4.
Formulacao para o Problema de Quantificagéo de Incerteza

Considere um modelo de simulacdo de reservatdrios de petréleo, cuja saida
é a producdo acumulada de 6leo, gas e &gua. As respostas do modelo estdo em
funcdo de um conjunto de parametros incertos, como por exemplo:
permeabilidade, porosidade, compressibilidade da rocha ou profundidade dos
contatos dos fluidos.

Deseja-se estudar a influéncia dos pardmetros de entrada na resposta do
modelo. Primeiramente, deve-se considerar que tais saidas do modelo de
simulagdo sdo tambem varidveis incertas, devido a aleatoriedade presente nos
pardmetros de entrada. Portanto, estudar a relacdo entre as entradas e as saidas é
analisar a incerteza propagada através do modelo de simulagcdo. Normalmente a
analise da incerteza na saida de modelo € feita mediante a estimacdo de
estatisticas e probabilidades. Nesta dissertacdo estamos interessados num
resultado mais rigoroso e, portanto, € aproximada a distribuicdo de probabilidades
inteira.

Sabemos que a relagdo entre muitas das variaveis de entrada de um modelo
de simulacdo de reservatorios de petrdleo e as possiveis saidas (como a producédo
acumulada), ¢ ndo linear. Por este motivo, foi desenvolvido e proposto o
algoritmo de programacéo genética multi-gene, para capturar este comportamento.

Para o problema de quantificacdo de incerteza via PG, 0s conjuntos de
treinamento, validagdo e teste devem ser construidos seguindo a densidade de
probabilidade das entradas do modelo. Desta maneira, o algoritmo de PGMG
permitird encontrar uma expressao matematica explicita, que represente a relacéo
entre os dados de entrada e de saida, mas, tendo em consideragdo a incerteza
presente nas entradas. A expressdo simbdlica obtida mediante PGMG ¢é aleatéria e
depende completamente das entradas do modelo e de sua densidade de
probabilidade.

Uma vez que seja construida, por meio de PG, uma expressdo explicita que
aproxime a resposta estudada, esta pode ser utilizada como um proxy sob
incerteza do modelo de simula¢do. Desta maneira, é possivel realizar analises
estatisticas e probabilisticas sem necessidade de utilizar novamente o simulador

de reservatdrios, diminuindo assim o custo computacional de fazer estas analises.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1322094/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1322094/CA

82

Por outro lado, para obter os percentis e a distribuicdo de probabilidade

empirica da saida do modelo, pode-se realizar a mesma andlise enunciada na

secdo 5.5. Além disso, assim como na aproximagdo por caos polinomial, €

possivel quantificar o erro da estimacdo por meio do coeficiente de determinacéo

definido na segéo 5.7.

Finalmente, o seguinte algoritmo descreve 0s passos a seguir, de acordo

com 0 mencionado acima:

Determinar a densidade de probabilidade dos parametros de entrada
Construir a matriz de dados, (entradas, saidas) de treinamento e
validacdo para o aprendizado do algoritmo de PGMG. Estas matrizes
sdo construidas aleatoriamente, seguindo a densidade de
probabilidade dos pardmetros de entrada.

Rodar o PGMG com a matriz de dados construida em ii.

Construir um modelo substituto sob incerteza com a estrutura
matematica explicita resultante do PGMG.

Realizar uma analise estatistica e probabilistica baseada em
amostragem, para obter a funcdo distribuicdo de probabilidade da

saida do modelo de simulagéo.

Na Figura 6.4 pode-se observar este processo.

Multi-Gene
Y =1(2)
Amostragem Estimar a
no modelo =gy cdf
Gerar Matriz AvaliacBes substituto
De dados no Simulador

Figura 6.4: PGMG no processo de quantificacdo de incertezas.

| Programagdo Genética 1’} ~ }C ( Z)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1322094/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1322094/CA

83

Finalizamos este capitulo reforcando uma das maiores vantagens do
algoritmo de PGMG, que é obter uma expressdo explicita que pode ser
manipulada e utilizada como um modelo substituto sob incerteza da resposta do
modelo de simulagdo (produgdo acumulada de dleo, gé&s e agua). Uma vez
construido o modelo substituto, é possivel fazer andlises estatisticas e
probabilisticas da resposta do simulador, sem necessidade de simular novamente o
campo de petrdleo. Desta maneira, o custo computacional de realizar estas
andlises é diminuido consideravelmente. Uma outra vantagem é que, caso se tenha
uma ideia do comportamento da resposta do modelo que se deseja estimar, PGMG
permite utilizar funcfes (exp, log, tan) com um comportamento similar e assim
orientar a construgédo das solugdes candidatas.

No proximo capitulo, vai-se desenvolver o estudo de casos realizado e a
descricdo dos modelos de simulagdo de reservatérios considerados. Inicialmente
sd0 expostas as técnicas das quadraturas, com o fim de valorar sua acuracia e
custo computacional. Seguidamente, sdo apresentados os resultados obtidos com
PCE e PGMG num modelo de simulacdo baseado no campo de petroleo PUNQ-
S3.
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Estudo de Casos

7.1.
Introducéo

Neste capitulo serd desenvolvido o estudo de casos realizado e a descrigdo
dos modelos de simulacdo de reservatorios considerados. Inicialmente serdo
expostas as técnicas de quadratura para integracdo numerica, com o fim de valorar
sua acurdcia e custo computacional. A motivacdo do primeiro experimento
numeérico estd no fato de que a eficiéncia das expansdes por caos polinomial
depende da escolha do método utilizado para aproximar os coeficientes que
compdem o polindmio. Seguidamente, serd feito um estudo comparativo das
técnicas apresentadas nos capitulos anteriores: Expansdes por Caos Polinomial via
aproximacdo espectral e aproximacao por regressdo; e PG. Os métodos véo ser
aplicados em trés modelos de simulagdo baseados no caso PUNQ-S3 (IMPERIAL
COLLEGE LONDON) e fazendo uso do simulador de reservatorios comercial
IMEX, desenvolvido por Computer Modeling Group (CMG). Os resultados seréo
comparados com a técnica de Monte Carlo, para valorar sua precisdo e eficiéncia
computacional na quantificagdo de incertezas em modelos de simulacdo de

reservatorios de petroleo.

7.2.
Experimento Numérico

No corpo desta dissertacdo temos feito énfase na importancia da escolha do
método utilizado para calcular os coeficientes da expansdo por caos polinomial,
quando é considerada esta técnica, para aproximar a saida do modelo estudado.
Uma vez a que os coeficientes podem ser expressos por meio de integrais
multidimensionais, € possivel fazer uso de algum mecanismo de integragdo
numeérica para estimar estes valores. No caso de modelos de simulacdo de

reservatorios de petrdleo, deve ser ainda mais cuidadosa a selecdo do método para


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1322094/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1322094/CA

85

o célculo dos coeficientes da expansdo, ja que as avaliages no modelo tém um
grande custo computacional inerente ao modelo (campo de petréleo).

Na secdo 5.3, propomos utilizar as quadraturas de Smolyak para tratar o
problema da dimensionalidade, gerado no céalculo dos coeficientes de expansdes
com um alto nimero de variaveis. Esta secdo tem a finalidade de mostrar a
acuricia desta técnica e o custo computacional, medido em quantidade de
avaliagdes a funcdo, ou seja, nimero de chamadas ao simulador. VVamos comparar
os resultados com a quadratura gaussiana, método usualmente utilizado na
literatura (GUEVARA, 2014).

Considere o seguinte problema de integragdo com dimenséo d.

—a 2 1 _—1||x||2
f (2m)2 <||x|| + 2x3 +§x§)e 2 dx, x € R (7.1)
]Rd

- 7 - ~ 2
Observe-se que a integral representa a média da funcdo: f(x) = ||x|| +
1 . -/ - o . ;-
2x3 + Exg, onde x € um vetor de variaveis aleatorias normais, com meédia zero e

desvio padrdo um. Assim,

cdf de x~N(0,1)

a0 1 (7.2)
_ %112, 2 3, > .6
E[f(x)] = Se?2 (||x|| + 2x7 + =x3) dx
]Rd 1/27.[ ) 2
fx

Entdo, temos uma integral d-dimensional, associada a uma fungéo de peso

. 1 T , , -
gaussiana W (x) = =1k IX11% Portanto, é possivel utilizar regras de quadratura

21

de Gauss-Hermite (GH), ou quadraturas de Smolyak baseadas em sequéncias de
Gauss-Hermite (SGH) ou Genz-Keister (SGK) para estimar seu valor.

Para aproximar a integral por meio de quadraturas, deve ser selecionado um
nivel, valor que determina a quantidade de nodos de integragdo. A escolha do
nivel depende do grau da fungdo f(x), pode-se observar que neste caso € um
polindmio de grau seis, portanto o nivel (¥ € N)das quadraturas deve
satisfazer 2/ —1>6 = ¢ > 4.

Para realizar contas numéricas, considere o problema da eg. (7.1) com
dimensdo d = 10. A integral pode ser calculada analiticamente fazendo uso das
propriedades da média e mediante algum software de calculo numérico é possivel
obter o valor médio E[f(x)] = 17.5. Na Tabela 7.1 sdo mostrados os resultados

da estimacgdo para diferentes valores de nivel nas regras de quadratura.
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Tabela 7.1: Aproximacdao da integral da eq. (7.1).

Parametros Num. Avaliagdes/Simulagdes Valor estimado da integral
Nivel GH SGH SGK GH SGH SGK

2 1,024 21 21 10.5 10.5 14.5

3 59,049 221 201 14.496 14.5 14.5

4 1,048,576 1,581 1,201 17.5 17.5 17.5

5 9,765,625 8,761 5,301 17.5 17.5 17.5

Pode-se observar o crescimento exponencial da quadratura de Gaus-Hermite
(Num. Simulagio, = nivel}’) em contrapartida ao crescimento lento das
quadraturas com a forma de Smolyak. Por outro lado, as quadraturas conseguem a
exatiddo polinomial quando o nivel é maior o igual a quatro e pode-se notar que
Smolyak manteve a acuracia das quadraturas uni-variadas com uma quantidade
menor de pontos de integragéo.

Agora, considere 0 mesmo problema da eq. (7.1), acrescentando um termo

ndo polinomial. Assim, parax € R%,d = 10.
d

—a 2 1 _—1||x||2
f Qm)z | |Ix]” +2x3 + Exfi + z sin(x?) |e2 dx
R¢ k=1

(7.3)

. . 2 .
Neste caso, deseja-se aproximar E [||x|| +2x3 + %xg +y9_, sm(x,i)]. 0

valor da integral é E[f(x)] = 21.0158. A diferenca com a situacao anterior, é que
a funcdo de integracdo ndo é um polindmio, portanto, ndo pode-se afirmar uma
equivaléncia ao aproximar com regras de quadratura. Além disso, a escolha do
nivel é mais dificil, devido a que ndo se tem um grau polinomial. Os resultados da
estimacdo deste problema sdo apresentados na Tabela 7.2, os ultimos valores para
Gauss-Hermite, ndo foram avaliados pelo alto custo computacional.
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Parametros Num. Avaliagdes/Simulagdes Valor estimado da integral
Nivel GH SGH SGK GH SGH SGK
2 1,024 21 21 18.916 18.915 14.970
3 59,049 221 201 14.967 14.970 14.970
4 1,048,576 1,581 1,201 21.572 21.572 19.249
5 9,765,625 8,761 5,301 21.999 21.999 20.737
6 60,466,176 40,405 19,485 - 19.750 20.737
7 282,475,249 162,025 63,405 - 21.790 20.737
8 1,073,741,824 581,385 185,085 - 20.876 20.737
9 3,486,784,401 | 1,904,465 490,625 - 20.766 20.840
10 10,000,000,000 | 5,778,965 | 1,206,645 - 21.336 21.072

Observe-se que as quadraturas comegam a convergir quando o nivel é maior
que quatro, isto pelo grau do termo polinomial da funcdo f(x). A regra de Genz-
Keister consegue com uma quantidade menor de pontos de integragdo estimar
com maior acurécia o valor da média desejada. Isto é devido a que Genz-Keister é
uma regra aninhada e o grid sparse utiliza s6 alguns pontos do total do produto
tensor.

Desta maneira, temos confianga na utilizacdo das quadraturas da forma de
Smolyak, e portanto vamos utiliza-las nos proximos casos de estudo, onde PCE e
PG sdo aplicados em trés modelos de simulacdo de reservatdrios baseados no
campo PUNQ-S3.

7.3.
Modelos de Simulacédo de Reservatorios de Petrdleo

Com o objetivo de quantificar a incerteza nos modelos de simulagdo de
reservatorios de petroleo, foi realizado um procedimento que pode ser resumido
nos seguintes passos:

e Definir o0 modelo e os parametros considerados para a analise
deterministica do sistema.

e ldentificar os parametros de entrada incertos, determinar seu efeito

na saida e modela-los mediante variaveis aleatorias. Ou seja,

inicial, num modelo

transformar o modelo deterministico

estocastico.
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e Aproximar a saida do modelo por um polinbmio 0 uma expressao
simbdlica, mediante as tecnicas de quantificacdo de incerteza
propostas (PCE, PG). Nesta etapa é necessario avaliar no simulador
IMEX, para construir um conjunto de respostas do modelo, que sera
utilizado de acordo as metodologias abordadas.

e Utilizar a expressdo obtida, por meio de PCE ou PG, como um
substituto sob incerteza da saida do modelo de simulacéo e realizar
calculos estatisticos e analises probabilisticas para quantificar a
incerteza presente na resposta do sistema. Estas analises séo feitas
mediante amostragem direta na fungdo aproximada.

No software matlab, foi implementado um conjunto de scripts, os quais
mantém uma ligacdo direita com o simulador IMEX. Estas fungdes no formato de
matlab, geram, alteram e leem 0s arquivos de entrada e saida, com extensdes .dat
e .out respetivamente, do simulador da CMG e executam 0S processos necessarios
para a obtencdo das saidas aproximadas mediante PCE e PG (ver formato do
arquivo de leitura do programa no apéndice).

Nesta secdo vamos desenvolver trés casos de estudo, no contexto da
quantificacdo de incertezas em modelos de simulacdo de reservatorios. Vai-se
iniciar descrevendo o campo petrolifero: PUNQ-S3, e seguidamente se expdem 0s
modelos com os parametros definidos incertos. Os resultados vao ser comparados
com a técnica tradicional de Monte Carlo, com o fim de determinar o desempenho
obtido.

7.3.1.
Descricdo do campo

PUNQ-S3 é um modelo de engenharia de reservatorio industrial. Esta
baseado num campo real que foi operado por EIf Exploration Production e
desenvolvido por um grupo de companhias de petr6leo, universidades e
instituicbes na Unido Europeia no projeto PUNQ (Production forecasting with
UNcertainty Quantification). A geologia de PUNQ-S3 é descrita como um
modelo de cinco camadas, onde cada camada é caracterizada por uma face Unica
com a largura, distancia de separacdo e dire¢do esperada. Uma descri¢cdo completa
do problema, junto com os arquivos do modelo podem encontrar-se em
(IMPERIAL COLLEGE LONDON).
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O objetivo da criacdo de PUNQ-S3 foi desenvolver um caso de teste para
permitir a varios grupos de investigacdo avaliar sua habilidade para caracterizar a
incerteza em predi¢des do desempenho de reservatérios, utilizando informacéo
geoldgica, hard data nos blocos do grid dos pocos e dados historicos de producédo
dos primeiros oito anos de producdo. Foi solicitado aos participantes do projeto
que predissessem a producdo acumulada de 6leo para 16.5 anos de producdo total
e caracterizar a incerteza na predicdo (GAO, et al., 2005). Devido a isto, PUNQ-
S3 é um adequado caso de andlise na &rea de quantificacdo de incertezas e
portanto, foi escolhido para este trabalho.

O grid de simulacdo original para o problema PUNQ-S3 consiste de
19x2x85 blocos, as dimensdes de cada bloco nas direcbes X e Y séo
180x180 m? e tem 1761 blocos ativos. O campo ¢ limitado por uma falha ao leste
e sul e tem comunicacdo com um forte aquifero ao oeste e norte, por isto ndo séo
considerados pocos injetores. O campo original contém 6 pocos produtores
alocados em torno da zona de contato gas-Oleo. Além disso foram definidas 5
posicdes para pocos in-fill adicionais (GAO, et al., 2005).

Neste trabalho se vai quantificar a incerteza na saida de um modelo de
simulagdo baseado numa modificagdo do problema PUNQ-S3 inicial, para um
periodo de 13 anos. Foram considerados os seis pogos definidos no caso original,
chamados: PRO-1, PRO-4, PRO-5, PRO-11, PRO-12, PRO-15 e foram definidos
mais 4, chamados: PRO-23, PRO-24, PRO-29 e PRO-50. Os dez pogos foram
abertos sequencialmente cada dois meses. Na Figura 7.1 pode-se observar a
distribuicdo destes pocos, numa imagem da porosidade do campo PUNQ-S3,
obtida do software da CMG. As saidas do simulador tratadas séo:

e Producdo acumulada de éleo (Np)
e Producdo acumulada de gés (Gp)

e Producdo acumulada de agua (Wp)
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PUNC-53 MODEL
Forosity 1967-01-01

PRO-11

FRO-23
PRO-1 PRO-15

FRO-4

PRO-24 0,18

PRO-50[PRO-12
IFRC-5 0,15

FRO-29

Figura 7.1: Porosidade do campo PUNQ-S3, na data 1967-01-01.

Para o periodo compreendido entre margo 1967 até janeiro 1980, vao ser
estudados trés modelos baseados neste campo de petr6leo, no primeiro caso é
exposto um sistema com trés parametros incertos com distribuicdo de
probabilidade log-normal, no segundo e no terceiro modelo € estudada a
propagacdo da incerteza presente em onze e vinte e trés variaveis respectivamente,
com distribuicdo normal. Os parametros considerados incertos, sdo descritos na
secdo 3.3.1 e nos trés casos foi suposta a independéncia destes parametros de
entrada no modelo de simulacéo.

Nesta dissertacdo se deseja obter com um custo computacional baixo, uma
expressdo que aproxime eficientemente cada uma destas saidas e seja utilizada
como um modelo substituto para o calculo de estatisticos e analises
probabilisticas.

Problemas de reservatorios como este ndo possuem solucdo analitica,
portanto, para obter um pardmetro de comparacao para as solugfes obtidas com os
métodos de PCE e PG, foi feita uma analise empregando-se a técnica de
simulagdo de Monte Carlo.
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7.3.2.
Estudo de Caso 1

Inicialmente, no estudo de caso 1, o problema é definido com trés
parametros, que sd@o os valores que afetam as matrizes de porosidade e
permeabilidade, estes sdo chamados de multiplicador da porosidade
(MULTIPOR), multiplicador da permeabilidade horizontal (MULTIPERMI) e
multiplicador da permeabilidade vertical (MULTIPERMK). Estas caracteristicas
incertas do reservatorio vao ser parametrizadas por trés variaveis aleatorias que
vamos supor independentes, cuja incerteza é modelada com uma distribuicdo log-
normal de media zero e desvio padrdo um (pode-se ver se¢édo 3.3.1.).

Uma vez determinada a modelagem estocastica do sistema, foi utilizado o
simulador IMEX para gerar um conjunto de saidas, com as quais realizar uma
analise paramétrica. Isto com o fim de verificar que as respostas do modelo séo
variantes com as propriedades que estdo-se supondo incertezas. No caso de ser
invariantes, ndo ha, na pratica, incerteza nas respostas e portanto ndo tem sentido
quantifica-la. Nas seguintes figuras (Figura 7.2, Figura 7.3 e Figura 7.4) podem-se
observar as varia¢des na produgdo acumulada (Np, Gp, Wp) quando s&o variados
cada um dos pardmetros (MULTIPOR, MULTIPERMI e MULTIPERMK) de

maneira independente.
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Figura 7.2: Variagbes na produ¢do acumulada de o6leo, gas e éagua, quando varia o

multiplicador da porosidade no intervalo [0.85, 1.15].
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Figura 7.3: Variagbes na producdo acumulada de o6leo, gas e éagua, quando varia o

multiplicador da permeabilidade horizontal no intervalo [0.01, 10].
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Figura 7.4: Variagbes na producdo acumulada de o6leo, gas e éagua, quando varia o
multiplicador da permeabilidade vertical no intervalo [0.01, 10].

Pode-se observar nas figuras anteriores que os trés parametros afetam a
producdo acumulada de 6leo, gas e &gua, portanto, tem sentido quantificar a
incerteza nestas saidas. Realizadas as parametrizagfes correspondentes e as
andlises de efeitos das variaveis sobres as saidas, é possivel aplicar as técnicas
propostas neste trabalho, para quantificar a incerteza propagada através do

simulador.
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e Expansoes por caos polinomial

Na construcdo da expansdo por caos polinomial, a base de funcdes
ortogonais utilizada foi a familia de polindmios de Hermite (ver Tabela 5.1), ja
que uma varidvel aleatoria com distribuicdo log-normal pode ser expressa
mediante uma variavel normal com média zero e desvio padrdo um, assim,

Y Lognormal
& Y =ef com X~N(u,oc?)
& Y =f(2Z)=ete?, com Z~N(0,1)

Caso seja utilizado um enfoque de aproximagéo por projecéo espectral, além
da selegdo da base de fungdes, hd mais duas escolhas importantes, o grau da
expansdo (p) e o nivel da quadratura de Smolyak (£). O grau da PCE é o maximo
grau dos polinbmios ortogonais que conformam cada termo da expanséo final, sua
selecdo depende do comportamento que tenha a saida que se deseja aproximar.
Por outro lado, o nivel da quadratura esta relacionado ao nimero de pontos que
serdo utilizados para estimar os coeficientes da expansdo (numero de simulagdes).
A exatiddo polinomial da quadratura estd em funcdo deste valor e sua escolha
depende do argumento das integrais que definem os coeficientes. Pode-se notar na
ed. (5.8) que o integrando tem grau aproximadamente 2p, j& que é um produto de
um polindmio de grau méximo p e a funcéo f, que esta-se supondo tem grau p.
Portanto, é necessario um nivel igual ou superior a# =p + 1, para garantir uma
exatiddo polinomial igual ou superior que 2(p + 1) - 1 = 2p + 1. Nesta secdo foram
feitas experiéncias numéricas variando-se o grau da expansao e o nivel da regra de
Smolayk, para obter a melhor aproximacéo da saida com uma quantidade baixa de
simulagdes.

Por outro lado, quando os coeficientes sdo aproximados mediante um
enfoque por regressdo € preciso seguir os dois algoritmos descritos na secéo 5.4.
Desta forma, podem-se obter as amostras e 0 nimero necessario delas, que
permitem construir um planejamento de experimentos adequado para estimar 0s
coeficientes da expansao. Lembre-se que as amostras do planejamento séo geradas
por meio das raizes dos polindmios de Hermite de grau p + 1 e a quantidade delas
(numero de simulacdes) € obtida através da invertibilidade da matriz de
informacdo (ver eq. (5.16)). Portanto, a quantidade de amostras deve ser como

minimo o numero de coeficientes da expansdo. De igual maneira que no enfoque
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por quadraturas, foram gerados varios experimentos mudando o grau da expanséo,
com o fim de obter a melhor aproximacao.

Na Tabela 7.3 pode-se observar os valores do coeficiente de determinagéo
(R?), gerados com um conjunto de 50,000 amostras (ver eq. (5.24)), avaliadas nas
solucBes obtidas por PCE, variando o grau e o nivel. Este valor permite ter um

conhecimento do ajuste da aproximagdo, com respeito aos valores reais.

Tabela 7.3: Coeficientes de determinagéo para cada solucdo obtida mediante expansdes

por caos polinomial com trés dimensdes.

Grau da Ndmero de Nivel da Numero de R? R? Gés R?

PCE Coeficientes Quadratura Simulagdes Oleo Agua

2 10 4 39 0.924 0.912 0.881

2 10 5 93 0.938 0.922 0.899

% 3 20 4 39 0.932 0.921 0.913

;ET 3 20 5 93 0.947 0.933 0.940

4 35 4 39 0.920 0.911 0.897

4 35 5 93 0.962 0.946 0.950

9 2 10 - 13 0.773 0.736 0.775
2

% 3 20 - 30 0.910 0.865 0.895

éﬂ 4 35 - 45 0.624 0.153 0.597

Note-se que quando o nivel da quadratura aumenta, o ajuste da expansdo
melhora, isto pela exatiddo das regras de quadratura. Além disso, nao
necessariamente aumentando o grau da expansdo, serd obtida uma melhor
aproximacdo. Isto depende do comportamento da saida e quanto ela pode ser
modelada por um polindmio de grau 2, 3, 4 ou mais. Com respeito ao enfoque da
regressdo, pode-se dizer que as estimacdes feitas dependem completamente do
planejamento de experimentos gerado. Adicionalmente, deve-se levar em
consideracdo que o polindmio obtido ndo é necessariamente o polindmio de
grau p que melhor aproxima a saida do modelo, aquele mencionado na eq.
(5.10).

Finalmente, foram selecionadas as expansdes por caos polinomial obtidas

com os parametros marcados na Tabela 7.3 com 93 e 30 simulages (linhas 7 e 9).
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e Programacdo Genética Multi-Gene

No caso do algoritmo de PG, o processo para obter uma solucdo é menos
analitico e mais experimental-evolutivo. Foi executado um algoritmo de PG para
cada saida do modelo de simulagdo considerado. Os parametros do algoritmo sdo
testados e selecionados de acordo ao erro alcangado num conjunto de teste. Nesta
secdo foi abordado o algoritmo proposto e descrito na segéo 6.4, lembre-se que,
primeiramente se devem gerar 0s conjuntos de aprendizado: treino e validagdo
seguindo as distribuicdes de probabilidade dos parametros incertos do modelo.
Para este problema, foi construida uma matriz de valores distribuidos log-
normalmente com média zero e desvio padrdo um, o nimero de amostras foi
escolhido empiricamente. As correspondentes saidas foram calculadas utilizando
o simulador de reservatorios.

Os operadores selecionados para a construgdo das solugdes candidatas
foram: soma, subtracdo, produto, poténcia quadrada, funcdo minimo e fungéo
maximo. O operador de mutacdo utilizado foi aquele descrito na se¢do 6.3. Para o
caso do cruzamento, foram utilizados os cruzamentos de alto e baixo nivel (ver
secdo 6.3), numa porcentagem de 20% e 80% respectivamente. Finalmente, o
operador de reproducdo copia o0 individuo inteiro a seguinte geracdo sem
modificagdes.

Uma vez escolhidos os parametros adequados para o algoritmo de
programacdo genética multi-gene, foram rodados dez vezes cada algoritmo para
garantir que os resultados sdo consistentes, os erros em cada rodada ficam dentro
de um intervalo pequeno e a convergéncia € mantida. A melhor solugdo candidata
para cada programa genético e os valores dos pardmetros sdo apresentados na
Tabela 7.4. Além do coeficiente de determinagdo gerado com um conjunto de
50,000 amostras (ver eg. (5.24)).
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Tabela 7.4: Valores dos parametros e coeficiente de determinagdo para cada programa

genético no caso de trés dimensdes.

Paréametros do Algoritmo de PGMG Oleo Gas Agua
Tamanho da Populagéo 30 30 30
Numero de Geragfes 850 850 850
Tamanho do Torneio 4 4 4
Elitismo 0.05 0.05 0.05
Taxa de Mutagdo 0.3 0.3 0.3
Taxa de Cruzamento 0.65 0.65 0.65
Méxima Profundidade dos Genes 3 3 3
M&ximo nimero de Genes 20 20 20
Intervalo de Variagao dos nés constantes [-10,10] [-10,10] [-10,10]
Amostras no Treino 40 60 80
Amostras na Validagédo 20 30 50
Ndmero de Simulacdes 60 90 130
Coeficiente de Determinagéo: R? 0.959 0.955 0.977

Pode-se observar que nos trés casos (producao acumulada de éleo, agua e
gas) sdo obtidas porcentagens de ajuste acima de 95%, com uma quantidade de
simulagdes abaixo de 130. Com o qual é evidenciado o alto desempenho do
algoritmo de PG, num modelo de simulacdo de reservatorios de baixa dimens&o,
com parametros distribuidos log-normalmente que geram um certo grau de
dificuldade nas estimacdes.

Por outro lado, comparando o desempenho das solugdes obtidas mediante
PCE e PG, pode-se destacar que para a producdo acumulada de 6leo e géas, PG
consegue ajustar o modelo com maior precisdo e realizando uma quantidade
menor de simulagGes. Para o caso da producdo acumulada da agua, PG precisou
mais simula¢des que PCE para obter um ajuste superior (130 contra 93). Com a
finalidade de mostrar o desempenho de PG com uma quantidade menor de
amostras no caso da produgdo de agua foi executada uma sequéncia de
experimentos com um total de 93 simulages. As solu¢Ges mais representativas
foram obtidas com 60 amostras para o treinamento, 33 amostras para a validagdo e
parametros equivalentes aos da Tabela 7.4. O coeficiente de determinacdo médio
obtido nos experimentos realizados foi 0.938, este valor apresenta um ajuste
inferior & solugdo obtida mediante PCE com 93 simulagcbes. O numero de

simulagdes foi aumentado até obter um ajuste melhor ao alcancado por PCE.
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Com o fim de mostrar um exemplo das solugbes obtidas mediante o
algoritmo de PG, é apresentada na seguinte Figura 7.5 a expressdo simbdlica que
aproxima a producdo acumulada de 6leo no modelo de simulagdo considerado
neste trabalho. As variaveis z;, z, e z; representam os parametros MULTIPOR,
MULTIPERMI e MULTIPERMK respectivamente.

Np=124-10° z, — 3.532 - 108 - zo 4+ 2.005 - 10° - (max(zz, z3))2 — 4.766 - 107 - (25 —

3.971)2 — 1.428- 107 -min((22)?, ) — 29) — 1.623- 107 - max(—3.971 - z;, max(z3, z;)) — 2.845 -
107 -max(2- 29, (29)2) +1.345- 107 29 - max( 2y, z5) —4.301- 107 -max(z; — 20, 5.485.- ;) +1.71-

107 - max(5.868 - 2y, 2 — 23) + 1.3- 107+ 2y - 25 + 5.864- 105+ 2| - 23 — 7.136- 10° - max( 2o, 21 ) +
2.993 - 105 - max(z,, z3) — 2.993 - 10% - min(zs, z3) + 2.027 - 107 - max(2 - z,, max(z,, z3)) —

2.8-10% max((z9)?, —7.054 - z4) — 3.681- 105 z3 - (2;)> + 1.808 - 107 - max((z,)?, z2) + 6.995 -
107 - max( 2o, (23)%) — 4.817 - 10% - 2§ — 1.415 - 107 - max(z; — 29, 27} + 1.19 - 10°

Figura 7.5: Solucéo simbdlica de PG para a producdo acumulada de dleo.

Por outro lado, independentemente da metodologia empregada para
aproximar cada saida do sistema, as solugdes podem ser utilizadas como modelos
(estocésticos) substitutos sob incerteza para realizar analises estatisticas e
probabilisticas. Isto tem a vantagem, de que uma vez obtidas as solugdes, ndo é
preciso simular novamente o campo de petroleo para fazer estes estudos, com o
qual evita-se um alto custo computacional. Com esta ideia vai-se estimar a
distribuicdo de probabilidade, com a qual é possivel obter quaisquer percentis das
saidas do modelo. Além disso, com o fim de ter um modelo de comparacéo, neste
problema foi executado 0 método de Monte Carlo com 300,000 simulagdes. Se
apresenta na Figura 7.6, Figura 7.7 e Figura 7.8 as distribuigcdes de probabilidade
empirica para a produgdo acumulada de 6leo, gas e agua aproximadas mediante
PCE, PG e Monte Carlo.
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Distribuicao de probabilidade empirica da produgao
acumulada de dleo

1
0,8
Monte Carlo
0,6
— R
S —— PCE-Proje¢ao
0,4 ~
—— PCE-Regressao
0,2 ——PG
0
0,E+00 5,E+06 1,E+07 2,E+07

Np(m?)
Figura 7.6: Fungéo distribuicdo de probabilidade empirica da producdo acumulada de
oleo.

Distribuicdo de probabilidade empirica da producao
acumulada de gas

1
0,8
- 0,6 Monte Carlo
©
° 0,4 ——PCE-Projecgao
—— PCE-Regressao
0,2
—PG
0
0,E+00 5,E+08 1,E+09 2,E+09

Gp(m?)
Figura 7.7: Fungéo distribuicdo de probabilidade empirica da producdo acumulada de
gés.
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Distribuicdo de probabilidade empirica da producao
acumulada de dgua

1

0,8
Monte Carlo
0,6
"—g —— PCE-Projegéo
04 —— PCE-Regressao
0.2 ——PG
0
0,E+00 5,E+07 1,E+08 2,E+08
Wp(m?)

Figura 7.8: Fungéo distribuicdo de probabilidade empirica da producdo acumulada de
agua.

Na Figura 7.9 se mostram os valores do coeficiente de determinagéo e o
namero de simulacbes para cada aproximacao das duas metodologias propostas,

com o fim de fazer uma comparagao.

Coeficientes de Determinacdo

m PCE-Projecio mPCE-Repressdo m PG

0.977

0.982 0.559 0.245 0.935 0.950

0510
ID .BBS I

Numero de Simulagtes

m PCE-Projecdo mPCE-Regressdo m PG

Figura 7.9: Coeficientes de determinacdo e numero de simulagbes para cada
aproximagdo, modelo de trés pardmetros.

As distribuicdes de probabilidade empirica foram estimadas por meio da
formulagdo descrita na segé@o 5.5, os percentis que conformam esta curva sdo da
forma da eq. (5.22).
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Pode-se observar a proximidade das solugdes obtidas por meio de PG e PCE
com a solucdo resultante de Monte Carlo. A principal diferenca das estimacdes
radica no namero de simulacfes realizadas para quantificar a incerteza nas saidas
do modelo. Este valor busca-se sempre ser 0 minimo possivel, em especial, para
problemas de alta dimensionalidade, como 0s que sdo abordados nos proximos
estudos de caso.

Finalmente na Tabela 7.5 sdo apresentadas as médias e as variancias para
cada saida do modelo de simulacdo. No caso de PCE, estes valores foram
estimados utilizando diretamente os coeficientes da expansdo, por meio das
formulas (5.19) e (5.20). Para 0 método de PG, foi realizada uma amostragem
direta com 100.000 experimentos gerados aleatoriamente seguindo a distribuigéo
de probabilidade dos parametros de entrada incertos.

Tabela 7.5: Média e variancias para cada saida do modelo de 3 pardmetros incertos.

Producdo Acumulada de Oleo

Média Variancia
Monte Carlo 4,060,102.18 1,791,266,013,125.12
PCE-Projecéo 4,077,236.87 1,830,407,624,375.01
PCE-Regresséo 4,007,346.46 2,127,007,975,206.21
PG 4,101,232.57 1,829,258,367,026.30
Producdo Acumulada de Gas
Média Variancia
Monte Carlo 363,106,047.35 11,153,185,807,589,300.00
PCE-Projecéo 362,376,519.98 10,749,386,533,295,900.00
PCE-Regresséo 361,453,847.82 14,196,314,285,608,500.00
PG 361,563,693.27 12,413,092,352,971,800.00
Producdo Acumulada de Agua
Média Variancia
Monte Carlo 5,019,276.05 32,386,882,380,460.30
PCE-Projecéo 4,894,527.96 31,568,285,744,982.30
PCE-Regresséo 5,204,298.45 42,969,128,441,697.60
PG 4,922,285.04 32,715,248,581,023.80

Pode-se observar na Tabela 7.5 que as aproximagdes da média e a variancia
para cada saida do modelo estdo proximas dos valores calculados com o Monte
Carlo de 300.000 de simulag@es. Desta maneira é demonstrado o desempenho das
técnicas propostas na estimacdo de estatisticos. Na Tabela 7.6 é apresentado o

resumo dos intervalos de variagdo nas aproximagdes destes valores.
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Tabela 7.6: Variacédo das estimag¢fes da média e a varidncia no modelo de 3 pardmetros

incertos.

7.3.3.

Producdo Acumulada de Oleo

Média Variancia
PCE-Projecéo 0.4% 2.2%
PCE-Regresséo 1.3% 18.7%
PG 1.0% 2.1%
Producdo Acumulada de Gas
Média Variancia
PCE-Projecéo 0.2% 3.6%
PCE-Regresséo 0.5% 27.3%
PG 0.4% 11.3%
Producdo Acumulada de Agua
Média Variancia
PCE-Projecéo 2.5% 2.5%
PCE-Regresséo 3.7% 32.7%
PG 1.9% 1.0%

Estudo de Caso 2

A fim de determinar o desempenho das técnicas propostas neste trabalho, na

quantificagédo de

incertezas em problemas de média-alta dimensdo, foi

desenvolvido um modelo de simulacdo de reservatorios de petroleo com onze

variaveis incertas, descritas na secdo 3.3.1. e enumeradas a seguir.

© © N o g &~ w0 D P

Multiplicador da porosidade (MULTIPOR)

Multiplicador da permeabilidade horizontal (MULTIPERMI)
Multiplicador da permeabilidade vertical (MULTIPERMK)
Compressibilidade da rocha (CPOR)

Raio do aquifero (AQRADIUS)

Expoente de Corey da permeabilidade relativa ao gas (NG)
Maxima permeabilidade relativa ao gas (KRGMAX)
Expoente de Corey da permeabilidade relativa a &gua (NW)
Maxima permeabilidade relativa & &gua (KRWMAX)

10. Profundidade de contato 6leo-agua (DELTAWOC)
11. Profundidade de contato 6leo-gas (DELTAGOC)
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Estas variaveis serdo modeladas mediante uma distribuicdo de probabilidade
normal e vamos supor que sdo mutuamente independentes. Os parametros desta

modelagem s&o mostrados na Tabela 7.7.

Tabela 7.7: Parametros da modelagem probabilistica das variaveis incertas no modelo.

Parametro Valor Base Média Desvio Minimo Maximo
Padrao

MULTIPOR 1 1 0.05 0.85 1.15
MULTIPERMI 0 0 0.3 -1 1
MULTIPERMK 0 0 0.3 -1 1
CPOR 0.000000450 0.000000450 0.00000050  0.000003 0.000006
AQRADIUS 3000 3000 1000 1 6000
NG 3 3 0.5 1.5 4.5
KRGMAX 0.2 0.2 0.05 0.05 0.35
NW 4 4 0.5 2.5 55
KRWMAX 0.585 0.6 0.1 0.3 0.9
DELTAWOC 0 0 1 -3 3
DELTAGOC 0 0 1 -3 3

No caso dos multiplicadores da permeabilidade, os valores utilizados nas
simulagdes sdo a décima poténcia, isto pelo comportamento logaritmico que pode-
se observar empiricamente nestes parametros. Para o caso dos contatos de fluidos,
por facilidade foram consideradas as médias zero, mas, sdo introduzidos nas
simulagdes os valores 2395 + contato 6leo-agua e 2355 + contato 6leo-gas.

Por outro lado, da mesma maneira que no estudo de caso 1, é preciso
realizar uma analise paramétrica, para determinar se existe influéncia das
variaveis consideradas incertas nas respostas do modelo. Nas Figura 7.10 - Figura
7.17 podem-se observar as varia¢cdes na producdo acumulada de 6leo, gés e &gua,
quando séo alterados de forma independente cada um dos onze parametros. No
caso dos multiplicadores da porosidade e da permeabilidade, os graficos sdo 0s

apresentados no caso anterior.
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Figura 7.10: Variacdes na producdo acumulada de oleo, gds e &gua, quando varia a
compressibilidade da rocha no intervalo [0.000003, 0.000006].
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Figura 7.11: Varia¢bes na produgdo acumulada de 6leo, gas e agua, quando varia o raio do
aquifero no intervalo [1, 6000].
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Figura 7.12: Variacdes na producdo acumulada de 6leo, gads e agua, quando varia o

expoente de Corey da permeabilidade relativa ao gés, no intervalo [1.5, 4.5].
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Figura 7.13: Variagdes na producao acumulada de 6leo, gas e agua, quando varia o valor

maximo da permeabilidade relativa ao géas, no intervalo [0.05, 0.35].
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Figura 7.14: Variacdes na producdo acumulada de 6leo, gads e agua, quando varia o

expoente de Corey da permeabilidade relativa a agua no intervalo [2.5, 5.5].
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Figura 7.15: Variagdes na producao acumulada de 6leo, gas e

maximo da permeabilidade relativa & agua no intervalo [0.3, 0.9].
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Figura 7.16: Variacdes na producdo acumulada de 6leo, gds e &gua, quando varia a

profundidade de contato éleo-agua no intervalo [2392, 2398].
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Figura 7.17: Variacdes na producdo acumulada de 6leo, gds e &gua, quando varia a

profundidade de contato éleo-gas no intervalo [2352, 2358].

Pode-se observar que em todos 0s casos, as variaveis incertas afetam as

saidas do modelo, portanto, tem sentido propagar a incerteza nelas. E importante

mencionar que os parametros NG e KRGMAX tém um efeito particular sobre a

producdo acumulada de Oleo, esta saida apresenta-se fortemente irregular e

instavel frente a variagcbes nestas variaveis. Por outro

lado, mudangas nos

pardmetros MW e KRWMAX geram comportamentos altamente vollveis nas

producbes acumuladas de 6leo e gas. Na seguinte Figura 7.18 apresenta-se a

intensidade e o direcionamento do efeito dos parametros aleatérios nas saidas do

modelo.
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Finalmente, uma vez parametrizadas as entradas aleatérias do modelo e
verificado o efeito destas nas saidas, é possivel aplicar as técnicas propostas
objetivando-se a quantificacdo da incerteza mediante o uso das solucdes obtidas.

Efeito dos parametros na Np Efeito dos parametros na Gp
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Figura 7.18: Efeito dos parametros incertos nas saidas do modelo.

e Expansoes por caos polinomial

Para o problema considerado, devido a que as entradas sdo distribuidas
normalmente, a expansdo foi construida utilizando uma familia de polindmios de
Hermite, como a base de funcGes ortogonais (ver Tabela 5.1). Da mesma maneira
que no caso de estudo 1, se apresenta o obstaculo de selecionar o grau da
expansdo e o nivel da quadratura utilizada (para o enfoque de projecéo). Devido a
que é um problema de alta dimensionalidade, deve-se levar em consideracdo que a
quantidade de simulagdes vai aumentar mais rapidamente que em situacdes de
baixa dimenséo, portanto exige-se maior cuidado na escolha destes valores.

No caso do enfoque por regressdo, o algoritmo descrito na se¢do 5.4 fornece
as amostras com maior probabilidade de ocorréncia e a quantidade minima de
amostras, necesséria para que a matriz de informacdo seja invertivel. Este
conjunto constitui o planejamento de experimentos que é utilizado para aproximar

0s coeficientes da expanséo.
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Nesta se¢do foram realizados experimentos numéricos variando-se o grau da
expansdo com niveis de quadratura inclusive nitidamente abaixo do necessario,
apenas para levantar o comportamento do metodo nesta situacdo extrema. Na
Tabela 7.8 sdo apresentados, para cada solugdo de PCE, os valores do coeficiente
de determinacéo (R?), gerado com um conjunto de 50,000 amostras avaliadas nas
solucdes da PCE (ver eq. (5.24)). Lembre-se que R? permite ter um conhecimento
do ajuste que foi alcangado pelo modelo de aproximagéo.

Tabela 7.8: Coeficientes de determinagéo para cada solucdo obtida mediante expanstes

por caos polinomial com onze dimensdes.

Grau da Numero de Nivel da Nimero de R? R? R?
PCE Coeficientes Quadratura Simulacdes Oleo Gas Agua
o 2 78 3 243 0.855 | 0.835 | 0.980
&
De_ 3 364 3 243 0.826 | 0.685 | 0.969
e 5 2 78 - 133 0.968 | 0.893 | 0.980

Pela dimensionalidade deste problema foi considerado somente um nivel de
quadratura igual a trés, devido a que, para o préximo nivel (€ =4) sao
necessarias 1607 simulagdes, o qual é invidvel para os modelos que estdo sendo
estudados neste trabalho. No caso da aproximacdo dos coeficientes por regressao,
0 planejamento de experimentos com menor quantidade de amostras e com maior
probabilidade de ocorréncia tem 133 elementos.

Note-se na Tabela 7.8 que as estimacGes mais precisas foram alcangadas
com uma expansdo de grau dois, portanto foram selecionadas as solugbes para
PCE com projecéo e com regressdo deste grau. Uma observagdo importante é que
as estimagdes construidas por meio da técnica de regressdo tém um ajuste superior
as desenvolvidas por meio da projecdo espectral, apesar de ser este Gltimo método
0 que garanta a obtencdo do polindmio mais proximo a funcdo que se deseja
estimar. Isto é devido a que, para um problema de alta dimensionalidade como o
que estd-se abordando neste trabalho, as aproximacBes dos coeficientes da
expansdo precisam de uma quantidade maior de avaliacbes para convergir ao

valor certo.
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e Programacdo Genética Multi- Gene

Para problemas de alta dimensionalidade, como aquele abordado nesta
secédo, o algoritmo de PG é executado da mesma maneira que no caso de estudo
anterior. Este mecanismo ndo apresenta dificuldades maiores na construcdo das
expressdes simbolicas que aproximam cada saida. Isto devido a que € um
algoritmo de aprendizado que utiliza um historico de dados para treinar-se e
conseguir representar a relacdo entre as informacgdes fornecidas. A principal
complicacdo é enfrentar um espaco de busca maior e obter uma solucdo
possivelmente mais extensa, portanto menos manipulavel.

Da mesma maneira que no caso de estudo 1, foi gerada uma matriz de dados
correspondentes as entradas e saidas do modelo considerado. As entradas foram
nameros aleatérios distribuidos seguindo a Tabela 7.7 e as saidas correspondentes
foram obtidas mediante o simulador IMEX. Esta base de dados foi separada em
conjuntos de treino e validagéo, a quantidade e proporcdo das amostras em cada
conjunto foi escolhida empiricamente. Os operadores de cruzamento, mutacéo e
reproducdo foram os mesmos utilizados no caso de estudo 1. As funcgdes usadas
para a construcdo das solucdes candidatas foram: soma, subtracdo, produto,
poténcia quadrada, funcdo minimo e fungdo méaximo. Note-se que as ultimas duas
funcOes, permitem a construcao de solugdes ndo polinomiais.

Finalmente, uma vez selecionados o0s parametros do algoritmo de
programacdo genética multi-gene, se rodaram trinta vezes cada algoritmo, com o
alvo de garantir que os resultados séo consistentes, que 0s erros pertencem a um
intervalo pequeno e a convergéncia é mantida. A melhor solucdo candidata para
cada programa e os valores dos parametros séo apresentados na seguinte Tabela
7.9. Além do coeficiente de determinagdo gerado com um conjunto de 50,000
amostras (ver eq. (5.24)).
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Tabela 7.9: Valores dos parédmetros e coeficiente de determinagdo para cada programa

genético no caso de onze dimensoes.

Producéo Producéo Producéo
Paréametros do Algoritmo de PGMG Acumulada | Acumulada | Acumulada
de Oleo de Gés de Agua

Tamanho da Populacéo 150 150 250
Numero de Geragfes 500 500 750
Tamanho do Torneio 4 4 4
Elitismo 0.05 0.05 0.05
Taxa de Mutagdo 0.3 0.3 0.3
Taxa de Cruzamento 0.65 0.65 0.65
Méxima Profundidade dos Genes 3 3 3
M&ximo nimero de Genes 35 35 35
Intervalo de variagdo dos nés constantes [-10,10] [-10,10] [-10,10]
Amostras no Treino 80 80 200
Amostras na Valida¢édo 20 20 151
Ndmero de Simulacdes 100 100 351
Coeficiente de Determinagéo: R? 0.982 0.915 0.991

Pode-se observar que o algoritmo de PG multi-gene consegue estimar as trés
saidas do modelo com um ajuste superior a 91% e com um custo computacional,
medido em chamadas ao simulador, inferior a 352 avaliacGes. Estes resultados
evidenciam o desempenho do algoritmo de programacéo genética para problemas
de alta dimensionalidade com incerteza nos parametros de entrada.

Por outro lado, comparando o desempenho das solugdes obtidas mediante
PCE e PG, pode-se destacar que para a producdo acumulada de 6leo e gés, da
mesma maneira que no estudo de caso 1, PG consegue ajustar 0 modelo com
maior precisdo e realizando uma quantidade menor de simulagdes. Pelo contrario,
na producdo acumulada da &gua, foram realizados multiplos experimentos
aumentando a quantidade de simulagdes, até obter um ajuste superior ao obtido
pela PCE. Entre os experimentos realizados pode-se mencionar o desempenho das
solucdes obtidas com 243 simulagGes, 180 amostras para o treinamento e 63
amostras para a validacdo. O coeficiente de determinacdo médio obtido nos
experimentos realizados foi 0.954, este valor apresenta um ajuste inferior a

solucdo obtida mediante PCE com 243 simulagdes.
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Como foi destacado no caso de estudo 1, uma das principais vantagens das
técnicas propostas, € o uso das solucbes finais como modelos substitutos (proxies)
sob incerteza. Portanto, uma vez que sdo construidas estas expressdes, é possivel
realizar analises estatisticas e probabilisticas evitando simular novamente o campo de
petréleo, diminuindo consideravelmente o custo computacional de estes estudos.
Fazendo uso desta vantagem, foi estimada a distribuicdo de probabilidade empirica
da producgdo acumulada de 6leo, gas e agua no modelo de simulagdo considerado.
Para validar os resultados obtidos, foi desenvolvido o método de simulacdo de Monte
Carlo com 1,000,000 de amostras, tentando conseguir a convergéncia. As
distribuicdes de probabilidade empirica estimadas com PCE e PG foram comparadas
com Monte Carlo e sédo apresentadas em Figura 7.19, Figura 7.20 e Figura 7.21.

Distribuicao de probabilidade empirica da producao
acumulada de dleo

1

0,8
0,6 —— Monte Carlo
w—
S ——— PCE-Projecio
0,4
—— PCE-Regressao
0,2 PG
0 e —
0,E+00 2,E+06 4,E+06 6,E+06 8,E+06

Np(m?)

Figura 7.19: Funcéo distribuicdo de probabilidade empirica da producdo acumulada de 6leo.

Distribuicao de probabilidade empirica da
producdo acumulada de gas

1

0,8
—— Monte Carlo
0,6
‘*-é —— PCE-Projegao
0,4 —— PCE-Regressao
02 PG
O -
0,E+00 5,E+08 Gp(m3) 1,E+09 2,E+09

Figura 7.20: Funcéo distribuicdo de probabilidade empirica da produgao acumulada de gés.
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Distribuicao de probabilidade empirica da producao
acumulada de agua

0,8
Monte Carlo
0,6
S —— PCE-Projecio
(G}
0,4 —— PCE-Regressao
0’2 PG
0
0,E+00 5,E+06 1,E+07 2,E+07
Wp(m?)

Figura 7.21: Funcao distribuicdo de probabilidade empirica da producao acumulada de
agua.

Observe-se a proximidade das solugdes obtidas por meio de PG e PCE com
a distribuicdo calculada a partir do Monte Carlo, com o qual é evidenciada e
validada a performance dos métodos propostos para a quantificacdo de incertezas
em modelos de simulagdo de alta dimensdo. Na Figura 7.22 s&o mostrados 0s
coeficientes de determinacdo e o nimero de simulagdes para cada técnica.

Coeficientes de Determinacdo

B PCE-ProjecBo W PCE-Regressdoc mPG

L 0.980 0.930 0991

GSBS

D855 0. 835

Namero de Simulagtes

EFE-Frojecio BPCE-Regress30 B PG

243 243
== . EES I
Mp

Figura 7.22: Coeficientes de determinacdo e nimero de simulacdes para cada

aproximagdo, modelo de onze parametros.
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Na Tabela 7.10 sdo apresentadas as médias e as variancias para cada saida
do modelo de simulagdo. No caso de PCE, estes valores foram estimados
utilizando diretamente os coeficientes da expansdo, como no estudo de caso 1.
Para o método de PG, foi realizada uma amostragem direta com 100.000
experimentos gerados aleatoriamente seguindo a distribuicéo de probabilidade dos

pardmetros de entrada incertos.

Tabela 7.10: Média e variancias das saidas do modelo de 11 parametros incertos.

Producdo Acumulada de Oleo

Média Variancia
4,784,762.93 457,521,495,659.87
PCE-Projecéo 4,696,136.00 468,962,957,578.20
PCE-Regresséo 4,826,829.86 417,938,277,724.43
PG 4,774,635.13 467,345,555,372.88

Producdo Acumulada de Gas

Monte Carlo

Média Variancia

Monte Carlo
PCE-Projecéo
PCE-Regresséo
PG

439,324,838.22
432,537,796.40
444,717,941.82
437,510,931.31

4,381,975,348,297,610.00
4,184,714,063,800,560.00
4,232,855,593,351,630.00
4,455,862,080,407,370.00

Producdo Acumulada de Agua

Média Variancia
2,488,395.45 1,943,708,422,925.22

Monte Carlo

PCE-Projecéo 2,464,429.77 1,953,262,113,640.13
PCE-Regresséo 2,506,720.02 1,867,838,283,826.18
PG 2,480,972.32 1,927,682,189,795.36

Pode-se observar na Tabela 7.10 que as aproximacGes da média e a
variancia para cada saida do modelo estdo proximos dos valores calculados com o
Monte Carlo de 1.000.000 de simula¢des. Desta maneira € demonstrado o
desempenho das técnicas propostas na estimacao de estatisticos. Na Tabela 7.11 é

apresentado o resumo dos intervalos de variagcdo nas aproximagoes destes valores.
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Tabela 7.11: Variacdo das estimacdes da média e da variancia.

Producdo Acumulada de Oleo

Média Variancia
PCE-Projecéo 1.9% 2.5%
PCE-Regresséo 0.9% 8.7%
PG 0.2% 2.1%
Producdo Acumulada de Gas
Média Variancia
PCE-Projecéo 1.5% 4.5%
PCE-Regresséo 1.2% 3.4%
PG 0.4% 1.7%
Producdo Acumulada de Agua
Média Variancia
PCE-Projecéo 1.0% 0.5%
PCE-Regresséo 0.7% 3.9%
PG 0.3% 0.8%

Finalmente, para o problema estudado mostra-se um desempenho superior,
em termos do custo computacional e a porcentagem de ajuste, nas solugdes de PG
nos casos da producdo acumulada de 6leo e gas. Na estimagdo da distribuicdo de
probabilidade da producdo acumulada de &gua, PG precisou uma quantidade de
simulagdes consideravelmente maior que PCE, para conseguir um maior nivel de

ajuste.

7.3.4.
Estudo de Caso 3

No ultimo estudo de caso desenvolvido foram tratados vinte e trés
pardmetros incertos afetando a producdo acumulada de dleo, g&s e &gua no
reservatorio PUNQ-S3. Este campo de petrdleo tem cinco camadas, determinadas
no caso de pesquisa original (IMPERIAL COLLEGE LONDON) mediante
conhecimento geoldgico do reservatdrio real. As camadas 1, 3 e 5 consistem em
canais fluviais recobertos por argilito. A camada 2 representa argila marina ou
lagunar com alguns depdsitos irregulares e a camada 4 estd formada por um delta
lagunar envolto em argila lagunar. As propriedades do campo, supostas incertas,
foram as mesmas utilizadas no estudo de caso 2, com a importante diferenca de
que os multiplicadores da porosidade, da permeabilidade vertical e a
permeabilidade horizontal foram considerados parametros diferentes em cada
camada do reservatorio. Desta maneira, trabalhou-se com 15 multiplicadores (3
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multiplicadores para cada uma das cinco camadas) e as restantes 8 variaveis
globais do campo.

O principal objetivo da formulacdo deste novo modelo de simulacgdo esté na
analise do desempenho das técnicas propostas neste trabalho para um ndmero
grande de pardmetros incertos. A descricdo das variaveis aleatorias e a analise
paramétrica foi exposta na secéo 7.3.3, neste caso foram consideradas as mesmas
distribuicdes de probabilidade e suas caracteristicas.

Seguidamente vai-se desenvolver uma analise da quantificagdo de incertezas
num modelo de simulacdo de reservatdrios de petroleo, que apresenta vinte e trés

pardmetros de entrada incertos supostos mutuamente independentes.

e Expansoes por caos polinomial

A expansdo foi construida utilizando uma familia de polinémios de Hermite,
como a base de fungdes ortogonais, isto devido a que as entradas sdo distribuidas
normalmente. Em casos de dimenséo alta, a escolha do grau do polinémio e o
nivel da quadratura utilizada deve ser realizada com cuidado. Destes valores
depende grandemente a quantidade de simulagBes necessérias para a construcdo
das solugdes e portanto, o custo computacional associado a quantificacdo da
incerteza nas saidas do modelo. Na Tabela 7.12 mostra-se o custo computacional
medido em chamadas ao simulador, para cada sele¢do do grau e nivel de
quadratura, no enfoque da projecdo. Lembre-se que o nivel da quadratura, que
aproxima a integral multidimensional dos coeficientes, deve ser pelo menos o

grau da expansdo mais um (¢ = p + 1), para ter a acurécia desejada.

Tabela 7.12: Dependéncia entre o nimero de simulacdes e os pardmetros da PCE com

dimenséo 23, utilizando o enfoque da projecao.

Grau da PCE Nivel da Quadratura Nimero de Simulagfes

2 3 1,059
2,3 4 15,319
2,3,4 5 161,093

Observe-se que 0 Unico caso viavel em termos de custo computacional é o
mais simples com grau da expansdo dois e nivel de quadratura trés. Desta forma,

vai construir-se um polinbmio de grau 2 com 300 coeficientes definidos por
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integrais de dimenséo 23, e cada um deles vai ser aproximado por uma quadratura
com nivel 3. Devido & alta complexidade do problema considerado, a construgdo
mais simples ndo conseguiu alcancar bom ajustes na aproximacéo da distribuicao
de probabilidade empirica da producdo acumulada de Oleo, gas e agua. O
coeficiente de determinagéo calculado com 100,000 amostras mostrou ajustes
inferiores ao 60%. Por causa de isto ndo sera considerada esta metodologia neste
estudo de caso.

Por outro lado, no enfoque da regressdo a quantidade de simulagdes esta
relacionada diretamente com o nimero de coeficientes da expansdo. Na Tabela
7.13 ¢ apresentada esta relacdo.

Tabela 7.13: Relacao entre o nimero de coeficientes da PCE de dimensédo 23 com o

grau selecionado.

Grau da PCE Numero de Coeficientes
2 300
3 2,600
4 17,550

Devido a que o planejamento de experimentos € construido com uma
quantidade de amostras igual ou superior ao nimero de coeficientes da PCE, a
solugcdo com um custo computacional aceitavel € uma expansdo de grau 2. A
construcdo de um planejamento otimizado utilizando as raizes dos polindmios de
Hermite de grau 3 (como na se¢do 5.4) requer para este caso de 23 dimensoes, a
criacdo de (p + 1)M = 423 =~ 7.03 x 103 experimentos e o calculo da sua norma
euclidiana. Isto é inviavel computacionalmente, portanto, para este caso foi
construido o planejamento de experimentos de maneira aleatoria, seguindo a
Tabela 7.7 e utilizando a proposta empirica apresentada na secdo 5.4 pelo
(BERVEILLER, 2005). Os resultados sé& mostrados em Tabela 7.14, o
coeficiente de determinacdo foi calculado com um conjunto de 100,000 amostras.

Tabela 7.14: Coeficientes de determinacdo para a solucdo obtida mediante expanstes

por caos polinomial com 23 dimensdes.

Grau da Nimero de | Numero de R? R? R?
PCE Coeficientes | Simulagdes Oleo Gas Agua
2 300 600 0.999 0.974 0.965
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Pode-se observar o alto desempenho da técnica, medido no numero de
chamadas ao simulador e o ajuste da solucdo, evidenciado no coeficiente de
determinagéo calculado com 100,000 amostras.

e Programacdo Genética Multi-Gene

Apesar da alta dimensdo do problema considerado, o algoritmo de
programacdo genética ndo apresenta dificuldades na construcdo das expressdes
simbdlicas que aproximam a producdo acumulada de éleo, gés e agua. O Unico
obstaculo é um espacgo de busca maior que pode afetar o processo de evolugédo do
algoritmo.

Da mesma forma que nos casos de estudo 1 e 2, foi gerada uma matriz de
dados correspondentes as entradas e saidas do modelo considerado. As entradas
foram nameros aleatdrios distribuidos seguindo a Tabela 7.7 e as saidas
correspondentes foram obtidas mediante o simulador IMEX. Os operadores de
cruzamento, mutagéo e reproducdo foram os mesmos utilizados no caso de estudo
2. As funcgdes usadas para a construgdo das solugdes candidatas foram: soma,
subtracdo, produto, poténcia quadrada, fun¢do minimo e fungcdo méaximo.

Uma vez selecionados os pardmetros de PG, se rodou trinta vezes cada
algoritmo, garantindo a consisténcia e a convergéncia das solugbes. A melhor
solugdo candidata para cada programa e os valores dos parametros sao
apresentados na seguinte Tabela 7.15, junto com o coeficiente de determinagéo
gerado com um conjunto de 100,000 amostras.
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Tabela 7.15: Valores dos parametros e coeficiente de determinacao para cada programa
genético no caso de vinte e trés dimensdes.

Producéo Producéo Producéo
Paréametros do Algoritmo de PGMG Acumulada | Acumulada | Acumulada
de Oleo de Gés de Agua

Tamanho da Populagéo 150 150 250
Numero de Geragfes 500 500 800
Tamanho do Torneio 4 4 4
Elitismo 0.05 0.05 0.05
Taxa de Mutagdo 0.3 0.3 0.3
Taxa de Cruzamento 0.65 0.65 0.65
Méxima Profundidade dos Genes 3 3 3
M&ximo nimero de Genes 35 35 35
Intervalo de variagdo dos nés constantes [-10,10] [-10,10] [-10,10]
Amostras no Treino 300 300 450
Amostras na Valida¢édo 70 70 100
Ndmero de Simulacdes 370 370 550
Coeficiente de Determinagéo: R? 0.999 0.985 0.971

O algoritmo de PG multi-gene consegue estimar as trés saidas do modelo
com um ajuste superior a 97% e com um custo computacional, medido em
chamadas ao simulador, inferior a 551 avaliagdes. Estes resultados evidenciam o
desempenho da técnica proposta em problemas de alta dimensionalidade. Pode-se
destacar que as 370 simulacOes, utilizadas no aprendizado para o 6leo e o gas,
estdo contidas nas 550 simulagdes usadas no caso da agua. Por tanto, foram
necessarias somente 550 avaliagcGes no simulador para aproximar as trés saidas do
modelo.

Da mesma maneira que nos estudos de caso anteriores, foram utilizadas as
solucBes das técnicas como proxies sobre incerteza para aproximar a distribuigdo
de probabilidade de cada saida do modelo. Além disso foi desenvolvido o método
de Monte Carlo com 1,000,000 de simulagdes com a finalidade de validar os
resultados obtidos. As curvas de distribuicdo de probabilidade sdo apresentadas
em Figura 7.23, Figura 7.24 e Figura 7.25. Devido ao baixo ajuste no enfoque da
projecdo com PCE, somente sd0 mostradas as curvas obtidas com o enfoque da
regressdao e o algoritmo de PG. Isto ja que, as curvas imprecisas prejudicam a
escala do gréfico e ndo permitem visualizar claramente as aproximacdes

realizadas com as outras técnicas.
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Distribuicao de probabilidade empirica da produgao
acumulada de dleo

0,8
0,6
§ Monte Carlo
04 —— PCE-Regressao
0,2 ——PG
0

0,E+00 2,E+06 4,E+06 6,E+06 8,E+06
Np(m?)
Figura 7.23: Funcgédo distribuicdo de probabilidade empirica da produgdo acumulada de
oOleo.

Distribuicdo de probabilidade empirica da producao
acumulada de gés

1

0,8
. 0,6 Monte Carlo
B
0,4 —— PCE-Regress&o
0,2 — PG
0
0,E+00 5,E+08 1,E+09 2,E+09

Gp(m?3)

Figura 7.24: Funcéo distribuicdo de probabilidade empirica da producdo acumulada de gas.

Distribuicdo de probabilidade empirica da producao
acumulada de agua

0,8
u_é 0,6 Monte Carlo
0,4 —— PCE-Regressao
0’2 — PG
0
0,E+00 5,E+06 1,E+07 2,E+07

Wp(m3)

Figura 7.25: Funcgédo distribuicdo de probabilidade empirica da produgdo acumulada de
agua.
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Observe-se a proximidade das distribuicbes empiricas, aproximadas
utilizando PCE e PG, com a distribuicdo de probabilidade calculada mediante o
Monte Carlo de 1,000,000 simula¢bes. Os erros minimos nas estimacdes Sao
evidenciados nas curvas mostradas. Na Figura 7.26 pode-se comparar o0 ajuste de
cada solucdo com a quantidade de simulagdes utilizadas.

Coeficientes de Determinacdo
B PCE-Regress3n W PG

0.999 0993

Np
B PCE-Regress3n W PG
600 600 600
E5D
I ) I ) I I
Mp Gp Wp

Figura 7.26: Coeficientes de determinacdo e nimero de simulacdes para cada

0.985

0.974 0871
I B l

Gp Wp

Numero de Simulagtes

aproximagédo, modelo de vinte e trés parametros.

Comparando os resultados de PCE e PG neste estudo de caso, pode-se
afirmar que o algoritmo de programacdo genética consegue para as trés saidas um
nivel de ajuste superior com um nimero de simulagdes inferior. Evidenciando um
melhor desempenho na quantificacdo de incertezas neste modelo de simulagdo de
reservatorios.

Finalmente, na Tabela 7.16 sdo apresentadas as estimac¢des da média e da
variancia das trés saidas consideradas no estudo, producéo acumulada de 6leo, gas
e 4gua. No caso da PCE estes valores foram calculados a partir das equacées
enunciadas na se¢do 5.5. Em PG foi realizada uma amostragem direta com
100,000 amostras.
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Tabela 7.16: Média e variancias das saidas do modelo de 23 parametros incertos.

Producdo Acumulada de Oleo

Média Variancia
Monte Carlo 4,866,774.17 135,945,577,114.65
PCE-Regresséo 4,872,552.06 135,952,102,173.08
PG 4,871,454.17 138,940,182,109.30
Producdo Acumulada de Gas
Média Variancia
Monte Carlo 453,008,851.59 4,482,410,396,913,160.00
PCE-Regresséo 453,293,155.38 4,473,625,557,509,570.00
PG 452,012,605.42 4,187,462,289,476,150.00
Producdo Acumulada de Agua
Média Variancia
Monte Carlo 2,784,715.84 1,181,817,926,941.62
PCE-Regresséo 2,788,035.15 1,192,208,412,288.20
PG 2,790,543.79 1,168,216,475,261.49

Na Tabela 7.17 é apresentado o resumo dos intervalos de variacdo nas

aproximacdes para a media e a variancia.

Tabela 7.17: Variacdo das estimacdes da média e da variancia.

Producdo Acumulada de Oleo

Média Variancia
PCE-Regresséo -0.119% 0.005%
PG -0.096% -2.203%
Producdo Acumulada de Gas
Média Variancia
PCE-Regresséo -0.063% 0.196%
PG 0.220% 6.580%
Producdo Acumulada de Agua
Média Variancia
PCE-Regresséo -0.119% -0.879%
PG -0.209% 1.151%

As estimagdes obtidas para a média e a variancia apresentam uma preciséo
superior no método da regressdo com PCE que no algoritmo de PG. Isto devido a
que, no primeiro caso estes valores sdo aproximados mediante calculos diretos a
partir dos coeficientes da expansdo. Por outro lado, no caso de PG estas

aproximacdes dependem do conjunto de experimentos gerado aleatoriamente, com
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0 qual é realizada uma amostragem direta na expressdo explicita obtida pelo
algoritmo evolutivo. Desta maneira, as estimagfes mudam de acordo com o

conjunto de amostras utilizado e a quantidade.
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Conclusodes e Trabalhos Futuros

8.1.
Conclusdes e Contribuicdes

De forma a contribuir com o tratamento de incertezas nos modelos de
simulagdo de reservatorios de petroleo, este trabalho desenvolveu e testou
algoritmos baseados nas técnicas de PG e caos polinomial. As duas metodologias
foram empregadas na quantificacdo de incertezas conseguindo reduzir o custo
computacional demandado neste tipo de analises. Ao contrario de outras técnicas,
como o método de simulacdo de Monte Carlo, as solu¢Bes dos algoritmos
propostos sdo fungdes explicitas, portanto podem ser utilizadas como proxies sob
incerteza do modelo de simulacdo estudado. Com o fim de validar o desempenho
de PCE e PG, construiram-se dois modelos de simulagdo de reservatorios,
baseados no campo PUNQ-S3. Os quais consideraram trés e onze parametros
incertos, com distribui¢des log-normais e normais, respectivamente.

Expansfes por caos polinomial conseguiu representar por meio de um
polinbmio estocastico, a producdo acumulada de 6leo, gés e agua. Os coeficientes
destes polinbmios foram estimados por meio da quadratura de Smolyak (no
enfoque de projecdo) e por meio de um planejamento de experimentos (no
enfoque de regressdo). As expansdes obtidas pelas duas metodologias mostraram
um desempenho similar e satisfatorio, em termos da porcentagem de ajuste. Pode-
se destacar que, a abordagem da projecdo-Smolayk garanta a convergéncia em
média quadratica da expansdo polinomial ao polinbmio de melhor ajuste, o qual
ndo acontece com o enfoque da regressdo. Além disso, a quantidade de
simulagbes com Smolyak é fixa, uma vez selecionado o nivel da quadratura e o
grau da expansdo. No caso da regressdo, é preciso um esforco computacional
adicional, para calcular o nimero de amostras do planejamento de experimentos.

Alternativamente, foi pesquisado o algoritmo de programagdo genética
multi-gene, um método menos analitico, que apresenta uma evolucao iterativa na

construcdo de suas solucdes. Este algoritmo é treinado com uma matriz de dados,
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com o objetivo de representar por meio de uma expressdo simbodlica, a relagdo
existente entre as entradas e as saidas do modelo estudado. A matriz foi construida
com entradas, geradas aleatoriamente seguindo uma distribui¢do de probabilidade
definida a priori, e saidas, que sdo as correspondentes respostas do simulador. O
algoritmo de PGMG conseguiu representar a producdo acumulada de 6leo, gés e
agua por meio de uma expressao estocastica, ndo necessariamente polinomial. O
desempenho das estimac6es foi evidenciado com ajustes superiores a 90%.

As solugOes obtidas por PCE e PGMG foram utilizadas como proxies sob
incerteza, para realizar estatisticas e estudos probabilisticos, que quantifiquem a
incerteza nas saidas do modelo de simulacdo. Foi calculada a distribuicdo de
probabilidade empirica de cada saida do modelo (6leo, gas e agua) e comparada
com o método de simulacéo de Monte Carlo. Nos trés casos de estudo as solucdes
foram proximas as obtidas por esta técnica de simulacdo tradicional, evidenciando
a eficiéncia de PCE e PGMG, em termos da precisdo das aproximagdes e do custo
computacional, medido no nimero de chamadas ao simulador. No entanto, PG
alcangou nos trés testes niveis de ajuste superiores aos de caos polinomial. Isto
possivelmente devido a que PG permite representar as saidas do modelo como
uma combinacédo de fungdes de qualquer tipo (l6gicas, logaritmicas, exponenciais,
etc.). Desta maneira, é generalizado o processo de busca da melhor aproximagao
da saida do modelo.

e Principais contribuicdes
Os principais aportes deste trabalho sdo enunciados a seguir,

1. Na literatura pesquisada ndo foram encontradas aplicagdes do algoritmo de
programacdo genética para a quantificacdo de incertezas. Ainda menos na
abrangéncia de reservatorios de petr6leo. Portanto, torna-se importante a
contribuicdo realizada nesta area.

2. Apesar de ter encontrado aplicagdes de caos polinomial para a quantificacdo
de incertezas na &rea de simulacdo de reservatdrios de petroleo, ndo se
encontrou uso dos enfoques de Smolyak e da regressdo para o calculo dos
coeficientes da expansao.

3. Na pesquisa bibliogréfica realizada ndo encontrou-se solucbes para
problemas de alta dimensionalidade como aqueles tratados neste trabalho.
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Ainda menos com resultados satisfatorios em termos de custo
computacional e preciséo.

Neste trabalho, as solu¢Ges das técnicas propostas foram utilizadas como
proxies sobre incerteza, num processo posterior ao calculo de estatisticos
basicos, para aproximar a distribuicdo de probabilidade empirica.
Comumente, PCE é s6 empregado para quantificar a incerteza por meio da
estimacdo da média e a variancia, que podem ser obtidas diretamente dos
coeficientes da expansao.

8.2.
Trabalhos Futuros

A partir desta dissertacdo destacam-se 0s seguintes possiveis trabalhos

futuros:

Aproveitar a quantidade pequena de dados necessarios no aprendizado do
algoritmo de programacdo genética, para realizar experimentos adicionais
utilizando a técnica de validacdo cruzada, com a finalidade de tentar aumentar
0s niveis de ajuste.

Acoplar ao método de caos polinomial & decomposicdo de Karhunen-Loéve,
com o fim de melhorar o desempenho. Esta decomposi¢cdo € particularmente
atil para métodos estocasticos baseados em expansdes, pois tem por objetivo a
reducdo do espaco probabilistico das entradas estocasticas de ordem alta.
Aplicacdo das técnicas propostas em problemas mais complexos, por exemplo
em modelos baseados em outros campos, com simulagbes mais custosas
computacionalmente, ou acrescentado variaveis incertas ndo distribuidas
identicamente.

Utilizar outras técnicas para aproximar as saidas de modelos estocasticos,
como por exemplo, algoritmos genéticos para a otimizagdo dos coeficientes de
um polinbmio ou métodos de superficies de resposta. Isto com o objetivo de
comparar 0s modelos.

Implementacdo (plug-in) do trabalho realizado num software de anélise de
incerteza em modelos de simulacdo de reservatdrios, como por exemplo
CMOST, da CMG ou no software OCTOPUS, do ICA.
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Apéndice

O formato do arquivo de texto que € lido pelos scripts no matlab e
modificado para converté-lo num arquivo .dat (compativel como o simulador

IMEX) é mostrado a continuacao.

** Null gridblocks
*INCLUDE 'null.inc’

** Porosity
*INCLUDE 'por.inc'

** Porosity multipliers (MULTIPOR)
MOD
1:19 1:28 1 * <ica>MULTIPOR</ica>
1:19 1:28 2 * <ica>MULTIPOR</ica>
1:19 1:28 3 * <ica>MULTIPOR</ica>
1:19 1:28 4 * <ica>MULTIPOR</ica>
1:19 1:28 5 * <ica>MULTIPOR</ica>

** Horizontal permeability multipliers (MULTIPERMI)
*INCLUDE 'permi.inc'
MOD

1:19 1:28 1 * <ica>MULTIPERMI</ica>

1:19 1:28 2 * <ica>MULTIPERMI</ica>

1:19 1:28 3 * <ica>MULTIPERMI</ica>

1:19 1:28 4 * <ica>MULTIPERMI</ica>

1:19 1:28 5 * <ica>MULTIPERMI</ica>

** Permeability J-dir = I-dir
PERMJ EQUALSI

** Vertical permeability multipliers (MULTIPERMK)
*INCLUDE 'permk.inc'
MOD

1:19 1:28 1 * <ica>MULTIPERMK</ica>

1:19 1:28 2 * <ica>MULTIPERMK</ica>

1:19 1:28 3 * <ica>MULTIPERMK</ica>

1:19 1:28 4 * <ica>MULTIPERMK</ica>

1:19 1:28 5* <ica>MULTIPERMK</ica>

** Rock compressibility (CPOR)
PRPOR 23500
CPOR <ica>CPOR</ica>
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** Aquifer
AQUIFER REGION 14 45 IDIR
REGION 1545 JDIR

REGION 12 27 3 IDIR

** Aquifer radius (AQRADIUS)
AQPROP
19.6 0.14 270 <ica>AQRADIUS</ica> 0.2638889
AQUIFER REGION 151 2 IDIR
REGION 16 1 2 JDIR

REGION 5 28 1 JDIR
AQPROP
6.0 0.14 270 <ica>AQRADIUS</ica> 0.2638889

** Fluid properties
MODEL BLACKOIL
DENSITY OIL 912.0
DENSITY GAS 0.8266
DENSITY WATER 1000.0

PVT BG 1

131

: ---- Outros dados préprios do campo PUNQ-S3 e do simulador IMEX ----

** Relative permeability
ROCKFLUID

KROIL STONE1 SWSG
RPT 1

** Maximum gas relative permeability (KRGMAX)
** Corey exponent of gas-rel perm (NG)

SGT SMOOTH PLAW <ica>NG</ica>4.0 0
**Sg krg krog pc

0.0000 0.0000 0.9000 0.000000

0.8000 <ica>KRGMAX</ica> 0.0000 0.000000
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** Maximum water relative permeability (KRWMAX)
** Corey exponent of gas-rel perm (NW)

SWT SMOOTH PLAW <ica>NW-</ica>2.0 0
**Sw krw  krow pc

0.2000 0.0000 0.9000 0.000000

0.9000 <ica>KRWMAX</ica> 0.0000 0.000000

KRWEXTRAP ON

** |nitialization
INITIAL

VERTICAL BLOCK_CENTER WATER_OIL_GAS
REFDEPTH 2355.00
REFPRES 23446

** Delta oil-water contact (DELTAWOC)
DWOC <ica>DELTAWOC</ica>

** Delta gas-water contact (DELTAGOC)
DGOC <ica>DELTAGOC«</ica>

PBT 1
2175 23446
2496 23446

NUMERICAL
RUN

** Simulation start date

DATE 196711

GROUP 'G1' ATTACHTO 'FIELD'
*INCLUDE ‘wells.inc'

** Open a well every 2 month

*STOP
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