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A
Eficiência do estimador linear MMSE

Considere um sistema MIMO, cujo transmissor emite M blocos de vetores
de símbolos em direção à estação receptora. O canal MIMO a ser estimado é
considerado desvanecente em blocos, isto é, a matriz H é mantida fixa ao
longo de M transmissões consecutivas e então atualizada com novos elementos
estatisticamente independentes dos anteriores. A expressão deste sistema,
diretamente de (2-2), é dada por:

ỹ[n] = Hx[n] + ñ[n], n = 1, 2, · · · , M. (A-1)

Considera-se o uso de um estimador que realiza P transmissões
de sequências de treinamento, constituídas de vetores de pilotos p[n] =[
p1[n] p2[n] · · · pNT

[n]
]T

, n = 1, 2, · · · , P , com símbolos com energia

E
[∣∣∣pi[n]

∣∣∣2] , σ2
p. Concatenando os vetores recebidos ao longo de P trans-

missões de pilotos, y =
[
ỹ[P ]T ỹ[P − 1]T · · · ỹ[1]T

]T
é o vetor NRP × 1 de

dados extendido e o sistema (A-1) é reescrito como:

y = Ph + n, (A-2)

sendo n =
[
ñ[P ]T ñ[P − 1]T · · · ñ[1]T

]T
, h = vec(H) e P = P⊗ INR

. Por

sua vez, P =
[
p[P ] p[P − 1] · · · p[1]

]T
, de dimensão P × NT , reúne as P

emissões de vetores de pilotos.
O limitante Bayesiano de Cramer-Rao estabelece o mínimo valor do

erro médio quadrático de um estimador de variável aleatória despolarizado.
A matriz de autocorrelação do erro e = h− ĥ, denotada por Re, armazena em
sua diagonal principal o erro médio quadrático das estimativas dos elementos
da matriz do canal, hi,j. A matriz Re relaciona-se com o limitante de Cramer-
Rao por [53]:

Re = E
[
eeH

]
= E

[
(h− ĥ)(h− ĥ)H

]
≥ J−1 (A-3)

sendo J a matriz de informação de Fisher, de dimensão NRNT ×NRNT , que é
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expressa por:

J = E
[(

∂ln p(y, h)
∂h∗

)(
∂ln p(y, h)

∂h∗

)H
]

, (A-4)

sendo o valor esperado em relação a y e h. Esta expressão pode ser calculada
fazendo-se [74, 75]:

J = E
[
E
[(

∂ln p(y, h)
∂h∗

)(
∂ln p(y, h)

∂h∗

)H ∣∣∣∣h
]]

= E

E
[(

∂ln p(y|h)
∂h∗

)(
∂ln p(y|h)

∂h∗

)H∣∣∣∣h
]

︸ ︷︷ ︸
A

+
(

∂ ln p(h)
∂h∗

)(
∂ ln p(h)

∂h∗

)H

︸ ︷︷ ︸
B


(A-5)

Para a determinação de J, definem-se as matrizes A e B. Calculando
A, reconhece-se y|h com função densidade de probabilidade p(y|h) como
uma distribuição Gaussiana complexa de média Ph e matriz covariância
C = N0INRP . Assim, tem-se que:

∂ln p(y|h)
∂h∗ = −

∂
[
ln(πNRP |C|) + (y− Ph)HC−1(y− Ph)

]
∂h∗

= −
(

∂(y− Ph)HC−1(y− Ph)
∂h

)∗

= −
(

∂(yHC−1y− yHC−1Ph− hHPHC−1y + hHPHC−1Ph)
∂h

)∗

= −
(
0− (PHC−1y)∗ − 0 + (PHC−1Ph)∗

)∗

= PHC−1(y− Ph). (A-6)

A matriz A é dada por:

A = E
[(
PHC−1(y− Ph)

)(
PHC−1(y−Ph)

)H ∣∣∣h]
= PHC−1E

[
nnH

]
C−1P

= PHC−1P = 1
N0
PHP . (A-7)

Para o cálculo de B, define-se p(h) a função densidade de probabilidade
de h uma distribuição Gaussiana de média nula e matriz covariância σ2

hINRNT
.
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Desenvolve-se assim:

∂ ln p(h)
∂h∗ = −

∂
[
ln(πNRNT |σhINRNT

|) + 1
σ2

h
hHh

]
∂h∗

= − 1
σ2

h

(
∂hHh

∂h

)∗
= − 1

σ2
h

h. (A-8)

A matriz B é dada por:

B =
(
− 1

σ2
h

h
)(
− 1

σ2
h

h
)H

= 1
σ4

h

hhH. (A-9)

A matriz J é determinada aplicando (A-7) e (A-9) em (A-5). Considere
que os vetores de pilotos são ortogonais entre si, assim Rp = PHP = Pσ2

pINT
.

Além disto, verifica-se que Rp = PHP = Rp ⊗ INR
= Pσ2

pINRNT
. A matriz de

Fisher é expressa como:

J = E
[

1
N0
Rp + 1

σ4
h

hhH
]

=
Pσ2

p

N0
INRNT

+ 1
σ2

h

INRNT
. (A-10)

De forma análoga à definição da relação sinal-ruído em (2-23), define-
se a relação entre energia dos pilotos e a energia média do ruído por antena
receptora, ρp = NAσ2

h
σ2

p

N0
. Assim, o limitante inferior do erro médio quadrático

da estimativa da (i, j)-ésima componente de H, hi,j, dado pelo l-ésimo elemento
da diagonal de J−1, l = (j − 1)NT + NR, é apresentado como:

Re(ĥi,j) ≥ J−1
l,l = 1

=
1

1
σ2

h

+
σ2

p

N0
P

=
σ2

h

1 +
P

NT

NT σ2
hσ2

p

N0

=
σ2

h

1 +
P

NT

ρp

. (A-11)
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O estimador linear de mínimo erro médio quadrático (MMSE linear),
ĥMMSE, minimiza os elementos da diagonal principal de Re. Considerando que
este estimador linear tem a forma:

ĥ = Wy, (A-12)

sendo W o filtro linear que compõe o estimador, aplicando (A-12), a matriz
Re pode ser expressa por:

Re = E
[
hhH

]
−WE

[
yhH

]
− E

[
hyH

]
W + WE

[
yyH

]
WH

= Rh −WRhy −RyhWH + WRyWH, (A-13)

sendo Ry = E
[
hhH

]
, Rhy = RH

yh = E
[
yhH

]
e Ry = E

[
yyH

]
. É possível

mostrar que a matriz W que minimiza os elementos da diagonal de Re é dada
por:

W = RyhR−1
y . (A-14)

Usando (A-14), Re é simplificada como:

Re = Rh −RyhR−1
y Rhy. (A-15)

Utilizando a expressão do sistema (A-2), Ry e Ryh são desenvolvidas
como:

Ryh = E
[
h(Ph + n)H

]
= RhPH (A-16a)

Ry = E
[
(Ph + n)(Ph + n)H

]
= PRhPH + Rn. (A-16b)

O filtro do estimador MMSE, W, é escrito como:

W = RhPH(PRhPH + Rn)−1

= (R−1
h + PHR−1

n P)−1PHR−1
n , (A-17)

sendo que em (A-17) a identidade matricial (P−1+BHR−1B)−1BHR−1 =
PBH(BPBH + R), para P e R matrizes positiva definidas, foi aplicada [76].
Usando (A-14) e (A-17), matriz de correlação do erro é desenvolvida como:

Re = Rh −WRhy

= Rh − (R−1
h + PHR−1

n P−1)−1PHR−1
n PRH

h

= (R−1
h + PHR−1

n P)−1. (A-18)
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Empregando os mesmos valores do desenvolvimento do limitante de
Cramer-Rao, PHP = Pσ2

pINT
, Rh = σ2

hINRNT
e Rn = N0INRNT

, a matriz
Re é expressa por:

Re =
( 1

σ2
h

INRNT
+

Pσ2
p

N0
INRNT

)−1
(A-19)

A igualdade entre a matriz J−1 em (A-10) e a matriz Re em (A-19)
prova que, em um sistema linear do tipo (A-1), em que y e h são variáveis
aleatórias conjuntamente Gaussianas, o estimador MMSE linear possui erro
médio quadrático igual ao limitante de Cramer-Rao.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1113680/CA



B
Estatísticas da variável aleatória c em (3-10)

Dada a variável aleatória real c = 2 Re
[

tr
(

NHDH
))]
− ∥DH∥2

F, e

sabendo-se que DH =
[

d1 d2 · · · dL

]
e N =

[
n1 n2 · · · nL

]
é

uma matriz cujos elementos são variáveis aleatórias Gaussianas complexas
descorrelacionadas de média nula e variância N0, o valor esperado de c,
denotado por µc, é dado por:

µc = E [c] = E
[
2 Re

[
tr
(

NHDH

)]
− ∥DH∥2

F

]
= 2 Re

[
tr
(
E
[
NH

]
DH

)]
− ∥DH∥2

F

= −∥DH∥2
F. (B-1)

Sua variância, varc é desenvolvida a seguir:

varc = E
[(

c− µc

)2
]

= E
{[

2 Re
(

tr
(
NHDH

))]2
}

= E
{[

tr
(
NHDH + DH

HN
)]2}

= 2E
{

tr
(
NHDH

)
tr
(
NHDH

)}
+ 2E

{
tr
(
NHDH

)
tr
(
DH

HN
)}

(B-2)

O primeiro termo de (B-2) é desenvolvido, como dado a seguir:

2E
{

tr
(
NHDH

)
tr
(
NHDH

)}
= 2E

{ L∑
m=1

L∑
n=1

nH
mdmnH

n dn

}

= 2E
{ L∑

m=1

L∑
n=1

aman

}
, (B-3)

sendo am(n) = nH
m(n)dm(n) uma soma ponderada de variáveis aleatórias Gaus-

sianas complexas independentes, portanto, também uma variável aleatória
Gaussiana complexa. Dois casos devem ser analisados separadamente. No caso
m ̸= n, tem-se que: E

[
aman

]
= 0. Para o caso m = n, tem-se que:

E
[
a2

m

]
= E

[ (
a(r)

m + ja(i)
m

)2
]

= E
[
a(r)2

m − a(i)2
m + 2j

(
a(r)

m a(i)
m

) ]
= 0, (B-4)
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sendo a(r)
m e a(i)

m as partes real e imaginária de am. Assim, o primeiro termo
de (B-2) é nulo. Para tratar o segundo termo, aplica-se a seguinte identidade
algébrica:

tr (AB) = vec
(
AH

)H
vec (B) . (B-5)

Por fim, obtém-se a variância de c:

varc = 2 vec (DH)H E
[
vec (N) vec (N)H

]
vec (DH)

= 2N0∥DH∥2
F. (B-6)
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C
Expansão do binômio múltiplo em (3-31)

Um binômio múltiplo da forma ∏P
p=1 (ap + bp)N é expandido na forma

dada por:

P∏
p=1

(ap + bp)N =
[

N∑
n=0

(
N

n

)
an

1 bN−n
1

][
N∑

n=0

(
N

n

)
an

2 bN−n
2

]
· · ·

[
N∑

n=0

(
N

n

)
an

P bN−n
P

]
.

(C-1)

Aplicando este resultado ao binômio de interesse, apresentado em (3-31),
tem-se:

rt∏
m=1

(1 + ρ′ϵm)rr =
[

rr∑
n=0

(
rr

n

)
ρ′n ϵn

1

][
rr∑

n=0

(
rr

n

)
ρ′n ϵn

2

]
· · ·

[
rr∑

n=0

(
rr

n

)
ρ′n ϵn

rt

]

=
[
0 + rrρ

′ ϵ1

rr−1∑
n=2

(
rr

n

)
ρ′nϵn

1 + ρ′rr
ϵrr

1

]
· · ·

[
0 + rrρ

′ ϵrt

rr−1∑
n=2

(
rr

n

)
ρ′nϵn

rt + ρ′rr
ϵrr

rt

]

= 0 + (rrρ
′)rt

rt∏
m=1

ϵm + · · ·+
(

ρ′rt
rt∏

m=1
ϵm

)rr

. (C-2)

Para altos valores de relação sinal-ruído, ρ′ → ∞, o termo de maior
expoente de ρ′ em (C-2) irá prevalecer na expressão. Assim, tem-se:

rt∏
m=1

(1 + ρ′ϵm)rr ρ′→∞
≈

(
ρ′rt

rt∏
m=1

ϵm

)rr

. (C-3)
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D
Expressão alternativa da distância Euclidiana em (3-39)

Considere os vetores y e s, a matriz H. A matriz H† =
(
HHH

)−1
HH é

a pseudo-inversa à esquerda de H. A distância Euclidiana quadrática de Hs
em relação a y é desenvolvida como:

∥y−Hs∥2 = sHHHHs + yHy− sHHHy− yHHs + yH(HH†)y− yH(HH†)y.

(D-1)
Considere as seguintes identidades a respeito da matriz H:

1. HH† = H(HHH)−1HH = (HH†)H;

2. HHHH† = HHH(HHH)−1HH = HH;

3. (H†)HHHH = (HHHH†)H = H.

Desenvolvendo (D-1):

∥y−Hs∥2 = sHHHHs− sHHHy− yHHs + yH(HH†)Hy + yHy− yH(HH†)y

= sHHHHs− sHHHHH†y− yH(H†)HHHHs + yH(H†)HHHHH†y

+ yHy− yH(HH†)y

=
(
sHHH − yH(H†)HHH

)(
Hs−HH†y

)
+ yHy− yH(HH†)y

=
(
s−H†y

)H
HHH

(
s−H†y

)
+ yHy− yH(HH†)y. (D-2)

Considere s̃ = H†y e que à matriz HHH pode-se aplicar a decomposição
Cholesky, resultando em HHH = UHU, sendo U uma matriz triangular
superior. Com estas considerações, (D-2) é dada por:

∥y−Hs∥2 =
(
s− s̃

)H
UHU

(
s− s̃

)
+ yHy− yH(HH†)y

∥y−Hs∥2 = ∥U(s− s̃)∥2 + yHy− yH(HH†)y. (D-3)
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E
Expressão da probabilidade a posteriori em (4-21)

Considere um vetor aleatório y, composto por elementos contínuos, os
dados observáveis de um experimento aleatório, estatisticamente correlaciona-
dos ao vetor aleatório discreto s. O espaço amostral de s é representado por S e
sabe-se que card (S) = M . Considerando as hipóteses s1, s2, . . . , sM de s equi-
prováveis, denota-se por ŝ a estimativa de máxima probabilidade a posteriori
geradora da observaçáo y = y′, ou seja:

ŝ = arg max
s∈S

P (s|y = y′)

= arg max
s∈S

p (y′|s) P (s)

= arg max
s∈S

p (y′|s) , (E-1)

que, neste caso, equivale à estimativa de máxima verossimilhança.
Define-se então a razão de log-verossimilhanças Λi como:

Λi = ln p (y′|ŝ)
p (y′|si)

= ln P (ŝ|y = y′)
P (si|y = y′)

. (E-2)

Reescrevendo a expressão, obtém-se:

P (si|y = y′) = e−Λi P (ŝ|y = y′) . (E-3)

Pela soma das probabilidades condicionais para todas as hipóteses de s,
tem-se que:

M∑
i=1

P (si|y = y′) = 1. (E-4)

Empregando (E-3) na expressão acima, chega-se a:

M∑
i=1

e−Λi P (ŝ|y = y′) = 1
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P (ŝ|y = y′) = 1∑M
i=1 e−Λi

. (E-5)
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F
Desenvolvimento do banco de matrizes projetoras pelo mé-
todo recursivo

Considere um subespaço vetorial F (A) ∈ CM de dimensão N gerado
por A =

[
B c

]
, sendo B a matriz com as N − 1 primeiras bases de F (A) e

c que possui a última base. A matriz projetora em F (A), denotada por WA,
pode ser decomposta na forma [53]:

WA = WB + (I−WB) ccH (I−WB)
cH (I−WB) c , (F-1)

sendo (I−WB) a matriz projetora no espaço ortogonal a F (B). Para a
aplicação deste resultado na regra de decisão em (5-12), nota-se que ∥Wjy∥2 =
yHWH

j Wjy = yHWjy, já que Wj é hermitiana e idempotente. Para dois
vetores arbitrários f e g, ambos de dimensão NR × 1, pode-se computar:

fHWAg = fHWBg +

(
fHc− fHWBc

) (
cHg− cHWBg

)
∥c∥2 − cHWBc

. (F-2)

Para o caso especial em que f = g, obtém-se:

fHWAf = fHWBf + |c
Hf − cHWBf |2

∥c∥2 − cHWBc
. (F-3)

Transportando estas expressões para o problema de detecção em (5-12),
o número de passos de recursão que empregam (F-2) e (F-3) é igual ao
número de antenas ativas, NA. A seguir, é apresentado o desenvolvimento
para obtenção de ∥Wjy∥2, que realiza a projeção em um subespaço de três
dimensões (NA = 3).

Considere a j-ésima matriz projetora, Wj, uma componente do banco de
filtros para a detecção da combinação de antenas transmissoras. Esta matriz
projeta vetores no CNR no subespaço gerado pela matriz de canal que se forma
pelo uso da j-ésima combinação de antenas, Hj =

[
h(j)

1 h(j)
2 h(j)

3

]
, sendo

h(j)
i a i-ésima coluna de Hj. Define-se então, a equivalência entre as notações

para a matriz projetora apresentada: Wj , W(j)
1,2,3. Empregando as expressões
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recursivas, ∥Wjy∥2 é desenvolvido como:

∥Wjy∥2 = yHW(j)
1,2,3y = yHW(j)

1,2y +
|h(j)H

3 y− h(j)H

3 W(j)
1,2y|2

∥h(j)
3 ∥

2 − h(j)H

3 W(j)
1,2h

(j)H

3
,

= e
(y)
1,2,3 = e

(y)
1,2 +

|h(j)H

3 y− dh3
1,2|2

∥h(j)
3 ∥

2 − eh3
1,2

,

(F-4)

sendo W(j)
1,2 a matriz projetora no espaço gerado pelas colunas h(j)

1 e h(j)
2 de

Hj. Caminhando um nível na recursão, e
(y)
1,2, dh3

1,2 e eh3
1,2 são calculados como:

e
(y)
1,2 = yHW(j)

1,2y = yHW(j)
1 y +

∣∣∣h(j)H

2 y− h(j)H

2 W(j)
1 y

∣∣∣2
∥h(j)

2 ∥
2 − h(j)H

2 W(j)
1 h(j)H

2

= e
(y)
1,2 = e

(y)
1 +

∣∣∣h(j)H

2 y− dh2
1

∣∣∣2
∥h(j)

2 ∥
2 − eh2

1
.

dh3
1,2 = h(j)H

3 W(j)
1,2y = h(j)H

3 W(j)
1 y +

(
h(j)H

3 h(j)
2 − h(j)H

3 W(j)
1 h(j)

2

)(
h(j)H

2 y− h(j)H

2 W(j)
1 y

)
∥h(j)

2 ∥
2 − h(j)H

2 W(j)
1 h(j)

2

= dh3
1,2 = dh3

1 +

(
h(j)H

3 h(j)
2 − dh3h2

1

)(
h(j)H

2 y− dh2
1

)
∥h(j)

2 ∥
2 − eh2

1
.

eh3
1,2 = h(j)H

3 W(j)
1,2h

(j)
3 = h(j)H

3 W(j)
1 h(j)

3 +

∣∣∣h(j)H

3 h(j)
2 − h(j)H

3 W(j)
1 h(j)

2

∣∣∣2
∥h(j)

2 ∥
2 − h(j)H

2 W(j)
1 h(j)

2

= eh3
1,2 = eh3

1 +

∣∣∣h(j)H

3 h(j)
2 − eh3h2

1

∣∣∣2
∥h(j)

2 ∥
2 − eh2

1
.

O cálculo da matriz projetora é finalizado com as expressões de e
(y)
1 , eh2

1 , eh3
1 ,

eh3h2
1 , dh2

1 e dh3
1 :

e
(y)
1 = yHW(j)

1 y =

∣∣∣h(j)H

1 y
∣∣∣2

∥h(j)
1 ∥

2

eh2
1 = h(j)H

2 W(j)
1 h2 =

∣∣∣h(j)H

2 h1

∣∣∣2
∥h(j)

1 ∥
2 .

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1113680/CA



Apêndice F. Desenvolvimento do banco de matrizes projetoras pelo método
recursivo 132

eh3
1 = h(j)H

3 W(j)
1 h3 =

∣∣∣h(j)H

3 h1

∣∣∣2
∥h(j)

1 ∥
2 .

eh3h2
1 = h(j)H

3 W(j)
1 h2 =

(
h(j)H

3 h(j)
1

)(
h(j)H

2 h1
)

∥h(j)
1 ∥

2 .

dh2
1 = h(j)H

2 W(j)
1 y =

(
h(j)H

2 h(j)
1

)(
h(j)H

1 y
)

∥h(j)
1 ∥

2 .

dh3
1 = h(j)H

3 W(j)
1 y =

(
h(j)H

3 h(j)
1

)(
h(j)H

1 y
)

∥h(j)
1 ∥

2 .

A combinação destas expressões em (F-4) permite o cálculo de ∥Wjy∥2.
O cálculo de ∥Wly∥2, para l ̸= j, pode ser simplificado desde que Hj e Hl

possuam colunas em comum. Neste caso, os termos ehx
z podem ser aproveitados

nos cálculos da nova matriz de projeção.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1113680/CA



G
Interpretação algébrica para o ganho de codificação baseado
no ângulo entre subespaços vetoriais

Considere os subespaços F e G de um espaço Cn, e assuma que a
dimensionalidade destes é dada por:

p = dim(F) ≥ dim(G) = q. (G-1)

O menor ângulo θ1 entre F e G equivale ao ângulo entre algum par de
vetores f e g, pertencentes a F e G, respectivamente, tal que seu cosseno é
dado por:

cos(θ1) = max
f∈F
g∈G

fHg, (G-2)

considerando f e g vetores de norma unitária. Assuma então que o valor
máximo de (G-2) seja alcançado para f = f1 e g = g1. Considere então que θ2 é
definido como o menor ângulo entre o complemento ortogonal de F em relação
a f1 e o complemento ortogonal de G em relação a g1. A continuidade disto
até que um dos subespaços tenha dimensão nula leva aos chamados ângulos
principais. Os ângulos principais, 0 ≤ θk ≤ π

2 , entre F e G são recursivamente
definidos para k = 1, 2, · · · , q como:

cos(θk) = max
f∈F
g∈G

fHg = fH
k gk, ∥f∥ = 1, ∥g∥ = 1, (G-3)

sujeito às restrições

fH
i f = 0, gH

i g = 0, i = 1, 2, · · · , k − 1.

Os vetores (f1, · · · , fq) e (g1, · · · , gq) são chamados vetores principais
do par de subespaços. Os ângulos principais podem ser computados usando
a fatorização QR seguido da decomposição em valores singulares (singular
value decomposition, SVD) [77]. Sejam A ∈ Cn×p e B ∈ Cn×q matrizes cujas
combinações lineares das colunas geram os subespaços F e G, respectivamente.

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1113680/CA



Apêndice G. Interpretação algébrica para o ganho de codificação baseado no
ângulo entre subespaços vetoriais 134

Considere, então, a fatorização QR reduzida de A e B:

A = QA︸︷︷︸
n×p

RA︸︷︷︸
p×p

B = QB︸︷︷︸
n×q

RB︸︷︷︸
q×q

. (G-4)

QA e QB formam bases unitárias para os subespaços F e G. De acordo
com [78], os valores singulares de C = QH

AQB correspondem aos cossenos dos
ângulos principais. Assim, a decomposição SVD de C é dada por:

QH
AQB = YΣZH =

q∑
k=1

σkykzH
k . (G-5)

Como ∥QH
AQB∥F ≤ 1, os valores singulares, σk, estão entre 0 e 1. Assim,

determina-se σk = cos(θk). Por fim, o ângulo resultante entre um par de
subespaços vetoriais, θ(R), relaciona-se com os ângulos principais através de
[79]:

cos(θ(R)) =
q∏

k=1
cos(θk). (G-6)

Estes resultados podem ser transportados para o problema do detector
baseado no banco de matrizes projetoras. A tarefa de selecionar a combinação
de antenas transmissoras que resulta na maior norma em (5-12) equivale ao
problema de selecionar o subespaço vetorial com a menor distância a um vetor
no espaço Cn, que no problema de detecção GSM, corresponde ao vetor de
dados recebido, y. Sob a ótica da álgebra linear, verifica-se que este problema
de decisão incorre em menos erros quanto mais afastados são os subespaços
vetoriais considerados. Assim, no sistema GSM, ao se considerar uma realização
da matriz H e um mapeamento de antenas Π que, por sua vez, definem
uma configuração de NC subespaços vetoriais associados às submatrizes Hj

do canal, o desempenho do decisor BMP é influenciado pelo menor ângulo
entre todos os pares de subespaços que compõem esta configuração, θmin, ou
seja:

θmin = min
i,j=1,··· ,NC

j ̸=i

θ
(R)
i,j , (G-7)

sendo θ
(R)
i,j o ângulo resultante entre o par de subespaços i e j.

Experimentos numéricos foram conduzidos para avaliar a influência de di-
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G.1(a): Config. C 1 (κΠ
min = 1)
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G.1(b): Config. C 2 (κΠ
min = 2)

Figura G.1: Histogramas normalizados do ângulo mínimo entre os subespaços
avaliados em configurações de sistema com diferentes distâncias mínimas de
Hamming, calculados para 1× 104 realizações de H.

ferentes configurações de sistema no desempenho de decisão do detector BMP,
em especial configurações que possuam combinações de antenas transmissoras
com diferentes distâncias mínimas de Hamming, tais como as configurações
usadas nos resultados da Fig. 5.2. Conforme verificado nos histogramas da
Fig G.1, a configuração de melhor desempenho na Fig. 5.2 (configuração C 2)
possui θmin em maior concentração em valores superiores àqueles da confi-
guração de pior desempenho (configuração C 1). Isto deve-se ao fato de que
mapeamentos de antenas com menores distâncias de Hamming compartilham
bases ortogonais na formação de um maior número de subespaços vetoriais.
Como pode-se verificar por (G-3), sempre que dois subespaços compartilham
a mesma base, o respectivo ângulo principal é nulo. Como resultado, o termo
cos(θk) = 1 em (G-6) deixa de contribuir para o aumento do ângulo resultante
entre o par de subespaços. Este resultado impõe ao projetista do sistema de
comunicação um compromisso entre o desempenho de detecção e o número de
antenas a serem posicionadas no lado transmissor.
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H
Expressões dos equalizadores lineares ZF e MMSE em recep-
tores que empregam redução de reticulado (LR)

Seja Hk, de dimensão NR×NA, operada pela matriz inversível NA×NA

T, que transforma a matriz inicial em outra, com colunas aproximadamente
ortogonais, H̃k = HkT. O equalizador ZF do vetor recebido y = H̃kz + n,
sendo z = T−1s, é expresso por GZF-LR e equivale à matriz pseudoinversa de
H̃k:

GZF-LR =
(
H̃H

k H̃k

)−1
H̃H

k

=
[(

HkT
)H

HkT
]−1

(HkT)H

= T−1
(
HH

k Hk

)−1(
TH

)−1
THHH

k

= T−1GZF, (H-1)

sendo GZF = (HH
k Hk)−1HH

k o equalizador ZF do receptor sem LR.
O equalizador MMSE-LR, GMMSE-LR, é obtido por:

GMMSE-LR = arg min
G∈CNA×NR

E
[
∥z−Gy∥2

]
= E

[
zyH

] (
E
[
yyH

])−1
(H-2)

Desenvolvendo cada termo do produto separadamente, temos:

E
[
zyH

]
= E

[
T−1s

(
Hks + n

)H
]

= EsT−1HH. (H-3)

(
E
[
yyH

])−1
= E

[(
Hks + n

)(
Hks + n

)H
]−1

=
(
EsHkHH

k + N0INR

)−1
. (H-4)

Sendo Es a energia média do símbolo APSK e N0 a variância do ruído branco,
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Apêndice H. Expressões dos equalizadores lineares ZF e MMSE em receptores
que empregam redução de reticulado (LR) 137

a expressão do equalizador MMSE-LR é dada por:

GMMSE-LR = EsT−1HH
k

(
EsHkHH

k + N0INR

)−1

= T−1HH
k

(
HkHH

k + N0

Es

INR

)−1
. (H-5)

Aplicando a identidade (I + PQ)−1P = P(I + QP)−1 [76], chega-se a:

GMMSE-LR = T−1
(

HH
k Hk + N0

Es

INA

)−1
HH

k

= T−1GMMSE, (H-6)

sendo GMMSE =
(
HH

k Hk + N0
Es

INA

)−1
HH

k o equalizador MMSE do receptor sem
LR.
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I
Equivalência entre as estratégias de ordenamento usando
banco de matrizes projetoras e banco de filtros casados para
a detecção GSM-OSTBC

Considere um sistema GSM no qual y corresponde ao vetor de da-
dos observados na recepção, de dimensão NR × 1. A matriz do canal
usada na transmissão corrente, Hk, estruturado em colunas, tal que Hk =[
h(k)

1 h(k)
2 · · · h(k)

NA

]
, possui colunas ortogonais de norma ∥h(k)∥, ou seja:

HH
k Hk = ∥h(k)∥2INA

. (I-1)

Esta característica da matriz do canal em (I-1) corresponde ao canal
verificado no sistema equivalente dos sistemas GSM-OSTBC. Para o desen-
volvimento apresentado no Capítulo 6, faz-se NA = 2. Considere {Fi}Nb

i=1 e
{Gi}Nb

i=1 e o banco de filtros casados e matrizes projetoras aplicadas ao sis-
tema GSM. As operações de ordenamento usando matrizes projetoras e filtros
casados são, respectivamente, realizadas por:

{
p1, p2, . . . , pNC

}
= arg sort

i=1,2,··· ,Nb

∥Fiy∥2 (I-2a){
p1, p2, . . . , pNC

}
= arg sort

i=1,2,··· ,Nb

∥Giy∥2 (I-2b)

A afirmativa de que os dois métodos de ordenamento são equivalentes
significa dizer que:

∥Fiy∥2 = ∥Giy∥2, (I-3)

para i = 1, 2, · · · , Nb. Os elementos Fi e Gi do banco de filtros-casados e
matrizes projetoras são expressos, respectivamente, por:

Fi = 1
∥h(i)∥

HH
i (I-4a)

Gi = Hi(HH
i Hi)−1HH

i (I-4b)
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Apêndice I. Equivalência entre as estratégias de ordenamento usando banco de
matrizes projetoras e banco de filtros casados para a detecção GSM-OSTBC139

As normas em (I-3) podem ser expressas por:

∥Fiy∥2 = yH(FH
i Fi)y (I-5a)

∥Giy∥2 = yH(GH
i Gi)y (I-5b)

Expandindo (FH
i Fi) em I-5a, escreve-se:

FH
i Fi = 1

∥h(i)∥2 HiHH
i (I-6)

Pelo desenvolvimento de (GH
i Gi) em I-5b, chega-se a:

GH
i Gi = Hi(HH

i Hi)−1HH
i Hi(HH

i Hi)−1HH
i

= Hi(HH
i Hi)−1HH

i

= Hi(∥h(i)∥2I2)−1HH
i

= 1
∥h(i)∥2 HiHH

i (I-7)

A equivalência entre FH
i Fi e GH

i Gi em (I-6) e (I-7) prova a veracidade
de (I-3).
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