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A
Eficiéncia do estimador linear MMSE

Considere um sistema MIMO, cujo transmissor emite M blocos de vetores
de simbolos em diregdo a estacgao receptora. O canal MIMO a ser estimado ¢é
considerado desvanecente em blocos, isto é, a matriz H é mantida fixa ao
longo de M transmissdes consecutivas e entao atualizada com novos elementos
estatisticamente independentes dos anteriores. A expressao deste sistema,

diretamente de (2-2), é dada por:
yln| = Hx[n] + n[n|, n=1,2--- M. (A-1)

Considera-se o uso de um estimador que realiza P transmissoes
de sequéncias de treinamento, constituidas de vetores de pilotos p[n] =
{pl[n] paln] - pNT[n]}T,n = 1,2,---,P, com simbolos com energia
e |
missoes de pilotos, y = {y[P]T yp—-1t - 9[1]T}T é o vetor NpP x 1 de

dados extendido e o sistema (A-1) é reescrito como:

2
Di [n]’ ] = 012). Concatenando os vetores recebidos ao longo de P trans-

sendo n = [ﬁ[P]T n[P—1]T ... ﬁ[l]T}T, h =vec(H) e P =P ®1Iy,. Por
sua vez, P = [p[P] plP—1]--- p[l]]T, de dimensdo P x Np, retune as P
emissoes de vetores de pilotos.

O limitante Bayesiano de Cramer-Rao estabelece o minimo valor do
erro médio quadratico de um estimador de variavel aleatéria despolarizado.
A matriz de autocorrelacao do erro e = h — fl, denotada por R., armazena em
sua diagonal principal o erro médio quadratico das estimativas dos elementos

da matriz do canal, h; ;. A matriz R, relaciona-se com o limitante de Cramer-
Rao por [53]:

R.

{eeH} ) )

(h—h)(h — )] = 3! (A3
| }

E
E

sendo J a matriz de informacao de Fisher, de dimensao Ng Ny X NrNr, que é
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expressa por:

J=F l(amgﬁyﬁ h)) (alngf;‘i’ h)ﬂ : (A-4)

sendo o valor esperado em relacao a y e h. Esta expressao pode ser calculada
fazendo-se [74, 75]:

e [o](2un)) (2oL |

B | (PRSI () (210 (2hnh)”

A B

(A-5)

Para a determinacao de J, definem-se as matrizes A e B. Calculando
A, reconhece-se y|lh com fungdo densidade de probabilidade p(y|h) como
uma distribuicdo Gaussiana complexa de média Ph e matriz covariancia

C = NoIy,p. Assim, tem-se que:

dnp(yh)  OIn(xNeP|C|) + (y — Ph)"C~!(y — Ph)]

oh* oh*
d(y — Ph)"'C~'(y — Ph)\"
- _( oh )
B a(yHc—ly _ yHc—lfPh _ hHPHC_ly + thPHc—lfPh) *
- _( oh )
= —(0— (P"Cy)" =0+ (P"C~'Ph))’
=PHC'(y — Ph). (A-6)

A matriz A é dada por:

A=E

(PiC(y — Ph)) (P'C ' (y - Ph))"| h]
= PHCIE [nnH} clp
1

_ pHo-1p _
=PlCTP =

PHP. (A-7)

Para o célculo de B, define-se p(h) a funcao densidade de probabilidade

de h uma distribuigao Gaussiana de média nula e matriz covariancia oIy, ny.-


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1113680/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1113680/CA

Apéndice A. Eficiéncia do estimador linear MMSE 121

Desenvolve-se assim:

dlnp(h) O[In(mVeN |0 Ty, |) + g%zthh}

oh* oh*
1 /0hfh\* 1
=———) =—— A-8
0,21( oh ) op (A-8)
A matriz B é dada por:
1 1 \H
- ()
Oh Th
1
= — hh". (A-9)
h

A matriz J é determinada aplicando (A-7) e (A-9) em (A-5). Considere
que os vetores de pilotos sdo ortogonais entre si, assim R, = PHP = PO‘I%I Ny -
Além disto, verifica-se que R, = P"P = R, ® Iy, = Po Iy,n,. A matriz de

Fisher é expressa como:

1 1
J=E|— — hh"
[NORP "ol 1

h
Po? 1
= TOPINRNT + ;}%INRNT‘ (A—10>

De forma andloga a definicio da relagao sinal-ruido em (2-23), define-
se a relacao entre energia dos pilotos e a energia média do ruido por antena
receptora, p, = N. Aai;—%. Assim, o limitante inferior do erro médio quadratico
da estimativa da (¢, j)-ésima componente de H, h; j, dado pelo [-ésimo elemento

da diagonal de J7', [ = (j — 1) Ny + Ng, é apresentado como:

-t (A-11)
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O estimador linear de minimo erro médio quadratico (MMSE linear),
flMMSE, minimiza os elementos da diagonal principal de R.. Considerando que

este estimador linear tem a forma:

A

h = Wy, (A-12)

sendo W o filtro linear que compoe o estimador, aplicando (A-12), a matriz

R. pode ser expressa por:

R, = E [hh"] - WE [yh"'] - E [hy"| W + WE [yy"] W"
=R, — WRy, — R, W' + WR,W", (A-13)

sendo R, = E [hhH}, Ry = R}, = E [th} eR, = E [yyH] E possivel

mostrar que a matriz W que minimiza os elementos da diagonal de R, é dada

por:
W =R,R,". (A-14)

Usando (A-14), R, é simplificada como:
R. = R, —R,R, 'Ry, (A-15)
Utilizando a expressao do sistema (A-2), R, e Ry, sdo desenvolvidas

como:

Ry, =E [h(Ph +n)"| = R, P" (A-16a)
R, =E[(Ph+n)(Ph + n)"| = PR,P" + R,,. (A-16b)

O filtro do estimador MMSE, W é escrito como:

W =R, PYPR,PE+R,) "
= (R '+ PR 'P)PIR Y, A-17
h n n

sendo que em (A-17) a identidade matricial (P~'+B"R'B) 'B'R =
PBY(BPB! + R), para P e R matrizes positiva definidas, foi aplicada [76].

Usando (A-14) e (A-17), matriz de correlagao do erro é desenvolvida como:
R. = R, — WRy,

=R, — (R;' + PR 'P~ 1) 'PHR PRI
= (R;' + PR 'P)". (A-18)
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Empregando os mesmos valores do desenvolvimento do limitante de
Cramer-Rao, PHP = PogINT, R, = aﬁINRNT e R, = Noly,n,, a matriz

R. é expressa por:

1 PO’i -1
R, — ((j}%INRNT + NOINRNT) (A-19)

A igualdade entre a matriz J=! em (A-10) e a matriz R, em (A-19)
prova que, em um sistema linear do tipo (A-1), em que y e h sdo varidveis
aleatérias conjuntamente Gaussianas, o estimador MMSE linear possui erro

médio quadratico igual ao limitante de Cramer-Rao.
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B
Estatisticas da variavel aleatéria ¢ em (3-10)

Dada a varidvel aleatéria real ¢ = 2Re {tr <NHDH))] — | Dyl e

sabendo-se que Dy = [dl d, --- dL} e N = [nl n, --- nL} é
uma matriz cujos elementos sao varidveis aleatérias Gaussianas complexas
descorrelacionadas de média nula e varidncia Ny, o valor esperado de c,

denotado por u., ¢ dado por:
pe=E[c] =E [2 Re [tr (NHDH)] — ||DH||§}
= 2Re [tr (IE: [NY] DH)] — |Dgll
= — || Dalf5- (B-1)
Sua variancia, var. ¢ desenvolvida a seguir:
2
var, = E {(c — ,uc) }
2
=F { [2 Re (tr (N"Dg) )] }
2
_E { [t (N"Dys + DAN)] }

_ QE{tr (N"Dy) tr (N"Dy) } + QE{tr (N"Dy) tr (D}N) } (B-2)

O primeiro termo de (B-2) é desenvolvido, como dado a seguir:

QE{tr (NHDH> tr (NHDH) } = QE{ 3 i ngdmngdn}

sendo ap,(n) = ng(n)dm(n) uma soma ponderada de varidveis aleatérias Gaus-
sianas complexas independentes, portanto, também uma variavel aleatoria
Gaussiana complexa. Dois casos devem ser analisados separadamente. No caso

m # n, tem-se que: E[aman} = 0. Para o caso m = n, tem-se que:

E[afn} = E{ (a,(ﬁ) —i—ja,(fl))Q}
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sendo a”) e al) as partes real e imaginaria de a,,. Assim, o primeiro termo
de (B-2) é nulo. Para tratar o segundo termo, aplica-se a seguinte identidade

algébrica:

H

tr (AB) = vec (A") " vec (B). (B-5)

Por fim, obtém-se a variancia de c:

var, = 2vec (Dg)" E [Vec (N) vec (N)H] vec (Dy)
— 2Ny || D (B-6)
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C
Expansao do binomio maltiplo em (3-31)

Um bindémio multiplo da forma H§:1 (a, +b,)" ¢ expandido na forma

dada por:

]:’l (ap +b,)" li (JX) a’fb{v—”] [i (Z) agbg—n] [i (JZ) ar};bg—n]_

p=1 n=0 n=0 n=0
(C-1)
Aplicando este resultado ao binémio de interesse, apresentado em (3-31),
tem-se:
i Ty T Ty 0 n_ Tt Ty no o Tr Ty n o,
m=1 n=0 n 1 Ln=0 n n=0 n

rr—1 ] rr—1
Tr nop r
[O—i—rrp €1Z< )p e ---[0+rrp'enz<n>p' e +p e,{]

n=2 n=2

=0+ (rrp/>n H €m T+ (pm H 6m> . (0_2)
m=1 m=1

Para altos valores de relacao sinal-ruido, p) — oo, o termo de maior

expoente de p’ em (C-2) ird prevalecer na expressao. Assim, tem-se:

Tt

H (1 +pl€m)Tr p/zoo (p/’ft l_t[ €m> ) (0_3)
m=1

m=1
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D
Expressao alternativa da distancia Euclidiana em (3-39)

-1
Considere os vetores y e s, a matriz H. A matriz Hf = (HHH) H" ¢
a pseudo-inversa a esquerda de H. A distancia Euclidiana quadratica de Hs

em relacao a y é desenvolvida como:

ly — Hs||* = s"H"Hs + y"y — s"H"y — y"Hs + y"(HH')y — y"(HH')y.
(D-1)
Considere as seguintes identidades a respeito da matriz H:
1. HH' = HH"H) 'H" = (HHN";
2. H'HH' = H'H(H"H) 'H" = H",
3. (H)"H'H = (H'"HH")" = H.
Desenvolvendo (D-1):
ly — Hs|* =s"H"Hs — s"H"y — y"Hs + y"(HH")"y + y"y — y"(HH')y
—s"H"Hs — s"H'"HH'y — y"'(HN)"H"Hs + y!(H")"H'HH'y
+y'y —y"(HH')y
= (s"H" — y"(H")"H") (Hs — HH'y) + y"y — y"(HH)y
H
= (s — HTy) HHH(S — HTy) +yly — yH(HH)y. (D-2)
Considere § = H'y e que a matriz H'H pode-se aplicar a decomposicao

Cholesky, resultando em H"H = UYU, sendo U uma matriz triangular

superior. Com estas consideragoes, (D-2) é dada por:

H
ly — Hs|* = (s —8) U"U(s —3) + y'y — y"(HH")y
ly — Hs|* = [U(s — 8)|* + vy — y"(HH)y. (D-3)
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E
Expressao da probabilidade a posteriori em (4-21)

Considere um vetor aleatério y, composto por elementos continuos, os
dados observaveis de um experimento aleatorio, estatisticamente correlaciona-
dos ao vetor aleatorio discreto s. O espago amostral de s é representado por S e
sabe-se que card (§) = M. Considerando as hipéteses sy, 8o, ..., sy de s equi-
provaveis, denota-se por § a estimativa de maxima probabilidade a posterior:

geradora da observagdo y = y’, ou seja:

A _ /
§ = argmax P (sly = y')
o /
= argmaxp (y'|s) P (s)

= argmaxp (y'ls), (E-1)

que, neste caso, equivale a estimativa de maxima verossimilhanca.

Define-se entao a razao de log-verossimilhancgas A; como:

/ A
Ai =In P (y/ S)
p(y'[si)
P8y =y
P (sily = y')
Reescrevendo a expressao, obtém-se:
P(sily=y)=e"Psly=y). (E-3)

Pela soma das probabilidades condicionais para todas as hipdteses de s,
tem-se que:

S P(sily=y)=1 (E-4)

i=1

Empregando (E-3) na expressao acima, chega-se a:

M
S e MP@Bly=y)=1

i=1
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(E-5)
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F
Desenvolvimento do banco de matrizes projetoras pelo mé-
todo recursivo

Considere um subespago vetorial F (A) € CM de dimensao N gerado
por A = [B c}, sendo B a matriz com as N — 1 primeiras bases de F (A) e
c que possui a ultima base. A matriz projetora em F (A), denotada por Wy,

pode ser decomposta na forma [53]:

(I — WB) CCH (I — WB>

Wi =W
A B c(I-Wsg)c ’

(F-1)

sendo (I — Wg) a matriz projetora no espago ortogonal a F (B). Para a
aplicaciio deste resultado na regra de decisdo em (5-12), nota-se que |[W,y|*> =
yIWIWy = y"Wjy, j4 que W; é hermitiana e idempotente. Para dois

vetores arbitrarios f e g, ambos de dimensao N x 1, pode-se computar:

(fe — W) (g — "' Wig)

fiWag = fT"Wpgg + : F-2
A8 BE HCH2 — MWge (F-2)
Para o caso especial em que f = g, obtém-se:
Hf _ cHWgf|?
FIW A f — FIWgt 1 (S L — ¢ Wil (F-3)

||c||2 — cHWge

Transportando estas expressoes para o problema de detecgao em (5-12),
o numero de passos de recursao que empregam (F-2) e (F-3) é igual ao
numero de antenas ativas, N4. A seguir, é apresentado o desenvolvimento
para obtencao de HijH2, que realiza a projecdo em um subespaco de trés
dimensodes (N4 = 3).

Considere a j-ésima matriz projetora, W, uma componente do banco de
filtros para a deteccao da combinacao de antenas transmissoras. Esta matriz
projeta vetores no CV® no subespaco gerado pela matriz de canal que se forma
pelo uso da j-ésima combinacao de antenas, H; = hgj) hgj) hgj) , sendo
h'%) a i-ésima coluna de H;. Define-se entao, a equivaléncia entre as notagoes

7
para a matriz projetora apresentada: W = nggg Empregando as expressoes
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recursivas, |[W;yl||> é desenvolvido como:

H \H .
Ih (4) y_h(J) W(J)y|2

”Wj}’“2 = yHWg%,gy = yHW1 2y +

’ h(]) 2 W h(])H’
|| 3 H (j)H i (F—4)
_ egy% s = eng) |hy ‘ y — 1,2|
- | IS —

sendo W1 '» a matriz projetora no espago gerado pelas colunas hgj ) e hgj ) de

H;. Caminhando um nivel na recursao, e; %, s 5 e 611132 sao calculados como:

‘h(J) y — h(J) (J)y‘
Hh(J)H J)h (HH

ey = y"Wily = y"WYy +

\hé”Hy — e[
IS )* — e

() _ egy)

(hgj) hgj) _ hgj) ng)hgj)) (hgj) y — hgj) AV

Oy

)

d*s, = hY" Wiy = h Wiy + : VAN
||hgj)||2 _ hgj) ng)hgj)

(hgj)thj) N d}113h2) (hgj)Hy N d1112>

= iy = AP 4 .
| 5> — e

‘héj) hgj) _ hé]) ng)hgj)‘
Ihg”|* = by Wi ny

612—h W( h h(J W(j)h:gj)—i-

. . 2
. . ‘hgj)thj) _ ellfl3h2
= €1 = er’ -
g = b
(y) _hy _h3

O célculo da matriz projetora é finalizado com as expressoes de e;”’, €72, %,

hzhy jho LEN
e, di? e di*:

|

(v) Hya7(7)
el = Yy Wiy = —=—-
by

"

ehe — b Wi, —
i

i hy =
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‘h(j)Hh1‘2
I

(0" 0) ("1,

h3h2 h(J) W( )h2 —

h)?
(HT. () (HH
e~ Y WOy — (05" ni") (b"y)
h)?
' . h(j)Hh(j) h(j)Hy
d = " Wly = L Hh)ﬁ :

A combinagio destas expressoes em (F-4) permite o calculo de |[Wy||.
O célculo de ||W;y||®, para | # j, pode ser simplificado desde que H; e H;
possuam colunas em comum. Neste caso, os termos eP podem ser aproveitados

nos calculos da nova matriz de projegao.
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G
Interpretacao algébrica para o ganho de codificacao baseado
no angulo entre subespacos vetoriais

Considere os subespagos F e G de um espago C", e assuma que a

dimensionalidade destes ¢ dada por:
p = dim(F) > dim(G) = q. (G-1)

O menor angulo #; entre F e G equivale ao angulo entre algum par de
vetores f e g, pertencentes a F e G, respectivamente, tal que seu cosseno é

dado por:

_ H
cos(f;) = rpe%gcf g, (G-2)
geg

considerando f e g vetores de norma unitiaria. Assuma entdo que o valor
méaximo de (G-2) seja alcancado para f = f; e g = g;. Considere entao que 6, é
definido como o menor angulo entre o complemento ortogonal de F em relagao
a f; e o complemento ortogonal de G em relacdo a g;. A continuidade disto
até que um dos subespacos tenha dimensao nula leva aos chamados angulos
principais. Os angulos principais, 0 < 0, < 7, entre F e G sdo recursivamente

definidos para k =1,2,--- | ¢ como:

cos(fy) = max flg = filge,  Ifl =1, lg] =1, (G-3)
geg

sujeito as restrigoes
fif =0, glg=0, i=1,2,---k—1.

Os vetores (fi,---.f,) e (g1, -+ ,8,) sdo chamados vetores principais
do par de subespacos. Os angulos principais podem ser computados usando
a fatorizagdo QR seguido da decomposicdo em valores singulares (singular
value decomposition, SVD) [77]. Sejam A € C"*? e B € C"*9 matrizes cujas

combinagoes lineares das colunas geram os subespagos F e G, respectivamente.
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Considere, entao, a fatorizacdo QR reduzida de A e B:

A=QsRy
— "~
nxp pxp
B=QzRs3. (G-4)
—
nxq qxq
Q4 e Qp formam bases unitarias para os subespacos F e G. De acordo
com [78], os valores singulares de C = Q1Qp correspondem aos cossenos dos

angulos principais. Assim, a decomposi¢ao SVD de C é dada por:
q
QliQs = YEZ" = ouyiz),. (G-5)
k=1

Como || Q4Q5sly < 1, os valores singulares, oy, estdo entre 0 e 1. Assim,
determina-se op = cos(fy). Por fim, o dngulo resultante entre um par de

subespacos vetoriais, 8(®), relaciona-se com os angulos principais através de
[79]:

cos(A) = ﬁ cos(0). (G-6)

Estes resultados podem ser transportados para o problema do detector
baseado no banco de matrizes projetoras. A tarefa de selecionar a combinacao
de antenas transmissoras que resulta na maior norma em (5-12) equivale ao
problema de selecionar o subespaco vetorial com a menor distancia a um vetor
no espaco C", que no problema de deteccado GSM, corresponde ao vetor de
dados recebido, y. Sob a 6tica da algebra linear, verifica-se que este problema
de decisao incorre em menos erros quanto mais afastados sdo os subespacos
vetoriais considerados. Assim, no sistema GSM, ao se considerar uma realizac¢ao
da matriz H e um mapeamento de antenas II que, por sua vez, definem
uma configuracao de N subespagos vetoriais associados as submatrizes H;
do canal, o desempenho do decisor BMP ¢ influenciado pelo menor angulo

entre todos os pares de subespacos que compoem esta configuragao, €,;,, ou

seja:
. R
Qmin = i,j:r{}l--n,Nc gz(,j)a (G_7>
J#i

sendo 91(?) o angulo resultante entre o par de subespacos 7 e j.

Experimentos numéricos foram conduzidos para avaliar a influéncia de di-
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densidade
N

densidade
N

0 0.5 1 OO 0.5 .
emin (rad/g) emin (rad/g)
G.1(a): Config. C1 (s, =1) G.1(b): Config. C2 (ki =2)

Figura G.1: Histogramas normalizados do angulo minimo entre os subespacos
avaliados em configuragoes de sistema com diferentes distancias minimas de
Hamming, calculados para 1 x 10 realizacoes de H.

ferentes configuragoes de sistema no desempenho de decisao do detector BMP,
em especial configuragoes que possuam combinacoes de antenas transmissoras
com diferentes distdncias minimas de Hamming, tais como as configuragoes
usadas nos resultados da Fig. 5.2. Conforme verificado nos histogramas da
Fig G.1, a configuracdo de melhor desempenho na Fig. 5.2 (configuragao C2)
possui #,,;, em maior concentracdo em valores superiores aqueles da confi-
guragao de pior desempenho (configuracdo C1). Isto deve-se ao fato de que
mapeamentos de antenas com menores distancias de Hamming compartilham
bases ortogonais na formagdao de um maior nimero de subespagos vetoriais.
Como pode-se verificar por (G-3), sempre que dois subespagos compartilham
a mesma base, o respectivo angulo principal é nulo. Como resultado, o termo
cos(f) = 1 em (G-6) deixa de contribuir para o aumento do dngulo resultante
entre o par de subespagos. Este resultado impoe ao projetista do sistema de
comunicagdo um compromisso entre o desempenho de detecgao e o nimero de

antenas a serem posicionadas no lado transmissor.
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H

Expressoes dos equalizadores lineares ZF e MMSE em recep-

tores que empregam reducdo de reticulado (LR)

Seja Hj., de dimensao Ngi x N4, operada pela matriz inversivel Ng x Ny

T, que transforma a matriz inicial em outra, com colunas aproximadamente

ortogonais, H, = H,T. O equalizador ZF do vetor recebido y = Hyz + n,

sendo z = T~ !s, é expresso por Gzp.r € equivale & matriz pseudoinversa de

I:Iki
Geor = (HYH,) HY
H -1
_ [(HkT) HkT] (H,T)"
=T (HH,) (T) T'H]
=T 'Gyp,

sendo Gzp = (HIH,) "HY o equalizador ZF do receptor sem LR.
O equalizador MMSE-LR, Gyvse-Lr, € obtido por:

Guuse-Lr = arg  min - E [HZ - Gy!ﬂ

Ge(cNAXNR

~ "] (B[yy"])

Desenvolvendo cada termo do produto separadamente, temos:

E [zy"] = E {T‘%(Hks + n)H]
= B, T'HY.
~1

(2[")) " =B [(Hus + ) (His +0)"]

~ (BEHM + NoLy,) .

(H-1)

(H-2)

(H-4)

Sendo F a energia média do simbolo APSK e Ny a variancia do ruido branco,
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a expressao do equalizador MMSE-LR ¢é dada por:

~1
Guuserr = E,T'HY (EsHkHI];I + NOINR)

N -1
_poign (HkH{j + EOINR> . (H-5)

Aplicando a identidade (I +PQ)™'P = P(I+ QP) ' [76], chega-se a:

N —1
Guuserr = T (leij + EOINA) H}

= T 'Gypuse, (H-6)

-1
sendo Gymvsg = (HEH;C + g—SI N A) HI,;I o equalizador MMSE do receptor sem
LR.
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I
Equivaléncia entre as estratégias de ordenamento usando

banco de matrizes projetoras e banco de filtros casados para
a deteccao GSM-OSTBC

Considere um sistema GSM no qual y corresponde ao vetor de da-
dos observados na recepgao, de dimensdao Np x 1. A matriz do canal
usada na transmissao corrente, Hj, estruturado em colunas, tal que H, =

n® n ... hg\la , possui colunas ortogonais de norma ||h® ||, ou seja:
HI'H, = [h®) Ly, (1)

Esta caracteristica da matriz do canal em (I-1) corresponde ao canal
verificado no sistema equivalente dos sistemas GSM-OSTBC. Para o desen-
volvimento apresentado no Capitulo 6, faz-se Ny = 2. Considere {F; 7]:\2)1 e
{Gi}f\ﬁ’l e o banco de filtros casados e matrizes projetoras aplicadas ao sis-
tema GSM. As operacoes de ordenamento usando matrizes projetoras e filtros

casados sao, respectivamente, realizadas por:
2
{p17p27 s 7ch} = arg z:lS,QO,rt,NbHFZyH (I_2a>
2
{p17p27 <o 7ch} = arg z:ls,2O,rt,Nb‘|Gly|’ (I_2b>

A afirmativa de que os dois métodos de ordenamento sao equivalentes

significa dizer que:

IFyl* = lIGi”, (I-3)

para ¢ = 1,2,---  N,. Os elementos F; e G; do banco de filtros-casados e

matrizes projetoras sao expressos, respectivamente, por:

1 H
Fi = 5 H! (I-4a)

G; = H;(HI'H,) 'H!' (I-4b)



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1113680/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1113680/CA

Apéndice I. Equivaléncia entre as estratégias de ordenamento usando banco de
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As normas em (I-3) podem ser expressas por:

IFy|* = y"(FI'F))y
IGy|* = yH(GIG,)y

Expandindo (FHF;) em [-5a, escreve-se:

H 1 H

1 Ih®]*

Pelo desenvolvimento de (GHIG;) em I-5b, chega-se a:

Ih®|?

(17)

A equivaléncia entre FIF; e GEG; em (I-6) e (I-7) prova a veracidade

de (I-3).
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