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Resumo

Carvalho, Rodrigo Pereira; Saldanha, Nicolau (Orientador). Teorema de Pick.
61p. Rio de Janeiro, 2015. Dissertacdo de Mestrado - Departamento de
Matematica, Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

O estudo de geometria, em particular area de poligonos simples, € pouco
trabalhado em sala de aula, sendo assim o presente trabalho tem como finalidade
apresentar o Teorema de Pick, com algumas demonstracdes, como ferramenta de
calculo de éarea. Atencdo especial € necessaria para poligonos simples mas néo
necessariamente convexos. Além disso discutimos outros Teoremas relacionados,
como Jordan e Euler. Espera-se que esta pesquisa se some a outras no sentido de
contribuir para o ensino de matematica de forma qualitativa, podendo se utilizar de
técnicas aqui abordadas ou ainda serem adaptadas as diversas realidades para o seu

melhor aproveitamento.

Palavras-chave
Teorema de Pick; Teorema de Euler; Teorema de Jordan; Geometria e

Combinatdria; Area de Poligonos.
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Abstract

Carvalho, Rodrigo Pereira; Saldanha, Nicolau (Advisor). Pick's Theorem.
61p. Rio de Janeiro, 2015. MSc. Dissertation - Departamento de Matematica,
Pontificia Universidade Catdlica do Rio de Janeiro.

The study of plane geometry, in particular the computation of areas of simple
polygons, is little explored in the classroom. Our aim here is to state and prove
Pick's Theorem. We also present sever al examples and more than one proof. Simple
polygons (which are not necessarily convex) receive special attention. We also
consider some related results, such as the theorems of Jordan and Euler. It is hoped
that this re e arch will contribute to the teaching of mathematics in a qualitative way.

Keywords

Pick's Theorem; Euler's theorem; Theorem of Jordan, Geometry and
Combinatorial; Polygons area.
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1
Introducéao

O presente trabalho consiste em apresentar um breve historico sobre Georg
Pick, algumas demonstracdes de seu Teorema e enunciar alguns outros
relacionados, como o Teorema de Euler para Grafos e também o Teorema de
Jordan. Proponho exercicios com finalidade de desenvolver uma interagdo do
leitor com o contetdo abordado.

A proposta desses exercicios € estabelecer um elo entre o conceito, a
utilizacdo e o conhecimento, explorando, em muitos casos, 0 aspecto geométrico,
que determina o céalculo exato de areas de poligonos, do dito teorema: dado um
poligono construido sobre uma malha onde seus Vértices sdo pontos desta malha,
sejam A os pontos desta malha em seu interior e B 0s pontos sobre o seu bordo
entdo a area deste é dada por: A+ B/2 - 1.

Por exemplo, na figura a seguir temos 9 pontos sobre o bordo e 2 pontos
internos, logo a &rea desta é dado por: 2 +9/2-1=55

Figura 1 — Seta

Por fim tento mostrar meios facilitadores visando trabalhar com o teorema
de Pick utilizando conceitos de matematica bésica, principalmente, sendo o fator
de maior relevancia para o processo ensino-aprendizagem, que é de extrema
importancia tendo como foco central o entendimento do leitor, assim ha aqui uma

boa ferramenta que motivara o aprendizado.
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2
Contextualizacao histérica

Georg Alexander Pick nasceu em uma familia judaica em 1859,na Austria,
sua mae se chamava Josefa Schleisinger e seu pai se chamava Adolf Josef Pick.
Sua formacdo inicial foi dada pelo seu pai em casa até os onze anos de idade, apds
isso foi estudar no Leopoldstaedter Communal Gymnasium, onde permaneceu até
se qualificar em 1875 para entrar em uma universidade.

Estudou na Universidade de Viena onde se formou em fisica e matemaética,
onde também conquistou o titulo de Doutor em Matematica, com a tese sobre uma
classe de integrais abelianos. Tornou-se professor na Universidade Alema em
Praga, onde lecionava e estudava sobre assuntos diversos, principalmente
relacionados com matematica e fisica. Foi um dos professores de Einstein.

Tornou-se um matematico renomado, tendo sido eleito membro da
Academia Tcheca de Ciéncias e Artes de onde foi expulso quando os nazistas
invadiram a Austria, e conhecido no seu tempo por se destacar de forma
espetacular no que diz respeito ao célculo. Em 1881 publicou uma Tese de
habilitacdo para palestras Sobre a Integracdo diferenciais hiperelipticos por
logaritmos.

Apds muitos anos de estudos destas interpretacdes geomeétricas, Georg
Alexander Pick organizou seus resultados e escreveu alguns teoremas, sendo que
alguns sdo relacionados com anélise complexa.

Ele se aposentou em 1929 quando foi morar em Viena, mas quando a
Austria foi ocupada, durante a Segunda Guerra Mundial, ele partiu para Praga. Em
1942, foi capturado e deportado juntamente com muitos Judeus para 0 campo de
concentragdo em Theresienstad onde veio a falecer. N&o se sabe muito sobre seu
falecimento. Um fato muito triste e de grande perda para a humanidade.

Apdbs termos conhecido um pouco da histéria do autor de teorias tdo
grandiosas e valiosas para o desenvolvimento cientifico daquela época e de
estudos até hoje desenvolvidos principalmente na area do estudo dos complexos,
podemos dar prosseguimento.

Posteriormente estudaremos os poligonos, que é o assunto principal neste

trabalho. Com as definicbes e caracteristicas pertinentes para utilizagdo do
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Teorema de Pick, para o célculo de area, que é o objeto de estudo na qual esta
baseada toda a estrutura do mesmo.

A seguir veremos uma situacao que motivou a pesquisa.

2.1.
Situacao hipotética

Durante uma aula no ensino fundamental, a qual o assunto central era sobre
area, um aluno perguntou ao professor se existia uma maneira de calcular &reas de
figuras com formatos estranhos, mesmo que seus lados fossem segmentos de reta.
O professor disse que sim, "bastava recortar a figura em formas conhecidas como
triangulos, por exemplo". Nesse momento ele perguntou se haveria outra maneira,
o0 professor disse ndo saber e a partir disso comecou a tratar de investigar sobre tal
informacao.

Em sua procura, apos algumas buscas, o professor deparou-se com o
Teorema de Pick. Infelizmente ja havia terminado o ano letivo quando o
encontrou, portanto a resposta para o aluno ndo foi dada. Pode até ser que este
aluno nem se lembre mais da pergunta feita durante aquela aula, mas a sensacéo
de busca pelo conhecimento s6 aumentou depois desta pergunta sem resposta
precisa.

(Relato de um professor que ndo quis se identificar).

Este é o fato desencadeador, ou motivador, dessa apresentacdo sobre o
teorema de Pick, o qual sera descrito neste trabalho para que sirva como
referéncia e fonte de pesquisa para professores e estudantes de matematica, de
nivel basico ou superior. Pois quando ha curiosidade por parte do discente, 0
professor deve dar o devido esclarecimento, com a maior profundidade possivel
(respeitando os limites do conhecimento) e com profundidade adequada para que
0 aluno seja capaz de entender a resposta, com intuito de alavancar a curiosidade
das mentes do amanh@.

Uma frase que se ouviu durante algum tempo foi: "N&o sdo as respostas,
mas sim as perguntas que movem o mundo”, e esta € uma realidade inerente ao ser
humano. Quanto mais nos deparamos com questionamentos relacionados a coisas

e fatos de diferentes realidades mais buscamos as mudangas e o conhecimento
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(entendimento) atraves de gquestionamentos, muito dos quais ndo ha sempre uma

resposta.

2.2.
Localizagdo de um ponto no plano

Dado um ponto no plano cartesiano este tem duas projecdes ortogonais.
Passando por ele uma reta paralela ao eixo Vertical (Y) esta se intercepta com o
eixo X em um valor denominado abscissa e, passando por ele uma reta paralela ao
eixo horizontal (X) esta se intercepta com o eixo Y, ordenada no eixo Vertical
(Y). Assim um ponto no plano fica localizado com sua representacdo ortogonal

nos eixos coordenados.

Figura 2 — Ponto no Plano

Como vimos no exemplo acima o ponto A do plano fica determinado com
suas projecOes ortogonais a em X e b em Y, ou seja, o ponto A tem abscissa a e
ordenada b, sendo estes representacdes de nimeros reais, e isso € o suficiente para
determinar a posicao de qualquer ponto no plano.

O plano ¢ dividido pelo eixo vertical e pelo eixo horizontal em quatro
regides denominadas quadrantes, e esses sdao caracterizados pelos pontos neles

contidos.
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O primeiro deles € o qual apresenta somente valores positivos para as
coordenadas dos pontos nele contidos. O segundo deles é o qual apresenta
somente valores positivos para a ordenada e negativos para abscissa dos pontos
nele contidos. O terceiro deles é o qual apresenta somente valores negativos para
as coordenadas dos pontos nele contidos. O quarto deles é o qual apresenta
somente valores negativos para a ordenada e positivos para abscissa dos pontos
nele contidos.

Figura 3 — Pontos nos quadrantes

Podemos observar o exemplo acima considerando o paragrafo anterior a
localizagdo dos pontos A, B, C e D, no primeiro, segundo, terceiro e quarto
quadrante respectivamente, pois o ponto A tém coordenadas positivas, o ponto B
tém ordenada positiva e abscissa negativa, o ponto C tém coordenadas negativas e
o0 ponto D tém ordenada positiva e abscissa negativa.

A seguir veremos um problema que esta bem relacionado com o Teorema de
Pick.

2.3.

Problema introdudutério

Mostre que: se os vertices de um triangulo tém coordenadas inteiras entdo
sua area é a metade de um numero inteiro positivo, ou seja, um numero racional.

Solucéo:
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Figura 4-Triangulo

Uma maneira de se provar isso € com a utilizacdo de vetores, como segue:

Sejam os Vvértices A (X1, Y1) B (X2, ¥2) C (X3, y3), de coordenadas inteiras,
entdo os vetores AB e AC também tem coordenadas inteiras, pois AB= (X; - X1, Y2
- y1) e a diferenca de inteiros € um inteiro, analogamente AC= (X3- X1, Y3 - Y1).

AB= (a, b) e AC= (c, d), todas as coordenadas inteiras.

E podemos entender a &rea do tridangulo ABC, como sendo a metade da area
do paralelogramo determinado pelos vetores AB e AC, e este sabemos calcular

como o médulo do produto vetorial.

Figura 5 — Losango

|AB X AC| = |ad - bc|, que € um nUmero inteiro e denota a area do
paralelogramo que é o dobro da area do triangulo pedido.

E a éarea do triangulo pedido continua sendo inteiro se a area do
paralelogramo for par, pois para a area do triangulo este nimero sera dividido por

dois. Sera a metade do valor encontrado para a area do paralelogramo. Caso 0
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resultado ndo seja par a area do triangulo ndo serd um inteiro, mas sera metade de
um ndmero impar, ou seja, um racional. De toda forma o valor da &rea do

tridngulo é representado por um numero racional, como queriamos demonstrar.

Outra Solucéo:

Podemos supor sem perda de generalidade que um dos vértices estd na
origem do sistema de coordenadas, A (0,0) e os outros dois B (X2, ¥2) C (X3, Y3),
de tal forma que y, e ys sdo ndo negativos, de coordenadas inteiras, onde 0s
segmentos AB e AC estdo no primeiro ou no segundo quadrante ou sobre 0s eixos

coordenados.

Figura 6 — Triangulo com vértices no primeiro e segundo quadrantes

Temos nesse momento seis possibilidades para os segmentos AB e AC, ou
eles estdo sobre um dos eixos coordenados, ou estdo sobre um dos dois
quadrantes, primeiro ou segundo. As possibilidades s&o: os dois estarem sobre os
eixos coordenados; um estar sobre um eixo e o outro estar no primeiro quadrante,
ou no segundo; os dois estarem no primeiro quadrante, ou no segundo; os dois
estarem em quadrantes distintos.

Se AC estiver sobre o0 eixo das abscissas, entdo a area sera dada por |y,.Xs|/2,
base vezes altura relativa a esta base sobre dois, analogamente se estiver sobre o
eixo das ordenadas teremos a area dada por |ys.X»|//2. Do mesmo modo se AB

estiver sobre o eixo das abscissas teremos |ys. X2|/2, base vezes altura sobre dois,
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analogamente se estiver sobre o eixo das ordenadas teremos a area dada por
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Figura 7 — Triangulos com um dos lados sobre o eixo

Se ambos tiverem uma mesma coordenada em X, significa que o triangulo
possui o lado BC paralelo ao eixo Y, entdo, basta calcular ||ys - 2| X»|/2, onde o
modulo da diferenca das coordenadas em Y delimita o comprimento da base, e a
coordenada X3 = X, em modulo representa a altura do tridngulo. Analogamente se

faz quando ys = y»,, toma-se a base como sendo, em mddulo, x3- X, e a altura ys.

Figura 8 — Tridngulo de vértice na origem e um lado paralelo ao eixo
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Caso os pontos B e C ndo tenham a mesma coordenada nem em X nem
em Y, entdo podemos ainda ter um dos casos em que 0 segmento AC esteja
em um dos dois quadrantes e com isso teremos dois casos para pensar que
sdo:

Se 0 segmento se encontra no mesmo quadrante de AB, ou no quadrante

vizinho.

Figura 9 — Triangulo de coordenadas distintas

Pensemos da seguinte forma, eles tém as coordenadas distintas, caso
contrario, seria 0 mesmo ponto e ndo teriamos um triangulo, pois as situacdes
onde eles tém uma coordenada em comum ja foram analisadas.

No caso em que os lados AB e AC estdo em quadrantes vizinhos, podemos

proceder como segue:
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Figura 10 — Tridngulo de coordenadas distintas

Passando por C uma reta paralela ao eixo Y e passando por B uma reta
paralela ao eixo Y teremos um trapézio retangulo delimitado pelas retas paralelas
ao eixo Y, pelo eixo X e pelo lado BC do tridangulo ABC, onde as bases tém
medidas y; e y, e a altura deste trapézio € dada por (Jx3 - X2|). Retirando deste
trapézio os triangulos de bases |xs| € [X.| e alturas relativas a essas bases ys e ys,
respectivamente, teremos a area do triangulo ABC. Como as operagfes aqui
descritas de subtracdo, multiplicacdo e divisdo (por 2) de inteiros onde certamente

0 resultado, que € a area do triangulo, é um racional.

Figura 11 - Trapézio

No caso em que os lados AB e AC estdo no mesmo quadrante, podemos

proceder supondo gque X3 seja maior que X», em modulo, da seguinte forma:
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Figura 12 — Tridngulo num mesmo quadrante

Passando por C uma reta paralela ao eixo Y e passando por B, se este possuir
ordenada maior que a ordenada de C, uma reta paralela ao eixo X teremos um
retdngulo delimitado pelas retas paralelas ao eixo Y e ao eixo X e pelos proprios
eixos coordenados, onde os lados tém medidas X3 e y, € agora teremos que retirar
os triangulos retangulos que compBem este retangulo para descobrir a area do

triangulo ABC. Logo a area ¢ dada por:

Figura 13 — Retangulo no primeiro quadrante
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Figura 14 — Retéangulo no segundo quadrante

IXal. Y2 — (IX3].Y3 — Y2.[X2| = (IX3 - Xa|.lys - Y2[))/2.

Por outro lado o ponto B poderia possuir ordenada menor que a ordenada de
C, entdo teriamos que passar por C uma reta paralela ao eixo X e outra paralela ao
eixo Y, logo formariamos um retangulo de area |Xs|.ys e deste retirariamos os
tridangulos de bases |Xs|, |X3| € y3 e alturas relativas a essas bases ys, Y2 € |X,
respectivamente. Como as operacfes aqui descritas de subtracdo, multiplicacdo e
divisdo de inteiros onde certamente o resultado, que é a area do triangulo ABC, é
um racional, concluimos que a area pedida é sempre um racional, como queriamos

demonstrar.

Figura 15 — Reténgulo sobre os eixos coordenados
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Podemos aqui pensar como seria provar a mesma situagao para a area de um
pentadgono, por exemplo. Claro que conseguiriamos provar, mas como ficou bem
longa a segunda demonstracdo podemos ter uma ideia de como proceder desta
forma para poligonos, um processo quase que inviavel de fato muito trabalhoso.
Por outro lado podemos pensar em outras maneiras de se trabalhar com problemas
deste tipo.

E este problema nos auxilia a entender um teorema interessante na
matematica, o Teorema de Pick, que € o tema central deste trabalho. Veremos a
seguir dois teoremas que a principio ndo estdo relacionados diretamente com o0s
teoremas de Pick, mas na verdade estes estdo bem interligados especialmente o

que diz respeito ao teorema central deste trabalho.
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3
Linha fechada simples

3.1
Teorema de Jordan

Toda curva fechada simples em um plano divide-o em duas partes, interior e
exterior a curva fechada dada.

Aqui ndo faremos uma demonstracdo deste argumento, mas elucidaremos a
ideia do mesmo, que consiste tdo somente em relatar o fato de em qualquer curva
descrita em um plano diremos curva fechada se e somente se a regido composta
entre os segmentos (aqui entendidos como partes, podendo ser, por exemplo,
partes de uma circunferéncia) da curva e todo o restante do plano sejam conjuntos
disjuntos, ou seja, todo e qualquer ponto do plano que nédo pertence ao interior da
curva s6 pode ser externo. Ou seja,um ponto s6 pode pertencer a parte de dentro
da curva ou ser externa, exterior a curva exclusivamente.

Neste trabalho estamos interessados na regido interna da curva fechada no

plano.

Figura 16 — Curva fechada simples
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Poligonos

Considerando n (n>3) pontos em sequéncia de um plano, onde trés
consecutivos quaisquer ndo sdo colineares, em qual dois consecutivos sempre e
somente sdo ligados por um segmento de reta. Chamamos de linha poligonal a
forma feita por estes segmentos de reta e no caso desta linha for fechada, ou seja,
h& um segmento de reta que une o primeiro e o Ultimo ponto da linha poligonal a
esta forma juntamente com seu interior denominamos poligono, e estes dois
pontos primeiro e ultimo também s&o considerados consecutivos.

O nome poligono significa muitos ou varios angulos. Isso porque a figura
formada possui muitos angulos, no minimo trés em seu interior. E além dos
angulos no poligono ha outros elementos de igual importancia, sdo eles: os
veértices (pontos em questdo), arestas, ou lados (segmentos de reta que ligam
vértices consecutivos).

A Principio estamos interessados em poligono simples e por um poligono
simples entende-se um que é topologicamente equivalente a um circulo ou ainda,
é tal que qualquer que seja a aresta deste poligono esta se intersecta somente com
duas outras, Unicas, arestas do poligono nos vértices comuns, ou seja, duas arestas
ndo consecutivas, ndo se intersectam. A seguir alguns exemplos de poligonos

simples e linha poligonal aberta simples.

Figura 17 — Linha poligonal simples

Os pontos destacados sdo 0s vértices e as regides mais escuras, que Sao as

partes internas dos poligonos, sdo as areas de cada poligono simples.
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Observacdo: A linha poligonal aberta ndo delimita uma regido, por isso nao
possui area, pois € uma curva aberta, logo ndo se pode usar o Teorema de Jordan.

Na imagem anterior todas as linhas poligonais, com excecdo da linha
poligonal aberta, sdo poligonos simples. Estes sdo os quais estudaremos neste
capitulo, eles podem ser classificados como convexo ou céncavo. Definiremos a
seguir o que sdo poligonos convexos e poligonos concavos de forma elementar.

Lembrando do fato, primeiramente, que toda reta contida em um plano
divide-o em duas regides denominadas semiplanos.

Poligono convexo é o poligono simples tal que a reta que contém qualquer
uma de suas arestas faz com que todas as outras arestas estejam em um mesmo
semiplano. Caso exista uma aresta do poligono simples tal que a reta que a contém
ndo deixe totalmente as outras arestas em um mesmo semiplano entdo este é

denominado cbncavo.

Figura 18 — Poligonos simples
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Destes poligonos simples, apenas os poligonos POL2, POL3, POL4 e POL7
sdo convexos, todos os outros poligonos sdo céncavos. Vale lembrar ainda que
para estes é valido o teorema de Jordan visto anteriormente.

Relembraremos a seguir outro argumento bem caracterizado, a malha

quadriculada, na utilizacdo do teorema de Pick que é centro de nosso estudo.
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4
Teorema de Pick

4.1.
Rede ou malha sobre o plano

Por pontos de rede no plano entendemos como sendo as interse¢es das
retas verticais com as retas horizontais do plano tomadas paralelas aos eixos
coordenados, sendo as retas verticais obtidas com X=1, X=-1, X=2, X=-2, ... e
analogamente as retas horizontais obtidas fazendo o mesmo no eixo das
ordenadas ou seja com ordenadas inteiras.

Outra maneira é tratar estes pontos supondo uma malha quadriculada ou
mesmo uma rede de pesca, onde 0s pontos em questdo sdo os nos da rede ou, no
caso da malha, as intersecdes das retas verticais com as horizontais.

Estes pontos que denominamos aqui sdo 0s quais utilizaremos no Teorema
de Pick.

4.2.
Teorema de Pick

O Teorema de Pick relata um meio para calcular area de um poligono
simples através da contagem de pontos. Basta que primeiramente este poligono
esteja em um plano de coordenadas inteiras, os pontos em questdo sdo estes
contidos no poligono.

Os veértices do poligono devem ser pontos como 0s descritos anteriormente,
ou seja, pontos de coordenadas inteiras, na realidade este € um critério para o
teorema aqui descrito.

Os pontos do plano, em relagdo ao poligono, podem estar em seu interior,
exterior, ou contidos na linha poligonal que delimita o poligono (em pelo menos
uma de suas arestas). Os pontos que interessam para tal contagem sao os interiores
e os contidos em sua linha poligonal.

Sejam A o nimero de pontos contidos no interior do poligono e B 0 nimero
de pontos contidos nas arestas do poligono entdo a area do poligono é dada por: A
+(1/2).B - 1.

Agora poderemos calcular &rea de figuras planas com formatos diferentes

como o da figura a seguir:
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Figura 19 — Figura plana

De fato podemos determinar a area deste poligono simples, sendo o total de
pontos internos 44 e o total de pontos sobre o bordo 50, que é dada por: 44 + 50/2
-1=44+25-1=168

Podemos calcular a area do retangulo que envolve a figura e retirar deste os
poligonos mais simples que estdo entorno da figura para aferir a veracidade do
Teorema para este poligono. Retirando do retdngulo os tridngulos, trapézios e
retdngulos menores temos:

11x12 — 4x2/2 — 6x1/2 — 9x1 — 2x1 — 4x2/2 — 2x3/2 — 6x1 — (6+3)x1/2 —
6x2/2 — 3x1/2 — 3x1 — (2+1)x4/2 — (3+1)x3/2 — 3x2/2 — (2+1)x2/2 = 68

A fim de facilitar o entendimento estabeleceremos aqui, a principio, a area
de um triangulo que tenha como vértice pontos de coordenadas inteiras, e estes
sd0 0s Unicos que pertencerdo ao triangulo, ndo haverda mais (seja no bordo ou

interior).

Lema 1 - Dado um triangulo cujos vertices sdo pontos de coordenadas
inteiras e este ndo possui outros pontos deste tipo em seu bordo ou interior, entdo
a area deste triangulo é 1/2 unidade de area. (Estes triangulos serdo denominados
primarios).

Demonstracéo:
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Consideremos um triangulo cujos vertices sdo: A = (0,0), B = (a, b) e C=(c,
d), que ndo tem nenhum outro ponto de coordenadas inteiras em seu bordo ou
interior. Sendo que todo e qualquer tridngulo de coordenadas inteiras descrito no
plano cartesiano, como vimos no exercicio introdutério, pode ter seus vértices
escritos desta forma, sendo um deles a origem do sistema.

Dizer que este tridngulo ndo tem pontos de coordenadas inteiras em seu
bordo quer dizer que ndo tem pontos em nenhum de seus lados, a ndo ser 0s
vertices, e isso implica em dizer que mdc (a, b) = 1, pois se mdc (a, b) = q (q
diferente de 1) teriamos mdc (a, b) = g.(mdc (r, s)), onde r e s sdo inteiros tais que
a =q.reb =q.s, deste modo teriamos o ponto Q = (r, s) sobre o lado AB do
triangulo, pois neste caso o0 segmento AB seria multiplo do segmento AQ.

A seguir ilustraremos as divisbes consecutivas de a por b, sendo estes
primos entre si, temos aqui uma mera ilustracdo algébrica do fato, pois pelo
Algoritmo de Euclides, as divisdes consecutivas chegam no maximo ao mdc, e

isto ocorre quando o dltimo resto for zero.

Figura 20 — Algoritmo de Euclides

Exemplo de um ponto B de coordenadas inteiras:

g

Fazendo operagdes podemos fazer com que este ponto chegue ao ponto (1,0)

como seqgue:
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SNICRE
Podemos entender o ocorrido aqui descrito como sendo uma transformada
com operacdo matricial que corresponde aos cisalhamentos feitos no triangulo,

COMO veremos a seguir:

Essa multiplicacdo refere-se a primeira divisdo feita no algoritmo descrito

acima, e a mesma corresponde a um cisalhamento feito no triangulo fazendo com
que o Vértice B passe para o ponto de coordenadas (r,, b). Continuando com os

cisalhamentos, e tendo com isso a movimentacdo do veértice B sobre o plano até
este estar sobre o ponto (1, 0) se «, indice do resto na divisdo, tiver ordem impar
e (0, 1) se « tiver ordem par, no algoritmo acima.

Sem perda de generalidade suponhamos que o vértice B’ seja o ponto de
coordenadas (1, 0) e agora podemos nos preocupar em onde estaria o vértice C,
sabendo que o vértice C’ estd sobre o ponto de coordenadas (x, y). Podemos tragar
por A uma paralela a C’B’ e por C’ uma paralela a AB’ e com isso determinar o
ponto D’, intersecdo das retas respectivamente paralelas aos lados AB’ e C’B’,
formando um paralelogramo AB’C’D’.

A reta determinada por C’D’ intersectara em algum ponto o eixo Y. Como

esta reta é paralela ao eixo X e passa pelo ponto (x, y) logo o ponto da interse¢do
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desta reta com o eixo Y sera o ponto (0, y), onde y € um numero inteiro diferente

de zero, ou seja |y| >1, sendo |y| a altura do paralelogramo AB’C’D’.

Queremos provar que |y|=1, pois caso contrario terfamos outros pontos de

coordenadas inteiras sobre o triangulo AB’C’, o que ¢ uma contradi¢do, e para
iSso prosseguiremos da seguinte forma:

Tomando a reta s paralela ao eixo Y passando por B’ e r paralela ao eixo X
passando pelo ponto (0, a), onde a =1, se y for positivo, a= — 1, se y for negativo.
A intersecado das retas r e s determinam o ponto (1, a), de coordenadas inteiras e se

|y| >1entdo este ponto fara parte do paralelogramo AB’C’D’ ou o ponto (0, 1) ou

0 ponto (0, — 1) fara parte de AB’C’D’, o que implica em existir a0 menos um
ponto de coordenadas inteiras no tridngulo AB’C’ além dos vértices, pois os
triangulos AB’C’ AC’D’ sdao congruentes, o que contradiz o fato de ndo existir

outros pontos no triangulo AB’C’.

Portanto |y| =1, como querfamos demonstrar.

Vejamos, em um exemplo, para esclarecer o que ocorreria apds as primeiras
transformacoes do triangulo sendo feito alguns cisalhamentos.

Dado o triangulo de coordenadas A = (0, 0), B = (7, 2) e C = (3,1). Passando
por B uma reta paralela ao lado AC, e fazendo percorrer, por esta reta, o ponto B
até intersectar o eixo X no ponto (1, 0), e isso equivale a efetuar uma diviséo das
coordenadas de B pelas coordenadas de C. Sendo neste caso, pensando em
coordenadas temos: B = 2xC + (1, 0). E isso pode ser entendido também como

guantas vezes AC cabe em AB e quantas unidades sobram.

.

4 1 1 - ] 1 2 ] L] ¥ 1 B
.fff ; g . y .
] i 3 i H ]
i

Figura 21 — Triangulos primarios
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Por fim passamos por C uma reta paralela a AB, novo, até encontrar o eixo
Y no ponto (0, 1).

Suponhamos por absurdo que ap6s os cisalhamentos, por algum motivo o
veértice B chegue ao (1, 0) e o vértice C, ndo esteja sobre nenhuma das retas ditas
anteriormente, paralela a X passando por (0, 1) ou (0, -1).

Tragando por C uma reta paralela a AB e passando por A uma reta paralela
a BC, a intersecdo destas retas determina o ponto D, formando assim o
paralelogramo ABCD, onde os lados AB e CD tém uma unidade de comprimento,
0 que é um absurdo, pois neste caso teriamos pelo menos mais um ponto no
interior do triangulo ABC e do tridangulo ADC (que s&o congruentes), e isso
contradiz o fato de ndo haver pontos no interior do triangulo, ou mais pontos no
seu bordo.

Logo o vértice C ndo distaria mais de uma unidade da reta AB e isso
manteria o triangulo com area meio. Portanto ndo ha outra hipdtese para o vértice
C a néo ser que este esteja sobre uma das paralelas ao eixo X passando pelos
pontos (0, 1), (O, -1). Para melhor ilustrar o fato segue uma possivel posi¢do do

vértice C:

Figura 22 — Triangulo primario

Acima vimos um caso de onde poderia estar o vértice C e logo a seguir
tracamos as paralelas aos lados AB e BC passando pelos vértices C e A,

respectivamente.
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Figura 23 — Paralelogramo primario

Portanto teremos uma situacao plausivel para o vértice C, que é estar sobre
ponto (0, 1) determinando o triangulo ABC, que por sua vez tem metade da
unidade de area.

Isso nos permite dizer que permanece % a area do triangulo, pois dois
pontos do tridngulo estdo sobre a reta y=0 (eixo horizontal) e o outro ponto esta
sobre a reta y=1 ou y=-1 linha horizontal. Fizemos uma ilustracdo do fato aqui
descrito com um triangulo nas condic¢des dadas.

Analisando geometricamente o exemplo dado, passando por B uma reta
paralela a AC encontramos o ponto de coordenadas inteiras (4, 1) fazendo um
cisalhamento no vértice B ‘“chegar” até este ponto. Seguidamente um novo
cisalhamento em B até “chegar” no ponto (1, 0) e por fim um novo cisalhamento
no vértice C até o ponto (0, 1).

De fato em todo triangulo que exista uma reta r paralela a reta s determinada
pelos pontos (0, 0) e (a, b), que contenha o ponto (c, d), onde de coordenadas
inteiras, observemos que r tem distancia de uma unidade desta reta s, isto ocorre
de tal forma que ndo ha pontos de coordenadas inteiras nem no interior e nem no
bordo do triangulo, de fato a area continua sendo 1/2.

A érea permanece inalterada se houver cisalhamento no ponto (a, b) para
qualquer outro ponto (x,y), onde X, y sdo numeros inteiros, da reta r. Assim o
triangulo apos os cisalhamentos passa a ter coordenadas (0, 0), (1, 0) e (0, 1).

Como para efeito de calculo de area o sistema pode ser modificado para um novo
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sistema de coordenadas, entdo esta demonstrado que qualquer triangulo, nas
condicGes dadas, tem area 1/2.

A seguir uma ilustragdo do caminho inverso do que foi descrito acima.

Figura 24 — Triangulo primario Figura 25 -

Cisalhamento do triangulo

Neste caso a reta Y=1 que é paralela ao eixo X, onde se encontra 0 ponto A,
mantém a propriedade aqui descrita.

Figura 26—-Segundo cisalhamento
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Figura 27 — Ultimo cisalhamento no plano

A seguir estudaremos algumas propriedades dos poligonos simples.

Lema 2 - Todo triangulo no plano de vértices em z2 pode ser dividido em
triangulos primarios.

Demonstracéo:

Se o triangulo for o primario entdo ndo ha o que demonstrar. Caso contrario
o triangulo tem pontos em seu interior e (ou somente) sobre o seu bordo, além dos
vertices.

Primeiro suponhamos que ha pontos somente no bordo do triangulo, ou seja,
ndo hé& pontos em seu interior. Sendo assim tomemaos o vértice oposto ao lado que
tem pontos de coordenadas inteiras entre os vértices contidos nele, e tracemos
segmentos de reta com uma extremidade em cada dos vértices e a outra no vértice
oposto como ilustrado no triangulo a seguir.

Situacdo: o tridangulo em um, Unico, dos trés lados possui trés ou mais
pontos e nenhum ponto em seu interior. Temos que este pode ser dividido em (n-

2) triangulos primarios, onde n é o nimero de pontos sobre a linha poligonal.
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Figura 28 — Triangulos com pontos sobre o plano

Partindo do Vvértice oposto ao lado que possui mais de dois pontos, pelo
menos um dos pontos sobre o bordo que ndo é vértice.Tracamos segmentos de
reta com extremidade neste vérticee nos pontos entre os outros dois veértices do

triangulo num total de (n-3) segmentos tracados.
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Figura 29 — Triangulos ligados pelo vértice oposto

Somente para os vértices do tridngulo é que ndo sera tragcado nenhum
segmento mais, e como sdo trés os veértices ai esta a justificativa do (n-3), pois
para cada ponto que ndo é vértice tracamos um segmento deste até o Vvértice
oposto. Como vimos na figura anterior.

Como foram tragados (n-3) segmentos internos ao triangulo a partir do seu
vertice formando assim (n-2) triangulos primarios pois a cada linha, segmento,
tracada partindo do lado do tridngulo divide-o em duas regides. O que conclui esta
parte da demonstracgéo.

Mostramos as figuras para mera ilustracdo do fato aqui descrito nos
paragrafos anteriores. A figura 29 foi ampliada para melhor visualizacdo do
"recorte" feito no triangulo.

Segundo caso:

Supondo que haja um unico ponto no interior do triangulo entdo por este

podemos tracar trés segmentos um para cada vertice do triangulo formando trés
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tridangulos nos quais cada vértice do triangulo original foi duplicado. Entdo
aplicando o que foi dito anteriormente e lembrando que o ponto interno foi
triplicado, pois agora € vertice simultaneamente de trés tridngulos, entdo temos,
sendo A, B e C a quantidade de pontos em cada lado do triangulo entre os vértices

do mesmo:

R R et T

Figura 30 — Pontos no interior do triangulo Figura 31 — Triangulos com
ponto interior e sobre o lado

oposto

Agora temos trés triangulos com as condi¢Oes dadas anteriormente e estes
sabemos calcular quantos triangulos primarios cabem dentro. Basta utilizarmos a
guantidade de pontos que estdo sobre a linha poligonal de cada tridngulo novo e
agruparmos os valores encontrados e descobriremos quantos serdo os triangulos
primarios em que podemos repartir o triangulo dado.

Logo o total de triangulos primarios que teremos sera dado pela soma da
guantidade destes em cada novo triangulo formado. Lembrando que cada vértice
do primeiro triangulo € vértice agora de dois tridngulos e para cada triangulo
novo, além dos pontos contidos em cada lado, ha um ponto, que é um vertice, que
era 0 ponto contido no interior do primeiro triangulo. Teremos a quantidade de

triangulos primarios dada por:
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A+1-2)+(B+1-2)+(C+1-2=(A+B+C)-3=(n+3)-3=n

Primeiramente para cada lado do triangulo original somou-se um, que se
refere ao ponto interno ao primeiro tridngulo, antes do “recorte”, utilizando a
relacdo anterior ficamos com a primeira igualdade.

A segunda igualdade é o resultado da soma dos lados, sendo que 0s veértices
sdo contados duas vezes, logo h& trés pontos a mais além do contido na linha
poligonal original.

A ultima igualdade se refere a area total do triangulo e também pode ser
entendida como (n-2) tridngulos mais uma unidade de area, pois 0 ponto no
interior do tridngulo pode ser entendido como foi visto como representando uma
unidade de area que s&o dois tridngulos primarios.

Portanto dado um triangulo qualquer podemos repetir o processo de maneira
tal a ter somente triangulos primarios dentro do triangulo.

Tomemos por exemplo um ponto interno do triangulo qualquer e por este
tracamos trés segmentos de reta ligando estes aos vértices do triangulo. Formamos
assim trés novos triangulos nos quais 0s pontos internos estdo redistribuidos, ou
seja, 0s pontos ou estdo dentro de algum triangulo novo formado ou estdo sobre 0s
segmentos tragados, logo sobre um lado de dois tridngulos novos formados.

Efetuando 0 mesmo processo nos novos triangulos formados e operando de
modo a ndo haver mais pontos internos a nenhum tridngulo, perfazendo como
feito neste Teorema, primeiro caso, e isso completa nossa demonstracao.

QED.

Pensaremos a seguir sobre o fato de existirem pontos no interior do
triangulo e lembrando, convenientemente, da situacdo na qual um ponto "toma
conta” de uma area como foi dito no inicio deste trabalho temos a seguinte
situacéo:

Lema 3 - Propriedade aditiva do teorema de Pick

Sejam P e Q poligonos simples descrito em uma malha quadriculada de
vértices de coordenadas inteiras e estes dois poligonos possuam unicamente uma

aresta comum sendo esta a intersecdo entre eles.
Sejam n , N,,.., N, €N, N,, m, m,,. m. os Vértices de P e Q

respectivamente. Supondo agora que em ambos os poligonos vale o teorema de

Pick separadamente e provaremos que vale para a unido dos mesmos a seguir:
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Tomemos por | e l,, os pontos internos de P e Q, e S, eS,, 0s pontos

contidos na linha poligonal de P e Q, respectivamente. Observando que a
quantidade de arestas de P sdo k e quantidade de arestas de Q sdo k’+2. Entdo a
area dos poligonos P e Q sdo respectivamente:

I +(S, /2)-1

1,+(S,/2)-1

Sendo somadas essas duas equacbes temos a contagem dos pontos da

seguinte forma, pontos internos do poligono P e do poligono Q sdo internos ao

poligono formado a partir da soma destes. Assim como 0s pontos sobre as linhas
poligonais de ambos, exceto o segmento formado pelos vértices n e n, inclusive,
formam a nova linha poligonal do poligono soma. Todos os pontos dos poligonos

contidos no segmento n e n,, passam a serem pontos internos do poligono soma

exceto os pontos n_e n, que continuam na linha poligonal.

Agrupando toda a informacdo contida no paragrafo anterior e as equacdes
dadas, temos que a area do poligono soma serd dada pela soma dos pontos

internos dos poligonos P e Q, que sdo internos a poligono soma, juntamente com a

duplicidade dos pontos contidos no segmento n e n,, inclusive, e destes os

tnicos pontos que ndo sdo internos ao poligono somasdon en,.

E os outros segmentos que formam os poligonos P e Q formam a linha
poligonal do poligono soma, ou seja, estes pontos contidos nestas linhas

poligonais estdo sobre a linha poligonal do poligono soma assim como os pontos
n_en,, porem os pontos n e n, sdo contados nesta soma como sendo internos.

Deveriam ser contados no grupo das metades uma unica vez, pois sdo pontos

sobre a linha poligonal, mas séo contados duas vezes. S&o na verdade duas

metades contadas de forma excedente, uma metade de n e uma metade de n, que

resultam em um inteiro, simplificando a equacdo de forma a deixa-la no formato

do teorema de Pick. Desta forma a area do poligono soma sera:

| +(S 12)=1+1,+(S,/2)—1=(I +1,)+((S, /2)+(S,/2))~1—1=

=1+ 1)+ (S, -K)12) +((S,-K) /2)) +k-1-1=
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(I +1,+k=1)+(((S -K) /2 +((S,-K)/2))-1=1,+ (S, /2) -1
Onde I,¢é a quantidade de pontos internos, S, é a quantidade de pontos

sobre alinha poligonal, e seja K a quantidade de pontos entre os pontos n e n,

n&o os incluindo, de modo que o resultado fica demonstrado.

QED

O teorema de Pick para poligonos convexos segue agora do proximo
teorema. O caso geral (ndo convexo) sera discutido posteriormente.

Teorema 2 - Todo poligono convexo de n vértices pode ser dividido em (n-
2) triangulos justapostos.

Escolhido um vértice A qualquer e a partir deste tracarmos todas as suas
diagonais (n - 3), pois o vertice em questdo ndo forma diagonal somente consigo e
com os dois Vvértices adjacentes a ele, ou seja, do total de n vértices sdo
descontados trés, o proprio e seus dois adjacentes. E sabendo que um segmento
qualquer que contém dois vértices, ndo adjacentes, de um poligono o divide em
duas regides, temos: quando tracarmos a primeira diagonal dividiremos o
poligono em duas regides, quando tragarmos a segunda diagonal o dividiremos em
trés regides, e assim chegaremos a dividir em (n-2) regibes triangulares, quando
tracarmos as (n-3) diagonais.

Lema 4 -Considere uma poligonal simples, com mais de trés de vértices

estes sendo v, V,, V,, ..., V, =V, e lados (arestas) a,= v,V,, ..., a,= V4V, .

Existe uma diagonal v;v ;, [i - j| > 1, ndo vizinhos, disjunta de todos os lados.
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Figura 32—Poligonal simples

Definicdo: Considere distancia v;a; dada por: d tal que este seja a distancia
de v, a projecdo ortogonal de v; sobre a; , se esta estiver sobre a ; , caso contrario
d sera a menor distancia de um vértice de a; a v;, ou seja tomando o vertice de a ;

mais proximo de v, .

Figura 33-Figura plana

Na figura anterior podemos observar que para o lado a, 0 vértice mais
proximo é o v, ,, e para o lado a, o vértice mais proximo é o v,. Nesta mesma

figura podemos verificar que para o lado a, o vértice mais proximo éov,.
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Para escolher a diagonal desejada procure a menor distancia possivel entre
0s pares aresta e vértice (a, V), e trace a diagonal, segmento que une um dos
vértices de a e 0 vértice V.

Figura 34 - Diagonal
Demonstragdo: Considere a distancia minima dentre todos os pares (v, a ),

v, ¢ a;.Asdiagonaisd, d, ed,, (d,as tracadas em vermelho).

Teremos somente que analisar 0s casos em que poderiam haver alguns
problemas, um segmento entre as situacdes ditas anteriormente. Separaremos em
casos para pensar se seria possivel tal problema ocorrer realmente.

Primeiro caso:

Figura 35-Primeira impossibilidade da diagonal

O desenho acima ilustra o que ndo pode ocorrer, pois estamos tomando a
menor distancia do vértice C ao segmento onde este ndo pertenca, logo seria 0
segmento DE e ndo o segmento AB.

Segundo caso:
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Figura 36-Segunda impossibilidade da diagonal

Em todos os casos aqui descritos ha pelo menos um ponto mais préximo de
AB que o ponto C, logo nenhum desses casos podem ocorrer, pois estamos
tomando sempre a menor distancia possivel.

Terceiro caso:

Figura 37 — Terceira impossibilidade da diagonal

Em um dos casos aqui descritos ha pelo menos um ponto mais préximo de
AB que o ponto C, e os outros dois ndo sdo possiveis, pois nos referimos aqui a
poligonal simples, logo nenhum desses casos aqui feitos podem ocorrer, pois
estamos tomando sempre a menor distancia possivel sem que haja intersecao entre
arestas.

Formada a diagonal temos que nos ater agora tdo somente se esta € interna
ou externa ao poligono, se for interna somamos areas, mas se for externa
subtraimos areas dos novos poligonos formados.

Teorema de Pick:

Em um poligono cujos vértices sdo pontos de coordenadas inteiras do plano
cartesiano (z?), ou de uma malha quadriculada, podemos calcular a area deste
poligono como se segue.

Vejamos alguns exemplos:
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Figura 38 — Poligonos de coordenadas inteiras

Observe gue para esta contagem 0s pontos "dominam" uma regido como se
cada ponto contado fosse o vértice de um quadrado e estes vértices (pontos)
delimitam uma &rea quadrangular, que é na verdade a unidade de medida da area.

Nestes exemplos fica facil a contagem de pontos e verifica-se o inteiro da
area de modo adequado, porém se configura ideal para calcular area de poligonos

maiores, com mais vertices e maior dimensédo (tamanho mais abrangente)?
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Figura 39 — Poligono de coordenadas inteiras no plano

Faremos aqui uma breve demonstragéo da veracidade deste fato.

Partindo do principio que todo poligono simples pode ser decomposto em
(n-2) triangulos pelo Teorema 2 e que estes possuem pontos de coordenadas
inteiras do plano entdo podemos provar que a area do poligono € dada, nas
condiges vistas anteriormente, por :

A+ (1/2).B-1.

DEMONSTRACAO 1
A demonstracéo é feita por indugdo no numero de vertices:

O caso de triangulos ja foi discutido.
Lema 4 juncdo de duas partes ou diferenca.
Consideremos um poligono com o0s seus vértices sendo pontos de

coordenadas inteiras em uma malha quadriculada. Sejam B e A, o nimero de

pontos da malha situados sobre a linha que delimita o poligono e no interior,
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respectivamente. Entdo ap6s decompor o poligono em (L-2) regides triangulares,
0 que é possivel fazer pelo Teorema 2. Temos a seguinte situacdo para 0s pontos
do bordo do poligono, estes sdo pontos da linha poligonal dos triangulos formados
apos esta decomposicao.

Observando que os pontos que eram pontos interiores ao poligono agora
sdo ou interiores a um triangulo ou sdo duplicados em bordo de dois triangulos
justapostos, obtidos na decomposicdo anterior, podemos entéo utilizar o Teorema

4, para obter a area de cada triangulo aqui descrito.
Sejamn ,n,,.,n,em h m,,., m, aquantidade de pontos contidos na

linha poligonal fechada e no interior dos respectivos k triangulos obtidos e pelo
Teorema quatro

m;+ (n,/2) - 1, para todo i € {1, 2,..., k}, representa a area do tridngulo de
ordem i.

Tomando agora o somatorio (reagrupando todas as éareas, triangulos,
novamente) de todos os triangulos e observando que 0s pontos que eram internos
do poligono e porventura ficaram sobre o bordo de dois triangulos, como aqui
nesta contagem estes foram divididos por dois e os (L-1) vértices que foram
contados duas vezes e o Vértice do poligono que foi contado k vezes enfim
retirando todo o excedente e reordenado a contagem ficamos com:

A+ (B/2)-1

Como sendo a area do poligono dado, sendo a quantidade de pontos no
interior do poligono e na linha poligonal, respectivamente A e B.

QED
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5
Andlises posteriores

Neste capitulo abordaremos o conceito de Poligonos ndo Simples, os
Teoremas de Euler para poligonos e o Teorema de Pick para poligonos ndo

simples.

5.1.
Teorema 4

Todo triangulo cujos vértices tem coordenadas inteiras no plano onde ha n
pontos na linha poligonal e m pontos em seu interior possui area dada por:

m + (n/2) - 1 unidade de érea.

Demonstracéo:

No caso onde os trés lados possuem simultaneamente trés pontos e nenhum
ponto em seu interior temos que este pode ser dividido em quatro triangulos
primarios ligando os pontos que ndo sao Vvértices e neste caso a area do triangulo é
dada por:

(4. (1/2)) = 2 unidades de area.

e neste caso a area do triangulo fornecido anteriormente é dada por, onde n
representa o nimero de pontos na linha poligonal que delimita o poligono:

((n-2)/2) = (n/2) -1.

Se observarmos 0 mesmo ocorre na situacdo anterior poderiamos escrever
(6/2) - 1 e obteriamos 0 mesmo resultado. Assim para o caso de o triangulo nédo
possuir pontos em seu interior temos uma maneira de calcular sua area se
soubermos quantos pontos estdo sobre sua poligonal, basta dividir esta quantidade
por dois e deduzir uma unidade do total.

Consideraremos o triangulo em questdo totalmente contido no primeiro
quadrante do plano como condicdo para efetuar a operacdo aqui citada. Portanto
cada ponto no interior do tridangulo delimita uma unidade de area e juntando esta
informacdo com a anterior temos: sejam m 0 numero de pontos no interior do
tridangulo e n o ndmero de pontos sobre a linha poligonal a area total deste
triangulo é dada por:

m+((n/2)-1)=m+ (n/2) - 1.
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Um esboco de outra demonstragdo

Uma observacéo interessante € que cada ponto fora do eixo de coordenadas
inteiras do plano cartesiano "cuida” ou "toma conta" de uma determinada area de
uma unidade de area do plano a partir da origem do sistema, podemos citar alguns
exemplos, o ponto (1,0) pode se referir a area do quadrado ((0,0), (1,0), (1,1),
(0.2)).

Notemos na malha a seguir que cada ponto retrata uma &rea, e esta diminui

ou aumenta conforme o ponto C se movimenta na malha.

Figura 40 — Pontos na malha quadriculada

Figura 41 — Posi¢do do ponto na malha
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Tendo a posicdo inicial do ponto C como origem e a partir dai observar a
posicdo deste na malha e fazer a contagem da &rea determinada pela sua nova
posicdo considerando a sua movimentacdo na horizontal e na vertical e tendo
como unidade de area os quadrados da malha e contando estes quadrados verifica-
se a area delimitada pela posicéo inicial e posicao final do ponto C em questéo.

Observando ainda que a média (contagem de pontos) entre 0 menor e 0
maior caminho percorrido pelo ponto, sem passar pelo interior de nenhum
quadrado da malha, ou seja, passando somente pelo seu bordo, e contando a
quantidade de pontos nota-se que a area € uma unidade de area a menos que a
média do total de pontos por onde o ponto C passa até chegar ao seu ponto de
"parada”.

Sem mais delongas, consideremos agora um poligono sobre uma malha
quadriculada cujos vértices estdo sobre os nos desta malha (pontos de coordenadas

inteiras).

5.2.
Teoremade Euler

Em uma cidade chamada Konigsberg na antiga Prussia, no século 18 havia
um problema relacionado com sete pontes que cruzavam o rio Pregel e ligava duas
ilhas desta cidade. Os moradores da cidade questionavam se seria possivel por
uma caminhada continua atravessar as sete pontes, sem passar duas vezes pela

mesma ponte. A figura a seguir ilustra o problema.

Figura 42—Esboco da cidade
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Um matematico chamado Leonhard Euler ndo sO resolveu como também
esclareceu o problema. Ele pensou que o mais importante ndo era a extensao das
terras, mas sim a quantidade de coisas que as interligariam. E criou uma teoria
sobre problemas desse tipo. Esta teoria trata de problemas relacionados com
curvas e vértices e sera descrito a seguir de forma sucinta e elementar afim de

melhor elucidar de maneira objetiva o contexto aqui descrito.

5.3.
Grafos

Grafo é um par (V, A) onde V e A sdo chamados de vértices e arestas,
respectivamente, de um conjunto de arcos, onde cada arco (segmento de reta ou
curva) possui dois vértices, e estes sdo 0s pontos que delimitam os arcos, sdo suas
extremidades. Um vértice pode pertencer a dois ou mais arcos do Grafo, e este é
sempre um conjunto fechado. Uma aresta € descrita pelos seus vértices.

Exemplos:

Figura 43 — Grafos planares

Voltando ao problema das pontes podemos agora escrever o teorema
criado por Euler ap6s o fato ocorrido e assim resolver o problemas das
pontes, ou seja, decidir se 0 mesmo tem ou nao solucéo e se tiver qual seria e
com uma explicacéo plausivel. Nos exemplos anteriores a figura dois ilustra o
Grafo que Euler usou para resolver o problema, os pontos G, H, | e J séo as
extensdes de terra e, como sdo desconsideradas, pois ndo tem influéncia
alguma sobre a solucdo do problema sdo consideradas pontos, vertices do
grafo e as pontes, que sdo os caminhos que interligam as terras, sdo as

arestas.
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Um caminho em grafo é uma sequéncia de passagens sobre as arestas do
grafo, sem repetir nenhuma aresta, passando por arestas consecutivas com um
vértice em comum. Um grafo é dito conexo se de qualquer vértice, dito inicial

pode-se chegar em um outro vértice qualquer, dito vertice final.

5.4.
Teorema de Euler para Grafos

Enunciaremos a seguir o teorema de Euler para grafos sem a sua devida
demonstracdo para que o trabalho aqui descrito ndo perca seu foco central, mas
sendo importante para 0 mesmo, ha a necessidade de enunciar tal teorema.

O teorema de Euler para Grafos diz o seguinte:

Se um grafo planar possui v vértices, a arestas, r regides e ¢ componentes
conexos temos a seguinte relacdo: v + r —a = ¢ + 1. Onde as regides sdo as partes

do plano obtidas apds tracar as arestas ligando vértices ndo consecutivos.

5.5.
O Teorema de Pick para poligonos entrecruzados

E possivel enunciar e demonstrar uma variacio do Teorema de Pick para
poligonos entrecruzados. N&o daremos todos os detalhes mas faremos alguns
comentarios.

Pensemos agora na situacdo de orientacdo da construcdo de um poligono,
que a principio pode ser qualquer, e como o caso deste ser simples o teorema de
Pick se aplica perfeitamente, entdo tomemos um poligono nao simples qualquer
construido sobre a malha quadriculada e vejamos o que acontece com 0s nUMeros
do mesmo ao efetuarmos a comparagdo entre a contagem de pontos internos e
sobre a linha poligonal, utilizando a ideia do teorema de Pick, deste poligono e
sua area.

A principio temos que observar quais 0s pontos estdo sobre a linha
poligonal e quais estdo no interior do poligono, feito isto deve-se atentar a
orientacdo da constru¢cdo do dado poligono pois a mesma nos auxiliard a
determinar quais dos pontos estdo realmente dentro poligono e quais estdo apenas
entre alguns dos lados mas nédo fazem parte do interior do poligono, portanto néo

devem ser contados para efetuar a comparagdo aqui descrita.
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Figura 44—Poligonos simples e ndo simples

Os poligonos POL1 e POL2 séo ditos poligonos ndo simples, sdo tais que as
arestas se intersectam em pontos que ndo sdo Vértices, e estes serdo estudados
neste capitulo. E ha ainda os poligonos nos quais um vértice pertence a mais de
duas arestas estes também sdo ndo simples e também serdo vistos. Logo todo
poligono no qual uma aresta se intersecta com mais de duas arestas este é dito ndo
simples e sera estudado agora que terminamos os estudos referentes aos poligonos
simples.

Vamos calcular, com o auxilio do geogebra, a area de poligonos néo
simples, como os vistos anteriormente, e verificar se & possivel relacionar estes
calculos de area com o Teorema de Pick. O que faremos aqui ndo é uma
demonstracdo, mas uma utilizacdo do Teorema de Pick com poligonos

entrecruzados. Vejamos alguns exemplos:
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Figura 45— Hexagono nao simples

Este hexagono construido no geogebra tém 6 unidades de area, de acordo
com o proprio programa. Se usarmos o Teorema de Pick nos poligonos,
pentagono e triangulo sobre o pentagono, formados tracando uma diagonal

externa neste hexagono como segue podemos pensar em usar 0 Teorema.

Figura 46— Pentagono e triangulo simples

As areas do pentdgono e tridngulo sdo, pelo Teorema de Pick,

respectivamente:
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8+(8/2)-1=11 ¢ 4+ (4/2)-1=5.

Efetuando a subtragdo das &reas obteremos a area do poligono original.
11-5=6.

Vejamos mais um exemplo e procederemos do mesmo modo que

anteriormente para denotar a area de um poligono néo simples.

----------
& a
---------

Figura 47— Heptagono ndo simples

Podemos tragar as diagonais externas AF e FD e observarmos que A, Fe D
sdo colineares. Formamos assim um quadrilatero ABCD, e dois tridngulos DEF e
AFG. Procedendo como no exemplo anterior calcularemos a area do poligono
ABCDEFG fazendo a diferenca de areas.
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Figura 48— Quadrilatero simples e triangulos

A érea de ABCD é dada por:
9+ (9/2) — 1 = 12,5 unidades de area
A area de AFG ¢é dada por:

1+(8/2)-1=4
A érea de DEF ¢ dada por:
1+(82)-1=4

Portanto a area do poligono ABCDEFG ¢ 4,5 unidades de area.

Vejamos um terceiro e Gltimo exemplo apresentado aqui neste trabalho, este
com um nivel de dificuldade um pouco maior que 0s outros dois e também com
uma solucéo parecida com as duas anteriores. Um octdgono, que quando tracamos
as diagonais externas percebemos um novo entrecruzamento dos dois triangulos
formados, logo ha dois calculos a serem feitos além dos ja conhecidos. Vejamos o

problema.
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Figura 49— Octogono nao simples

Tracadas as diagonais GE e CF, construimos os tridngulos CDE e EFG, tais

gue estes se entrecruzam nos segmentos DE e FG.

8 0

Figura 50— Pentagono simples e tridngulos entrecruzados
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A érea de ACFEGH é dada por:
7 +(9/2) — 1 = 10,5 unidades de area
A area de EFG é dada por:

1+(4/2)—1=2
A érea de CDE é dada por:
0+(4/2)-1=1

Portanto a area do poligono ABCDEFG ¢ 7,5 unidades de area.
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6
Considerag®es finais

Temos aqui uma excelente ferramenta para a determinacdo de areas de
poligonos simples, com a utilizagdo de matematica discreta.

A priori este teorema trata somente de area de poligonos simples, com
exatiddo, mas no decorrer de alguns estudos que este nos remete e a ideias que
posteriormente podem ser tratadas, com mais rigor, podemos verificar o que
ocorreria com poligonos ndo simples de maneira mais aprofundada.

Porém aqui cabe uma davida convidativa: Existe relacdo equivalente a esta,

que € valida, em outras dimensdes?
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