PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1311540/CA

5
A construcao das Curvas Conicas através do Origami

Anteriormente foi visto que as curvas cujas equa@® do segundo grau
podem ser obtidas por meio da intersecdo entream® duplo e um plano. Além
disso, foi possivel observar as definicdes e agprigdades importantes neste
estudo. Entretanto, no Ensino Médio, a abordagenmefdoido assunto, na maioria
das vezes é, excessivamente, relacionada a megéwizias equacdes e uso de
artificios algébricos.

Este método, por sua vez, desencadeia um rapigoe@mento das
definicdes e propriedades muito importantes, alémnsedpropiciar que o discente
desconheca o conceito essencial de lugar geométrico

Existem diversos recursos pedagodgicos, que sdazespde facilitar a
aprendizagem nao apenas do tema exposto, mas dEsaliv assuntos
matematicos. Dentre eles, se tem os Softwares,s je@galiferentes materiais
concretos. No entanto, existe um recurso que Ssediree quesito acessibilidade e
gue em nada perde no quesito eficiéncia: o papelviEude disso, neste capitulo
faz-se a unido entre o estudo das Curvas Conic&3rigami.

Segundo Oliveira (2004), o método das dobradunidzadglo para a
construcdo destas curvas também é chamado de na&odan Schooten. No ano
de 1657, o referido matematico holandés publicou “HExercitationum
mathematicarum libri quinque” (Os cinco livros de exercicios matematicos), em
que o mais famoso dentre os cinco manuscritos écatknl a descricdo de
diferentes instrumentos para tragar conicas.

A seguir, mostra-se um modelo para o uso do Origanjas construcoes
das curvas sdo dadas por meio da formacdo de tatgentes as mesmas
representadas por vincos gerados pelas dobrasmistiglo pode ser reproduzido
nas aulas de Ensino Médio, a fim de incrementagsemivolvimento do assunto

em questao.
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5.1.
A elipse

Nesta secdo sera mostrado o passo a passo daucaaostta curva, a
matematica presente no método utilizado e a idesg#io dos seus elementos por
meio do uso dos axiomas de Huzita-Hatori.

5.1.1.
Construcéo da curva através das dobraduras

Para a construcdo é preciso uma folha de papetalegeadrada com uma
circunferéncia ja construida.

Seguem 0s passos necessarios para a obtencawata cur

- Tome dois pontos distintos da circunferénciaga fama dobra de maneira
gue 0sS mesmos tornem-se coincidentes (axioma 2).

- Repita o processo descrito no item anterior, rirpge um par de pontos
diferentes dos utilizados inicialmente.

- Marque o ponto de intersecdo entre 0s vincosdgsrgelas dobras
descritas anteriormente. Este ponto € o centrardanéeréncia, ao qual se chama
deF;.

Figura 1 - O centro F, do circulo

- No interior da circunferéncia, marque o pontm .


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1311540/CA


PUC-RiIo - Certificacdo Digital N° 1311540/CA

71

Figura 2 - Escolha do ponto F,

- Escolha um “ponto de partida” pertencente a ai@é&ncia e efetue uma
dobra de forma qug, coincida com o referido ponto (axioma 2). Faca cmmee
processo com 0 maximo de pontos possiveis, permorepor toda a

circunferéncia.

Figura 3 - Construcado da curva

Serd visto, a seguir, que a curva obtida é umaeelip
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Figura 4 - A curva através das dobraduras

5.1.2.
A matematica do método utilizado

Observe gue os vincos criados para a obtencaordmada circunferéncia
séo mediatrizes dos segmentos determinados pattsspescolhidos.

A escolha do ponté, é feita por meio de uma Unica restricdo: estegont
fixo deve ser localizado no interior da circunfan@n Observa-se adiante que esta
condicionante esta relacionada a definicdo do lggamétrico da elipse. Desta
maneira, os pontos fixdg e F, sao os focos da curva.

Quando se escolhe um porRRgoertencente a circunferéncia de raie se
faz com que o mesmo coincida com o fdto o vinco obtido é uma reta que é
chamada de t. Além disso, sera denominado o peniatersecao entre o rafpP

e a reta de pontdG.

Figura 5 - Construcéo da reta t
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Por construcdo|PG| = |GF,|. Como|F,G| + |GP| = r, de igual forma
|F,G| + |GF,| =r. Portanto, o pontG pertence a elipse.

Pode-se mostrar, ainda, que o poBGt@ o Unico na reta de dobragem no
qgual a soma das distancias aos foEpg F, € igual ao comprimento do raio da
circunferéncia, ou seja, sera mostrado que o Vijecado pela dobra representa a
reta tangente a curva que passaGor

SejaQ um ponto pertencente a circunferéneid o ponto de intersecao
entre o raid’; Q e a reta. Suponha-se quepertence a elipse. AssitF, 1| + |IF, |
= r. Ocorre qudF;I| + |IQ| = r. Logo, |IQ| = |IF,|]. Como | pertence a reta de
dobragem que fez com géeincidisse en¥F,, conclui-se quélP| = |IF,|. Dai
segue quélP| = |IQ].

Figura 6 - Unicidade do ponto G

Portanto, s¢F;I| + |IP| =r = |F,P|, conclui-se qué pertence ao segmento
F,P , ou seja, os pontdse G sao coincidentes. Desta maneira, a reta de dabrage
gue é chamada de rdta tangente a curva, pois intersecta a mesma efmigo

ponto.

5.1.3.
Identificacdo dos elementos através das dobraduras

Identifica-se a seguir a reta focal, os vértides A,, 0 eixo focal, a reta
nao focal, os vérticeB, e B,, 0 eixo nao focal e o centfdda elipse a partir dos

Axiomas de Huzita-Hatori. Vejam-se 0S passos IsaCEs:
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- Reta focal: realize a dobra que passa pelossiB e F, (axioma 1) e
observe que reta pretendida é representada pe&lo gerado pela dobra.

- VérticesA; e A,: para obté-los, marque os pontos de intersecde ant
curva e o vinco que representa a reta focal.

- Eixo focal: segmentd; 4,.

- Reta nado focal: efetue a dobra que faz com Hue F, tornem-se
coincidentes (axioma 2) e observe que a reta ptete® representada pelo vinco
gerado pela dobra.

- VérticesB; e B,: para obté-los, marque os pontos de intersec&e ant
curva e o vinco que representa a reta nao focal.

- Eixo ndo focal: segmeni®, B,.

- CentroC: para obté-lo, marque o ponto de intersecao evgr@incos
gerados (reta focal e ndo focal).

Axioma 2

Figura 7 - Aplicacéo dos axiomas

Figura 8 - Os elementos da elipse
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Tem-se, ainda, a excentricidade da elipse. Anaksa-mesma medindo a
distancia entre o centi©@ da curva e os focag e F,, além da distancia entre o
centroC e os vérticesA; e A,. Ao serem divididos os respectivos valores, se

encontra um resultado menor do que um (considergedB, ndo coincidentes).

Figura 9 - Excentricidade da elipse

Quanto maior for a distancia entre os focos, aauera aspecto mais
“achatado”. Desta maneira, 0 estudante podera rmiar quando os focos
coincidem, obtém-se uma circunferéncia, ou sejair@anferéncia € um caso

especial de elipse.

Figura 10 - Construcéo de uma circunferéncia

No Ensino Médio, as Curvas Cobnicas, em geral, séstradas quase
sempre centradas na origem com focos pertencentesx@ das ordenadas. Esta
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limitacdo de abordagem induz o aluno a entenderagueurvas existem apenas
daquela maneira.

Uma aula conduzida com o auxilio das constru¢desOdgami pode
auxiliar a percepcdo do aluno sobre a existéncia tlansformacdes de
coordenadas, desde que, previamente, seja esidbelgn sistema original de

eixos ortogonaiXOyY.

Figura 11 - Translacéo e rotacéo de elipses

5.2.
A hipérbole

Nesta se¢do serdo mostrados o0 passo a passo daug@mgla curva, a
matematica presente no método utilizado e a idest#io dos seus elementos por
meio do uso dos axiomas de Huzita-Hatori.

5.2.1.
Construcéo da curva através das dobraduras

Conforme feito na construcdo da elipse, para sgama construgdo da
curva pretendida, é preciso uma folha de papel tabgpiadrada com uma
circunferéncia ja construida. A seguir sGo mossaopassos para tal construgao:

- Para se encontrar o centfgda circunferéncia se seguem 0S mesmos

passos descritos na construcéo da elipse.
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Figura 12: o centro F,4 do circulo

- No exterior da circunferéncia, marque o ponto fix.

Figura 13: escolha do ponto F,

- Escolha um “ponto de partida” pertencente a ai@é&ncia e efetue uma
dobra de forma qug, coincida com o referido ponto (axioma 2). Faca cmmee
processo com 0 maximo de pontos possiveis, permworepor toda a

circunferéncia.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1311540/CA


PUC-RiIo - Certificacdo Digital N° 1311540/CA

78

Figura 14 - Construcéo da curva

Sera visto a seguir que a curva obtida € uma hoperb

Figura 15 - A curva através das dobraduras

5.2.2.
A mateméatica do método utilizado

Quando se escolhe um porRgpertencente a circunferéncia de raio r e se
faz com que o mesmo coincida com o fégpo vinco obtido é uma reta que sera

chamada dé Além disso, sera denominado o ponto de intersegée o raid<; P

e a retd de pontdG e pontos fixo$,; eF, que sdo os focos da curva.
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Por construgdo|PG| = |GF,|. Ora, se|F,G| - |PG| = r, tem-se de igual

forma, qudF,G| - |GF,| =r e, portanto, o pontG pertence a hipérbole.

Figura 16 - Formacdo da reta tangente a hipérbole

A prova da unicidade do ponts é analoga a mostrada na explicacdo da

elipse.

5.2.3.
Identificacdo dos elementos atravées da dobradura

Identifica-se a segquir: a reta focal, os veértides A,, 0 eixo focal, a reta
nao focal, os vérticeB, e B,, 0 eixo ndo focal e o centf®da hipérbole a partir
dos Axiomas de Huzita-Hatori. Vejam-se 0s passoessarios para identificacao
de cada elemento:

- Reta focal: realize a dobra que passa pelossiB e F, (axioma 1) e
observe que a reta pretendida é representadaipetmgerado pela dobra.

- VérticesA; e A,: para obté-los, marque os pontos de intersec&e ant
curva e o vinco que representa a reta focal.

- Eixo focal: segmentd, 4,.

- Reta nédo focal: efetue a dobra que faz com He F, tornem-se
coincidentes (axioma 2) e observe que a reta pteter representada pelo vinco

gerado pela dobra.
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Axioma 2

Figura 17 - Aplicagcédo dos axiomas

- VérticesB; e B,: faca uma dobra de forma que o centro C coincita @
vérticeA; (axioma 2), marque o ponto em que o fégancide na reta focal, faca
duas possiveis dobras que passamAgoe fazem com que, simultaneamente, o
ponto marcado encoste-se a reta ndao focal (axioma Barque os pontos
pertencentes a reta nao focal, que coincidem cponto, anteriormente marcado,

obtendo os vérticeB, e B,.

Axioma 2 Axioma 5

Figura 18 - Aplicagcédo dos axiomas

Observe gue as dobras podem ser feitas consideoawnétticeA, .
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Figura 19 - Os elementos da hipérbole

A fim de se encontrar as assintotas da hipérbahstedda, obtém-se o
retdngulo da base por meio das seguintes instrucoes

- Realize as dobras perpendiculares a reta foalpgssam pelos vértices
A, e A, (axioma 4).

- Realize as dobras perpendiculares a reta nad fpea passam pelos

vérticesB; e B, (axioma 4).

£

Figura 20 - Aplicacdo do axioma 4
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- Obtenha os vértices do retangulo da base maraangdontos de intersecéo

entre os vincos criados.

Figura 21 - Retangulo da base

- Obtenha as assintotas da hipérbole efetuandoasique passam pelo
centroC da curva e os vértices do retangulo da base (axibmNote que estes

vincos definem as diagonais do retangulo.

Figura 22 - Aplicagcéo do axioma 1
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Figura 23 - As assintotas da hipérbole

Tem-se, ainda, a excentricidade da hipérbole. Aaae a mesma medindo
a distancia entre o centt®da curva e os focadg e F,, além da distancia entre o
centro C e 0s vérticesd; e A,. Ao serem divididos os respectivos valores,
encontra-se um resultado maior do que um (consideraF;e F, nao

coincidentes).

Figura 24 - Excentricidade da hipérbole

Com as construcdes se pode perceber que quantoasdiscos estédo
proximos, as curvas ficam mais acentuadas. No @asdocos mais afastados, as
curvas tornam-se menos acentuadas.

As transformacdes de coordenadas poderdo ser dasrdda mesma
maneira que foram apresentadas no estudo da elipse.
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Figura 25 - Translacéo e rotacdo da hipérbole

5.3.
A parabola

A seguir, apresenta-se a construcdo da curva, ammatta presente no
método utilizado e a identificacdo dos seus eleasent

5.3.1.
Construcao da curva através das dobraduras

Precisa-se de uma folha de papel vegetal quadmdauma reta (que sera
chamada deal) ja construida. A seguir, serdo mostrados os pagsma tal
construgéo:

- Marque um ponto F qualquer na folha ndo pertetecemeta d.

Figura 26 - O ponto F
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- Escolha um ponto qualquer pertencente a detafaca uma dobra de
maneira que tal ponto torne-se coincidente ao perjgxioma 2).
-. Repita o0 passo anterior considerando o maximpom¢os “percorrendo”

por toda a reta.

Figura 27 - Aplicacéo do axioma

Ao serem realizadas as dobras, se encontra uma farnmada pelos vincos

gerados. Percebe-se a seguir que esta curva éaréamla.

Figura 28 — A parabola através do Origami

5.3.2.
A matematica do método utilizado

SejaF o foco da parabolaceka sua diretriz e, dado um poritbpertencente
a retad, ao se fazer uma dobragem de maneiraFgeé’ coincidam, constata-se

gue parte da diretriz ficara dobrada em outra éoetjferente da inicial.
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Considere, ainda, o segmenBF’ perpendicular & parte “dobrada” da
diretriz, em queF’ é o pé da perpendicularReé o ponto de intersecdo entre o

segmento e o vinco gerado pela dobra.

Figura 29 - Segmento PF’

Por construgddPF| = [PF’|. Logo, P pertence a parabola.

—

d F'

Figura 30 - O ponto pertencente a parabola

A prova da unicidade do ponkbé analoga a mostrada no estudo da elipse.
Além disso, pode-se observar que, como o triang#s’ é isésceles, o vinco
gerado é a bissetriz do angll®F’. Portanto, esta é a reta tangente a parabola

gue passa pd?® (conforme demonstrado no capitulo 2).
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5.3.3.
Identificacdo dos elementos através das dobraduras

Identifica-se, a seguir, a reta focal e o vérlitela parabola a partir das
seguintes instrugoes:

- Reta focal: efetue a dobra perpendicular a diretque passa pelo fode
(axioma 4) e observe que a reta pretendida € mpeEta pelo vinco gerado pela
dobra.

- Vértice V: obtenha-o marcando a intersecao entre a curvaieco que

represeni a reta focal.

Figura 31 - Aplicacéo do axioma 4

Para identificar o parameffoda curva, deve-se efetuar uma dobra fazendo
com que o focoF e o ponto de intersecdo entre a reta focal e etridird
coincidam (axioma 2) e observe que o vinco gerada gobra passa pelo vértice
V. Por construcéo,(F, V) = d(V, d).

Figura 32 - Os elementos da parabola

A notacdo usual para o parametro da parabolaiénem 2p = d(F, d).
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E comum que o estudante acredite que, como naslawmteriores, a
excentricidade da parabola seja a responsavel eo@a-th mais “aberta” ou
“fechada”.

Ao ser comparada a distancia entre o féce um pontoP qualquer da
parabola e a distancia entre o mesmo p&ngca diretriz da parabola, nota-se que
estas distancias sdo iguais. Ao se dividirem esseses, encontram-se sempre o
namero um como resultado. Portanto, a excentrieidieduma parabola é sempre
igual a um, o que nos faz perceber que, na verdades as parabolas sdo

semelhantes entre si.

Figura 33 - Parabolas semelhantes

Assim como nas curvas apresentadas anteriormentexisténcia da
translacdo e rotacdo da parabola também pode sdras® na atividade com o

Origami, conforme se pode observar na imagem drsegu

Figura 34 - Translagao e rotagéo da parabola
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