PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1311540/CA

4
Descrigao axiomatica do Origami

Os primeiros estudos sobre as combinacdes de datwagrigami
comecgaram na década de 1970. Segundo Lang (20040&9 Humiaki Huzita —
matematico italo-japonés — apresentou diversos mleatos na First

International Meeting of Origami Science and Tedbgy' *

(Primeira Reuniao
Internacional de Origami, Ciéncia e Tecnologia)ne eles, havia um estudo
sobre as seis operacdes basicas capazes de aditasae pontos pré-existentes em
uma folha de papel por meio de uma Unica dobra st primeiro registro de

construcdes interligando as dobraduras a Geometria.

Humiaki Huzita

Figura 1 - Retrato de Humiaki Huzita®

Lang (2004) afirma ainda que, em 1989, o matemd&tiaocés Jacques
Justin publicou um artigo, no qual foram descréee combinacdes possiveis de
alinhamentos. Todavia, segundo Rafael (2011), imeéiaxioma foi formalizado

apenas em 2001, pelo matematico japonés KoshimriHat

% Conferéncia cientifica internacional organizadatpomiaki Huzita e realizada na Italia.

% Disponivel em:
<http://www.thaigoodview.com/library/contest255&2/dev01/01/origami/math_en.html>.
Acesso em 21 de dezembro de 2014.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1311540/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1311540/CA

51

As descobertas foram feitas por pesquisadores @ezindos diferentes.
Entretanto, esta lista de axiomas é mundialmeméemda como “Axiomas de
Huzita-Hatori".

Este estudo tomou proporgcbes grandes o suficiemta gue o Origami
comecasse a assumir seu merecido espaco no meidiae Um exemplo que
ilustra este fato € que Hatori (2003) cita problemmeatematicos, que podem ser
resolvidos, com eficiéncia, por meio destas op&sciais como equacdes de
segundo, terceiro e quarto grau com coeficient@emais; trissecao de um angulo
e a duplicacdo do cubo.

Os estudiosos, no entanto, levantaram a seguirgstapu “sera que nao
existe mais nenhum axioma além destes que consdmstar?”. Gragas ao fisico
americano Robert Lang (2004), esta duvida foi sankdh seu artigo:Origami
and Geometric Constructioh¥ (Origami e construcées geométricas), Lang

demonstrou que a lista dos sete axiomas é completa.

4.1.
Os axiomas de Huzita-Hatori

A seguir, serdo mostrados os axiomas de HuzitarHattamente com os
diagrama¥ que ilustram as dobragens.
Axioma 1: Dados dois pontos distintoB, e P,, existe apenas uma dobra

gue os contém.

Figura 2 - Axioma de Huzita

3" Demonstracao disponivel em:

<http://www.langorigami.com/science/math/hja/origaconstructions.pdf>. Acesso em 24
de dezembro de 2014

% Diagramas disponiveis em: <http://www.obmep.orgdirs/apostilall_yolanda.pdf>.
Acesso em 21 de dezembro de 2014.
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Axioma 2: Dados dois pontos distintoB; e P,, existe apenas uma dobra

capaz de torna-los coincidentes.

Figura 3 - Axioma de Huzita

Axioma 3: Dadas duas retas distintasg, e r,, existem no maximo duas
dobras capazes de colocar uma reta sobre a oetra. &r,sao paralelas ou o

ponto de intersecdo encontra-se fora do papelp eatdobra é Unica.

=

i
\
~y

Figura 4 - Axioma de Huzita

Axioma 4: Dados um pontd® e uma reta r, existe apenas uma dobra

perpendicular a que passa pad?.
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Figura 5 - Axioma de Huzita

Axioma 5:Dados dois pontoB; e P,, e uma reta, se a distancia entig e
P, for maior ou igual a distancia @ ar, existe pelo menos uma dobra capaz de
fazer com que; incida emr de forma que a mesma passe pelo p&pidcSe a
distancia deP, a P, for igual a distancia dé, ar, entdo, a dobra € Unica, caso

contrério, existem duas dobras possiveis.

Figura 6 - Axioma de Huzita

Axioma 6:Dados dois pontos distinta®, e P, e duas retas néo paraletas
e r, (se paralelas, a distancia entre as mesmas n&oseesuperior a distancia
entre 0s pontos) existe uma dobra que faz, sinedtaente, com quB, incida

emr; e P, emr;.
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Figura 7 - Axioma de Huzita

Axioma 7: Dadas duas retag, er, ndo paralelas e um pontB nao
pertencente &, existe uma dobragem que fAzncidir emr; de forma que o

vinco gerado pelaobra seja perpendicular a 7.

Figura 8 - Axioma de Hatori

4.2.
A reta e o ponto

A fim de que a apresentacéo e explicacdo dos “Aagde Huzita-Hatori”
sejam de fato compreendidas, a seguir, serdo rdostedguns conceitos de reta e

ponto no pland?.
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42.1. Areta

De acordo com um dos axiomas elencados pela Gearkeirlidiana, tem-
se que, por dois pontos passa uma unica reta.iristmnacdo permite definir a
referida equacao, utilizando diferentes artificitls como: vetores e produto
interno.

Entretanto, sera enfocado neste texto o estudgucdo reduzida de uma
reta no plano que, por sua vez, possui lei de foaimalada poy = mx + n em
que:x ey sao as coordenadas do ponto pertencente ametay seu coeficiente
angular® (ou declividade) @ é o coeficiente linear da mesma.

Sejar uma reta pertencente ao pldRf sera visto a seguir, uma maneira de
encontrar sua equacao reduzida.

Dados dois ponto®\ e B pertencentes a retg em qued = (x,y1),

B = (x,,y,) e x; # x,, para encontrar a equagdo que passa por taissponto

resolve-se o seguinte sistema de equagdes:

{y1=mX1 +Tl
Vo, =mX, +n

Ou segja:
n=Yy,—mx; =Y, mMx;

m(x; — X1) = Y2 — Y1

Logo:
Y2 = W1

m=———-—
X2 —X1

n = x (3’2—3’1)oun: oy (J’z‘)ﬁ)
Y1 1\x, -, Y2 2\xp — %,

Desta maneira, a equacao reduzida da reta r épdada

y = (3’2 —3’1)_x + v, _xl.(YZ —Y1)

X2 — X1 X2 — X1

Equivalentementg;, = (—3:22 __:)x T Y2 xz-(i;z ::11)

E valido observar que os dois valoras n séo suficientes para descrever
praticamente qualquer reta, uma vez que a mesnedirédd pelo conjunto dos
pares ordenado&, y) que satisfazem a equacado. As retas paralelasxaadas
ordenadas sao definidas com equacdes dotipa.

%90 coeficiente angular da reta é a tangente désgulo de inclinacao.
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4.2.2. O ponto

Um ponto é representado éR3 por meio do par ordenadm, y) Tem-se,
ainda, que intersecdo de duas retas ndo paralelas eoincidentes nR* é um
ponto.

A distancia entre dois pontos no plano pode seordrexda da seguinte
maneira:

SejaA = (x, y,) €B = (x5, y,) pontos do plan&?.

Figura 9 - Distancia entre dois pontos

A distancia do ponté ao pontd é dada pela hipotenusa do trianglRC,
em queC = (x,, y1). Se|AC| = |x; — x,| e |CB| = |y; — y,|, utilizando o
Teorema de Pitagoras, encontra-se que a distamti@a es pontosA e B,
representada pai(A, B)é dada por:

d(A, B) =/IACI2 + [CBI? =/(x; — x2)% + (v, — ¥2)*.

4.2.3.
Explicacéo analitica dos axiomas

Segundo Oliveira (2008), na axiomatica apresentaathnite-se um
referencial ortonormado em um papel de tamanhccienfe para conter as
construcdes necessarias. Aléem disso, a garantiexdténcia das dobras esta
relacionada as solu¢des geométricas que a segéio apresentadas. Prova-se a
existéncia das referidas dobras encontrando ag@gsidas retas que as definem.
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Cavacami e Furuya (2009) salientam que:

- As dobras geram vincos que representam retas;

- SeP é um ponto da folha a ser dobrada, eft@levado ao seu simétrico
P’ em relagao ao vinco (reta gerada pela dobra);

- O vinco gerado pela dobra é a mediatriz do setprig?;

- Tal vinco é também a bissetriz de cada ang@lé’, em queQ é um ponto
gualquer pertencente a reta de dobragem.

Como se pode observar, as mediatrizes, bissetrperpendiculares e
paralelas sdo constru¢des essenciais no OrigamiloS&ssim, é necessario que
estes conceitos sejam previamente conhecidos.

Axioma 1: Dobragem unica através de dois pontos
Sejam os pontoB; = (x4, y;) € P, = (x,, y,), prova-se a existéncia desta

dobragem, encontrando a equacao da reta que passgpntod; e P,.

/

Figura 10 - Reta definida por dois pontos

De fato, sejar: y = mx + n, a reta gerada pela dobragem. Tem-se:

{y1=mx1+n
y2=mx2+n

Ao resolver o sistema, encontra-se a equacao clda reta conforme

mostrado na secéo anterior, cujos coeficienteslados por:

_YV2=V1 _ _
m=—-— en—yl_mxloun—yZ_me.
Xo2—X1
Axioma 2: Uma unica dobragem que torna dois pontosoincidentes
Sejam os ponto®; = (x;, y;)e P, = (x,, y,), a dobra que os torna
coincidentes € a mediatriz do segmeRiB,. Ou seja, 0 vinco gerado pela dobra

(x1+x2 3’1"'3’2)
2 2 '

passa pelo ponto médid do segment®, P, dado poM =
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Figura 11 - Mediatriz

Ao serem utilizados os resultados obtidos na exgdio do axioma 1,

conclui-se que o coeficiente angular da reta d#dimielos ponto®; e P, é dado

Y2—Y1

por.m; = . Desta maneira, o coeficiente angfflata reta perpendicular &

X2—X1
reta definida pelos pontds e P, e que passa pelo pontb € dado porm, =
X1=X
Y2=V1
Efetuando as devidas substituicdes, conclui-seagueeficiente linear da

reta definida pela mediatriz do segmeRt®, é dado por:

_Y1tys (x1—x2) (x1+x2) — x22— x5+ y5 — y,°

n;
2 Y2=Y1 2 2y2—-2y,
) o, X1—X X,2— x%4 y2 —y,2
Ou seja, a reta pretendida é expressaypoit——2x + 217 Y2 771
Y2=Y1 2y2—=2y1

Axioma 3: Dobragem capaz de colocar uma reta sobeeoutra

Sejamr;:y =myx + nyer,: y = myx + n, duas retas ndo coincidentes,
tem-se que as mesmas podem ser paralelas ou cartestr Analisam-se, a
sequir, trés casos:

() Ao considerarr; e r, paralelas, em query; = m, =0 € n; # n,,
encontra-se;: y = n; e r,:y =n,. Para se encontrar a reta de dobragem se faz

a média aritmética entre os valorgse n,. Logo, a reta pretendida é dada por:

n1+n2 . ~ .
== conforme se pode ver na ilustracdo abaixo.

0 Duas retas com coeficientes angulargse m,, respectivamente, sdo perpendiculares se
e somente sm;.m, = —1.
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L]

Figura 12 - Reta de dobragem

(I) Ao considerarr; e r, paralelas em quer, = m, # 0 e n; # n,,

obtém-se;: y =myx + nyer,:y = myx + ny, tal queP = (x5, myx; + ny) €

Y . _ X X1 L, -
um ponto pertencente a refaet: y = — - +mx; +n; + — é a equagéo da
1 1

reta perpendicular & que passa paP. Chama-se d®’' o ponto de intersecéo
entre as retas, et.
Desta maneira, as coordenadasPtiserdo dadas por meio da resolucéo do

seguinte sistema:

X X1
= ——4 m1x1 + Tl1 + —
Y my my
y=mx+ n,
X Xq
mx+ n, =——+ mx; + ny + —
my my
X X1
mx+—=mx;+ n— ny,+ —
1 1
x m1+ _—— m1x1+ Tll—n2+
my my

m®+1 my2x, + nymy — nymy + x,
x ——
my
my%x; + nymy — nymy + x;
m®+1

2
m;“x, + nymy — nymy + x4
y =my + n,

m®+1

m12x1+ nimi—n,m;+xq m12x1+ nimi—n,m;+x;
2 » My 2 + n;
mq +1 mq +1

Segue queP’ = (
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A reta pretendida possui coeficiente angular iguat; e passa poM: o

ponto médio do segmenP’, conforme ilustra a figura a seguir.

Figura 13 - Reta de dobragem

A reta desejada poderia ter sido encontrada, aipoilameio do método
utilizado no estudo do axioma 2.

(Il Para r; e r, concorrentes, tem-se que uma reta de dobragem é
determinada pela bissetriz de um dos angulos fampédlas retag er,, em que
m, # m, e, consequentemente; — m, # 0.

A fim de se encontrar o pontale intersecéo entre as reta® r,, resolve-

Se 0 seguinte sistema:

{y == mlx + Tll
y=myx + n,

mx+ ny =myx + n,
mx —myx =N, —Nq
x(mg—my) =n; —ny

Ny, — Ny

X = ——
my —m;

Substituindo na segunda equacao:

mznz - mznl + mlnz - mznz

Y m; —m,
min; —mpny

Y m; —my

Logo,I = (nz—nl mlnz‘mzn1)

mp—m; ’ mp—m;
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Considerando uma circunferéncia auxiliar de ceh&r@aio arbitrario d, sua

2 2
~ , no,—nm min,—mon
equacao sera expressa p(ocr:— L) + (y - #) =d?

mi—m, my—m;

Considera-se, ainda, que as reta® r, intersectam a circunferéncia em
guatro pontos distintos:

- Aretary intersecta nos pontoB; = (x,,y,) €P; = (x3,¥3).

- A retar, intersecta nos pontoB; = (x1,y;1) €Py, = (X4,V4)-

Neste caso, a reta que determina a bissetriz ddasrangulos formados

passa pelos pontos meédids e M, dos segmentoB, P; e P,P,, respectivamente,

X1+x + + + s
em queM; = (1—3M) eM, = (%yzz—y‘*) conforme se pode verificar na

2 2

ilustracéo a seguil

Figura 14 - Reta dada pela bissetriz

Para determinar a equacao da reta, basta utdizaesmo processo de
resolucao sugerido na explicacéo do primeiro axidesée problema pode, ainda,
ser resolvido por meio da adicdo de vetores. Aalojpre pode ser obtida neste
caso encontra-se por meio dos pontos médios dawmesegs PP, e P;P,,

respectivamente.

Axioma 4: Unica dobragem perpendicular a uma retagm que 0 vinco
gerado pela dobra passa por um ponto dado
Seja 0 pontd®? = (X, y) e a retar: y = mx + n, para que seja definida a

equacdo da reta obtida por meio da dobra, € newessansiderar uma
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circunferéncia auxiliar de cent®, cujo raio € maior do que a distancia entre a
reta r e o centroP da circunferéncia. Sendo assim, a reta intersecta

circunferéncia em dois pontos chamaépsg P,.

Figura 15 - Retar

A reta pretendida passa pelo ponto médio do segnPgRj e o centrd® da
circunferéncia ou, ainda, se poderia utilizar a oestracdo do segundo axioma
em relacdo aos pontés e P,.

Axioma 5: Dobra capaz de fazer um ponto incidir emuma reta, de
forma que o vinco gerado pela dobra passe por outqoonto

Dados os pontos distint@s = (x;, y;) eP, = (x5, y,) e areta:y = mx +
n, para que se obtenha a equacéo pretendida, emsentl intersecdo entre a
referida reta e a circunferéncia auxiliar de ceRyr@ raioP, P,, designado pod.
Seja a equacdo da circunferéncia dada por %,)2 + (y—1y,)? =d?
determinam-se as coordenadas do(s) ponto(s) deseagf® entre ambas
resolvendo o sistema a segquir:

y=mx +n

{ (x—x)* + (y—y2)* =d?

Substituindo:

(x = x2)2 + (mx + n — y,)? =d”

(1+m?*x* + 2mn -2x,-2my,)x + (x,2+n2=2ny, + y,2—-d*) =0

Pode-se observar que este problema carece dasaagima equacdo do

segundo grau. Portanto, pode-se obter zero, urdaasisolucdes para a mesma.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1311540/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1311540/CA

63

Se a distancia entre os ponfgse P, for menor do que a distancia entre o
pontoP, e a retar, 0 discriminante da equacao acima sera negativeg@, nao

existira ponto de intersecao entre a circunferédeieaioP, P, e a retar.

Figura 16 - Nenhum ponto de intersecéo

Se a distancia entre os pon#se P, for igual a distancia entre o ponto
P, e a retar, 0 discriminante da equacao acima sera igual@ perseja, havera

apenas um ponto de interseggoentre a circunferéncia de ralpP, e a retar.

Neste caso, a equacéo da reta pretendida é dadmeeiatriz do segmenfy P;.

Figura 17 - Um ponto de intersecdo

Se a distancia entre os ponfyse P, for maior do que distancia enttge a
retar, o discriminante da equacao serd positivo, oy s@jatirdo dois pontos de
intersecdo entre a circunferéncia de RiB, e a retar que serd chamada 8¢ e
P n

2 .
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Dados M; e M,, os pontos médios dos segment®sP, e PP/’
respectivamente, serdo efetuadas duas dobras tastoleterminadas pelos

segmento®, M, e P,M,.

Figura 18 - Dois pontos de intersecdo

Cabe a observacdo de que por meio deste axiomasévelbdeterminar a
reta tangente a parabola de fagoe diretrizr, em que a referida reta passa por
P,.

Figura 19 - Aplicacdo do axioma 5

Conforme a ilustragdo acima sugere, ao ser efetaadtzbra, se fard com
que P, incida em um pontd;’ da parte da diretriz dobrada (em uma direcédo
diferente da inicial). Encontra-se, ainda, um pohtde intersecdo entre um
segmento perpendicular a parte diretriz que pass&pe a reta de gerada pela

dobra. Por construgéo, os segmeri®se TP, tém o mesmo comprimento. Sendo
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assim, por definicdo, o pont@ertence a parabola de fape diretriz r, cuja reta

de dobragem é tangente a curva pelo pbnto

Figura 20 - Formagédo de uma parabola

Axioma 6: Dobra que faz dois pontos distintos incidem em duas retas
distintas

Com relacdo aos axiomas apresentados anteriornréiieha garantia de
independéncia entre 0s mesmos, ja que todos gevastracdes que dependem
apenas de régua e compasso. Todavia, 0 axioma agfmado gera uma
construcdo que ndo pode ser feita por meio das&simentos, 0 que mostra que
0 sexto axioma ndo é consequéncia dos cinco pomeir

Conforme visto na explicagdo do axioma anteriodpodaos pontos; eP, e
as retas; er,, ao ser feita uma dobragem de forma Buacida emr;, se estara
determinando com o vinco, uma reta tangente a plr&e diretrizr; e focoP,.
O mesmo ocorre para o porfg e a retar,. “Deste modo, este axioma consiste
em encontrar uma reta simultaneamente tangenteasa parabolas distintas.”
(Monteiro, p.18, 2008).

Sem perda de generalidade, é tomady = —1 e P, = (0,1). Seja?;’ um
ponto pertencente a diretriz, se tem qué,’ = (t,—1) € o ponto em qu®, incide
na retar; através da dobragem. Por construcdo, esta dobrégeada pela

mediatriz do segmentB, P,". M, sendo este o ponto médio do segméhRy’,

portantoM; = G 0).
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2
A equacdo da reta que passa pelos paites?;’ € dada por y = Tx + 1.

Portanto, o coeficiente angularda reta definida pela mediatriz do segmento

2

— t - , 4
P,P," é dado poma = 2 e o0 coeficiente linedb da mesma é dado pbr= —%.

2

. tx ¢, ~ . .
Assim, y =5 7 € a equacéao da reta representada pelo vinco gpoadaeio

da dobra.
A fim de ser definida esta reta, se quer que oqomédio deP, P, ' também

pertenca ao vinco gerado pela dobra anteriormesderita, em qué, = (x4, y;)

X1t+x Y1ty
2

e P, = (x, y), ou seja, se quer que 0 poig = ( , ) pertenca a reta de

dobragem definida pela mediatriz do segméhigy’.

Figura 21 - Tangente comum a duas parabolas

Desta maneira, sera feita a seguinte substituicao:

yi+y  tlg+x)

2 4 4
Mostra-se que as retas definidas ppe P, e P, e P,’, respectivamente,

tém a mesma inclinacdo, visto que a reta de dobragmediatriz dos segmentos

J’Y1

PP’ ePzP2 Em virtude disso, encontra-se a seguinte equa(;aG: o

Fazendo substituices por meio das duas equacteanente mostradas,
se tem como resultado a seguinte equagao:

01+ 01— »? = & =2 — y) — 2(x — x)?
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Pode ser encontrado zero, uma, duas ou trés dgbmsatisfagam este
axioma. Se as retag e r,forem paralelas e a distancia entre elas for ninajue
distancia entre os dois pontBse P, sera impossivel resolver este problema, pois

nao existird tangente comum as parabolas descritas.

Axioma 7: Unica dobragem capaz de fazer um pontméidir em uma
reta, por meio de uma dobragem perpendicular a umaoutra reta nao
paralela a inicial

O referido axioma foi acrescentado por Koshiro Haépenas em 2001,
cuja demonstracdo € consequéncia dos axiomas 4Apedar deste fato, a sua
importancia na lista ndo € invalidada, pois suatragao é feita por meio de um
movimento Unico.

Dados o pont® = (x;, y1), € as retag;: y =myx +n, €r,: y = myx +n,,
€ necessario determinar uma dobragem que faca gero pontaP seja levado a
P’ pertencente a retga e, simultaneamente, seja perpendiculay. aPara isso, a

retar; que passa paP e P’ devera ser paralela a retae, consequentemente, a

reta desejada sera determinada pela mediatrizguoesgoP P’

T3

ST

Figura 22 - Construcéo do sétimo axioma

Sejar;: y = myx + (y; — myx;) a reta paralela & que passa poP,
encontram-se as coordenadas do p@teor meio de interse¢do entre as retas
er; resolvendo o seguinte sistema:

y = mx + ng
{}’ = myx + (y1 — MaXq)

Logo:
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myx +n; =myx + (y; — myxy).
X(my — my) =y; — Myxy — 1Ny
X = Y1—MyXq1—Mq

mp—m;

Substituindo x na primeira equagao:

— myx1—n
y=m1(y1 2X1 1)_|_n1

mp—mjp

Conclui-se, assim, queéf = (2129 gy (Hometan) g

mq—m, m;—m;
Agora, basta realizar a dobragem, pelo axioma &,tqmna os pontoB8 e

P’coincidentes.
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