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As Cobnicas

Segundo Delgado, Frensel e Crissaff (2013), hesfores creditam ao
matematico grego Menaecmus (380 a. C — 320 a.@eseoberta do estudo das
Curvas Conicas. Acredita-se que o referido gednteitaa usado as curvas como
mecanismo para resolucéo do classico Problemaridélia

Contudo, a principal associacdo histérica as cuevasquestao é dada ao
matematico e astrénomo grego Apolbnio de Perga 262— 190 a.C.). Apol6nio
€ 0 autor da importantissima obra chamada “As @8hiccomposta por oito
livros, dos quais os quatro primeiros foram essrém grego e os trés seguintes
traduzidos em arabe, sendo, infelizmente, o oitavlmme perdido. Segundo
Boyer (1974), a obra de Apolbnio é considerada ig o@npleta no que se refere
ao presente estudo.

De acordo com Eves, o “Grande Gedmefratilizou pela primeira vez os
nomes “Pardbola”, “Elipse” e “Hipérbole” para dewsg as sec¢des descritas. O

autor, ainda, afirma:

Antes de Apoldnio os gregos tiravam as conicas rée tipos de cones de
revolucéo, conforme o angulo do vértice da secaidimaa fosse menor que, igual
a ou maior que um angulo reto. Seccionando-se waddesses tipos de cone com
um plano perpendicular a uma geratriz resultame@smmente uma elipse, uma
parabola e uma hipérbole. S6 se considerava um dambipérbole. Apoldnio,
porém, no Livro | de seu tratado, obtinha todasezg6es conicas da maneira hoje
familiar, ou seja, a partir de um cone circularldupeto ou obliquo. (Eves, 2011,
p. 199)

! Conhecido também como problema da duplicacdo Ho,@ste é um dos trés problemas
geomeétricos, a saber: a trissecdo do angulo, dgalicdo cubo e quadratura do circulo. Dada a
aresta de um cubo, o objetivo neste problema éreimsom o auxilio da régua e do compasso, a
aresta de um cubo cujo volume é o dobro do inicial.

2 Assim era conhecido o matematico Apolénio de Pepge, por sua importancia nos
estudos da Geometria, tornou-se um dos mais oisginatematicos gregos.
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Figura 1 - Secdes Conicas’

Como se pode observar na figura fornecida acimandm o plano é
paralelo a uma geratriz do cone, a curva obtidané& pardbola. Se o plano
secciona apenas uma das folhas do cone e, além, didercepta todas as
geratrizes, a curva gerada € uma elipse. A hipérlpmr sua vez, € obtida por
meio da intersecdo entre o plano e ambas as fdthasne.

Ainda, neste estudo, existem as cOnicas degersgrada como uma reta
(parabola), um ponto (elipse) e um par de retgse(hole). Estas também sao
obtidas por meio de interseccdes entre um plamo eame circular duplo.

Segundo Delgado, Frensel e Crissaff (2013), em ,1&86elaborar a obra
“Ad locos planos et solidos isagddéntroducdo aos lugares planos e solidos),
Pierre de Fermat (1601 — 1665) estabeleceu umnesie coordenadas na
Geometria Euclidiana. Com isso, 0 matematico etistanfrancés mostrou que as
curvas conicas podem ser descritas por equacOébriglgs de duas variaveis
combinadas com os conceitos dos lugares geométdesmsutidos por Apoldnio.
Em sua linguagem atual, as equac¢des sao desamitas p

Ax?+Bxy + Cy?+ Dx+ Ey+ F =0.

De acordo com Venturi:

Coube a Pierre de Fermat (1601 — 1665) a descothestaequacdes da reta e da
circunferéncia e as equagfes mais simples da eliasparabola e da hipérbole.

% Disponivel em: <http://www.galileu.esalq.usp.bréta_topico.php?cod=73>. Acesso em
30 de dezembro de 2014.

“ De acordo com Machado (1982), denominamos lugaméggico a um conjunto de pontos
tais que todos eles e s eles possuem uma dadépeafe.
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Aplicou a transformacgdo equivalente a atual rotad@ceixos para reduzir uma
equacdo do 2° grau a sua forma mais simples. (Xieh@49, p. 21)

As contribuicdes de Fermat foram primordiais paestudo destas curvas.
Segundo o referido autor, muitos historiadoresditznm que tal manuscrito tenha
sido o0 marco zero da Geometria Analitica.

A seguir, serdo mostradas as definicbes dos lug@@smeétricos
representados pelas curvas conicas, além dos tusntos e equacdes mais
simples conforme proposto no Ensino Médio. E dadstatjue, ainda, as

transformacdes de coordenadas e retas tangertes/as.

2.1.
Elipse

2.1.1.
Definicao

Machado traz a seguinte definicAo para a elipse:eliase € o lugar
geométrico dos pontos de um plano para os quaisna slas distancias a dois
pontos fixos desse plans, e F,, € uma constantea2(maior do que a distancia
F,F,)". (Machado, 1982, p. 116)

Figura 2 - A elipse

Desta maneira, seja E uma elipse, tem-se que:
E = {P |d(P, Fl) + d(P, Fz) = 2a}
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2.1.2.
Notacdes usuais

E comum encontrar as seguintes notatpag os elementos da elipse:

- A reta determinada pelos focBse F, da elipse é chamada de reta focal.
Além disso,|F F,| = ;

- Os pontos de intersecdo entre a curva e a rew &&o chamados de
veérticesAd; eA,;

- O segmental; 4, é chamado de eixo focal, em dde4,| = 2a;

- O ponto médio do eixo focal é chamado de cenfro C

- A reta perpendicular a reta focal que passagattro C é chamada de reta
nao focal,

- Os pontos de intersecao entre a curva e a retdooal sdo chamados de
veérticesB; e B,;

- O eixo ndo focal é determinado pelo segmdnhtB, cuja notacdo usual

para seu comprimento ®;2
- : . . L _C
- A excentricidade da elipse é determinada peloanam= o emque e

<1

Observe qugF,B,| = |B,F,| = |F1B,| = |F;B,| € |F,B;| + |B;F;| = 2a.

Portanto|FB;| = |B.F,| =|F1B,| = |F,B,| = a. Além dissoa2 = b2 + &.

Figura 3 - Elementos da elipse

® Estas notacdes sdo utilizadas para efeito deifitagko.
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2.1.3.
Forma canodnica da Elipse centrada na origem

Podem-se relacionar as definicbes enunciadas a ist@msa de eixos
ortogonais XOY, em que € R?. Divide-se o estudo da forma canénica da elipse
centrada na origem nos seguintes casos:

1° caso: seja E uma elipse centrada na origenretgdocal coincide com o
eixo OX, tem-se que os focos e vértices da mesmdai#os por:

F; =(-¢0), F,= (c,0), A; =(-a,0), A, =(a0), B;,=(0,-b) e
B, = (0,b).

@0l @0

(0, -b)

Figura 4 - Elipse centrada na origem cuja reta focal é o eixo OX

A partir da definicdo do lugar geométrico da eljpmgcontra-se a equacao
que a define por meio do calculo da distancia eture pontos.

Por definicdo, se P = (X, y) pertence a elipséged(PF,) + d(P,F,) = 2a.
Logo,

Ja+02+ v+ J(x—c)2 + y* =2a

(x + ) +2-\/(x+6)2 + yz-\/(x—C)2 + ¥ + (x—0)? + 2y* = 4ad®

2.0(x+0)2+ Y2 (x — )2+ y? =4a®? - 2y* — (x + ¢)® — (x - ¢)?

2.0(x + )2+ Y2 (x — )2 + y* = 4a? — 2y* — 2x% — 2¢?

Jax+0)2+ 2 J(x—c)2+ y? == 222 —y* —x*—(?

Ou ainda:
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JOZ+ c24 y2+ 2cx). (x2 4 ¢2 + y2 — 2cx) = 2a® —y* — x* — ¢?
(%2 + c?+ y2)? —4c?x% = [2a*> — (x* + 2 + y?)]?

—4c%x* = 4a* — 4a*(x* + ¢ + y?)

—c*x*=a* - d*(x* + * + y?

Substituindo c? = a& b

—(a? = bH)x* = a* — a®*(x* + a®> — b* + y?)

—a’x? + b?x? = a* — a’x? — a* + a®b? — a®y*?

b%x? = a*bh? — a*y?

Dividindo ambos os membros por azb2:

2

y

xz
e T

2 2
Conclui-se, assim, que a equacao da elipse & (dmdiéz-pi— % =1.
2° caso: sej& uma elipse centrada na origem cuja reta focalkwmencom o
eixo QY, tem-se que os focos e vértices da mesmdai#os por:
Fl = (O, —C), FZ = (O, C), A1 = (0, _a), Az = (0, a), Bl = (_b, 0) e
B, = (b,0).

el

(0, 2)

$(0, )

(-h 0) (b, )
(0,0) x

(0 -¢)

(0,-a)

Figura 5 - Elipse centrada na origem cuja reta focal é o eixo OY

Utilizando os mecanismos expostos no primeiro casoontra-se a seguinte

x2 y2
equagéo; + pria 1.
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2.2.
Hipérbole

2.2.1.
Definicao

Machado traz a seguinte definicdo para a hipértisldtipérbole é o lugar
geomeétrico dos pontos de um plano para os quaier@mnca, em valor absoluto,
das distancias a dois pontos fixos desse plgnef,, € uma constanteadmenor
do que a distancig F,)”. (Machado, 1982, p. 121)

Figura 6 - A hipérbole

Desta maneira, seja H uma hipérbole, tem-se que:
H={P|d(P,F,) — d(P,F;) = £2a}.

2.2.2.
Notacdes usuais

E comum encontrar as seguintes notacdes pararosretes da hipérbole:

- A reta determinada pelos focés e F, da hipérbole é chamada de reta
focal. Além disso|F,F,| = ;

- Os pontos de intersecédo entre a curva e a rew &io chamados de
veérticesAd; eA,;

- O segmental; 4, é chamado de eixo focal, em dde4,| = 2a;

- O ponto médio do eixo focal € chamado de cenjro C
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- A reta perpendicular a reta focal que passagaitro C é chamada de reta
nao focal;

- O eixo néo focal da hipérbole é determinado elgmentoB;B, cujo
comprimento € 2e o seu ponto médio € o centro C, emlafue c2? - a2.

- Os pontosB; e B, sdo 0s vértices imaginarios da hipérbole;

. ; , . c

- A excentricidade da curva é determinada pelo mame ~ em quec > a
e consequentemente>1.

- O retangulo da base de H tem os vertiggsA,, B, e B, como 0S
respectivos pontos médios dos seus lados e asguasontém as diagonais do

retangulo da base da hipérbole sdo as assfhtdem$l. Desta maneira, as

assintotas da hipérbole sdo as retas que passantgeto C da curva e tém

... b x x
inclinacdo +— em relacao a reta focal.
a

Figura 7 - Elementos da hipérbole

2.2.3.
Forma candnica da hipérbole centrada na origem

Conforme feito no estudo da elipse, utilizam-sdefmicdes enunciadas em
um sistema de eixos ortogonA©Y, em queP € R2. Divide-se o estudo da

forma candnica da hipérbole centrada na origensagsintes casos:

® As assintotas nao interceptam a hipérbole.
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1° caso: sejdd uma hipérbole centrada na origem, cuja reta fooaicide
com o eixoOX, tem-se que os focos e vértices da mesma sdo ¢ados, =
(_C, O), FZ = (C, 0),141 = (_a, 0), Az = (a, 0), Bl = (0, _b) eBz = (O, b)

(0,b)

(0,0
<0 [(2,0] @,0| (0 .

(0,-b)

Figura 8 - Hipérbole centrada na origem cuja reta focal é o eixo OX

A partir da definicdo da hipérbole, encontra-seqaaedo que a define
atraves do calculo da distancia entre dois pontos.

Por definicdo, s€ = (X, y) pertence a hipérbole, entéo:

d(P,F,) — d(P,F,) = t+2a.

Logo,

Jax+o)2+ y*— {J(x—c)2 + y* = +2a

(x4 =2.J(x+ 2+ y . (x =)+ y* +(x—c)* +2y* = 4d®

—2.J(x+0)2+ y2J(x — )2+ y2 = 4a? - 2y? — (x + ¢)* — (x - ¢)?

—2.J(x+ )2+ y2.(x — )2 + y% = 4a% — 2y? — 2x% — 2¢?

Ou ainda:

JEZ+ 2+ y2+ 2cx). (x2 + 2+ y2 — 2cx) = —2a® + y? + x% + ¢?
(x%2 + c?+ y*)2 —4c*x* = [-2a% + (x? + c¢? + y?))?

— 4c*x? = 4a* — 4a2(x? + c? + y?)

—c*x* = a* — a?(x? + ¢? + y?)

Substituindac? = a2 + I

—p2x2 = —g2p? — azyz
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Dividindo ambos os membros pera2l?:

x2 2
=1+

az
x2 yZ
Encontra-se, assim, a equacao da hipérbole dadg—zperﬁ =1.
2° caso: sej&l uma hipérbole centrada na origem, cuja reta fooaicide
com o eixoQY, tem-se que os focos e vértices da mesma sédo dados
Fl = (0, _C), F2 = (0, C), Al = (0, _a), Az = (0, a), Bl = (_b, 0) e
B, = (b,0).

bl

¢ (0, c)

(0,2)
(0, 0)
(b, 0) (b, 0) x

Figura 9 - Hipérbole centrada na origem cuja reta focal é o eixo OY

Utilizando os mecanismos expostos no primeiro cabtém-se a seguinte

x2 2
equagao; ; — - =

1.
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2.3.
Parabola

2.3.1.
Definicao

Machado traz a seguinte definicdo para a parabAlgarabola € o lugar
geomeétrico dos pontos de um plano que sédo equitkstale um ponto fixo F e de

uma reta dada d,[Fd, deste plano. O ponto F chama-se foco e a rebacha-se
diretriz da parabola”. (Machado, 1982109)

Figura 10 - A pardbola

Desta maneira, seja P uma parabola, tem-se que:

P={Q|d(Q,F) = d(Q,d).

2.3.2.
Notacdes usuais

E comum serem encontradas as seguintes nota¢Gepalementos da
parabola:

- A reta que contém o fode e é perpendicular a diretriz € chamada de reta
focal da parabola.

- O ponto da paraboR que pertence & reta focal é chamado de véifce

- A distancia entre o foco e a diretriz da pardpdhemada de parametro, é

usualmente notada p2p (note qued(V,F) = d(V,d) = p);

"Se D é o ponto de intersecdo entre a reta foeatlieetriz, entdo V é o ponto médio do
segmentdD.
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- A excentricidade da parabola é o quociente et F) e d(Q,r). Como

estes valores séo iguais, a excentricidade dagarébgual a 1.

2.3.3.
Forma candnica da parabola centrada na origem

Conforme feito no estudo das curvas, anteriormaptesentadas, utilizam-
se as definicdes enunciadas em um sistema de aitaggonaisXOY, em queQ
€ R?. Divide-se o estudo da forma canénica da paraterérada na origem nos
seguintes casos:

1° caso: considerando a parabola com vértice ngerarie reta focal
coincidente com o eix@X, tem-se duas situacoes:

- SejaP a parabola de fock a direita da diretrizl, 0os seus elementos sao

dados pelo vértic¥ = (0,0),focoF = (p,0) e diretriz:d: x = — p.

Figura 11 - Pardbola de foco a direita da diretriz

Conhecendo a definicdo do lugar geométrico da paapode-se encontrar
a equacao que a define por meio do célculo dandistéentre dois pontos e
distancia entre ponto e reta.

SejaQ = (x, y) por definicdo, tem-se quiQ, F) = d(Q, d) Além disso,
d(F, d)=2p

Tem-se que:

JG— P77 =lxtpl

Elevando ambos os membros ao quadrado:
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(x—p)*+y*=(x +p)?
x?—2xp + p? + y? = x%* + 2xp + p*
y? = 4xp.

- SejaP a parabola de fode a esquerda da diretniz 0s seus elementos séo

dados pelo vértic¥ = (0,0), focoF = (—p, 0) e diretrizd: x = — p.

o

Figura 12 - Pardbola de foco a esquerda da diretriz

De forma analoga a parabola de fée@ direita da diretrizl, encontra-se:

2 — _

y< = —4xp.

2° caso: considerando a parabola com vértice ngerarie reta focal
coincidente com o eix@Y, tém-se duas situacoes:

- SejaP a parabola de fock acima da diretrizd, os seus elementos séo

dados pelo vértic¥ = (0,0), focoF = (0,p) e diretrizd: y = - p.

s F

Figura 13 - Parabola de foco acima da diretriz
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Conforme feito anteriormente, encontra-se a equggéaca define por meio
dos calculos de distancia entre dois pontos e egii@ee ponto.

Tem-se que:

V&2 + (7 —p)? =y +pl

Elevando ambos os membros ao quadrado:

x*+ @y —-p)?’=+p)?

x*+y* = 2yp +p? =y*+2yp +p°

x? =4yp
- SejaP a parabola de fock abaixo da diretrizl, os seus elementos sao

dados pelo vértic¥ = (0, 0), foco F =(0, —p) e diretrizd: y = p.

o F

Figura 14 - Parabola de foco abaixo da diretriz

De forma analoga a parabola de foco F a direitdire#iz d, obtém-se:

x? = — 4yp.

2.4.
Transformacgdes de coordenadas

Algumas vezes, as equacdes de curvas conicas oooedenadas de um
ponto em relacdo a certo sistema de referéncia sextadas em relacdo a um
novo sistema. Desta maneira, a conica cuja equagéterida a um sistema de
eixos coordenada¥QY transformar-se-a em uma equacao relacionada aoum n

sistemaX0Y obtido por meio de uma translacdo e/ou rotacieixies. Estas
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transformacdes ndo modificam o grafico ou formau@a, alterando apenas sua
equacao.

A seguir, sera feita a deducdo de formulas capaeegelacionar as
coordenadas de um ponto qualquer do plano refeadas sistema original com
as coordenadas do mesmo ponto relacionadas ao deegsistema.
Algebricamente, o objetivo da aplicacdo das forsujae serdo apresentadas €
eliminar um ou mais termos da equacdo do segunao gsm duas variaveis,

dada porAx2 + Bxy + Cy2+ Dx + Ey + F = 0.

2.4.1.
TranslacOes de eixos coordenados

Em relacdo as translacdes dos eixos coordenadtiaj (2810) apresenta a

seguinte definicao:

A operacdo de mover os eixos coordenados no plaomenado para uma posicao
diferente de maneira que 0sS novos eixos sejam ghasabos antigos eixos,
respectivamente e semelhantemente orientados,otndeada translacéo dos eixos
coordenados. (Cattai, 2010, p. 6).

SejaXQY o sistema original de eixos ortogonais, o sistéraasladado
XO0Y possui eixos ortogonais paralelos aos primeirosgem dada pofx,, vo).
Além disso, seja P um ponto qualquer do plano sceg@rdenadas no sistema de
eixos ortogonais original sdo dadas pqry), tem-se que no sistema transladado
de eixos ortogonais tais coordenadas sao exprpesés, y), conforme se pode
observar na figura a seguir.
v A

‘1:
E=]

=
]

Figura 15 - Translacéo de eixos
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Pode-se perceber que as coordenadas do ponto dtstevaasKOY e X0V

estdo relacionadas da seguinte maneira:
{JZ =X — X
Yy=Y=Yo
A partir destas relacdes de translacéao € posdivet as equacdes da elipse,
hipérbole e parabola transladadas. Além dissoligovdestacar que por meio das
referidas formulas é possivel eliminar os termogrilmeiro grau da equag#®oc?

+Bxy+Cy2+Dx+Ey+F=0.

2.4.2.
Rotacdes de eixos coordenados

No que se refere ao estudo das rotacbes dos eoarslemados, Cattai
(2010) apresenta a seguinte definicdo: “A operagd@ mover 0S eixos
coordenados no plano coordenado para uma posifgrerde de maneira que os
NOVOS eixos e 0s antigos eixos possuam a mesmengrig) denominado rotacao
dos eixos coordenados”. (Cattai, 2010, p. 8)

Portanto, rotacionar os eixos coordenados implearenter a origem fixa
e “girar” os eixos em um determinado anguloConsiderando XOY, o sistema
original de eixos ortogonaisX0Y o sistema rotacionado, em que: P é um ponto
do plano tal que P = (x,y) no sistema original, &) no sistema rotacionado e

O é a origem de ambos 0s sistemas, tem-se a segusitacao:

x

Figura 16 - Rotacéo de eixos
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Utilizando as informag@es fornecidas na figura eaaées trigonométricas,
tém-se as seguintes igualdades:

X = cos@t+p)r

_Y
cosB senf

Além dissor =

Sabendo queos@+ ) = cos.coY - sem.serp, tem-se:

ad cosy.coP 4 sen.serp
X=—. : - :
cosf3 senf’

Conclui-se entdo qu&:= x.CoSx — y.Semw

De forma analoga, encontra-se:

y = seng+f)r

Sejasenq+p) = ser.cog + cosw.serp, tem-se:

x y
y = C—.sem.cosB + ﬁ.cosx.serﬁ

osf3 sen

Conclui-se, desta maneira, que x.sefm + y.COSx

Por meio de artificios semelhantes se podem ermoras formulas
referentes & e y. E importante destacar que por meio das formutasoth¢io
aqui apresentadas, € possivel eliminar os termosyata equacaéx? + Bxy +
Cy?+Dx+Ey+F=0.

2.5.
Tangentes a uma conica

Seja uma curva cbnida, cuja equacao é dada pdx2 + Bxy + Cy2 + Dx +
Ey + F = 0 e uma retd em que sua equagédo é expressaypermx + n, obtém-
se 0s pontos de intersecéo entre ambas por megsolacéo do seguinte sistema:

{Ax2+Bxy+Cy2+Dx+Ey+F=0
y=mx+n

Por substituicdo, encontra-sedx* + Bx(mx +n) + C(mx +n)? +
Dx + E(mx+n) + F = 0. Ou ainda4 + Bm + Cm?)x? + (Bn + 2Cmn +
D + Em)x + Cn*+ En+ F = 0. Desta maneira, esta equacdo possui zero, uma,
ou duas solucdes.

Neste caso, Siqueira e Costa fornecem a seguifitécde para a tangéncia:
“As retas que tém somente um ponto em comum com afin&a e que ndo

contém pontos interiores da mesma sdo denominatggerites a conica”.
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(Siqueira e Costa, 2012, p. 21).ogo, é necessério e suficiente que todos o0s
pontos da reta, com excecdo do pdhtpertencam a regido exterior da curva.

A seguir, mostram-se as propriedades das retasertwsy as conicas
considerando seus respectivos focos e direfrizes

Sobre as tangentes a elipse, Sato fornece a seguoyriedade: “Seja uma
elipseC de diretriz d e focog,e F, e P um ponto de&C. Se a reta é a bissetriz do
angulo determinado pela semirreR, oposta a semirrel%T?l, e pela
semirretaPF,, entdo t é a tangente a elipse no p&ito(Sato, 2005, pg. 26).

De acordo com a definicdo do lugar geométrico jéesemtadalPF;| +
|PF,| = 2a, em que2a é uma constante positiva. Para garantir tgéea reta
tangente a elipse C, mostra-se que o pBréa Unica intersecdo entre ambas.

Considera-se um ponf (distinto deP) pertencente e, além disso, faz-se
o prolongamento dos segment®s e F,P de forma que existam as seguintes

igualdades|PF,’|= |PF;| e |PE| = |PF,|, conforme indicado na figura a seguir:

Figura 17 - Tangente a elipse

Portanto, a reta €, além de bissetriz do angulbPE, mediatriz dos
segmentod; F,’ e F,E pois o triangulaPF,E é is6sceles ou seja, as igualdades

|QF,'|= |QF;| e |QE| = |QF,| também s&o validas.

8 Geralmente, no estudo das conicas a diretriz ésaptada apenas quando se refere &
parabola. No entanto, a diretriz de uma conica & teta fixa onde, juntamente com um ponto
fixo ndo pertencente a curva (que chamamos de,fdedine a mesma como o lugar geométrico
dos pontos cujas distancias ao foco e a diretsayeEm uma razdo constante.
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Utilizando a desigualdade triangular relacionada taangulo PF,'F,,
encontra-se que:

|QF,| + [QF;| > |F,F,| . Ou ainda|QF;| + [QF;| > |F,F,|.

Ora, sgPF,’|= |PF;|, entdo|PF;| + |PF,| = |F,F,’| = 2a. Logo,|QF,| +
|QF,| > 2a.

Conclui-se, assim, qu@ pertence a reta, mas nao pertence a curva, pois
|QF,| + |QF,| # 2a. Logo, o pontd® é a Unica intersecdo entre ambas.

Com relagéo as tangentes a hipérbole, Sato fomerepriedade a sequir:
“Seja uma hipérbole C de diretriz d e fodg®e F, eP um ponto de&C. Se a
retat é a bissetriz do angulo determinado pelas seraﬁrﬂéTl e P_Fz) entaa é a
tangente a hipérbole no porRd. (Sato, 2005, pg. 26).

De acordo com a definicdo do lugar geométrico dogqs pertencentes a
hipérbole, se P é um ponto de C, efi@B,| — |PF;|| = 2a, em que2a é uma
constante positiva.

Para garantir queé a reta tangente a hipérb@emostra-se que o ponke
a unica intersecdo entre ambas. Considera-se urto g@n(distinto de P)
pertencente &e, além disso, determina-se no segm@&foum pontoR tal que

|PR| = |PF,|, conforme indicado na figura a seguir:

Figura 18 - Tangente a hipérbole

° No triangulo isésceles, a mediana, a altura essebiz em relacdo a base (de medida
diferente das demais) séo coincidentes. Portast® segmento € também mediatriz da mesma.
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Portanto, a reta é, além de bissetriz do angBJ#F,, mediatriz do
segmentar, R, pois o tridngulaPRF, é isosceles. Obtém-se também as seguintes
igualdadesiQR| = |QF,| e |RF;| = 2a (pois ||PF;| — |PF;|| = 2a). Aplicando
a desigualdade triangular ao triangqlé, R, encontra-se que:

|QR| < [QF;| + |RF;|. Em que se segue q|@F,| — 2a < |QF]|

|QF;| < [RFi| + |QR|. Ou ainda|QF;| < 2a + |QF,|
|QF,| — 2a < |QF;| < 2a + [QF,|

ConsequentementlQF,| — |QF;|| < 2a.

Conclui-se, assim, que Q pertence a reta, mas eéenge a hipérbole.
Logo, o pontd® € a Unica interse¢ao entre ambas.

Por fim, em relac&o as tangentes a parabola, o mastor ainda concede a
seguinte propriedade: “Sejdum ponto da parabola de foEe diretrizd et a
reta bissetriz do angul6PD, em queD é pé da perpendicular a reta d passando
porP. Temos quéé reta tangente a pardb@ano pontoP sendo também a
mediatriz do segmenteD” . (Sato, 2005, pg. 25).

Se P é um ponto da curva, entB&| = |PD|. Assim, sendo t a bissetriz do
anguloFPD em queFPD é um tridngulo isésceles se tem dque também uma
mediatriz do mesmo.

Para mostrar que o ponBbé a Unica intersecdo entre a reta t e a curva,
considera-se um pont@ pertencente § além do segment@D’ perpendicular &

diretriz, conforme se pode observar na ilustracéegair:

Figura 19 - Tangente a parabola
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A retat, além de bissetriz do triangukPD, € mediatriz do segmenfaD,
pois o referido triangulo é isdsceles. Portaf@d;| = |QD|.

Considerando o triangulo retangufd’D de hipotenusa@D, tem-se que
|W| <|QD|, em que se conclui qUéF| > |W| Desta maneirdQ pertence a
reta, mas nao pertence a parabola. Logo, o ppnéoa Unica intersecao entre
ambas.

Ndo é comum ver a apresentacdo dos estudos sabstatido, rotacdo e
tangentes as curvas no Ensino Médio. Alias, os eitox destacados neste
capitulo estdo cada vez mais extintos nas salasaulie, ora por serem
considerados complexos, ora por ndo serem condmketao relevantes.

No entanto, o referido tema ocupa um grande e caitulo tanto da
historia da Matematica como de desenvolvimentoscie® e aplicacdes praticas
importantes. Cabe ao professor estabelecer mépaslagjue estes conhecimentos
sejam apresentados aos discentes, uma vez quede usateriais concretos pode
fazer toda a diferenga no processo de aprendizagem.
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