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5
Discretizacéo das equacdes governantes na forma u-p

51
Discretizacdo espacial

Sistemas de equacdes diferenciais governantes geralmente ndo tém solugéo
analitica exata, necessitando do emprego de um método numérico, como o MEF,
para obtengdo de uma solucéo aproximada ([Cook, R., et al., 1989], [Bathe, K.J.,
1996], [Zienkiewicz, O.C., et al., 2006], [Hughes, T.J.R, 1987]). No MEF as
equac0es diferenciais sao satisfeitas, no sentido integral, no dominio do elemento
(formulacdo fraca), enquanto que na solucdo analitica estas equacdes sdo
satisfeitas em cada ponto do problema (formulacéo forte).

No MEF os valores de deslocamento do sélido e da poropressédo do fluido,
sdo aproximados nos pontos nodais a nivel local (elemento acoplado) por fungdes
de interpolacdo continuas, geralmente polinomiais, cujo grau depende do nimero
de nds do elemento finito utilizado.

Para o campo dos deslocamentos da matriz sélida (ou sélido),

u=N'u (Eq. 5.1)
ou,

u.

IR

N U (Eq. 5.2)
e para 0 campo das poropressdes do fluido (dgua)

p.=N"p, (Eqg. 5.3)
ou,

Pui = N Puy, (Eq. 5.4)

onde u é o vetor de deslocamento do sélido, u o vetor de deslocamento do sélido
nodal a nivel local, N" a matriz das funcbes de interpolacdo para o campo dos

deslocamentos do solido, p,, 0 vetor da poropressdo do fluido, p, o vetor da
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poropressdo do fluido nodal a nivel local e N" a matriz das funcdes de
interpolacdo para 0 campo das poropressoes.

As equagdes 5.1 e 5.3 podem ser escritas da forma combinada para um
elemento acoplado (sistema sélido-fluido a nivel local) como,

®=P=ND (Eq. 5.5)

sendo @ ={u p,}" o vetor da variavel generalizada, ® ={w p,} o vetor da

variavel generalizada nodal a nivel local e N a matriz das funcdes de interpolacéo

da variavel generalizada definida por

N' 0
N:[O NW} (Eg. 5.6)

No caso de uma analise dindmica, a discretizacdo deve-se estender as

derivadas do vetor da variavel generalizada nodal a nivel local, obtendo-se

(Eq. 5.7)
o= (Eg.5.8)

onde @ representa o vetor da velocidade da variavel generalizada nodal a nivel

local e @ o vetor da aceleracdo da variavel generalizada nodal a nivel local.

Na literatura, as equacgOes discretizadas do MEF sdo obtidas através de
duas abordagens gerais: (a) formulacdo variacional; (b) formulagéo baseada no
método dos residuos ponderados.

Na formulacdo variacional as equacfes de equilibrio e as condicbes de
contorno naturais sao obtidas pela minimizacdo de um funcional conhecido, como
0 que expressa, por exemplo, a energia potencial de um sistema mecénico
conservativo, frequentemente empregado em problemas da mecénica do continuo.
Hardy [Hardy, S., 2003] estabelece a equacéo discretizada a nivel local para o
solido através do principio da energia potencial estacionaria, estendida para o

contexto dinamico pela aplicacdo do principio de d’Alembert’, enquanto que o

! Principio de d’Alembert: “As acdes e reacdes internas de um sistema de corpos em

movimento estdo em equilibrio”.
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acoplamento soélido-fluido foi obtido mediante o principio das tensGes efetivas

[Terzaghi, K., 1936] para solos saturados.

(M ]{au}+[CHauf+ [K {au}+[Lhap, j= {AR] (Eq. 5.9)

onde {u}, {u} e {ii} séo os vetores de deslocamento, da velocidade e da aceleragio

do solido, respectivamente, {pf } 0 vetor da poropressao do fluido, [M] a matriz

de massa do sélido, [C] a matriz de amortecimento viscoso, [K] a matriz de
rigidez do sélido, [L] a matriz de acoplamento sélido-fluido e {R} vetor de forca
do sdlido.

Para desenvolver a equacdo discretizada a nivel local para o fluido, Hardy
[Hardy, S., 2003], considerando a lei de Darcy, as equagfes de movimento e da

continuidade do fluido, obteve pela aplicacdo do principio dos trabalhos virtuais,

(LT {au}+ [cJad}-[glp, jat—[sHap, = (in}+ {Q}at (Eq. 5.10)

onde [G] representa a matriz de inércia do fluido, [¢] a matriz de fluxo do fluido,
[S] a matriz da compressibilidade do fluido, {n} o vetor de fluxo do fluido, {Q}

vetor da vazao do fluido e t o tempo. O simbolo A significa variacao.

Ghaboussi e Wilson [Ghaboussi, J.; Wilson, E.L, 1972] apresentam uma
formulacdo do MEF desenvolvida com base em um funcional de energia para
problemas acoplados em meios porosos saturados proposto por Sandhu e Pister
[Sandhu, R.S.; Pister, K.S., 1970], que resulta no seguinte sistema de equagdes
algébricas, discretizada a nivel local,

M, M_|(i,] [D, o07(a.) [K, C_][u,

ISR SR A B P
Fs

I

onde u

(Eq. 5.11)

., U, e i, sdo vetores de deslocamento, da velocidade e da aceleracéo do
solido, respectivamente; u,, u,, e ii, 0S vetores de deslocamento, da velocidade
e da aceleracéo do fluido, respectivamente, K, e K, as matrizes de rigidez do
solido e do fluido, respectivamente, M, e M, as matrizes de massa do sdlido e

do fluido, respectivamente, D, e D, as matrizes de amortecimento viscoso do
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solido e do fluido, respectivamente, F, e F, os vetores de forca do sdlido e do

fluido, respectivamente, C, e M_ matrizes de acoplamento solido-fluido em

termos da massa e da rigidez, respectivamente.

Cabe ressaltar que a matriz de amortecimento D foi introduzida nesta

equacdo para representar a energia dissipada pelo solido, podendo ser determinada
pela combinacdo linear da matriz de massa e da matriz de rigidez do solido

(amortecimento de Rayleigh), ou seja
D, :al(MS—nZMf)+a2(KS—&2Kf) (Eq. 5.12)

onde a, e a, sdo constantes de amortecimento, n a porosidade e & a constante
de Biot.

De acordo com Ghaboussi e Wilson [Ghaboussi, J.; Wilson, E.L, 1972] o
sistema de equagdes 5.11 poderiam também ser obtidas através de uma extensdo
do principio de Hamilton?, assumindo a existéncia de uma funcdo de dissipagdo
de energia para levar em conta os efeitos de amortecimento.

Ha vérias formulacdes disponiveis na abordagem pelo método dos
residuos ponderados para obtencdo das equaces do MEF, dependendo da escolha
do tipo de fungdo de ponderagdo, N, para minimizagdo dos residuos. A mais
popular, parece ser a do método de Galerkin, utilizada no presente estudo, onde as
funcbes de ponderagdo sdo as proprias fungbes de interpolacdo empregadas no
MEF.

As equacOes diferenciais governantes a resolver em casos de problemas

dindmicos sao da forma geral (equacgéo continua),
AD+A,0+A,(D)=0 (Eq. 5.13)

onde A, A,, A, representam quantidades matriciais.

2 Principio de Hamilton: “De todos os caminhos possiveis ao longo dos quais um sistema
dindmico pode se mover em um intervalo de tempo especifico, o caminho percorrido é
aquele que minimiza na integral do tempo a diferenca entre as energias potencial e

cinética”.
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Considerando que

®=N,® (Eq. 5.14)
com
NY 0
N, =| P Eq.5.15
p {0 NJ (Eq )

a aplicacdo do método de Galerkin produz entdo

[N (A0 +A,0+A,(@)d2 20 (Eq. 5.16)
Q

que, apos a integracao, serd reduzida a seguinte forma (equacéo discretizada),
B,® +B,C'® +B,(®)=0 (Eq. 5.17)
onde B,, B,, B, séo quantidades matriciais.
(a) Discretizacao das equacoes simplificadas de movimento do sélido
0y — pdl; + pdb; =0 (Eqg. 4.38)

Seguindo-se o procedimento do método de Galerkin, onde as funcdes de
interpolacéo para o campo de deslocamentos N, s&o utilizadas como funces de
ponderacdo N, (i.e. Np =N, ) para minimizacdo dos residuos no dominio do
elemento. Multiplicando-se a equacgéo 4.35 pela transposta da matriz das fungdes

de interpolacdo N e integrando-se no dominio do elemento Q,

uT o o
_[NK (5O'ij,j — pd; + pdb, )jQ:O (Eq. 5.18)
Q

Do principio das tens@es efetivas para solos saturados,

resulta na equacao 5.18 em

UT ! oo
INK (5%:1 =8P, ; — pdli; + pob, )jQ:O (Eq. 5.19)
Q

ou
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]

[Ng 6oy jda— [Ng'8,6p,, ,dQ- [N pdidQ
Q Q

Q
. (Eq. 5.20)
+ J. N pdbdQ =0
Q
Integrando por partes os dois primeiros termos da equagéo 5.20,

uT ' u' ’ u !
INK o ,dQ = j(NK o )]de—jNK,f%i,-dQ (Eq. 5.21)
Q Q Q

uT ul u T
[N 6,00,,,00 = [ (N2 5,0, ) d- [ NE 7 ,0p,00 (Eq. 5.22)
) Q Q

Aplicando-se o teorema de Green nos termos sublinhados das equacdes 5.21

e 5.22, vem,

I(N&Té‘ﬁ;j)‘jdgZIN;Tnj5Ui;dF (Eq 5.23)
Q r

I(N§T5ij5pw),jd9 :INETnigiJ&WdF (Eq. 5.24)
Q r

Substituindo-se as rela¢Bes anteriores na equacéo 5.20,
[Ng"nsopdr - [N "oy do
r Q
LIT u T
— [N¢n;8,p,d0 + [N} 7 6,p,00
r Q
_J' NETpéUidQ (Eg. 5.25)
Q
+ J- N ETpﬂoidQ
Q
=0
e reorganizando-se 0s termos,

[oNg did+ [Ny T opda - [Ny | 8,40
Q Q Q

o T (Eq. 5.26)
= [N pavd + [Ny (60) - 5,0p, n,dT
Q r

Considerando os valores nodais da variavel deslocamento, U, e

poropresséo, P, ;, de acordo com as equagdes 5.2 e 5.4,

Ui = Ny Uy (Eq. 5.2)

1
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Pui = NPy (Eq. 5.4)

entdo a equacédo 5.26 pode ser reescrita como

(ijETNEdQJaﬁKi + [Ny ;' 6o7d0
Q

Q
_[J‘NE'jTé‘ier’dQ]ﬁWu (Eq. 5.27)
Q

= [NK" paoyd+ [Ny (657 —5,0p,, )n;dr
Q r

As equacles anteriores podem também ser expressas na forma vetorial

(equacdo discretizada a nivel local),

M + P(5u) - Qdp,, — ) =0 (Eq. 5.28)
onde
UT u
M = [ pNy NgdQ (Eq. 5.29)
Q
u T w
Q=[N 6N/ (Eq. 5.30)
Q
u T ’
P(ou) = [Ny " dojdQ (Eg. 5.31)
Q
a0 = [NLT pevd + [N (o) - 5,0p, Jn,dT (Eq. 5.32)
Q r

onde M ¢é a matriz de massa do solido, Q matriz de acoplamento sélido-fluido,

P(su) matriz de forca interna do sélido que dara origem a matriz de rigidez do

solido; of® vetor de incremento de forca do sélido, ou vetor de incremento de

deslocamento do solido e Jp,, vetor de incremento da poropresséo do fluido.

A matriz de massa do sélido pode ser definida por duas formulacées: (1)
matriz consistente; (2) matriz de massas concentradas. A matriz de massa
consistente representa a discretizacdo de uma distribuicdo continua de massa no
elemento (equacdo 5.29) enquanto que a matriz de massas concentradas, visando a
um menor tempo de execucdo computacional, é obtida da matriz de massa por
meio de um processo de diagonalizacdo (lumping), como a técnica HRZ [Hinton,
E., Rock, T.; Zienkiewicz, O.C., 1976].
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A matriz de acoplamento solido-fluido (equacgédo 5.30) pode ser escrita na

forma vetorial,

Q=[B' mN"dQ (Eq. 5.33)

Q

onde N" é a matriz das funcdes de interpolacdo que descrevem o campo das

poropressdes e m € a forma vetorial do delta de Kronecker dado por,
m=[1 1 0f (Eq. 5.34)

A matriz de forca interna do sélido (equacdo 5.31) pode ser escrita na

forma vetorial,

uT
P(su) = [B*' 5odQ (Eq. 5.35)
Q
considerando-se
B' = SN" (Eq. 5.36)
9 9
OX
S (Eq. 5.37)
& . 5.
J 90
| OX Oy

onde ¢ é o vetor de tensdo, B" a matriz das derivadas das funcbes de

interpolacdo N que descrevem o campo dos deslocamentos do sélido e S matriz
de operador de derivadas.

Considerando a relagdo tensdo-deformacdo para o sélido, dada pela
equacao 4.27,

6oy = Dy e (Eq. 4.27)
o0 tensor das deformacdes,
Oy =73 (AU, +3U;,) (Eq. 5.38)

e 0 campo de deslocamentos nodais descrito pela equagéo 5.2

I

U = Ny Uy (Eq. 5.2)
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entdo a matriz P<5ﬁ> pode ser expressa como,
P<5ﬁ> = I NE,,—T Dij (%(N}li,lka,l + NE,kle,k))jQ (Eg. 5.39)
Q

ou, na forma vetorial,
P(su) =K ou (Eq. 5.40)
onde

UT u
K = [B' DB" dQ (Eq. 5.41)

Q

sendo Ka matriz de rigidez do solido e D a matriz constitutiva tenséo-

deformacéo, i.e. em termos das tensdes efetivas.

Da teoria da plasticidade generalizada (equacédo 3.65), i.e. modelo Pastor—
Zienkiewicz, tem-se

D =D (Eq. 3.50)

O vetor de incremento de forca do sélido (equacdo 5.32) pode ser escrito

na forma vetorial,

=[N pbda+ [N tdr (Eq. 5.42)
r

Q

com b representando o vetor de forca de corpo por unidade de massa e t o vetor

de forca externa (forca cisalhante e normal) atuante no sélido.

(b) Discretizacdo das equacoes simplificadas de movimento-continuidade do

fluido

g

(ki,- (=D ; — P + P, D ,—)). [T+ (Eq. 4.46)

Seguindo-se o procedimento do método de Galerkin, onde as funcdes de
interpolacdo para o campo de poropressdo N* sdo utilizadas como funcdes de
ponderacdo N_ (i.e. N; =N/") para minimizagdo dos residuos no dominio do
elemento. Multiplicando-se a equacgéo 4.43 pela transposta da matriz das fungdes

de interpolacdo N|" e integrando-se no dominio do elemento Q,
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[Ny {(ki,- (b, — o+ pyb))) +l, + 5%”“ ]dﬂ =0 (Eq. 5.43)
ou

= [N (b, )0 = [NV (kg 0,6 ). A2
Q Q

+ [N (ko) 00+ [N 8l 002 (Eq. 5.44)
Q Q
FNYT 9Pugn—g
o Q

Integrando por partes 0s quatro primeiros termos da equacéao 5.44,
_[Nl\_NT (kij&w,j)'de =
Q

y Y (Eq. 5.45)
I(NLTkij5pw,j)'de_'[NL,kaij pw,de
Q Q
N (o805, d2 =
Q

(Eq. 5.46)

[Nk p,80,). d2 - [NV Ky p, 81 dO2
Q Q
_[NI\_NT (kijpudb;);dQ =
Q

y Y (Eq. 5.47)
I(NLTkijpw&Jj)'de_.[NL,kaijpwa:)de
Q Q

T o
[N o, do =
; (Eg. 5.48)

j(N s, )YidQ - [Ny 0,00
Q

Q

Aplicado-se o teorema de Green nos termos sublinhados das equacgtes 5.45
a5.48,

_[(NL kijé‘pwvj)‘de:J.NL kijgpw,jnjdr (Eq. 5.49)
Q T

Wl . WT .
I(NL kijpwéuj)'de:INL kijpw&'ljnjdr (Eg. 5.50)
Q T

I(NL kijpwébj)'de:jNL kijpwébjnjdr (Eq. 5.51)
) T
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J.(N[“T5ui)’idQ:J'N[“TaJinidF (Eq. 5.52)
r

Q

Substituindo-se as equagdes 5.49 a 5.52 na equacdo 5.44, resulta
wT w T
— [N? ko, AT+ [NV kg p,, jn,dQ
r Q
wT .. w T -
— [N ko i T+ [Nk o, 60 dQ
r Q
wT w T
+ [Nk o, 30, AT = [N} Ky p,, 0,0, dQ2
T ) (Eg. 5.53)
+ [N undr - [Ny o, do
T Q
JrJ.N[vT ﬁdg
o Q
=0
Reorganizando-se os termos,
w T
+J-NLY]. Ky o, 00
Q
w T .
+ [Nk p, S dQ
Q

— [N}k p,,00,dQ
Q

i (Eq. 5.54)

= [N kydp, 0, d0 = [N} kg o, 80 0 AT
r r

~ [Nk, p, 00,0 = [N 5,0, dr
r r

Considerando os valores nodais da variavel deslocamento, U, e

poropresséo, P, ;, de acordo com as equagdes 5.2 e 5.4,

U = Ny Uy (Eq.5.2)
Pui = NPy (Eq.5.4)

entdo a equacéo 5.54 pode ser reescrita como
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QN \F dQJé‘UK,—k{INTNWdQJé‘pi

{ Ny, K, NLJde5pWI

+[jN ky PN dQ]cSuK, (Eq. 5.55)
Q

= [N} Ky puch, dQ+jN ky o, ,n,d

Q

~ [Nk p, 010, A0 = [Nk p, b dI
r r
— [N su;n,dr

r

a qual pode ser expressa na forma vetorial (equacdo discretizada a nivel local) por,

RS U +Sop, + HSp, +Gou =& (Eq. 5.56)
onde
WT u
R:jNLi NYdQ (Eq. 5.57)
IN N (Eq. 5.58)
w T w
H:INLJ k;N',dQ (Eq. 5.59)
Q
w T u
G =[N "k;p,NydQ (Eg. 5.60)
Q
=[N, k”prJdQ+IN ky P, ,n,dl
Q
_J-NL kiij5ande_jNL Kij 0, 0b;n;dl (Eq. 5.61)
T T

— [N sun,dr
r

onde R é a matriz de acoplamento sélido-fluido, S a matriz de compressibilidade

s6lido-fluido, H a matriz de fluxo do fluido, G a matriz de fluxo dinamico do

fluido e ™ o vetor de incremento de forca do fluido.
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A matriz de acoplamento solido-fluido (equacgéo 5.57) pode ser escrita na

forma vetorial,
WT u
R=[B" N'dQ (Eq. 5.62)
Q

com
B" =SN" (Eq. 5.63)

onde B" é a matriz das derivadas das fun¢des de interpolagdo N" que descrevem
0 campo das poropressoes.

De acordo com Zienkiewicz [Zienkiewicz, O.C., et al., 1999] pode-se
admitir (caso particular) que a matriz de acoplamento sélido-fluido R (equacéo
5.62) e similar a transposta da matriz de acoplamento sélido-fluido Q (equacéo

5.33), ou seja,
R=Q’ (Eq. 5.64)

A matriz de compressibilidade solido-fluido (equagdo 5.58) pode ser escrita

na forma vetorial,

w 1 w
S =[N"" 2N"dQ (Eg. 5.65)
a Q
onde
i_n,e-n Eq. 4.24
3 KK A
A matriz de fluxo do fluido (equagdo 5.59) pode ser escrita na forma
vetorial,
H = [VN""k VN"dQ (Eq. 5.66)
Q
com
yNeT o| N ON (Eq. 5.67)
OX oy

onde k é a matriz de permeabilidade absoluta. No caso de considerar a

permeabilidade absoluta principal, a matriz de permeabilidade é dada por
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k= ke 0 68

sendo k,, k, valores da permeabilidade absoluta na direcdo x e v,

respectivamente. No caso de isotropia: k =k, =k, .

A matriz de fluxo dindmico do fluido (equacdo 5.60) pode ser escrita na

forma vetorial,
WT u
G = [VN""k p,N"dQ (Eqg. 5.69)
Q

O vetor de incremento de forca do fluido (equacdo 5.61) pode ser escrito

na forma vetorial,

S5 =—jNWTVT(k p. b )dQ+jNWTq dT (Eg. 5.70)
Q T
onde
o 0
vie| % 9 Eq.5.71
{ax ay} (Eq. 5.71)

sendo b o vetor unitario de forca de corpo e q o vetor de influxo através do

contorno do elemento.

De acordo com Chan [Chan, A.H.C., 1988] a matriz de fluxo dindmico
(equacdo 5.71) e os termos sublinhados do vetor dos fluxos nodais (equacédo 5.57)
influem marginalmente nos resultados numéricos podendo ser desconsiderados da

formulacdo. Logo,

Q" su+Hdp,+Sp, A" =0 (Eq. 5.72)

w

As equacgdes 5.28 e 5.72, aqui desenvolvidas em detalhe, s&o aquelas
apresentadas diretamente por Zienkiewicz [Zienkiewicz, O.C., et al., 1999].

(c) Acoplamento das equacdes simplificadas discretas

Combinando as equacbes 5.28 e 5.72 para descrever, a nivel local

(elemento acoplado), o comportamento dindmico acoplado sélido-fluido, tem-se
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el slat e WS

(Eq. 5.73)

Neste ponto, um comentario sobre o amortecimento em solos deve ser
feito. Quando geo-estruturas sob carregamento dinamico sdo estudadas, para
simular os efeitos de comportamento plastico de solos através de uma analise
simplificada puramente elastica, adiciona-se nas equagfes de equilibrio da fase

solida (equacdo 5.24) uma matriz de amortecimento viscoso, C,
M Si+Csu+K su—-Qdp, =" (Eq. 5.74)

Esta matriz de amortecimento tem significado fisico, porém devido a falta
de informacédo sobre a natureza do amortecimento, é usual assumir, a nivel do
elemento, que a mesma possa ser determinada como uma combinacdo linear da
matriz de massa do solido, M, e da matriz de rigidez do sélido, K . Dita matriz é

conhecida também como matriz de amortecimento de Rayleigh, C;,
C,=0;M+ 5, K (Eq. 5.75)

onde a, e S, sao parametros que podem ser estimados como:

ag = E&m, (Eq. 5.76)
_s
Br = ” (Eq. 5.77)

sendo & uma razdo de amortecimento tipica para o solo investigado (geralmente
de 3% a7%)e w, afrequéncia fundamental do sistema ndo-amortecido.

Tomando em conta a matriz de amortecimento de Rayleigh (equacéo
5.75), a equacdo que descreve o comportamento dindmico do elemento acoplado
(equacdo 5.73) pode entédo ser reescrita como

Vol le s WS

(Eg. 5.78)

ou, na forma vetorial,
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M, 50 +C, 50 +K, 50—, =0 (Eq. 5.79)

sendo M, a matriz de massa do elemento acoplado; C, a matriz de

e

amortecimento do elemento acoplado; K, a matriz de rigidez do elemento
acoplado; o, o vetor de incremento de forca do elemento acoplado; 5® , 53,

S® representam os vetores de incremento da variavel generalizada a nivel local e

suas velocidades e aceleracBes, respectivamente; ), oF™ representam os

vetores de incremento de forca a nivel local do solido e do fluido,

respectivamente; Su, Su, Su representam os vetores de incremento do
deslocamento do sélido a nivel local e suas velocidades e aceleracdes,
P, op

respectivamente e op representam os vetores de incremento da

w! w
poropressdo do fluido a nivel local e suas velocidades e aceleragdes,
respectivamente.

Apo6s o procedimento de montagem dos elementos finitos, a equacao
discreta que descreve o comportamento dinamico acoplado solido-fluido a nivel

global (sistema), tem a seguinte forma,

B SR AT Ay B

~ (Eqg. 5.80)
—< - =0
Sf W)
ou, na forma vetorial,
M, 6D +C .60+ K, 50—, =0 (Eq. 5.81)

onde M representa a matriz de massa do sistema; C, a matriz de

amortecimento do sistema; ﬁs a matriz de rigidez do sistema; 5fs 0 vetor de

incremento de forga do sistema; o, S, S® representam 0s vetores de

incremento da variavel generalizada a nivel global e suas velocidades e
aceleracBes, respectivamente; o, sf™ representam os vetores de incremento

de forca a nivel global do sélido e do fluido, respectivamente; du, s, ou

representam os vetores de incremento do deslocamento do sélido a nivel global e
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suas velocidades e aceleragdes, respectivamente e dp,,, p,,, op, representam os

w!
vetores de incremento da poropressdo do fluido a nivel global e suas velocidades e

aceleracdes, respectivamente.

5.2
Discretizagcdo temporal

Apo6s a discretizacdo espacial das equacdes governantes a nivel local
(elemento acoplado) e a obtencdo da equacdo discreta a nivel global (sistema),
através do procedimento de montagens dos elementos finitos, € necessario
executar-se a discretizagdo temporal (integracdo temporal) da equacgdo 5.81 para
completar a solucdo numeérica do problema dindmico. Nesta tese utiliza-se o
esquema de integragdo temporal proposto por Newmark ou método de Newmark
[Newmark, N.M., 1959]. O método de Newmark, baseado na técnica das
diferencias finitas, e descrito a seguir.

No tempo t+ At, a equacdo que descreve o comportamento dindmico
acoplado sélido-fluido a nivel global (equagdo 5.74), chamada também equacéo
de equilibrio dindmico do sistema, pode ser escrita como,

M, &, +Cg 5D

—of.,

St+At

t+At + IZS 5D =0 (Eq. 5.82)

t+At t+At

onde @, ,,, &, , e &, , sdo vetores do incremento da variavel generalizada

a nivel global e suas velocidades e aceleraces, respectivamente, no tempo t + At.
Pelo método de Newmark, a relacdo entre valores temporais sucessivos
(At) da varidvel generalizada a nivel global, suas velocidades e aceleracdes

podem ser determinados por

b, = 5D, + 6D, At +§5&3tm2 + plob, -~ b, Jat (Eq. 5.83)
5o, =D, + 5D, AL+ a(&f)w — 5D, ) At (Eq. 5.84)
£ 1 ~ ~ 1 s 1 £

AW, o :W( t+at — Ot _m&)t _[Z_ jé‘(l)t (Eqg. 5.85)

~

onde «, B sdo constantes do método de Newmark e &®,, &Bt e oD, sdo

vetores do incremento da variavel generalizada a nivel global e suas velocidades e

aceleracdes, respectivamente, no tempo t.
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Considerando as equaces 5.83 a 5.85, a equacéo de equilibrio dinamico

do sistema (equacdo 5.82), pode ser escrita de forma equivalente ao equilibrio

estético,
Ks 6D, = 6fsin (Eq. 5.86)
com
Ks = (Gj&ﬂs +(§jiés +f<sj (Eq. 5.87)
Sfsion = —0fy,,,, +0fy,
(52100
a ) At A (Eq. 5.88)

+((ﬁJ@t+(m_1jmajes
a 2a

onde ES € a matriz de rigidez equivalente do sistema; Sfsua O vetor de

incremento de forca equivalente do sistema no tempo t+At e éi ofg,

t+At?
representam os vetores de incremento de forga do sistema no tempo t+ At e t,

respectivamente.

O vetor da variavel generalizada a nivel global no tempo t+At, @, ,,,

pode ser obtido por

D, .= 5(50 + zﬁ)t + éﬁ)nm (Eq. 5.89)

sendo &P, o vetor de incremento da variavel generalizada a nivel global na

condicéo inicial (t =0), obtido previamente da analise estatica, &T)HM 0 vetor de
incremento da variavel generalizada a nivel global no tempo t+ At, obtido da
solucéo da equagéo 5.86, e Z&f)t a suma dos vetores de incremento da variavel

generalizada a nivel global previamente calculados até o tempo t.

Em seguida, o vetor de incremento da aceleracdo da variavel generalizada

a nivel global, 6®,,,, , € calculado pela equagédo 5.85 e o vetor de incremento da

velocidade da variavel generalizada a nivel global, 5®,, ., pelas equagdes 5.84.
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Cabe mencionar que a equacdo 5.86 representa um sistema de equacdes
cujas incognitas sdo os incrementos de deslocamento do sélido e as poropressdes
do fluido a nivel global, devendo ser utilizados diferentes valores das constantes

a e [ nas equacdes correspondentes ao solido e a fase fluida.

Substituindo-se nas equagdes 5.87 e 5.88 os escalares « e £ pelos vetores

.
o ={i i} (Eq. 5.90)
aS aW
.
a, = {é &} (Eq. 5.91)
aS aW
obtém-se,
= 1 ~ 1~ ~
KS = alFMS +(’,2 ECS +KS (Eq 592)
e
é‘ESHAt = _éfSHAt + éfSt
l ~ 1 O ~
+ alE&Dt +§0‘15‘Dt M (Eq. 5.93)

+ (az&i)t +a3At5fit)as

com

o, ={3&—1 lﬂ—l} (Eq. 5.94)

2 o 2 a,

considerando o, e f, as constantes do metodo de Newmark para o
deslocamento do solidoe «,, e g, paraa poropresséo do fluido.

Explicitamente, a matriz de rigidez equivalente do sistema (equacéo 5.87)

€ reescrita como

B 1At21c4+ ﬁsmauz 0
Ks=|% 4 s 5 o~ - (Eqg. 5.95)
w QT w S+H
o At a. At

w

e o vetor de incremento de forga equivalente do sistema (equagéo 5.88) por
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= =(s) =w) 7
Of stiar =10Ftat Of taat (Eq.5.96)

com

=(s) ~ ~
Sfum = =0t + ot

{ ! af;t+iaritjm
2a

a At . (Eq.5.97)
+(iaﬁt+m(&—1}£t}6
o 2a
=(w) ~ ~
St = =0ty +of ™
& . ﬂs _ = ~T
+(asﬁt+At 20, o, |Q (Eq.5.98)
(LB
aW

Diversos pesquisadores ([Lewis, R.W.; Schrefler, B.A., 1998],
[Zienkiewicz, O.C., et al., 1999], [Pastor, M., et al., 1999], [Schrefler, B.A.,,
2004]) recomendam a utilizacdo do método de Newmark Generalizado para
integracdo no tempo da equacdo 5.82. Este metodo foi denominado inicialmente
método beta-m por Katona [Katona, M.G., 1985] e renomeado método de

Newmark Generalizado (GNpj) por Katona e Zienkiewicz [Katona, M.G.;
Zienkiewicz, O.C., 1985], onde p é a ordem do esquema de integracdo numérica
e j aordem da equagéo diferencial no tempo, sendo que p> j.

Para analises dinamicas, Katona e Zienkiewicz [Katona, M.G,;
Zienkiewicz, O.C., 1985] recomendam GN22 na integracdo dos deslocamentos e

GN11 para as poropressdes, resultando nas equacgdes seguintes:

S, = &, + o, At +%5ﬁtm2 +%ﬂ2(ﬁt+m — S, ) At? (Eq. 5.99)

S, = O, + 0, At+ 3, (S,.., — ohi, At (Eq. 5.100)

su :L(&] —ou )—ié‘ﬁ RN P (Eq. 5.101)
t+At ﬂl Atz t+At t ﬁl At t Zﬂl t

onde g, e £, séo constantes do método de Newmark Generalizado GN22 (para

o0 deslocamento do sélido).
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5~Wt+At = 5ﬁwt 5~ At + ﬂl ( th+At gﬁwt) (Eq 5102)

n 5~Wt+At —op

Pein, = Do, " wt (Eq. 5.103)

Wt+At

onde B, é a constante do método de Newmark Generalizado GN11 (para a
poropressédo do fluido).

Observe que considerando-se 8=, =1/2, e a = a, = 3, nas equagodes
5.83 a 5.85 obtém-se expressdes similares as do método GN22 (equacdes 5.99 a
5.101). Da mesma forma, tomando-se =4, = f3,, @ =a, =1 e admitindo-se
p
método GN11 (equagbes 5.102 e 5.103).

Logo, basta fazer a equivaléncia entre estes valores para transformar a

win =0 resulta nas equagdes 5.83 e 5.84 expressdes semelhantes as do

equacao 5.95 em

11 g 151

_ > > —C+K —6
Ke=| A0 2/ A o (Eq.5.104)
—Q' —S+H
ﬂl AtQ ﬂl At
e as equacdes 5.97 € 5.98 em
5ft+At - 5ft£m +5£(S)
11 - 1 ~
S S+ ——du, M
(ﬁl £ 2p, “t] (Eq. 5.105)
+ i'B—Zci"t+At l&—1 ou, |C
2 B 4 B
£ Fw ., W
of tiar = —of,, + Of,
[ Py 22 50, + At[l P, —1}5&}@ (Eq. 5.106)
2 B 4 B,

+ (ﬁlgﬁ wt )g
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O método de Newmark Generalizado é condicionalmente estavel, devendo
satisfazer as seguintes condicBes para assegurar a convergéncia da solucéo

numérica:
1
ﬂz 2 ﬂl 2 E (EQ- 5-107)
1
b= > (Eg. 5.108)

O emprego da equacdo 5.86, considerando as equagdes 5.104 e 5.96 com

5.105 e 5.106, permitem o célculo direto das incognitas ou,., € Jp Este

Wt+At "
procedimento, utilizado nesta tese, se diferencia daquele sugerido por Zienkiewicz

[Zienkiewicz, O.C., et al.,, 1999], baseado primeiramente no calculo das

incognitas ou,,,, € 5§Wt+m e, em seguida, das quantidades incrementais du,,,, €

op através de integracdo temporal. A alternativa adotada neste trabalho é

Wt+At

mais eficiente em termos de execucdo computacional.

5.3
Linearizacdo das equacdes discretas do sistema sdlido-fluido

Na solucdo de sistema de equacOes ndo-lineares, a equacdo 5.86

geralmente ndo e satisfeita, existindo uma forca desequilibrada do sistema ¥ <x>

que deve ser reduzida, dentro de certos limites de tolerancia do erro relativo,

através de técnicas iterativas.

¥ (x)=Ks oD, —fsin (Eq. 5.100)
com
~ ou
X=0D,,, = { _ } (Eq. 5.110)
5th+AI

¥ (x)= {T(W)} (Eq. 5.111)
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Dentre estas, o0 método de Newton-Raphson baseado na expansdo da

equacdo 5.109 por série de Taylor

v (x") -
(X'} +

i i (Eq. 5.112)
8‘1’5<x| > i 82‘I’S<x| > 2
dx| + > (dx|) +...
ox ox
=0
Considerando que na iteracdo i +1 a solucdo exata é obtida,
¥, <x|‘”> ~0 (Eq. 5.113)

e truncando-se a série de Taylor de modo a ignorar os termos de segunda ou maior

ordem (sublinhados na equacédo 5.112), resulta

‘I’S<x|i>+8‘1’;—ix|i>dx|i _ (Eq. 5.114)
ou
Jox| =¥, (x) (Eq. 5.115)

sendo J a matriz jacobiana definida por

J- 6T5<X|i> (Eq. 5.116)
Ox

ou, no caso do problema acoplado, no passo de tempo t + At

a‘P(s) 6\1}(5)
J= a5ﬁt+A_t 855‘”“4‘ (Eq.5.117)
o™ o™ B
_85ﬁt+m OOP . o |
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A matriz jacobiana pode ser calculada pelas equacdes 5.117 e 5.109 como

i Z%(‘I’sr)

t+At

a = | i = i
:% S &I)H—At _§fSt+At j (Eq 5118)
a&DHAt
~Ks
sendo
v, = ‘I’S<x|'> (Eq. 5.119)
ou (da equacdo 5.104)
1lgillag G
) = Byt 25 A L (Eq. 5.120)
—Q —S+H
ﬂl AtQ ﬁl At

O sistema de equac0es fica finalmente expresso da seguinte forma,
i d(5ﬁt+At) " T(S) i
455 =T g
d (5p Wi+At ) T

(Eq. 5.121)

ou

i ~ i+1
J| d(&btw} —-w| (Eq. 5.122)

onde d(&i’um IH é a solucdo da equacéo 5.122.

Observe-se que a matriz jacobiana J ndo é simétrica, devendo sua

segunda coluna ser multiplicada por —El/At para obter-se

1 1 ~ 16,1~ = — 1

- M+ —_C+K — i+

p AT 2p At e {d(ﬁw)}l
1 1= =) d(
ﬂlEQT _ﬂl [ﬂl_S+Hj ( WHM) (Eq-

. 5.123)

Wy ) I

TR
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O vetor ‘I’S|i é calculado da equacédo 5.109 por

Nl — S [ =) [
{‘I’(W)} “Ks { U, At } _ 5£t(th)t (Eq. 5.124)
v 5ﬁwt+m Of tiat
onde
=(s) ~
lI’( —5ft+At +iiMé‘~t+At 1 ﬂz Céﬁtmt
B At? 25, At (Eq. 5.125)

+ P(S,,. )~ QP n

i =w) — 1 ~ — 1 ~
‘I’(W)‘ = —Of tsat +IB1EQTﬁt+m +ﬂ1§S§~

Wt+At

(Eq. 5.126)
+ H5§WI+AI
(S
P(&u,, )= { B 55 dQ} +P(su, ) (Eq. 5.127)
com
56, =D,B'Su, (Eqg. 5.128)

onde o simboIoZ[ | representa o procedimento de montagem dos elementos

finitos.
Em cada iteracdo o vetor de incremento da varidvel generalizada a nivel

global é acumulada,

i+1

i+1
{ éﬁHAt } { é‘ﬁt-*—At } +{ d(gﬁt+At)} (ECI 5129)
gﬁWt+At éﬁWt-*—At d(é‘ﬁWH—At)
ou,
~ i+1 ~ i ~ i+1
&I)HAt = &I)HAt +d (&I)HAtl (Eg. 5.130)
Finalmente, a solucéo na iteracdo n+1 é obtida como
n+1
{éﬁHAt } { éﬁHM } + Z{ (5ﬁt+At)} (Eq 5131)
gﬁwt+At éﬁwum j=1 d(éﬁwt+At)

ou
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+ id(&f’u&]j (Eq. 5.132)

admitindo-se o seguinte critério de convergéncia para a varidvel generalizada a

nivel global 6@, ,,,

d(od,,, |

< tolerancia (Eq. 5.133)

i+1

Hé‘q)HAt

Observe-se que o termo sublinhado da equagéo 5.132 representa a solugéo
da equacéo 5.86.

Na solucdo numeérica do sistema de equacgdes nao-lineares pelo método de
Newton-Raphson (equac¢do 5.122) naturalmente devem ser impostas as condicdes

iniciais (t =0) e as condic¢des de contorno do problema especifico.
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