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Equacdes governantes da interacdo dinamica solido-fluido

4.1
Introducéo

Uma abordagem macroscépica é utilizada nesta tese para o estudo dos
fendmenos que ocorrem em solos (meio poroso ou sistema solido-fluido). As leis
fisicas, baseadas no principio da conservacdo, usadas para a formulacdo das
equacdes diferenciais que modelam o movimento do sistema solido-fluido s&o
aplicadas supondo o meio como continuo. Estas equacdes, chamadas equacgdes
fundamentais, sdo as equacgdes da continuidade, de movimento e de energia. Por
outro lado, os fendmenos dindmicos que ocorrem devido & interacdo solido-fluido
devem ser modelados através de equacBes de acoplamento, envolvendo a
aplicacdo da lei de Darcy [Darcy, H., 1856] e o principio das tensGes efetivas para
solos saturados [Terzaghi, K., 1936]. As incOgnitas do problema estdo
relacionadas com os deslocamentos no sélido e as poropressoes.

Em termos gerais, o procedimento para a formulacdo das equacgOes
governantes consiste numa combinacéo das equacdes fundamentais, das equacdes
de acoplamento entre as fases e da equacdo constitutiva do meio poroso,
originando um sistema de equacGes diferenciais sujeitas a condi¢des iniciais e de
contorno especificas para o problema estudado.

Neste capitulo sdo apresentadas as equacdes governantes de um solo
totalmente saturado por &gua ou sistema sélido-agua, inicialmente propostas por
Biot [Biot, M.A., 1956a] e depois reformuladas para aplicagdes no MEF por
Zienkiewicz e Shiomi [Zienkiewicz, O.C.; Shiomi, T., 1984].

4.2
Aspectos gerais

Pode-se definir um meio poroso como um sistema composto por uma parte
solida persistente, chamada matriz solida (sélido), e espacos vazios (espago

poroso) que podem estar preenchidos por um ou mais fluidos (4gua, 6leo ou gas),
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ver figura 4.1. Exemplos tipicos no ambito da mecéanica dos solos sdo sedimentos

arenosos, rejeitos de mineracao, rochas porosas, reservatorios de petrdleo, etc.

1 Matriz solida Aga L1 Ar

Figura 4.1 - Representacao esquematica de um meio poroso preenchido com um ou dois
fluidos, [Bastian, P., 1999].

Os espacos vazios nos meios porosos podem estar interconectados ou
estanques, condicionando, portanto, a passagem do fluido através do solo ou, em
outras palavras, definindo a sua permeabilidade (figura 4.2). Um parametro
relacionado com a capacidade de armazenamento do meio poroso é a porosidade,

n, definida como a razéo entre o volume ocupado pelos vazios, V,, € 0 volume

total do sistema solido-fluido, V .

n Y (Eq. 4.1)

Embora a porosidade possa variar espacialmente e com a pressao interna
nos vazios, na abordagem macroscopica da mecénica dos solos é usual assumir
um valor médio de porosidade.

De acordo com Bear e Bachmat [Bear, J.; Bachmat, Y., 1991], uma fase €
definida como uma regido quimicamente homogénea de um sistema e delimitada
por um contorno fisico definido. Se 0s espa¢os vazios do meio poroso contém
fluidos com mais de duas fases inmisciveis (agua, 6leo e gas) o meio é
caracterizada como um sistema multifasico. No caso de um sistema monofasico,
0s espacos vazios sdo preenchidos por dnico fluido ou por vérios fluidos
misciveis. Um parametro que indica o volume relativo ocupado por cada fase do

fluido presente no meio poroso é o grau de saturagdo, S,. Por exemplo, num
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sistema bifasico formado com agua e ¢leo, a saturagdo da agua, S, , € definida

por,

S :\\i—W-loo (Eq. 4.2)

rw
v

onde V,, é volume ocupado pela agua presente no volume ocupados pelos vazios,

V,.

v

Permeéavel

Poros N

Fraturas

Impermeavel

Poros Fraturas

[ Matriz solida Agua L1 Ar

Figura 4.2 - Representacdo esquematica de um meio poroso permeavel e impermeavel.

Em Mecénica dos Solos, um elemento tipico de solo (figura 4.3) é estudado
como um meio continuo com uma matriz solida (particulas minerais) com seus
poros (vazios) preenchidos por um fluido com duas fases: a liquida (normalmente
agua) e a gasosa (normalmente ar).

Considerando um solo totalmente saturado por agua, as massas especificas
deste sistema monofésico podem ser escritas como:

Massa especifica do solo, p,

_M_M,+M,

Eq. 4.3
= (Eq. 4.3

P
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Va
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VOLUMES (b) MASSA

Figura 4.3 - Fases do solo; (a) estado natural, (b) representacdo esquematica em termos
de volumes e massas.

Massa especifica do solido, p,,

M

Py (Eq. 4.4)

S

Massa especifica do fluido (agua), p,,,

M

pu=", (Eq. 45)

w

Das equac0es anteriores obtém-se facilmente que
p=(L-n)p, +np, (Eq. 4.6)

Sob o ponto de vista macroscopico, um fluido é definido como um material
que se deforma continuamente quando submetido a uma tensé@o de cisalhamento,
ndo importando quédo pequena esta possa ser [Streeter, V.L., 1974]. Dependendo
da taxa de deformacdo e da tensdo de cisalhamento, os fluidos podem ser
classificados como newtonianos ou ndo-newtonianos. No primeiro caso, existe
una relagéo linear entre a taxa de deformacéo e a tensdo de cisalhamento, sendo a
constante de proporcionalidade denominada viscosidade absoluta ou dinédmica.
Para fluidos ndo-newtonianos, esta relacdo € do tipo ndo-linear.

Outra classificacdo pode ser também feita em termos da variacdo
volumeétrica. Um fluido que apresenta resisténcia a reducdo de seu volume proprio
¢ denominado incompressivel, enquanto que aquele que responde com uma

reducdo de volume sob acdo de pressbes é dito compressivel. Um indice
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quantitativo desta classificacdo € o numero de Mach, definido pela razéo entre a
velocidade de escoamento e a velocidade de propagacdo do som no fluido.
Quando o numero de Mach for inferior a 0,3 o fluido é na pratica caracterizado
como incompressivel [Fox, R.W.; McDonald, A.T., 2001].

Os escoamentos onde se desprezam os efeitos da viscosidade séo
denominados n&o-viscosos; caso contrario, viscosos, que podem acontecer sob
regimes de fluxo laminar ou turbulento. Em regime laminar, o escoamento é
caracterizado pelo movimento suave de camadas de fluido, que acontece abaixo
de uma velocidade critica de absorcdo das turbuléncias pela viscosidade do fluido,

funcéo do nimero de Reynolds.

4.2.1 Lei de Darcy

Uma lei que descreve o comportamento dos fluidos em meios porosos sob
regime laminar foi obtida experimentalmente por Darcy [Darcy, H., 1856].
Trabalhando com areias homogéneas ndo-consolidadas, Darcy concluiu que para
um fluxo unidimensional de um fluido incompressivel (dgua), a vazdo do fluido

(&gua), Q, através de uma amostra saturada por dgua, de comprimento L e secdo

transversal de area A, pode ser satisfatoriamente estimada por (lei de Darcy)

Q=-k'A AEW (Eq. 4.7)

onde Ah, € a variacdo da carga hidraulica e k' € a permeabilidade relativa do
meio poroso (empregada habitualmente na mecanica dos solos). O sinal negativo
desta expressdo indica que a carga hidraulica diminui no sentido do fluxo.
Admitindo-se fluxo apenas na direcdo horizontal, com remocéo de efeitos
gravitacionais, a equacdo acima pode ser escrita em termos da variagdo da

poropressao, Ap,,, da massa especifica da agua, p,, , e da aceleracéo da gravidade,

g, como

w (Eq. 4.8)

ou, na forma diferencial
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W:%:_k% (Eq. 4.9)

com

k= — (Eq. 4.10)

definida como permeabilidade absoluta.
A equacdo 4.9 pode ser generalizada para sistemas tridimensionais,

aplicando-a em cada uma das dire¢des. Na notacdo indicial
W, =—K; Py, (Eqg. 4.11)

onde k; € a componente da matriz de permeabilidade absoluta e W, a

componente do vetor de velocidade do fluido relativo ao sélido,
W, = —+ (Eq. 4.12)

com w, a componente do vetor de deslocamento do fluido relativo ao sélido,

definido por
w; =n(U; —u;) (Eq. 4.13)
onde n é a porosidade, U, a componente do vetor de deslocamento da fase fluida

e u; a componente do vetor do deslocamento do soélido.

Se os efeitos gravitacionais forem levados em conta no modelo matematico,
admitindo-se que a direcdo do eixo y é vertical, orientado positivamente para

cima, entao

. oy | -
W, =k, (gy +png (Eq. 4.14)

4.2.2 Principio das tensdes efetivas de Terzaghi

O principio das tensdes efetivas, postulado por [Terzaghi, K., 1936] para
solos saturados, diz que “todos os efeitos verificados por uma variacao de tenséo,
tais como compressdo, distor¢do e variacdo da resisténcia ao cisalhamento sdo

devidos exclusivamente a variagdo do estado de tensées efetivas™.
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A tensdo normal total, o, atuante em um plano qualquer, deve ser
considerada como a soma de duas parcelas: (1) a tensdo transmitida pelos contatos

entre particulas, designada tensdo efetiva, o’; (2) a poropressdo na agua, p,,.

Assim,
o' =0c-p, (Eq. 4.15)

assumindo-se  implicitamente que as particulas solidas e a &gua séo

incompressiveis.

A equacdo acima pode ser generalizada como
O-i} :O-ij+&5ij Pw (Eg. 4.16)

onde &; € o delta de Kronecker e o a constante de Biot, que incorpora os efeitos

de compressibilidade das particulas sélidas,
a=1-—\ (Eq. 4.17)

onde K, é modulo de deformagdo volumétrica do sistema solido-agua e K, o
maodulo de deformacédo volumétrica das particulas sélidas.
Para materiais elasticos isotropicos,

94+6u

K
T 9

(Eq. 4.18)

com A, u as constantes de Lame.

A diferenca de sinal entre as equagdes 4.15 e 4.16 se justifica, porque na
segunda a convencdo de sinais adotada € que as componentes normais de tenséo
sdo positivas no caso de tracdo (consideradas negativas na convencao classica de
mecéanica de solos, implicita na equacédo 4.15).

Para a grande maioria dos problemas da mecénica dos solos, 0 modulo de
deformacédo volumétrica das particulas sélidas € muito maior que o modulo de

deformacéo volumétrica do sistema sélido-agua, i.e. K; /K, ~0 e o ~1. Nesta

condicdo, a equacdo 4.16 pode ser reescrita como,
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4.3
Equacdes governantes

O modelo matematico do fendmeno da liquefacdo deve proporcionar uma
adequada descricdo do comportamento acoplado sélido-fluido sob acdo de forcas
externas transientes. Um conjunto de equagdes diferenciais foi proposto
inicialmente por [Biot, M.A., 1956a] e depois adequadas para aplicacOes
numéricas por diversos pesquisadores ([Ghaboussi, J.; Wilson, E., 1972],
[Zienkiewicz, O.C.; Shiomi, T., 1984], [Prevost, J.H., 1985], [Zienkiewicz, O.C.,
et al., 1980], [Schrefler, B.A.; Zhan, X., 1993]), exceto em casos de cravacao de
estacas ou em explosdes, onde a aplicacdo do carregamento é muito rapida.
FormulagOes relacionadas com estas condigdes podem ser encontradas em Biot
[Biot, M.A., 1956b].

De acordo com Zienkiewicz e Shiomi [Zienkiewicz, O.C.; Shiomi, T.,
1984], as equagdes que governam o comportamento de um meio poroso saturado
(sistema s6lido-agua) sob carregamento dindmico compreendem: (a) as equacdes
de movimento do sistema solido-fluido; (b) as equacgdes de continuidade do
fluido; (c) as equacBGes de movimento do fluido; (d) o principio das tensGes
efetivas; (e) as equagbes constitutivas do esqueleto solido. Este conjunto de
equacdes diferenciais € conhecido como equacdes de Biot-Zienkiewicz.

(a) Equacgdes de movimento do sistema sélido-fluido
A equacdo de movimento do sistema solido-agua é dada por

o — P U —,OW(Wi +WjWi‘j)+pbi =0 (Eq. 4.20)
onde b, e a forca de corpo por unidade de massa, p a massa especifica do
sistema sélido-agua conforme equacéo 4.6

p=@0-n)p, +np, (Eq. 4.6)
e W, e W, representam a velocidade e a aceleragéo do fluido (agua) relativo ao

solido,

(Eq. 4.21)
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(Eq. 4.22)

(b) Equactes de continuidade do fluido
Considerando um volume de controle, a variacdo da velocidade do fluido

(agua), (—W;;), entre as faces deste volume é devida a superposicdo da variagdo

no tempo dos seguintes 4 fatores [Xie, Y.M., 1990]: (1) deformacdo volumétrica

do volume de controle, (&;); (2) deformagdo das particulas solidas devido a

(1_ n) pw
K

S

poropressoes, ( j; (3) deformacdo das particulas sélidas devido a

tensOes efetivas, [—%(éﬁ +%J]; (4) compressibilidade da agua, [T(pWJ

S S w

Adicionando ainda as contribuicdes devido a variacbes no tempo da massa

nPw

w

especifica da &gua, ( ] , e 0s efeitos de segunda ordem, S, , resulta entdo

W, +&. + 2 1+n—"+5,=0 Eq. 4.23
ii gll K K K 0 ( q )

npw +(l_n)pw —ﬁ[(ﬁ‘ + pwj pw
w ‘ S P

S
onde K, representa 0 modulo de deformag&o volumétrica da agua.
Considerando

a—n
+

n _~
— =C
K (Eq. 4.24)

Qi+~

S

onde Q representa 0 modulo de deformacéo volumétrica equivalente do sistema

solido-agua, C a compressibilidade equivalente do sistema sélido-agua e a
definido na equagéo 4.17.
Assim, a equacdo 4.23 pode ser expressa por,
W +@éy 2 en e g =0 (Eq. 4.25)
Pw
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(c) Equagdes de movimento do fluido

A equacdo de movimento do fluido é dada por

— Pw; — R" - p,U; _p_r;N(Wi +iji,j)+pwbi =0 (Eq. 4.26)

onde R;" representa a componente do vetor de forcas de arraste viscoso.

Da mesma forma que na equagdo 4.20, os termos acima sublinhados
representam a aceleracdo da &gua relativa ao so6lido e os termos convectivos desta

aceleracao.

(d) Principio das tensodes efetivas
Dada por

(e) Equac0es constitutivas tensdo-deformacéo do sistema solido-fluido
As equac0es constitutivas para solos, definidas pela relagdo funcional entre
0 tensor de tensfes efetivas e o tensor de deformacdes, é de carater ndo-linear,

razdo pela qual devem ser expressas na forma incremental,
oo = Dy, ey (Eq. 4.27)

onde Dy, representa o tensor constitutivo tensao-deformacao do solo.

4.3.1 Formaincremental das equagfes completas de
Biot-Zienkiewicz

(a) Equagdes de movimento do sistema sélido-fluido

8oy —p &, — pSil, +p b, =0 (Eq. 4.28)

(b) Equacbes de continuidade do fluido

St + e + %W nPoig —0 (Eq. 4.29)
P
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(c) Equagdes de movimento do fluido

=, — R = p &, =2, + Sl )+ p, 0B, =0 (Eq. 4.30)

(d) Principio das tensdes efetivas

o} =0y + 5P, (Eq. 4.19)

(e) Equacbes constitutivas tensdo-deformacao do sistema soélido-fluido

ooy = Dy, 0¢, (Eq. 4.27)

As variaveis incdgnitas do sistema de equacbes sdo: (1) a presséo do fluido

(agua), p,,; (2) a velocidade do fluido relativo ao solido, W, ; (3) o deslocamento
do solido, u;.

As condic¢bes de contorno impostas sobre as equacOes completas de Biot-

Zienkiewicz (forma u-p-w), I', compreendem da unido da condigdo de contorno

para o solido, I'*, e para o fluido, I'",

r=r*ur” (Eq. 4.31)

(1) Para o sélido.

As condicOes de contorno do sélido, I'*, sdo compreendidas como a uniao

de dois tipos de contornos: (1) condicdo de contorno do sélido em termos das

forcas, I, e (2) condicéo de contorno do s6lido em termos do deslocamento, T/,
r* =17 +I; (Eq. 4.32)

Sobre o contorno T especificam-se valores de forcas externas atuantes t; e

sobre o contorno T} valores de deslocamento prescrito, u; ,

t emI° =T (Eq. 4.33)

u emI® =T} (Eq. 4.34)
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(2) Para o fluido.
As condicdes de contorno do fluido (dgua), T'", decorrem da unido de dois
diferentes tipos de contorno: (1) condi¢do de contorno do fluido em termos da

poropressdo, I')', e (2) condigdo de contorno do fluido em termos da velocidade

do fluido relativo ao sélido, Ty,
=Ty +Ty (Eq. 4.35)

Sobre o contorno I')’ especificam-se valores da poropressdo atuante Py €

sobre o contorno T} velocidades do fluido relativo ao sélido atuante, W, ,

p,; em I =T} (Eq. 4.36)

W emTI" =T (Eq. 4.37)

4.3.2 Formaincremental das equagdes simplificadas de Biot-
Zienkiewicz

Vaérios pesquisadores ([Ghaboussi, J.; Wilson, E., 1972], [Chan, A.H.C., et
al., 1991]) mostraram que o sistema completo das equacdes (forma u-p-w) é
adequado para uma resolugdo numérica através do método explicito. Entretanto,
no caso da utilizacdo de métodos implicitos, onde o sistema de equacbes deve ser
resolvida a cada passo de iteracdo no tempo, é conveniente, para fins de eficiéncia
computacional, reduzir o nimero de varidveis atraves da adocdo da formulacéo
simplificada na forma u-p.

De acordo com Zienkiewicz [Zienkiewicz, O.C., et al., 1980], no caso de
fluxo laminar é possivel assumirem-se as seguintes hipéteses simplificadoras: (a)
variacdo da aceleracdo do fluido (adgua) em relacdo ao fluido pode ser

desconsiderada, ow, = 0; (b) variagdo nula do termo convectivo da equagéo 4.30,
5(v‘vjv'viy J.):0; (c) fluido incompressivel com variagdo da massa especifica nula,

op; =0; (d) desconsideracdo da variagdo temporal dos efeitos de segunda ordem,

&, =0.
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Se essas simplificagdes forem introduzidas nas equacfes completas de Biot-
Zienkiewicz, é possivel entdo eliminarem-se da formulacdo os graus de liberdade

correspondentes a variavel W, obtendo-se um sistema de equagdes simplificadas

conhecido na literatura como de forma u-p.

(a) Equacdes simplificadas de movimento do solido

Introduzindo a condi¢édo dw, = 0 nas equagdes 4.28 resulta,

ooy, — pdi; + p b, =0 (Eq. 4.38)

(b) Equacbes simplificadas de movimento-continuidade do fluido

Considerando 5(v'vjv'vi’ j ): 0 e oW, =0 as equagdes 4.30 se transformam em,

- 5pw,i - d?iw - pwaji + pwébi = O (Eq 439)

A forca de arrasto viscosa R;", definida com auxilio da lei de Darcy, pode

ser escrita como
W, = k;R" (Eq. 4.40)
possibilitando evidenciar R,"
R =ki'w, (Eq. 4.41)
ou na forma incremental,
R" =k oW, (Eq. 4.42)

Introduzindo a equacdo 4.42 na equacdo 4.39, obtém-se as seguintes

equacOes simplificadas de movimento do fluido
— Py, - ky AW, — p, &U; + p,db; =0 (Eq. 4.43)
Substituindo-se

M, =Kk (_ My — Py + Pwébi) (Eq. 4.44)

i = oy (Eq. 4.45)
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nas equacdes de continuidade do fluido (equacdo 4.29), tem-se as equacdes

simplificadas de movimento-continuidade do fluido:

Pu_g

(kij (=P ; — Pl + p, D, )), R (Eq. 4.46)

O sistema de equacOes formadas pelas equacdes 4.19, 4.27, 4.38, 4.46, e as
condicdes de contorno (equacdes 4.32, 4.34 e 4.36) pode ser diretamente aplicado
na simulacdo do comportamento acoplado de sistemas sélido-fluido [Zienkiewicz,
O.C.; Shiomi, T., 1984]. A validade das hipdteses simplificadoras da formulacéo
u-p para analise de problemas com carregamentos sismicos é considerada
adequada por Leung [Leung, K.H., 1984].
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