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Modelo constitutivo para liquefacao de solos

3.1
Aspectos gerais

Durante as Gltimas décadas, grandes esforcos foram dedicados tanto para
entender o comportamento de solos sob trajetdrias complexas de carregamento,
através de ensaios de laboratério; como para formular equacgBes constitutivas
capazes de reproduzir a maioria das caracteristicas observaveis no laboratoério e no
campo. Com relacdo a este Gltimo aspecto, uma grande variedade de equacdes
constitutivas, chamados também de modelos constitutivos, tém sido propostas
para representar as caracteristicas do comportamento tensao-deformacao de solos.

Estes modelos apresentam vantagens e limitagdes, variando de acordo com
o tipo de aplicacdo. Em termos gerais, 0 modelo constitutivo empregado na
analise do comportamento de materiais deve: (1) atender aos conceitos tedricos da
mecanica do continuo; (2) representar tdo fielmente quanto possivel o
comportamento observado em ensaios de laboratorio ou campo; (3) requerer
parametros do material que possam ser estimadas através de ensaios
convencionais da mecanica dos solos; (4) serem simples na implementacdo e
eficientes na execugdo computacional.

Dentre estes modelos, citam-se os modelos classicos de Mohr-Coulomb,
principalmente, e de Drucker e Prager [Drucker, D.; Prager, W., 1952], o primeiro
deles frequentemente utilizado em aplicacbes de geotecnia por fornecer boas
estimativas do comportamento tensdo-resisténcia de solos com base em apenas
dois parédmetros (coesdo, angulo de resisténcia ao cisalhamento) facilmente
obtidos em laboratorio.

Algumas limitacdes destes modelos (auséncia de endurecimento plastico,
previsdo de deformacdes apenas elasticas sob estado de tensdo hidrostatico, dentre
outros) foram levantadas por Roscoe e seu grupo de pesquisadores, da
universidade de Cambridge, com o desenvolvimento da teoria do estado critico e

formulacdo do modelo Cam-Clay [Roscoe, K.H., et al., 1958] e Cam-Clay
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Modificado [Roscoe, K.H.; Burland, J.B., 1968]. Infelizmente, estes modelos
constitutivos ndo permitem simular os incrementos de poropressao e deformacgoes
permanentes geradas por carregamentos ciclicos. Estudos posteriores [Carter, J.P.,
et al.,, 1982] recomendaram que a forma mais adequada de representar
comportamento dindmico seria assumir que tanto a forma quanto a posicdo da
superficie de escoamento sejam modificadas constantemente durante a etapa do
descarregamento (combinagdo de endurecimento isotrépico e cinematico), que no
modelo Cam-Clay Modificado é assumido ocorrer sob deformacdes apenas
elasticas.

Cabe enfatizar neste ponto que o modelo constitutivo Cam-Clay Modificado
marcou o inicio de uma fase de solucdo numérica de problemas geotécnicos
considerando modelos constitutivos elasto-plasticos, representado pelo trabalho de
Zienkiewicz e Naylor [Zienkiewicz, O.C.; Naylor, D.J., 1971], cujos bons
resultados incentivou varios outros pesquisadores na utilizacdo da teoria da
plasticidade infinitesimal em solos, considerando carregamentos monoténicos ou
ciclicos. Até esta data, mais de trés décadas apos, importantes avancos na
modelagem de solos foram obtidos, através de modelos constitutivos cada vez
mais abrangentes, capazes de modelar efeitos de carregamento ciclico, alguns
mantendo caracteristicas da teoria da plasticidade classica e outros desenvolvidos
sob o enfoque de teorias multi-mecénicas tais como o0s baseados na teoria
endocronica.

O objetivo deste capitulo é apresentar a formulagdo do modelo numérico
constitutivo que sera empregado para reproduzir o comportamento de solos sob
solicitacBes dindmicas. Inicia-se com uma descri¢cdo da evolucdo histérica dos
modelos constitutivos, seguida da apresentacdo da teoria da plasticidade
generalizada, em cujo ambiente podem-se desenvolver equacdes constitutivas com
capacidade de reproduzir aspectos como: fluxo por liquefacdo e/ou mobilidade
ciclica. Finalmente, descrevem-se as equagdes do modelo P-Z, baseado na teoria
da plasticidade generalizada, e utilizado nesta tese para simular numericamente a

liguefacéo de solos.
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3.2
Desenvolvimento histérico dos modelos constitutivos para
carregamento ciclico

O desenvolvimento da modelagem constitutiva em problemas da dinamica
dos solos deveu-se a necessidade de: (1) prever respostas de ensaios de laboratorio
em amostras submetidas a carregamentos ciclicos; (2) desenvolver modelagem
numérica adequada para simular efeitos de carregamentos dindmicos em solos. A
primeira devido ao comportamento diferenciado das respostas ciclicas em relacéo
aos ensaios estaticos e a segunda para aplicacdo de metodologias mais racionais
do que as analises pseudo-estaticas simplificadas.

As primeiras tentativas de desenvolver uma andlise ndo-linear no contexto
da dindmica dos solos, usando modelos matematicos discretos, foram reportadas
por Parmelee [Parmelee, R.A., et al., 1964] e Penzien [Penzien, J., et al., 1964]
através da aplicacdo de modelos baseados no sistema massa-mola-amortecedor.
Estes investigadores desenvolveram um modelo unidimensional para estudar a
resposta de macicos de solo formados por camadas horizontais semi-infinitas com
comportamento tensdo-deformagdo bi-linear e amortecimento histerético, Cada
camada de solo foi dividida em um namero finito de subcamadas, representadas
por um sistema massa-mola obedecendo ao modelo reoldgico de Kelvin,
conectados em série com um amortecedor. A técnica numérica via método das
diferencas finitas [Newmark, N.M., 1959] foi aplicada na solugdo numérica das
equacOes de movimento assim estabelecidas.

Provavelmente o fator que acelerou mais significativamente o
desenvolvimento da modelagem numérica nesta area foi a aplicacdo do MEF em
anélises dindmicas de barragens de terra, com o trabalho de Clough e Chopra
[Clough, R.W.; Chopra, A.K., 1966], considerando um modelo constitutivo
elastico-linear, as pesquisas de Chopra [Chopra, A.K., 1967], Dibaj e Penzien
[Dibaj, M.; Penzien, J., 1967a], Finn e Khanna [Finn, W.D.; Khanna, J., 1967],
Idriss [ldriss, .M., 1968], considerando um modelo visco-linear, e o trabalho de
Dibaj e Penzien [Dibaj, M.; Penzien, J., 1969], com o modelo elasto-plastico de
Drucker e Prager, onde pela primeira vez se empregou, no contexto da dinamica
dos solos, um procedimento incremental ndo-linear, etc.

Pesquisas paralelas a aplicagdo de modelos baseados na teoria elasto-
plastica em problemas dindmicos foram feitas por Idriss e Seed, H.B. ([ldriss,
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I.M.; Seed, H.B., 1967], [Idriss, I.M.; Seed, H.B., 1968]). Estes pesquisadores
propuseram também um modelo discreto 1D, constituido por um sistema massa-
mola-amortecedor, para determinar a resposta dindmica de depdsitos de solos
durante a ocorréncia de terremotos, substituindo a curva tensao-deformagao linear
adotada por Parmelee [Parmelee, R.A., et al., 1964] e Penzien [Penzien, J., et al.,
1964] por parametros lineares funcdo do estado de deformacédo. Esta metodologia
é hoje conhecida como o método linear-equivalente [Seed, H.B.; Idriss, .M.,
1970].

O método linear-equivalente foi incorporado nos programas SHAKE
[Schnabel, P.B., et al., 1972] e SHAKE91 [ldriss, I.M.; Sun, J.l., 1992] para
analises 1D da resposta de solos constituidos por camadas horizontais de
diferentes materiais, considerando a analogia masa-mola-amortecedor, e
estendido para analises bidimensionais e tridimensionais, mediante a utilizacdo do
MEF, através dos programas computacionais QUADA4 [Idriss, .M., et al., 1973] e
FLUSH [Lysmer, J., et al., 1975].

O programa SHAKE foi rapidamente adotado pela comunidade de
engenharia para a realizagdo de estudos considerando a resposta sismica de solos
excitados por ondas cisalhantes propagando-se verticalmente, devido a
confiabilidade de seus resultados numéricos e praticidade na determinacdo dos
parametros de entrada (modulo de cisalhamento, G, e razdo de amortecimento,

£). O valor destes pardmetros depende do nivel das deformacdes ocorridas

durante o carregamento sismico, devendo ser obtidas de curvas tenséo-
deformacdo. Os efeitos de ndo-linearidade, no método linear-equivalente, séo

introduzidos mediante a variagdo de G e & com as deformagdes axiais totais, ¢, ,

através de curvas obtidas experimentalmente e/ou, na auséncia ou impossibilidade
da execucdo destes, por meio de correlacBes propostas na literatura para diversos
tipos de solo.

Os limites de validade do método linear-equivalente foram verificados por
Seed e colaboradores ([Seed, H.B., et al., 1973], [Seed, H.B., et al., 1975a], [Seed,
H.B., et al., 1975b]) através de um extensivo e minucioso estudo da ocorréncia de
liguefacdo no corpo da barragem de terra San Fernando, durante o terremoto de
San Fernando, na Califérnia, em 1971, conforme figura 3.1. Os resultados

numéricos obtidos com o emprego do programa SHAKE indicaram que o corpo
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da barragem poderia colapsar durante o terremoto devido a ocorréncia de grandes
deformacges nos taludes, mas observagGes in-situ demonstraram que a barragem
ndo sofreu deformacdes significativas durante o sismo, ocorrendo o colapso do
talude de montante apds o término da excitacdo. Este tipo de ruptura, denominada
poés-sismo por Seed, H.B. [Seed, H.B., 1979], deveu-se a redistribuicdo da
poropressdo no interior da barragem com fluxo por liquefagdo em algumas

regibes, como mostrado na figura 3.2.

Figura 3.1 - Deslizamento ocorrido na barragem de San Fernando, em 1971 (EERC,
University of California, Berkeley, USA).
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Figura 3.2 - Ruptura da barragem San Fernando. (a) Secao transversal da barragem
apos a ruptura e (b) reconstrucdo das condiges iniciais, [Seed, H.B., 1979].
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As diferencas entre os resultados de andlises executadas com o modelo
linear-equivalente e modelos ndo-lineares dependem fortemente do grau de néo-
linearidade da resposta do solo. Para problemas onde o nivel de deformacGes
permanece baixo (solos rigidos eou movimentos sismicos de baixa magnitude), os
ambos os métodos de andlise devem produzir estimativas razoaveis da resposta
dindmica. Para situacGes onde os valores das tensdes cisalhantes induzidas pelo
terremoto aproximam-se da resisténcia ao cisalhamento do solo, as andlises n&o-
lineares devem fornecer resultados mais confiaveis que o modelo linear-equivalente,
entretanto. De acordo com Bray [Bray, J.D., et al., 1995] o programa SHAKE91, em

virtude da incorporacdo do modelo linear-equivalente, somente deve ser empregado

para movimentos com PHA . <0,5G, onde § é a aceleracdo da gravidade e

PHA é a aceleracdo maxima horizontal na rocha. Outros investigadores ndo

rocha
recomendam o0 emprego do modelo linear-equivalente para situagfes onde

PHA,, >0,4g [lIshihara, K., 1985], sendo PHA a aceleracdo maxima

solo solo

horizontal no solo, ou a deformac&o cisalhante mé&xima exceder aproximadamente
a 2% [Kavazanjian, E., et al., 1997]. Segundo Gazetas [Gazetas, G.; Dakoulas P.,
1992] em barragens modernas as analises dindmicas com o método linear-
equivalente devem ser suficientes para movimentos com PHA_,, <0,2§.

solo

O meétodo linear-equivalente também ndo consegue obter deslocamentos
permanentes, j& que todas as deformacdes elasticas tornam-se nulas uma vez
cessado o carregamento sismico. Técnicas alternativas devem ser utilizadas para
este fim, como o método proposto por Newmark [Newmark, N.M., 1965],
baseado no comportamento de um bloco rigido deslizante, e o método
simplificado de Makdisi e Seed [Makdisi, F.I.; Seed, H.B., 1978] para uso pratico
na avaliacdo de deslocamentos permanentes em taludes de barragens de terra.
Cabe ainda ressaltar que o método linear-equivalente foi formulado em termos de
tensdes totais e, portanto, ndo considera ao efeito da poropressao na resisténcia do
solo, o que influencia significativamente a previsdo da resposta dindmica. Sua
aplicacdo em solos saturados tende a fornecer uma previsdo conservadora da
resposta dos materiais sob carregamento dinamico.

A ruptura da barragem de San Fernando significou, na época, um verdadeiro
estimulo para o desenvolvimento de métodos formulados em termos de tensbes

efetivas. Martin e colaboradores [Martin, G.R., et al., 1975] propuseram um
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modelo empirico, baseado no critério de Masing [Masing, G., 1926], que
incorpora uma equacdo para previsdo de incrementos de poropressdo gerados
durante um movimento sismico. Neste modelo, a resposta do solo submetido a
tensbes cisalhantes dindmicas € modelada através de uma relacdo empirica néo-
linear de forma hiperbdlica, histerética, dependente da tensdo normal efetiva
média. O termo empirico € usado para indicar que as formulacdes numéricas
foram estabelecidas tomando como referéncia a forma da trajetoria tensdo-
deformacdo observada em ensaios de laboratorio sob carregamento monoténico
ou dindmico. O modelo proposto por Martin [Martin, G.R., et al., 1975] foi
incorporado no programa computacional para analises 1D DESRA-2 [Lee,
M.K.W.; Finn, W.D.L., 1978] e analises 2D nos programas TARA-2
[Siddharthan, R.; Finn, W.D.L. 1982] e TARA-3 [Finn, W.D.L., et al., 1986].

De acordo com Liyanapathirana e Poulos [Liyanapathirana, D.S.; Poulos,
H.G., 2002] os modelos baseados em tensdes efetivas para simular o fenémeno da
liguefacdo podem ser agrupados em quatro principais categorias: modelos elasto-
plasticos ([Prevost, J. H. 1985], [Pastor, M., et al., 1990]; [Wang, Z.L., et al.,
1990]; [Ishihara, K., 1993]; [Muraleetharan, K.K., et al., 1994]; [Byrne, P.M., et
al., 1995], [Fukutake, K.; Ohtsuki, A., 1995], [Parra-Colmenares, E.J., 1996));
métodos baseados em trajetorias de tensdes ([Ishihara, K.; Towhata, 1., 1982],
[Kiku, H.; Tsujino, S., 1996]); em correlagOes entre resposta de poropressoes e a
tendéncia da variagdo de volume de solos secos [Finn W.D.L., et al., 1977] e,
finalmente, no uso direto da resposta em termos das poropressdes determinadas de
forma experimental em ensaios de laboratério ([Seed H.B,. et al., 1976]; [Sheriff,
M.A., et al., 1978]; [Kagawa, T.; Kraft, L.M., 1981]).

Na formulacdo de modelos constitutivos elasto-plasticos, segundo Pastor
[Pastor, M., et al., 2000], duas linhas de investigacdo foram seguidas com o
objetivo de estudar respostas de solos considerando a teoria do estado critico. A
primeira abordagem se concentrou numa extensdo da teoria da plasticidade
classica, com énfase no comportamento de areias considerando endurecimento
isotrépico, enquanto que a segunda abordagem procurou reproduzir deformacdes
plasticas considerando endurecimento anisotropico bem como efeitos de
densificacéo (teoria endocronica), causados por carregamentos ciclicos.

A primeira abordagem adaptou formulacbes do modelo Cam-clay

Modificado, considerando leis de fluxo ndo-associadas [Nova, R., 1977], formas
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de endurecimento relacionadas com deformacdes de desvio ([Nova, R.,; Wood,
D.M., 1979], [Boukpeti, N.; Drescher, A., 2000], [Collins, L.F.; Kelly, P.A.,
2002]), conceitos de endurecimento duplo associado com a ocorréncia de
deformacéo volumétrica e de desvio [Prevost, J.H.; Hoeg, K., 1975], consideracéo
de dilatdncia de areias ([Nova, R.; Wood, D.M., 1979], [Nova, R., 1982]),
liguefacdo sob carregamento monoténico (modelo Norsand desenvolvido por
Jefferies [Jefferies, M.G., 1993]), etc. Nova e Hueckel [Nova, R.; Hueckel, T.,
1981] adicionaram & formulagdo do modelo Cam-clay Modificado uma lei de
fluxo do tipo histerética para simular deslocamentos durante o descarregamento e
recarregamento, com parametros relacionados a memdria do material e
comportamento dilatante. Ghaboussi e colaboradores ([Ghaboussi, J.; Momen, H.,
1979], [Ghaboussi, J.; Momen, H., 1982]) usaram o conceito de endurecimento
duplo para desenvolver um modelo elasto-plastico com endurecimento isotrépico
para areias sob carregamento ciclico ou monotdnico, seguidos por outros
desenvolvimentos nesta mesma linha de pesquisa por Hirai [Hirai, H., 1987],
Aubry [Aubry, D., et al., 1982], dentre outros.

Mroz e Zienkiewicz ([Mroz, Z.; Zienkiewicz, O.C., 1981], [Zienkiewicz,
O.C.; Mroz, Z., 1984]) introduziram o conceito de plasticidade generalizada, onde
a superficie de escoamento e o potencial plastico sdo definidos pelos vetores
unitarios das trajetorias de tensdo durante o processo de carregamento e
descarregamento, com vantagens na implementacdo computacional, pois nao €
necessario verificar a condi¢do de consisténcia, como em aplicacBes da teoria da
plasticidade classica. O modelo original foi aperfeicoado com o decorrer dos anos
para simulacdo da resposta de areias sob carregamentos monot6nicos ou ciclicos,
destacando-se as contribuicGes de Zienkiewicz e Pastor ([Zienkiewicz, O.C., et
al., 1985], [Pastor, M., et al., 1985], [Zienkiewicz, O.C.; Pastor, M. 1986], [Pastor,
M., et al., 1986], [Pastor, M., et al., 1987] e [Pastor, M., et al., 1990]), Bahda
[Bahda, F., 1997], Ling e Liu [Ling, H.; Liu, H., 2003]. Este modelo constitutivo é
conhecido como modelo P-Z.

A segunda abordagem procurou reproduzir a ocorréncia de deformacdes
inelasticas e efeitos de densificacdo causados por carregamentos ciclicos que 0s
modelos constitutivos baseados na teoria da plasticidade plastica (primeira
abordagem) ndo conseguem simular. Um enfoque consistiu em introduzir em

modelo baseado na teoria endocrénica o efeito da densificacdo induzida pelo
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cisalhamento ciclico através de uma adequada lei de densificacdo ([Cuéllar, V., et
al.,, 1977], [Zienkiewicz, O.C., et al., 1982]). A teoria endocronica é
particularmente util em descrever a variagdo de volume e a geracdo de
poropressdes em areias saturadas devido a movimentos sismicos. Foi
desenvolvida por Valanis [Valanis, K.C., 1971] para descrever a ndo-linearidade
da resposta do material, descrita através de um parametro que descreve uma
sequéncia de eventos, permitindo assim a representacdo de estados sucessivos do
material. Embora estes parametros ndo sdo varidveis de tempo, mas funcionam
como um tipo de pardmetro de tempo intrinseco, o que justifica a denominacédo
endocrénica da teoria. A caracteristica peculiar desta teoria € que ndo € necessario
identificar uma superficie de escoamento, tornando este modelo atraente para
modelagens que envolvam deformacgdes plasticas ocorridas num ciclo de
carregamento e descarregamento. Por outro lado, em muitos casos existem
dificuldades para simular o comportamento dilatante de areias [Blazquez, R., et
al., 1980]. Recentemente Blazquez e Ldpez-Querol  ([Blazquez, R.; LOpez-
Querol, S., 2006], [L6pez-Querol, S.; Blazquez, R., 2006]) propuseram uma
formulacdo combinando uma lei de densificagdo com uma lei de fluxo plastico
para tratar este problema.

Outro enfoque distinto consistiu em estender a teoria de plasticidade além
dos postulados estabelecidos pela teoria da plasticidade classica. A primeira
extenséo foi feita independentemente por Iwan [Ilwan, W.D., 1967] e Mroz [Mroz,
Z., 1967] através do mecanismo de endurecimento cinematico com superficies
maultiplas, obtendo-se um modelo constitutivo que postula a existéncia de uma
série de superficies aninhadas de escoamento que se movimentam umas no
interior das outras. A partir desta concepcdo, diversos aperfeicoamentos e
adaptacOes foram realizados ([Mroz, Z., et al., 1978], [Prévost, J.H., 1977], [di
Prisco, C., et al., 1993], dentre outros). Neste tipo de modelo, devido a quantidade
de superficies de escoamento consideradas, é possivel descrever condigdes
especiais de carregamento, como niveis de tensdo maxima atingidos ou estados de
tensdo onde as tensGes correntes sdo revertidas. Postula-se ainda que um
comportamento elastico prevalece no interior da superficie de escoamento atual.
Como as tensdes sdo incrementadas a partir de um estado de tensdo inicial, as
superficies de escoamento sdo deslocadas ao longo da trajetoria de tensdes até

atingirem uma nova superficie. Esta trajetoria do movimento da superficie é
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definida completamente atraves da uma lei de escoamento, a mesma que assegura
que as superficies nunca sejam cruzadas. Estes modelos na literatura séo
conhecidos como modelos de superficie aninhadas.

Dafalias e Popov [Dafalias, Y.F.; Popov, E.P., 1975] introduziram o
conceito de superficie limite (bounding surface) para descrever o endurecimento
ndo-linear em materiais submetidos a carregamentos complexos. De forma
similar, mas em investigacdo independente, um modelo com duas superficies de
escoamento também foi proposto por Krieg [Krieg, R.D., 1975], definido em
termos de uma superficie de escoamento limite utilizada para defini¢&o da ruptura
e outra, para escoamento inicial. O campo de deformacbes € calculado pela
superficie de escoamento corrente, determinada entre as duas superficies pré-
estabelecidas com base no estado de tensdo atual. Em outras palavras, o parametro
de endurecimento é obtido por interpolacdo linear, considerando-se seus
respectivos valores nas superficies de escoamento inicial e limite.

Este modelo combina endurecimentos de tipo isotropico e cinematico,
apresentando vantagem em comparagdo com a formulacdo do modelo de
superficies aninhadas. Outro modelo de caracteristicas similares foi proposto por
Hashigushi e Ueno [Hashigushi, K.; Ueno, M., 1977], e foi definido como modelo
de superficie de subcarga. Da mesma forma que o modelo anterior, este emprega
duas superficies similares, i.e. uma superficie interior de subcarga e uma outra
superficie de escoamento limite (ruptura). A diferenca com o modelo anterior é
que o parametro de endurecimento € calculado usando uma condicdo de
consisténcia sobre a superficie de subcarga.

Outro modelo interessante € o modelo de bolha proposto por Al-Tabbaa [Al-
Tabbaa, A.; Wood, D.M., 1989], com endurecimento cinematico. Concebido
como uma extensdo do modelo Cam-Clay mediante a introducdo de superficie
(bolha) que se movimenta no interior da superficie de contorno limite. A
superficie-bolha funciona como uma superficie de escoamento convencional, i.e.
deformacges sdo puramente elasticas para todos os estados de tensdo situados em
seu interior. As deformacdes tornam-se elasto-plasticas quando o estado de tenséo
atual encontrar se sobre a superficie-bolha e o acréscimo de tensdo provocar o
movimento da mesma.

Um enfoque distinto consistiu na aplicacdo da teoria da hipoplasticidade
([Gudehus, G., 1996], [Herle, I.; Gudehus, G., 1999], [Niemunis, A., 2003]).
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Diferentemente dos modelos elasto-plasticos, a relagdo entre o incremento de
tensdes efetivas e o incremento de deformacgbes é determinada por uma unica
equacdo tensorial, ndo se calculando separadamente as componentes de
deformacéo elastica e plastica e também ndo se fazendo uso de superficies de
escoamento e de potencial plastico.

Enquanto esforcos em modelos computacionais eram empreendidos,
diversos equipamentos de laboratorio foram também desenvolvidos, como o
ensaio triaxial ciclico [Seed, H.B.; Lee, K.L., 1966] que possibilitou investigagdes
experimentais do potencial de liquefacdo e das deformacGes induzidas em solos
por carregamentos ciclicos, e o ensaio da coluna ressonante, para a estimativa dos
modulos de cisalhamento maximo e dos amortecimentos sob pequenas
deformagdes [Drnevich, V.P., 1967]. O desenvolvimento destes equipamentos
contribuiu para o melhor entendimento do fluxo por liquefacéo [Castro, G., 1969]
e da mobilidade ciclica ([Castro, G., 1975], [Ishihara, K., et al., 1975]).

Neste ponto é importante enfatizar a notavel contribuicdo dos trabalhos
feitos por Seed, H.B. e colaboradores da Universidade de California, em Berkeley,
nos EUA, com a consolidacdo da area de pesquisa em dindmica dos solos, que
permitiu conceituar, interpretar e modelar respostas de materiais submetidos a
carregamentos dindmicos, especificamente aqueles relacionados com o fendmeno

da liquefacéo.

3.3
Teoria da plasticidade generalizada

A teoria da plasticidade generalizada, proposta por Mroz e Zienkiewicz
[Mroz, Z.; Zienkiewicz, O.C., 1981], representa uma extensdo da teoria da
plasticidade classica para possibilitar a determinacdo de deformacdes permanentes
(plésticas) em um ciclo de carregamento.

No desenvolvimento desta teoria para solos, Pastor e colaboradores
([Pastor, M.; Zienkiewicz, O.C., 1986], [Pastor, M., et al., 1987], [Pastor, M., et
al., 1990]) utilizaram o conceito de estado critico do modelo Cam-Clay
Modificado e estabeleceram formulacdo especifica para céalculo do mddulo
plastico H, assumindo uma lei de fluxo ndo-associada. Essas caracteristicas

puderam representar, de forma satisfatédria, os fenémenos de fluxo por liquefacdo
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e/ou mobilidade ciclica em areias saturadas na condicdo de carregamento ndo-
drenado. Esta teoria ndo exige a definicdo prévia das superficies de escoamento e
de potencial plastico, sendo determinadas totalmente pelos vetores unitarios das
trajetorias de tensdo durante 0s processos de carregamento, descarregamento e

recarregamento.

3.3.1 Principais caracteristicas da teoria da plasticidade cléssica

A teoria da plasticidade classica infinitesimal proposta por Drucker e
Prager [Drucker, D.; Prager, W., 1952] assume que existe uma superficie no

espaco de tensbes, chamada de superficie de escoamento, f , matematicamente

definida por

f(oy.%,)=0 (Eq. 3.1)

ij?
onde o; € o tensor de tensGes totais e x; parametros de endurecimento do

material que determina a forma, tamanho e posi¢do da superficie de escoamento.

O simbolo < > denota funcé@o de. Ao considerar as tensdes efetivas, como parte

desta andlise, a funcdo de escoamento toma a seguinte forma [Lewis, R.W.;
Schrefler, B.A., 1998]

f(o}.x/)=0 (Eq. 3.2)

ij?
onde oj; € o tensor de tensQes efetivas e x| parametros de endurecimento do

material na condicdo efetiva.

N&o se admitem estados de tensdes situados além da superficie de
escoamento. Esta deve se expandir ou se movimentar de tal forma que o estado de
tensdo atual esteja situado sobre a nova posi¢do da superficie de escoamento
(condicéo de consisténcia).

A teoria da plasticidade classica também assume uma relacao linear entre
incrementos de tensdo e incrementos de deformacdo plastica, sendo estes
calculados de forma geral pela lei de fluxo generalizada proposta por Drucker
[Drucker, D., 1952]. Em termos das tensGes efetivas, a lei de fluxo é definida
como [Lewis, R.W.; Schrefler, B.A., 1998]
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a9
SeP =1 =2
Ei 20! (Eq. 3.3)

ou, na forma vetorial no espaco 3D,

a9

&P =12 (Eq. 3.4)
06
com
& =\6el Sel, Gel Oyl ovh Syh (Eq. 35)
&' ={6c, Sol, Sol, Ot O, O, (Eg. 3.6)

onde " é o vetor de incremento de deformacdes plasticas, o6’ o vetor de
incremento de tensdes efetivas, 4 um escalar positivo e g representa a funcao da
superficie do potencial plastico.

A funcdo da superficie do potencial pléastico, g, depende do tensor de
tensdes atuantes no material e seu gradiente, em qualquer ponto, determina a
direcdo dos acréscimos de deformacdo plastica. Caso as superficies de escoamento
e do potencial plastico coincidam, a lei de fluxo é dita associada; caso contrério,
ndo-associada.

O escalar positivo, 4, € definido por,

.
)”
A= f" 4 L (Eq. 3.7)
) o)
oc'’ oc’

sendo D° a matriz constitutiva tensdo-deformacéo elasticae H mddulo plastico.



DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410742/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0410742/CA

89

A matriz constitutiva tensdo-deformacao elastica é definida por

K'+£G K’—EG K'—EG 0 0 0
3 3 3
K’+£G K'—EG 0 0 0
3 3
D" = K'+%G 0 0 0 (Eq. 3.8)
2G O 0
simétrico 2G 0

onde G indica 0 médulo de cisalhamento e K’ o modulo de deformacéo

volumétrica efetiva.

O modulo pléstico é definido por

T !
Ho L[ ) 0K g (Eg. 3.9)
A\ ok ) oe’

entanto que a funcdo que descreve a lei de endurecimento, a mesma que
representa a evolucdo do tamanho da superficie de escoamento com as

deformacdes pléasticas, € expressa como
WK, e") == (Eq. 3.10)

onde ' representa um vetor contendo os parametros de endurecimento na
condicdo efetiva. Alternativamente, esta funcdo é expressa, em varios modelos
constitutivos elasto-plasticos, como dependente do trabalho plastico.

De acordo com a condigcdo de consisténcia, a matriz constitutiva tenséo-

deformacao elasto-plastica, D®, é dada por

)
IRk

D® =D - gf 20 - (Eq. 3.11)
(o) (%)
oo’ o6’

O modulo plastico incorpora 0 processo do endurecimento ou

amolecimento durante o fluxo pléstico. Para H =0 o material se comporta como
perfeitamente plastico, para H >0 apresenta endurecimento e para H <0 simular

a ocorréncia de amolecimento do material.
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3.3.2 Caracteristicas da teoria da plasticidade generalizada

A teoria da plasticidade generalizada consiste em uma extensdo da teoria
da plasticidade classica que prescinde de uma superficie de escoamento, da
superficie potencial plastico e da lei de endurecimento para calcular as
deformacdes pléasticas.

Esta teoria é baseada em uma relacdo constitutiva que ndo depende da
superficie de escoamento,

¢ = Cyd0y (Eq.3.12)

onde oJg; € o tensor de incremento deformagGes totais, do,, 0 tensor de
incremento de tensoes efetivas e Cy, o tensor constitutivo deformagao-tensao de

quarta ordem, dependente do estado de tensdes, do parametro de estado x|

(similar ao pardmetro de endurecimento da teoria da plasticidade classica) e das

componentes do vetor unitario da direcdo do incremento de tenses, n, .
Ci = Cijkl<o_ILI’Ki"ni> (Eg. 3.13)

Os parametros de estado (condicdo efetiva) x; levam em conta a
influéncia da histéria de tensbes no comportamento do material, enquanto que a
direcdo do incremento de tensGes é definida pelo vetor unitario da direcdo do
incremento de tensdes n,

56'

onde o simbolo | || denota norma do vetor.

O ponto fundamental na aplicacdo desta teoria a solos €, de acordo com
Pastor [Pastor, M., et al., 1999], admitir a hipoGtese de que a resposta do material €
independente da velocidade da variacdo das tensbes atuantes, o que permite
expressar se a relacdo entre incrementos de deformacéo e incrementos de tenséo

mediante uma funcao genérica,

&% = p(S0") (Eq. 3.15)
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onde (o<50'> é uma funcdo homogénea do primeiro grau em primeiro grau em ¢’

que pode ser escrita da seguinte forma,

p(56') = 56’ (Eq. 3.16)

_op(5s)
5 = o) 56 (Eq. 3.17)
ou
5% = Cdo’ (Eq. 3.18)
com
_ 0p(Js’)
C= o) (Eq. 3.19)

onde C é a matriz constitutiva deformagéo-tensdo.

De acordo com Pastor [Pastor, M., 1990], a dependéncia de Cy,, com n,

poderia ser estabelecida como uma fungdo continua Cy, zCijkl<ni>, do mesmo

tipo utilizada no modelo incremental proposto por Darve [Darve, F.; Dendani, H.,
1988]. No entanto, na teoria da plasticidade generalizada utiliza-se uma relagéo
mais simples, do tipo descontinuo, para defini¢do de uma matriz constitutiva em
cada situacdo de carregamento. Divide-se 0 espaco do incremento de tensfes em
dois subespacos ou zonas tensoriais [Darve, F., et al., 1988]: o primeiro como um
subespaco de incrementos de carregamento e o segundo como de incrementos de
descarregamento. No primeiro subespago utiliza-se o0 tensor constitutivo para

incrementos de carregamento, Cy, , € no outro o tensor constitutivo para
incrementos de descarregamento, Cyy -

A definicdo do tensor constitutivo em cada subespaco pode ser mais bem
compreendida através da figura 3.3. Considerando o comportamento do material
num carregamento ciclico uniaxial, a matriz constitutiva C se reduz a uma funcéo
escalar representada em cada ponto da curva tensdo-deformacéo pela inclinagéo
da tangente & curva. Durante a etapa de carregamento OC observa-se que a

inclinacdo da tangente a curva diminui com o aumento da tensdo atuante, mas nao
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exclusivamente. Comparando-se as deformagdes nos pontos A, A,, e A, nota-se

que a relacdo constitutiva também depende de outros fatores como a histéria de
tensdes e a microestrutura do solo que € modificada no processo de carregamento
e descarregamento. Na mesma figura, a inclinacdo da tangente a curva nos pontos
B, e B, também indica uma dependéncia da relacéo constitutiva em relacdo a
condicdo de carregamento ou descarregamento ou, em outras palavras, da direcao
do incremento de tenséo.
A relagdo deformacgéao-tenséo para a condi¢do de carregamento pode ser

escrita como,

e, =C oo’ (Eq. 3.20)
e para a condicao de descarregamento por,

o, =C, 00’ (Eqg. 3.21)
onde os indices L e U indicam as etapas de carregamento e descarregamento,

respectivamente.

o
A
C
1 /,/” I
N
ACTEN — $h
; / .
P 0 / &,
/ 7/
/ 7
! 7~
)
[
p——" [B

Figura 3.3 - Representacdo de um ciclo de carregamento num ensaio triaxial ciclico
uniaxial.

Na aplicagdo de um ciclo infinitesimal de carregamento, as equagoes
anteriores sdo expressas como
e, =C oo’

(Eq. 3.22)
S, =—C, 56’
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No caso de deformacdes ciclicas irreversiveis
oE=08 +0%, =0 (Eqg. 3.23)
ou
8 =C 56" —C 0" #0 (Eq. 3.24)

Para qualquer incremento de tensdo Je¢’, sua direcdo (carregamento ou
descarregamento) é definida por

n; &' >0 (carregamento) entdo ¢, =C, o’

(Eg. 3.25)
anU oo’ <0 (descarregamento) entdo g, =C, oo’ .

onde n; , n  sdo vetores unitarios que definem a expansdo ou a contracao da
superficie de escoamento respectivamente.
O carregamento neutro acontece quando

nf,, &' =0 (Eq. 3.26)

onde o indice L/U indica os estados de carregamento ou de descarregamento das

tensdes atuantes.
Na teoria da plasticidade generalizada, os vetores unitarios normais a

superficie de escoamento para a etapa de carregamento, n, , e para a etapa de

descarregamento, n , sdo definidos por

Depy = %(]: (Eq. 3.27)

oc'

onde

of
oo’

:[af " of Jz (Eq. 3.28)

o6’ o6’

Logo, a introducdo do vetor unitario ny ., que define os estados de

carregamento ou de descarregamento, pode ser empregada para definicdo da
superficie normal a esta direcdo em cada ponto, como usual na teoria da

plasticidade cléssica.
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De acordo com Pastor [Pastor, M., et al., 1990], utilizando a condicdo de
continuidade entre os estados de carregamento e descarregamento, a matriz

constitutiva na condicéo de carregamento, C, , é expressa por

.1
C =C +H—anLngL (Eg. 3.29)

L

e para a condig&o de descarregamento, C,,

. 1
C, =C +H_anungu (Eqg. 3.30)

U

onde n,, n,, sdo vetores unitarios que definem a expansdo e contragdo da

gL’

superficie do potencial plasticoe H, , H, representam os modulos plasticos nas

etapas de carregamento e descarregamento respectivamente e C° a matriz
constitutiva eléstica deformacéao-tensdo.

Os vetores unitarios para a etapa de carregamento, n_, , e para a etapa de

gL

descarregamento, n, , sdo definidos por

o9
ng., =128 (Eq. 3.31)
gLV ag g. o.
oo’
com
1
;
9| (299 a9 | (Eqg. 3.32)
oo’ o6’ 0o’

O vetor de incremento de deformagéo total pode ser definido por duas
parcelas aditivas,

S = 5&° + 08" (Eq. 3.33)

ou (da equagdo 3.15 com 3.29 e 3.30),

e, 1 ,
% =C"bo +H—an LulgLy 00 (Eq. 3.34)

L

No caso de carregamento neutro, o comportamento do material é

reversivel (elastico), i.e.
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&%, =C, do' = C°56' (Eq. 3.35)
ou
S, =C, 00 = C°50’ (Eq. 3.36)

E importante mencionar neste ponto que a introdugdo de deformacdes
plasticas nesta teoria foi feita sem a necessidade da definicdo prévia das
superficies de escoamento e do potencial plastico, sendo necessario o

conhecimento dos valores do modulo plastico, H ,,, das direcGes de expansao e
contragdo da superficie de escoamento, n; ,, das direcdes de expansdo e
contragdo da superficie do potencial plastico, n, ,, bem como a matriz

constitutiva elastica, C°.
Finalmente, de acordo com Pastor [Pastor, M., et al., 1990], para levar em

consideragdo as situacdes de amolecimento do material (modulo plastico H, com

valor negativo), as equagOes constitutivas sao modificadas da seguinte forma:

&%, =C o0 para: ni 56'® >0 (carregamento)
(Eq. 3.37)
&%, =C 6 para: nl,56" <0 (descarregamento)

onde J¢’® representa o incremento de tensGes efetivas devido a deformacdes

elésticas,

56" =C° & (Eq. 3.38)

A vantagem da teoria da plasticidade generalizada é a possibilidade de
simulacdo de comportamentos complexos do material, dificeis de serem
reproduzidos utilizando modelos da teoria da plasticidade classica como, por
exemplo, considerando a ocorréncia de deformacBes plasticas na etapa de
descarregamento. Outra observacdo adicional, € que sua implementacdo em
programas computacionais € bem mais simples que nos modelos baseados na
teoria da plasticidade classica porque ndo necessitam satisfazer explicitamente a
condicdo de consisténcia, dispensando, portanto, o emprego de algoritmos de

retorno para correcao do estado de tenséo.
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3.3.3 Formulag&o da matriz constitutiva elasto-plastica

O desenvolvimento descrito acima foi feito em termos da matriz
constitutiva deformacéo-tensdo C, sendo necessaria a obtencao da relacdo inversa
tensdo-deformacdo ou matriz constitutiva tensdo-deformacdo D  para
implementacdo em programas computacionais baseados no MEF, na formulagéo
em deslocamentos. Esta inversdo pode ser realizada unicamente quando o médulo
plastico H é diferente de zero, sendo executada de acordo com o procedimento
sugerido por Zienkiewicz [Zienkiewicz, O.C., et al., 1999].

Ao considerar que

1 '
Z=p i (Eg. 3.39)

L

onde y € um escalar positivo.

O vetor de incremento de deformacdo total (equacdo 3.34) pode ser escrito

como
% =C°6'+ yn, (Eq. 3.40)

Multiplicando a equacéo 3.40 por anL/U D° resulta,
(], D°)de = (n},, D*) C*' +(n},, D) 7n, (Eq. 3.41)

ou

n| I_/UD‘* & =n} L/U5c'+)(an LU Deng”_/U (Eq. 3.42)
Considerando
n 6 =yH (Eg. 3.43)
e substituindo na equacéo 3.42, vem
n L/UD‘*é'a:(HL/U +n| L/UD‘*ng'_/U V4 (Eq. 3.44)
Colocando y em evidéncia,

n; D%

s
H Lo Ty Deng LU

x= (Eq. 3.45)

Multiplicando a equacéo 3.40 por D°,
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D°Se =356+ D yn (Eq. 3.46)
logo
%' =D& —D"yng (Eq. 3.47)
Substituindo o valor de y (equacdo 3.45) na equacao 3.47, resulta

.
56" = DS — DengL/UnfL/UDe

. % (Eq. 3.48)
HL/U +an DMy

que pode ser re-escrita como

56’ =D & (Eq. 3.49)
com
e e D*n L/Un-lf-L/U D*
D¥ =D° - v +gnT - (Eg. 3.50)
L/ fLU gL/
34

Modelo constitutivo Pastor-Zienkiewicz
3.4.1 Formulacédo geral do modelo no plano triaxial

Pastor e Zienkiewicz [Pastor, M.; Zienkiewicz, O.C., 1986] propuseram

uma formulacdo (modelo P-Z) no plano triaxial p':q para a simulacdo da

ocorréncia de liquefacdo em areias. Nesta se¢do adotam-se como positivas as
tensdes normais de compressdo, de acordo com a convencgdo usual de mecanica
dos solos.

Assume-se valido o principio das tensdes efetivas [Terzaghi, K., 1936] para
solos saturados no espaco 3D,

o =0y — PuS; (Eq. 3.51)
onde p, € aporopressdo, d; o delta de Kronecker, o o tensor de tensdo efetiva

e o o tensor de tensdo total.

A equacdo 3.51 pode também ser escrita na forma vetorial,
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¢ =06-p,m (Eqg. 3.52)
com
’ ' ' ' T
Sl {Uxx Oy Onz Ty Ty sz} (Eq 353)
T
Gz{o-xx Ow O, Ty Ty sz} (Eq 354)
m={1 110 0 0f (Eq. 3.55)

onde o' é o vetor de tensdo efetiva, ¢ 0 vetor de tensdo total e m a forma

vetorial do delta de Kronecker.

O tensor de tensdes efetivas atuantes no plano triaxial é representado, na

forma vetorial, por,

o=l o, o, 00 0f (Eq. 3.56)

XX yy

onde o, =0y, o, =0,, 0, =0, sdo as tensdes principais efetivas. No caso do

ensaio de compresséo triaxial convencional: o), =0, (tensdo axial efetiva) e
! ! ! X H H
o, =0, =0, (tensdo radial efetiva).

O modelo P-Z é desenvolvido em termos das medidas da tensdo efetiva

média, p’, e datensdo de desvio, q, definidas como

p'=J, (Eq. 3.57)

=13} (Eq. 3.58)

com
3 =i (Eg. 3.59)
3
,_SiS
Vo= (Eg. 3.60)
sendo
S; = o} - 36, (Eq. 3.61)

onde J; é o primeiro invariante da tensdo efetiva, J,, 0 segundo invariante da

tensdo de desvio efetiva e S; o tensor de tensdo de desvio efetiva.
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A relacdo dos incrementos de tensdo com os incrementos de deformacéo

total, no plano triaxial p':q, é expressa por

56' = DP &% (Eq. 3.62)
sendo
&' ={p & (Eq. 3.63)
&=1{68, o[ (Eq. 3.64)
nea AT e
ﬁep:ﬁe_ ADngL/Uan;/UD (Eq 365)
Hou + an LU Deng LU
onde a relacao tensdo-deformacdo elastica, D¢, é definida por,
| O Eq. 3.66
- 0 3G ( q' " )

A relagdo dos incrementos de tensdo com os incrementos de deformagéo

elastica, no plano triaxial p':q, é expressa por
56’ =D°G%* (Eq. 3.67)
sendo
& =lose osf (Eq. 3.68)

A relacdo entre as componentes do vetor incremento de deformacéo total

no plano triaxial p':q com as componentes do tensor de incremento de

deformacéo total no espaco 3D é apresentada a seguir,

6%, = ey (Eq. 3.69)
N2
Og, = gégijcfgij (Eqg. 3.70)
com
s = 0a, -2k (Eq. 3.72)

sendo ¢, a deformagdo volumétrica total e éq representa a deformacéao de desvio

total.
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Em termos de tensGes efetivas e deformacgdes totais axiais e radiais, as

seguintes relacGes podem ser estabelecidas no plano triaxial p':q,

p =01 +207) (Eq. 3.72)
08, = Og, + 20, (Eq. 3.73)
q=0,-0, (Eq. 3.74)
.2
équzg(éba—ébr) (Eq. 3.75)

onde ¢, é deformacéo axial total e &, deformacédo radial total. Nas equagoes

apresentadas nesta secdo o sobrescrito ” indica formulacdo no plano triaxial

p':q.O simbolo & denota incrementos.

A seguir sdo apresentadas as equacdes necessarias para definicdo das

variaveis que compdem a matriz constitutiva elasto-plastica do modelo P-Z:

(a) Vetores unitarios normais a superficie de escoamento e a superficie do
potencial plastico.
Segundo Pastor [Pastor, M., et al., 1990] para estabelecer a direcdo dos

incrementos de deformacdo plastica no plano triaxial p’:q deve-se partir de

medicdes experimentais da dilatancia plastica, d, definida por Wood [Wood,
D.M., 1990] como,

- % Eq. 3.76

onde Je} € o incremento da deformagéo volumétrica plastica e de; o incremento

da deformacéo de desvio plastica.
Resultados experimentais mostram que a dilatdncia depende unicamente

da razéo de tensdo, r7, mas ndo do estado de tensdo [Wood, D.M., 1990]. Neste

modelo, a dilatancia, d,, foi obtida com base nos resultados experimentais de

Frossard [Frossard, E., 1983] e aproximada através de uma funcgéo linear da razéo
de tensdo [Nova, R.; Wood, D.M., 1979]

d, =(+a)M, -n) (Eq. 3.77)
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com

" =% (Eq. 3.78)

onde o e M sdo parametros do modelo P-Z. O valor de « esta relacionado com
a dilatancia e M esta relacionado com a superficie potencial plastico e

representa a tangente do angulo inclinacdo da linha de estado critico no
planop’:q.
A equacgdo 3.77 se torna nula quando o estado de tensdo atinge a linha

coincidente com a projecédo da linha de estado critico no plano p’:q. Logo,
n=M, (Eq. 3.79)

No modelo P-Z duas zonas de analises sdo consideradas para definir a
inclinagdo da linha de estado critico: (1) zona de tensdo de desvio positivo e (2)
zona de tensdo de desvio negativo.

A inclinacdo da linha de estado critico no plano triaxial p’:qgna zona de

tensdo de desvio positivo é representada da seguinte forma [Zienkiewicz, O.C.;
Pande, G.N., 1977]

_ Bsing
9 3—siNn g Sin 36 (Eq. 3.80)
com
1. 27 1,
0 =—-=sin| —=L 3
3 ( 2 q3 j (Eg. 3.81)
sendo
T /4
-—<f<L— Eqg. 3.82
6 6 (Eq. 3.82)
340 = det|S; | (Eq. 3.89)

onde ¢ representa o angulo de atrito na condicéo de estado critico, & o angulo
de Lode e J;, o terceiro invariante das tensdes de desvio efetiva. O simbolo

det| ] denota determinante da matriz.
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A inclinacdo da linha de estado critico no plano triaxial p':q na zona de

tensdo de desvio negativo é representada como

B 6SiN P
¥ 3+sing. sin30

(Eq. 3.84)

A direcdo, expansdo (carregamento) ou contracdo (descarregamento), da

superficie do potencial plastico no plano triaxial p’':q é determinada pelo vetor

unitario, ng oy,

A

. A T
Doy = {ngL/U ”SL/u } (Eq. 3.85)

sendo para o carregamento,

i, ={in ALl (Eq. 3.86)
com

- (Eq. 3.87)

ot — > . O
1+d,

.y 1

Al = —
T d (Eq. 3.88)

iy, =i, A (Eq. 3.89)
com
~p dg
g, =+—— (Eq. 3.90)
1+d

N, =———
gu m (Eg. 3.91)

onde o simbolo | | denota valor absoluto.

A direcdo, expansdo (carregamento) ou contracdo (descarregamento), da

superficie de escoamento no plano triaxial p’:q €é determinada pelo vetor

unitario, n, ,
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- —{ﬁp Aa }T
N =i fLU

sendo para o0 carregamento,

com
Ah = .
fL 2
1+d,
o o1
fL )
1+d,

com
d
Ap f
I"IfU - 2
1+d,
T
fu 2
1+d,
onde

di =QL+a)(M¢ —7)
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(Eq. 3.92)

(Eg. 3.93)

(Eq. 3.94)

(Eg. 3.95)

(Eg. 3.96)

(Eq. 3.97)

(Eg. 3.98)

(Eg. 3.99)

sendo M, parametro do modelo P-Z relacionado com a superficie de

escoamento.

Para areias muito densas, Pastor e colaboradores [Pastor, M., et al., 1985]

consideraram que a razéo M, /M, € dependente da densidade relativa da areia,

D, , propondo a seguinte relagéo:

(Eg. 3.100)
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(b) Moddulos plasticos
A obtencdo do médulo pléstico no plano triaxial p':q, H, nas condicOes

de carregamento, descarregamento e recarregamento € descrita a seguir:

(b.1) Condicao de carregamento

A

Para a obten¢do do modulo pléstico na condigdo de carregamento H

Pastor e Zienkiewicz [Pastor, M.; Zienkiewicz, O.C., 1986] consideraram as

seguintes evidéncias estabelecidas experimentalmente:

(i) A condicdo residual substitui a linha de estado critico,

(EJ =M, (Eq. 3.101)
p residual

(i) A ruptura ndo necessariamente ocorre quando a linha de estado
critico € atingida.

Propuseram entdo a seguinte expressdo empirica para determinacdo de

I

H.o=H,p'H, (H,+H,) (Eq. 3.102)

onde H , é parametro do modelo P-Z e H,, H, e H, coeficientes do modulo

plastico, na condicdo de carregamento.

Os valores de H; e H, estdo relacionados com a linha de estado

permanente e a linha de transformacéo de fase, definidas no capitulo 2, por

4
H, =|1- (Eg. 3.103)
U
H, =|1--1 (Eq. 3.104)
\' Mg
com
1
Ny =(1+;j M (Eq. 3.105)

onde 7, representa a linha da superficie de ruptura.
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O coeficiente do médulo plastico H é definido por,
H, =5, e""9 (Eq. 3.106)

sendo f,, B, parametros do modelo P-Z e & a deformacédo plastica de desvio

acumulada definida como
¢ = [loeg| (Eq. 3.107)

(b.2) Condicao de descarregamento

Os modelos constitutivos baseados na teoria da plasticidade classica
consideram que na etapa de descarregamento o material comporta-se
elasticamente. No entanto, resultados observados em ensaios triaxiais ndo-
drenados indicam que nesta etapa também ocorrem deformacgdes plasticas
[Ishihara, K.; Okoda, S., 1982].

Pastor e colaboradores [Pastor, M., et al., 1990] propuseram a seguinte
expressdo para estimativa do modulo plastico na condicdo de

descarregamento H,, :

. M\ M,
Hy =Hy,|—| para|—>1 (Eg. 3.108)

My Ty

n Mg
Hy =Hg, para —| <1 (Eqg. 3.109)

Ty

onde H, , 7, sdo parametros do modelo P-Z e 7, € o valor da razdo de tensdes

onde se inicia o descarregamento.

(b.3) Condicdo de recarregamento
Esta condicdo €é assumida logo apds a ocorréncia do primeiro
descarregamento durante o ciclo. Para incorporar efeitos da historia de tensoes,

um fator de memoria H,, é definido e utilizado para determinacdo do médulo

plastico no recarregamento H, :

~

Ho=H,p H; (H,+H;) Hpy (Eq. 3.110)
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onde H_, é o mesmo pardmetro do modelo constitutivo definido na condigdo de
carregamento e H,, H,, H, sdo os mesmos coeficientes plasticos definidos na

condigéo de carregamento.

O fator de memoria H,, € definido pela equacdo

é, 7
Hp, =| 20 Eg. 3.111
( ; J (Eq )
com
¢ = p'[l—iJ_a (Eg. 3.112)
5

onde y € um parametro do modelo P-Z e £, 0 maximo valor de ¢ alcangado

max

durante a histéria do carregamento do material.

(¢) Matriz constitutiva tensao-deformacao elastica

A matriz constitutiva elastica D¢ é definida como

.. D 0
D= 7 s (Eq. 3.113)

q

onde a relacdo dos maddulos elasticos com os incrementos da tenséo e deformacao

é dada por,
PRI Ny R
€, = B; B’ =P (Eq. 3.114)
e 1 .1
Se; = b: | —55‘1 (Eq. 3.115)

Os modulos de deformacdo volumétrica efetiva, K', e de cisalhamento,

G, séo considerados dependentes da tenséo efetiva média, p’, da seguinte forma,

conforme admitido por Pastor [Pastor, M., et al., 1990],

!

K'=D: =K, = (Eq. 3.116)
Po
36 =D =K, P
q edo (Eq. 3.117)

Py
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onde K., e K, sdo parametros do modelo P-Z e pg € a tensdo efetiva média

0 0

inicial.
Substituindo-se as equacgdes 3.116 e 3.117 na equacdo 3.113, as relacdes

tensdo-deformacdo elastica podem ser escritas da seguinte forma,

pe {Ke’”’ 0 } i) (Eq. 3.118)
= T g. o.
O Keqo po
(d) Superficie de escoamento e do potencial plastico

Cabe lembrar neste ponto que, as direcdes do vetor unitario, indicadas nas

equacOes 3.85 e 3.92, foram definidas sem o conhecimento prévio da fungdo que

~

descreve a superficie de escoamento f ou o potencial plastico §. As equacdes de

cada uma destas superficies podem ser determinadas através da integracdo das
equacdes de dilatancia plastica associadas a cada superficie.

De acordo com Pastor [Pastor, M., et al., 1985] a funcdo que define a

A

superficie de escoamento, f , e a superficie do potencial plastico, §, sdo escritas

como

—
I

q_Mf.p,(l_'_lj 1_[ff j (Eg. 3.119)
a pfo

[(®}
I

1 Ak
q- |\/|g . p’.(]_+_j 1—[ B ] (Eq 3120)
a Py,

onde ﬁ’fo e ﬁéo sdo coeficientes que definem o tamanho das superficies de

escoamento e do potencial plastico, respectivamente.

Embora a teoria da plasticidade generalizada ndo necessite explicitamente

A

das equacdes das superficies f e § para implementacdo do modelo constitutivo,

é necessario definir suas diregGes, indicadas pelos vetores normais unitarios n U

A

en, respectivamente. Por outro lado, ao observar as equacdes 3.85 e 3.92

nota-se que o calculo destes vetores diferencia-se apenas pelas constantes M e

M, . Para aplicagdo da hipotese de lei de fluxo associada basta entéo considerar
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M, =M;. As figuras 3.4 a 3.6 apresentam uma analise da sensibilidade dos

parametros da funcdo da superficie do potencial plastico.

O modelo descrito até este ponto corresponde ao da formulagédo original
desenvolvida por Pastor [Pastor, M., et al., 1990] e descrita em Zienkiewicz
[Zienkiewicz, O.C., et al., 1999]. Varios trabalhos tém introduzido modificacdes,
como Pastor [Pastor, M., et al., 1993] considerando efeitos de endurecimento
anisotrépico, Sassa [Sassa, S.; Sekiguchi, H., 2001] tratando dos efeitos de
rotacdo dos eixos principais, Ling [Ling, H.; Liu, H., 2003] considerando efeitos
da densificacdo de areias, Bahda [Bahda, F., et al., 1997] através da utilizag&o de
leis de endurecimento duplo, Zhang [Zhang, H.W., et al., 2005] implementando
um algoritmo de integracdo implicita para melhorar a eficiéncia da solugéo
numérica do modelo. No caso de solos cimentados e parcialmente saturados,
Yang e colaboradores [Yang. C., et al., 2008] propuseram um modelo constitutivo
combinando a teoria da plasticidade generalizada com o Modelo Baésico
Barcelona ou BBM (Basic Barcelona Model) proposto por Alonso [Alonso E.E.,
etal., 1990].

60.0
——-=120
40.0 —— —o—=140
= == Sn et N ——=160

200 - o e —e—=180
\j\\_’\\ ——=200
0.0

q(kPa) * ' D/n/;/%/
-20.0 S &
S
=" e ey
400 - e
60.0
0 50 100 150 200 250

p’ (kPa)
Figura 3.4 - Influéncia de f)éo na forma da superficie do potencial plastico

(@=0,6,M, =16).
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60.0

40.0 4

20.0 A

q(kpa) °°TH

-20.0

-40.0 1

-60.0

0 50 100 150 200 250

p' (kPa)
Figura 3.5 - Influéncia de M g Na forma da superficie do potencial plastico (o = 0,6,
ﬁ;o = 200kPa).

60.0
=04

40.0 4 =06
——=08

20.0 4 =10
—a—=12

0.0 ==
q (kPa)

-20.0 A

-40.0 A

-60.0

0 50 100 150 200 250

p' (kPa)
Figura 3.6 - Influéncia de & na forma da superficie do potencial plastico (M ; =16,
f)éo = 200kPa).

3.4.2 Sumario da formulacdo do modelo no plano triaxial

A relacdo dos incrementos de tensdo com os incrementos de deformacéo

total,
56’ = DPSE (Eq. 3.62)
O tensor de incremento de tenséo,
& ={op &) (Eq. 3.63)

com,
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1
p' = 5(a; +20") (Eq. 3.72)
q=o0,-0, (Eq. 3.74)

O tensor de incremento de deformacéo total,

&=1{0s, o8,f (Eq. 3.64)
com,
58, =S¢, + 25, (Eq. 3.73)
. 2
58, = g(5ga ~ ¢, ) (Eq. 3.75)

A matriz constitutiva tensdo-deformacao elasto-pléastica,

nea AT ne
b —pr 2 Ml Eqg. (3.72)
Hou + n LU Deng LU
O vetor unitario normal a superficie do potencial plastico,
~ ~ ~ T
IlgL/U = {ngpL/U ngL/U } Eq (385)
O vetor unitario normal a superficie de escoamento
~ A A T
Ny = {nfL/U n(f]L/U } Eg. (3.92)
A matriz constitutiva tensdo-deformacao eldstica,
D° = D; 0 Eq. (3.113)
0 D a1

A matriz constitutiva tensdo-deformacdo elasto-plastica, considerando o
modelo P-Z, é obtida pela substituicdo das equacgdes 3.85, 3.92 e 3.113 na equacéo
3.72,
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e AP AP
Hiu + Dy Mgy Ney +

~ \2 A
e |° ap ~p e
(Dp) Ngu Niu Dy

2 A 2
€ € A4 AP e ~q ~q
Dp Dq ngL/U nfL/U (Dq) ngL/U nfL/U

2 Aq
NgLu Niw

ou

ﬁepzi_{rgff l?fz"}
A D D

com
—_ U e AP AP Je A0 AqQ
A=H_, +D,ng .y N5y +Dg Ny Ny

Sep _ R_e 1 Je Ne A4 ~q
Dll - Dp HL/U +Dp Dq I’]gL/U r‘IfL/U

e

q

Je AP A4
Dq ngL/U r-]fL/U
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(Eq. 3.121)

(Eqg. 3.122)

(Eq. 3.123)
(Eq. 3.124)
(Eq. 3.125)
(Eqg. 3.126)

(Eq. 3.127)

(a) Situacio de carregamento nao-drenado - incremento de deformacao

controlada

Para este caso dg, =0 e dg, = ¢, . Da equagdo 3.121 obtém-se:

(a.1) Incremento da tensdo efetiva média,
, 1(ae RAe 2 R
23] :_X(D; D; ngL/u n?L/u)55a

(a.2) Incremento da tensdo de desvio,

1(a ~  aa
§q:X(D§ Hou + D8 DF A2, AP, ) o,

(Eq. 3.128)

(Eq. 3.129)
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(b) Situacio de carregamento drenado - incremento de deformacao

controlada
Para este caso &' = &4/3. Da equacéo 3.121 obtém-se:

(b.1) Incremento da tensdo efetiva média,

o' ==(H_, B +Dg B A%, A%y ) o,

g
1

l (2c 26 .
- (B3 B; i ity Jo,
2

os;

(b.2) Incremento da tenséo de desvio,

1 A
§q:—B—(D§ Dg fgiy nfL/U)égp
1
L (., B +B: B A, A2 )6
+B_ o P Dy Dy Nguu N )0
2
com
B, =2H,, D +2D B A2, Al

+6D; D; figy AfLy ~9Hy D
—9D; Dg ﬁth/U I’A](qu/U _3D;e3 D§ ﬁgL/U ﬁ?L/U
B, =18H D; +18D: D; ngL/U n?L/U
3¢ DAY AP 1 D¢
+6D, Dy Ny iy +2H Dy

e e AP - e e AP -~
+2D, Dy Ny Ny +6D, Dy Ny Ny

A relacdo entre os incrementos de deformagéo de
deformacéo axial esta dado por,

(Eg. 3.130)

(Eq. 3.131)

(Eg. 3.132)

(Eq. 3.133)

desvio com a

(Eq. 3.134)

(Eq. 3.135)

(Eq. 3.136)
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e a relacdo entre os incrementos de deformacdo volumétrica com a deformacéo

axial por,
3A
o5, =——0¢

PTA +3A, R
com
A= EIEL/UA :35: DSAQDS Nguu Ny + (Eq. 3.138)

3D, Dy Ny N{y

A, =3H, D¢ +3D; D¢ Ay AYy + (Eq. 3.139)

Je Ne A4 ~p
Dp Dq ngL/U nfL/U

3.4.3 Formulacdo do modelo no espaco das tensdes principais

Nesta secdo, bem como na formulacdo adotada nos capitulos 4 e 5,
considera-se de sinal negativo a tensdo normal de compressdo. O tensor das

tensdes atuantes no plano triaxial p’:q, como ja vimos, é definido por

¢={p qf (Eq. 3.140)
com
p'= —%(0; +20}) (Eq. 3.141)
q=—(o,-0o7) (Eq. 3.142)

Entanto, para propositos de implementacdo da formulacdo em um
programa computacional baseado no MEF, é conveniente reformular as equacgdes
anteriormente apresentadas em funcdo do tensor de tensdes definido no espaco
3D:

A invariancia do produto escalar &s'TnfL/u requer que se cumpra a

seguinte relacdo [Zienkiewicz, O.C., et al., 1999]:
&;'TnfL/U = &,TﬁfL/U (Eq. 3.143)

onde n, , € n, , S30 vetores unitarios associados a superficie de escoamento,

definidos no espaco 3D e no plano triaxial p":q, respectivamente.
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o6’
oo’

66’ =

50 (Eq. 3.144)

Substituindo-se a equacdo 3.143 na equacgéo 3.144 resulta,

06’ .
D¢y =§nfL/U (Eq. 3.145)

Da forma similar, obtém-se,

oo’ .
Ny = gngL/U (Eq. 3.146)

onde n, , € n, , S30 0s vetores unitarios associados a superficie do potencial

plastico, definidos no espaco 3D e no plano triaxial p’:q, respectivamente.

O termo (6/0¢’), dos vetores unitarios m, ,, € n,,, corresponde as

derivadas de invariantes, explicitadas em Zienkiewicz [Zienkiewicz, O.C., et al.,
1999] e Lewis [Lewis, R.W.; Schrefler, B.A., 1998],

onde

o o8 op 08 ag

= Eq. 3.147
o' op o6 oq o’ (Eq )

p'=—1(o + ol +0) (Eq. 3.148)

q=—y3J2% (Eq. 3.149)

com

4 —_—
‘]ZD_

2 2
+r, T, T

Lo -py+o, - pF +(0s - p))

6 (Eq. 3.150)

yz X

resultando em

' T
o _ J1 11540 (Eq. 3.151)
56’ 13 3 3
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20, — a;,y -0,
20';,y -0, — 0,
0q _ 120,00 (Eq. 3.152)
oc' 24 67,, o
67,
67

yz

Para o caso bidimensional de tensdes, as equacdes 3.151 e 3.152 sdo escritas

como,
ap’ 11 )"
P__Jr 2 Eq. 3.153
e’ {3 3 } (Eq )
20, - 20,
A _L1] s s (Eq. 3.154)
o’ 2q| M ¢ a%
67,
com
2 _qqr _1( ' \2 (! ,)2) 2
9> =33y, =10 —p) +2-(o), - p'f )+3r, (Eq. 3.155)
1 o1, ]
_E _(O_xx_o-yy)
o6 | 1 1.,
o=|"3 Z—q(aw o) (Eg. 3.156)
0 grxy
L q i

O vetor unitario associado a funcdo de escoamento no triaxial p':q, em

termos das tensdes no espago 2D,

_l df +l(0’ o’ ) 1
3 1+d2 a7 7 J14d?
D (o~ )2 Eq. 3.157
fLu — 3 1+d$ 2q yy XX \/W ( q ' )
1
_TX .
T +d?
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O vetor unitario associado a funcdo potencial pléastico no triaxial p’:q, em

termos das tensbes no espaco 2D,

Ny =

1 d

9

1 d,

3 1+d?

1 1
Sm"'a(o-xx _O'yy)'

(Eg. 3.158)
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