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Resumo 

Guillén, Jorge Cárdenas; Romanel, Celso. Modelagem elasto-plástica da 
liquefação dinâmica de solos. Rio de Janeiro, 2008. 246p. Tese de 
Doutorado - Departamento de Engenharia Civil, Pontifícia Universidade 
Católica do Rio de Janeiro. 

Mudanças das propriedades dos solos devido à ação de carregamentos 

dinâmicos são responsáveis por danos significativos em geo-estruturas, tais como: 

barragens, estruturas de contenção, fundações, taludes, etc. A ocorrência do 

fenômeno da liquefação, em materiais suscetíveis como areias fofas saturadas, 

representa um tipo de resposta desastrosa de solos. O termo liquefação tem sido 

empregado para descrever uma variedade de fenômenos no qual tem em comum o 

desenvolvimento de altas poropressões em materiais saturados sem coesão devido 

a carregamentos monotônicos, transientes ou cíclicos. A previsão da liquefação 

depende de uma adequada análise do comportamento não-drenado do material, em 

termos do incremento de poropressões e da perda da rigidez da mistura sólido-

fluido, durante e após o período de movimento. O estabelecimento das equações 

governantes é essencial para elaboração de um modelo matemático realista para 

descrever o comportamento físico deste fenômeno. As equações a serem 

consideradas são: equação de movimento da fase sólida, a equação do movimento 

da mistura sólido-fluido, a equação de continuidade da fase fluida, as equações de 

acoplamento das fases e as equações constitutivas desses materiais. Nesta tese a 

resposta dinâmica do solo foi investigada numericamente mediante a técnica dos 

elementos finitos. A discretização espacial das equações governantes foi feita 

através do método de Galerkin e a discretização temporal pelo método de 

Newmark Generalizado. Um modelo constitutivo elasto-plástico foi considerado 

para descrever o comportamento mecânico da fase sólida, desenvolvido a partir de 

conceitos da generalização da teoria da plasticidade, que apresenta algumas 

vantagens em relação aos outros modelos baseados na teoria da plasticidade 

clássica. A implementação computacional foi escrito em Fortran 90. Exemplos 

numéricos analisados nesta tese comprovam tanto a eficiência do modelo 

constitutivo na predição do comportamento do solo sobre liquefação como a 

confiabilidade do programa computacional elaborado nesta pesquisa, em termos 
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da rapidez de processamento e da boa precisão dos resultados, quando 

comparados com soluções analíticas e outros valores numéricos obtidos por vários 

autores e diferentes modelos constitutivos. 
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Abstract 

Guillén, Jorge Cárdenas; Romanel, Celso (Advisor). Elasto-Plasticity 
Modelling of Soil Liquefaction. Rio de Janeiro, 2008. 246p . DSc. Thesis 
– Departamento de Engenharia Civil, Pontifícia Universidade Católica do 
Rio de Janeiro. 

Changes in soil properties due to the action of dynamic loads are 

responsible for significant damage of geo-structures such as dams, retaining 

structures, building foundations, slopes, etc. The occurrence of liquefaction 

phenomena in susceptible materials, such as loose sand saturated, represents a 

type of disastrous response of soil. The term liquefaction has been used to refer 

to a group of phenomena which have in common the development of high pore 

pressures in saturated cohesionless material due to monotonic, transient, or 

cyclic loads. The prediction of soil liquefaction depends of an adequate analysis 

of the behavior of undrained materials, in terms of increase of pore water 

pressure and weakening of the solid-fluid mixture, during and after the periodic 

motion. The establishment of the governing equations is essential to provide a 

realistic mathematical model to describe the physical behavior of this 

phenomenon. The system of equations to be considered are: the equilibrium 

equation of the solid phase, the equilibrium equation of the solid-fluid mixture, 

the conservation mass of the fluid phase, the coupling equation of phases, and 

the constitutive equations of materials. In this thesis the soil dynamic response 

was numerically investigated by the finite element method. To obtain the spatial 

discretization of the governing equation, the Galerkin method was used. The 

dicretization in time was the Generalized Newmark method. An elastic-plastic 

constitutive model was used to describe the mechanical behavior of the solid 

phase. This model was developed in the framework of the generalized theory of 

plasticity, which has some advantages when compared with other models based 

on the classical plasticity theory. The computational implementation was written 

in Fortran 90. Numerical examples considered in this thesis demonstrate the 

efficiency of the constitutive model to simulated the predicted behavior of soil 

under liquefaction as well as the reliability of the software developed in this 

research, in terms of computational effort and good accuracy of the results, when 
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compared with some analytical solutions and other numerical values obtained by 

various authors and different constitutive models. 
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Figura 6.32 - Geometria e malhas de elementos finitos. Talude de solo 

submerso. 

Figura 6.33 - Registro das acelerações previstas. Ponto A2. 

Figura 6.34 - Registro das acelerações previstas. Ponto A5. 

Figura 6.35 - Registro das acelerações previstas. Ponto A7. 

Figura 6.36 - História das poropressões previstas. Ponto P2. 

Figura 6.37 - História das poropressões previstas. Ponto P5. 

Figura 6.38 - História das poropressões previstas. Ponto P7. 
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BBM  - Modelo Básico Barcelona 

CPT - ensaio de penetração de cone  

CRR - razão da resistência cíclica 

CSL - linha de estado crítico  

CSR - razão de tensão cíclica  

maxCSR  - razão de tensão cíclica maxima  

eqCSR  - razão de tensão cíclica equivalente 

DMT - ensaio de dilatômetro  

MDWF  - fator de correção da magnitude do terremoto 

EERC - Earthquake Engineering Research Center 

FC - fração fina 

FLS - superfície de iniciação de ruptura por fluxo por liquefação 

FS - fator de segurança 

LI - indice de liquidez 

IP - indice de plasticidade 

LL - limite de liquidez 

MEF - método dos elementos finitos 

MSP - trajetória de tensão monotônica 

NCEER - National Center for Earthquake Engineering Research 

WM  - magnitude do terremoto  

rochaPHA  - aceleração máxima horizontal na rocha 

soloPHA  - aceleração máxima horizontal no solo 

PTL - linha de transformação de fase 

P-Z - Pastor-Zienkiewicz 

SPT - ensaio de penetração estándar  

SSL - linha de estado permanente 

 

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0410742/CA



 

Lista de símbolos 
. 

. 

. 

. 

 

ALFABETO ROMANO 

 

a  - aceleração horizontal 

maxa  - aceleração horizontal máxima 

0a  - amplitude da aceleração 

1a , 2a  - constantes de amortecimento 

A  - área da seção transversal 

0A  - amplitude do deslocamento 

1A , 2A , 3A  - quantidades matriciais 

ib  - componente do vetor b  

b  - vetor de força de corpo por unidade de massa 

b
r

 - vetor unitário de força de corpo 
wB  - matriz das derivadas das funções de interpolação do fluido 
uB  - matriz das derivadas das funções de interpolação do sólido 

1B , 2B , 3B  - quantidades matriciais 

ijklC  - tensor constitutivo deformação-tensão 

LijklC  - tensor constitutivo deformação-tensão (carrregamento) 

UijklC  - tensor constitutivo deformação-tensão (descarregamento) 

sC  - compressibilidade do sólido 

wC  - compressibilidade da água 

NC  - fator de correção 

TC  - compressibilidade do sistema sólido-água 

C~  - compressibilidade equivalente do sistema sólido-água 
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*~
TC  - compressibilidade equivalente do sistema sólido-água-ar 

[ ]C  - matriz de amortecimento viscoso do sólido a nível local 
C  - matriz constitutiva deformação-tensão 
C  - matriz de amortecimento viscoso do sólido a nível local 

eC  - matriz constitutiva deformação-tensão elástica 

cC  - matriz de acoplamento sólido-fluido em termos da rigidez a 
nível local 

LC  - matriz constitutiva deformação-tensão (carregamento) 

RC  - matriz de amortecimento de Rayleigh 

UC  - matriz constitutiva deformação-tensão (descarregamento) 

eC  - matriz de amortecimento do elemento acoplado 

C~  - matriz de amortecimento do sólido a nível global 

SC~  - matriz de amortecimento do sistema 

d  - dilatância plástica 

fd  - dilatância plástica dependente da superfície de escoamento - 
modelo P-Z 

gd  - dilatância plástica dependente da superfície do potencial 
plástico - modelo P-Z 

ijklD  - tensor constitutivo tensão-deformação 

rD  - densidade relativa 
e
qD̂  - componente de desvio da matriz eD̂  
e
pD̂  - componente volumétrica da matriz eD̂  
ep
ijD̂  - componente da matriz epD̂  ( 2,1, =ji ) 

D  - matriz constitutiva tensão-deformação 
eD  - matriz constitutiva tensão-deformação elástica 
epD  - matriz constitutiva tensão-deformação elasto-plástica 

fD  - matriz de amortecimento viscoso do fluido a nível local 

sD  - matriz de amortecimento viscoso do sólido a nível local 

eD̂  - 
matriz constitutiva tensão-deformação elástica - plano triaxial 

qp :′  
epD̂  - matriz constitutiva tensão-deformação elasto-plástica - plano 
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triaxial qp :′  
e  - índice de vazios 

ce  - índice de vazio crítico 

SSe  - índice de vazios na condicao de estado permanente 

0e  - índice de vazios inicial 

f  - função da superfície de escoamento 

f̂  - função da superfície de escoamento - plano triaxial qp :′  
( )sf  - vetor de força nodal a nível local do sólido 
( )wf  - vetor de força nodal a nível local do fluido 

ef  - vetor de força nodal do elemento acoplado 

ttS Δ+f  - vetor de força equivalente do sistema no tempo tt Δ+  
( )sf~  - vetor de força nodal do sólido a nível global 
( )wf~  - vetor de força nodal do fluido a nível global 
( )s

tf
~  - vetor de força nodal do sólido a nível global no tempo t  

( )w
tf

~  - vetor de força nodal do fluido a nível global no tempo t  
( )s

tt Δ+f~  - vetor de força nodal do sólido a nível global no tempo tt Δ+  
( )w

tt Δ+f~  - vetor de força nodal do fluido a nível global no tempo tt Δ+  

Sf~  - vetor de força nodal do sistema 

tSf~  - vetor de força nodal do sistema no tempo t  

ttS Δ+f~  - vetor de força nodal do sistema no tempo tt Δ+  

fF  - vetor de força nodal do fluido a nível local 

sF  - vetor de força nodal do sólido a nível local 
g  - função da superfície do potencial plástico 
ĝ  - função da superfície do potencial plástico - plano triaxial qp :′  

gr  - aceleração da gravidade 
G  - módulo de cisalhamento 

rG  - parâmetro relacionado ao módulo de cisalhamento 
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[ ]G  - matriz da inércia do fluido a nível local 
G  - matriz de fluxo dinâmico do fluido a nível local 

wh  - carga hidráulica 

H  - altura da coluna de solo 
H  - módulo plástico 

fH  - coeficiente do módulo plástico - modelo P-Z 

sH  - coeficiente do módulo plástico - modelo P-Z 

vH  - coeficiente do módulo plástico - modelo P-Z 

DMH  - coeficiente do módulo plástico - modelo P-Z 

LH  - módulo plástico (carregamento) 

UH  - módulo plástico (descarregamento) 

ULH  - módulo plástico (carregamento ou descarregamento) 

LoH  - parâmetro - modelo P-Z 

0UH  - parâmetro - modelo P-Z 

Ĥ  - módulo plástico - plano triaxial qp :′  

LĤ  - módulo plástico (carregamento) - plano triaxial qp :′  

UĤ  - módulo plástico (descarregamento) - plano triaxial qp :′  

ULĤ  - 
módulo plástico (carregamento ou descarregamento) - plano 
triaxial qp :′  

H  - matriz de fluxo do fluido a nível local 

H~  - matriz de fluxo do fluido a nível global 

321 ,, JJJ ′′′  - invariantes da tensão efetiva 

DDD JJJ 321 ,, ′′′  - invariantes da tensão de desvio efetiva 

J  - matriz jacobiana 
k  - permeabilidade absoluta 

ijk  - componente da matriz k  

xk  - permeabilidade absoluta na direção x  

yk  - permeabilidade absoluta na direção y  
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k ′  - permeabilidade relativa 

epoK  - parâmetro - modelo P-Z 

eqoK  - parâmetro - modelo P-Z 

sK  - módulo de deformação volumétrica do sólido 

sK  - parâmetro relacionado ao módulo de deformação volumétrica 

wK  - módulo de deformação volumétrica da água 

TK  - módulo de deformação volumétrica do sistema sólido- água 

K ′  - módulo de deformação volumétrica efectiva 

0K  - coeficiente de empuxo no repouso 

max2K  - coeficiente cisalhamento máximo 

σK  - fator de correção da tensão vertical efetiva 

[ ]K  - matriz de rigidez do sólido a nível local 

k  - matriz de permeabilidade absoluta 
K  - matriz de rigidez do sólido a nível local 

fK  - matriz de rigidez do fluido a nível local 

sK  - matriz de rigidez do sólido a nível local 

eK  - matriz de rigidez do elemento acoplado 

SK  - matriz de rigidez equivalente do sistema 

K~  - matriz de rigidez do sólido a nível global 

SK~  - matriz de rigidez do sistema 

L  - comprimento 
[ ]L  - matriz de acoplamento sólido-fluido a nível local 

SSLm  - inclinação da linha de estado permanente 
M  - massa total (meio poroso) 

aM  - massa do ar 

fM  - parâmetro - modelo P-Z 

gM  - parâmetro - modelo P-Z 
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sM  - massa do sólido 

wM  - massa da água 

[ ]M  - matriz de massa do sólido a nível local 

m  - forma vetorial do delta de Kronecker 
M  - matriz de massa do sólido a nível local 

cΜ  - matriz de acoplamento sólido-fluido em termos da massa a 
nível local 

fΜ  - matriz de massa do fluido a nível local 

sΜ  - matriz de massa do sólido a nível local 

eM  - matriz de massa do elemento acoplado 

M~  - matriz massa do sólido a nível global 

SM~  - matriz de massa do sistema 

n  - expoente  
n  - porosidade 

in  - vetor unitário (teorema de Green) 

in  - componente do vetor n  
q

ULfn̂  - componente de desvio do vetor ULfn̂  
p

ULfn̂  - componente volumétrica do vetor ULfn̂  
q

ULgn̂  - componente de desvio do vetor ULgn̂  
p

ULgn̂  - componente volumétrica do vetor ULgn̂  

{ }n  - vetor de fluxo nodal do fluido a nível local 
u
KN  - componente da matriz uN  
u
PN  - componente da matriz u

PN  
w
LN  - componente da matriz wN  
w
PN  - componente da matriz w

PN  

CN  - número de ciclos de carregamento 

( )60N  - número de golpes do SPT 
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( )601N  - número de golpes corrigidos do SPT 

n  - vetor unitário da direção do incremento de tensão 

Lfn  - vetor unitario normal à superficie de escoamento 
(carregamento) 

Ufn  - vetor unitario normal à superficie de escoamento 
(descarregamento) 

ULfn  - vetor unitario normal à superficie de escoamento (carregamento 
ou descarregamento) 

gLn  - vetor unitário normal à superfície do potencial plástico 
(carregamento) 

gUn  - vetor unitário normal à superfície do potencial plástico 
(descarregamento) 

ULgn  - vetor unitario normal à superficie do potencial plástico 
(carregamento ou descarregamento) 

ULfn̂  - 
vetor unitário normal à superfície de escoamento (carregamento 
ou decarregamento) - plano triaxial qp :′  

ULgn̂  - 
vetor unitário normal à superfície do potencial plástico 
(carregamento ou decarregamento) - plano triaxial qp :′  

N  - matriz de funções de interpolação da variável generalizada 
uN  - matriz das funções de interpolação do deslocamento do sólido 
wN  - matriz das funções de interpolação da poropressão do fluido 
u
PN  - matriz das funções de ponderação do deslocamento do sólido 
w
PN  - matriz das funções de ponderação da poropressão do fluido 

PN  - matriz das funções de ponderação da variável generalizada 

wp  - poropressão do fluido 

iwp  - componente do vetor wp  

wp&  - velocidade da poropressão do fluido 

p′  - tensão efetiva média 

0p′  - tensão efetiva média inicial 

0
ˆ fp′  - coeficiente da função de escoamento - modelo P-Z 

0
ˆ gp′  - coeficiente da função do potencial plástico - modelo P-Z 

Liwp  - componente do vetor wp  

iwp*  - poropressão atuante na w
pΓ  

aP  - pressão do ar 
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atmP  - pressão atmosférica 

avP  - poropressão média 

refP  - pressão de referência 

{ }fp  - vetor da poropressão nodal do fluido a nível local 

wp  - vetor da poropressão do fluido 

wp  - vetor da poropressão nodal do fluido a nível local 

wp&  - vetor da velocidade da poropressão nodal do fluido a nível 
local 

wp&&  - vetor da aceleração da poropressão nodal do fluido a nível local 

wp~  - vetor da poropressão nodal do fluido a nível global 

wp&~  - vetor da velocidade da poropressão nodal do fluido a nível 
global 

wp&&~  - vetor da aceleração da poropressão nodal do fluido a nível 
global 

0
~

wp  - vetor da poropressão nodal do fluido inicial a nível global - 
análise estática 

twp~  - vetor da poropressão nodal do fluido a nível global no tempo t  

twp&~  - vetor da velocidade da poropressão nodal do fluido a nível 
global no tempo t  

twp&&~  - vetor da aceleração da poropressão nodal do fluido a nível 
global no tempo t  

ttw Δ+p~  - vetor da poropressão nodal do fluido a nível global  no tempo 
tt Δ+  

ttw Δ+p&~  - vetor da velocidade da poropressão nodal do fluido a nível 
global no tempo tt Δ+  

ttw Δ+p&&~  - vetor da aceleração da poropressão nodal do fluido a nível 
global no tempo tt Δ+  

tw
*~p  - 

vetor da poropressão nodal do fluido a nivel global atuante na 
w
pΓ  no tempo t  

tw
*~p&  - 

vetor da velocidade da poropressão nodal do fluido a nivel 
global atuante na w

pΓ  no tempo t  

uP δ  - matriz de força nodal interna do sólido a nível local 

uP ~~ δ  - matriz de força nodal interna do sólido a nível global 
q  - tensão de desvio 
Q  - vazão do fluido 

Q~  - módulo de deformação volumétrica equivalente do sistema 
sólido-água 
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*~Q  - módulo de deformação volumétrica equivalente do sistema 
sólido-água-ar 

{ }Q  - vetor da vazão nodal do fluido a nível local 
q  - vetor de influxo 

*~
tq  - vetor de influxo nodal a nível global atuante na w

w&Γ  no tempo t  

Q  - matriz de acoplamento sólido-fluido a nível local 

Q~  - matriz de acoplamento sólido-fluido a nível global 

r  - parâmetro relacionado ao módulo de cisalhamento 

dr  - fator de redução da tensão cíclica devido à profundidade 
w
iR  - componente do vetor wR  

{ }R  - vetor de força nodal aplicado ao sólido a nível local 

R  - matriz de acoplamento sólido-fluido a nível local 
wR  - vetor de forças de arrasto viscoso 

s  - parâmetro relacionado ao módulo de deformação volumétrica 

0s&  - variacao temporal dos efeitos de segunda ordem 

rS  - grau de saturação 

arS  - grau de saturação do ar 

wrS  - grau de saturação da água 

uS  - resistência não-drenada 

ijS ′  - tensor de tensão de desvio efetiva 

[ ]S  - matriz da compressibilidade do fluido a nível local 
S  - matriz de compressibilidade sólido-fluido a nível local 

S  - matriz operador de derivadas 

S~  - matriz de compressibilidade sólido-fluido a nível global 
t  - tempo 

*
it  - força externa atuante na s

tΓ  

t  - vetor de força externa nodal atuante no sólido a nível local 
*~

tt  - vetor da força nodal externa a nível global atuante na s
tΓ  no 

tempo t  
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u  - deslocamento do sólido 

iu  - componente do vetor u  

xu  - deslocamento horizontal 
*
iu  - deslocamento do sólido prescrito na s

uΓ  

Kiu  - componente do vetor u  

{ }u  - vetor de deslocamento nodal do sólido a nível local 

{ }u&  - vetor da velocidade nodal do sólido a nível local 

{ }u&&  - vetor da aceleração nodal do sólido a nível local 
u  - vetor de deslocamento do sólido 

fu  - vetor de deslocamento nodal do fluido a nível local 

fu&  - vetor da velocidade nodal do fluido a nível local 

fu&&  - vetor da aceleração nodal do fluido a nível local 

su  - vetor de deslocamento nodal do sólido a nível local 

su&  - vetor da velocidade nodal do sólido a nível local 

su&&  - vetor da aceleração nodal do sólido a nível local 

u  - vetor de deslocamento nodal do sólido a nível local 

u&  - vetor da velocidade nodal do sólido a nível local 

u&&  - vetor da aceleração nodal do sólido a nível local 
u~  - vetor de deslocamento nodal do sólido a nível global 

u&~  - vetor da velocidade nodal do sólido a nível global 

u&&~  - vetor da aceleração nodal do sólido a nível global 

0
~u  - vetor da deslocamento nodal do sólido inicial a nível global - 

análise estática 
tu~  - vetor da deslocamento nodal do sólido a nível global no tempo 

t  
tu&~  - vetor da velocidade nodal do sólido a nível global no tempo t  

tu&&~  - vetor da aceleração nodal do sólido a nível global no tempo t  

tt Δ+u~  - vetor da deslocamento nodal do sólido a nível global no tempo 
tt Δ+  

tt Δ+u&~  - vetor da velocidade nodal do sólido a nível global no tempo 
tt Δ+  
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tt Δ+u&&~  - vetor da aceleração nodal do sólido a nível global no tempo 
tt Δ+  

*~
tu  - 

vetor do deslocamento nodal do sólido a nivel global prescrito 
na s

uΓ  no tempo t  
*~
tu&  - 

vetor da velocidade nodal do sólido a nivel global prescrito na 
s

uΓ  no tempo t  
*~
tu&&  - 

vetor da aceleração nodal do sólido a nivel global prescrito na 
s

uΓ  no tempo t  
U  - deslocamento do fluido 

iU  - componente do vetor U  

U  - vetor de deslocamento do fluido 
V  - volume total (meio poroso) 

sV  - velocidade de onda cisalhante 

sV  - volume ocupado pelo sólido 

vV  - volume ocupado pelo vazio 

wV  - volume ocupado pela água 
w  - deslocamento do fluido relativo ao sólido 

iw  - componente do vetor w  

w&  - velocidade do fluido relativo ao sólido 

iw&  - componente do vetor w&  

w&&  - aceleração do fluido relativo ao sólido 

iw&&  - componente do vetor w&&  
*
iw&  - velocidade do fluido relativo ao sólido atuante na w

w&Γ  

Cw  - teor de umidade 
w  - vetor deslocamento do fluido relativo ao sólido 
w&  - vetor velocidade do fluido relativo ao sólido 
w&&  - vetor aceleração do fluido relativo ao sólido 
z  - profundidade 
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ALFABETO GREGO 

 

α  - constante do método de Newmark 
α  - parâmetro - modelo P-Z 

wα  - constante do método de Newmark para a poropressão do fluido 

rα  - parâmetro relacionado ao módulo de cisalhamento 

sα  - constante do método de Newmark para o deslocamento do 
sólido 

Rα  - parâmetro do amortecimento de Rayleigh 
α~  - constante de Biot 
Α  - quantidade escalar 

1α , 2α , 3α  - quantidades vetoriais 

β  - constante do método de Newmark 

sβ  - constante do método de Newmark para o deslocamento do 
sólido 

sβ  - parâmetro relacionado ao módulo de deformação volumétrica 

wβ  - constante do método de Newmark para a poropressão do fluido 

Rβ  - parâmetro do amortecimento de Rayleigh 

0β  - parâmetro - modelo P-Z 

1β , 2β  - constantes do método de Newmark Generalizado 22GN  

1β  - parâmetro - modelo P-Z 

1β  - constante do método de Newmark Generalizado 11GN  

1Β , 2Β  - quantidades escalares 
χ  - escalar positivo 

1Χ , 2Χ  - quantidades escalares 
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δ  - incremento 

ijδ  - delta de Kronecker 

Δ  - variação 

1Δ , 2Δ  - quantidades escalares 

aε  - deformação axial total 

pε  - deformação volumétrica total 

qε  - deformação de desvio total 

rε  - deformação radial total 
pε  - deformação plástica 
p
pε  - deformação plástica volumétrica 
p

qε  - deformação plástica de desvio 

ijε  - tensor deformação total 

ijε&  - variação temporal do tensor deformação total 
e
ijε  - tensor deformação elástica 
p

ijε  - tensor deformação plástica 

pε̂  - deformação volumétrica total - plano triaxial qp :′  

qε̂  - deformação de desvio total - plano triaxial qp :′  
e
pε̂  - componente volumétrica do vector eε̂  
e
qε̂  - componente de desvio do vector eε̂  
p
pε̂  - componente volumétrica do vector pε̂  
p

qε̂  - componente de desvio do vector pε̂  

ε  - vetor deformação total 

Lε  - vetor deformação total (carregamento) 

Uε  - vetor deformação total (descarregamento) 
eε  - vetor deformação elástica 
pε  - vetor deformação plástica 
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ε̂  - vetor deformação total - plano triaxial qp :′  
eε̂  - vetor deformação elástica - plano triaxial qp :′  
pε̂  - vetor deformação plástica - plano triaxial qp :′  

CSφ  - ângulo de atrito na condição de estado crítico 

[ ]φ  - matriz de fluxo nodal do fluido a nível local 

Φ  - vetor da variável generalizada a nível local 

Φ&  - vetor da velocidade da variável generalizada a nível local 

Φ&&  - vetor da aceleração da variável generalizada a nível local 

Φ  - vetor da variável nodal generalizada a nível local 

Φ&  - vetor da velocidade da variável nodal generalizada a nível local 

Φ&&  - vetor da aceleração da variável nodal generalizada a nível local 

Φ~  - vetor da variável nodal generalizada a nível global 

Φ&~  - vetor da velocidade da variável nodal generalizada a nível 
global 

Φ&&~  - vetor da aceleração da variável nodal generalizada a nível 
global 

tΦ~  - vetor da variável nodal generalizada a nível global no tempo t  

tΦ&~  - vetor da velocidade da variável nodal generalizada a nível 
global no tempo t  

tΦ&&~  - vetor da aceleração da variável nodal generalizada a nível 
global no tempo t  

tt Δ+Φ~  - vetor da variável nodal generalizada a nível global no tempo 
tt Δ+  

tt Δ+Φ&~  - vetor da velocidade da variável nodal generalizada a nível 
global no tempo tt Δ+  

tt Δ+Φ&&~  - vetor da aceleração da variável nodal generalizada a nível 
global no tempo tt Δ+  

0
~Φ  - vetor da variável nodal generalizada a nível global na condição 

inicial 
γ  - parâmetro - modelo P-Z 

Uγ  - parâmetro - modelo P-Z 

Γ  - contorno 
sΓ  - condição de contorno do sólido 
wΓ  - condição de contorno do fluido 
s

tΓ  - condição de contorno do sólido em termos de força 
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s
uΓ  - condição de contorno do sólido em termos de deslocamento 
w
pΓ  - condição de contorno do fluido em termos da poropressão 
w
w&Γ  - condição de contorno do fluido em termos da velocidade da 

água relativo ao sólido 
η  - razão de tensão 

fη  - coeficiente do módulo plástico - modelo P-Z 

Uη  - coeficiente do módulo plástico - modelo P-Z 
ϕ  - função homogênea de incrementos de deformação e de tensão 

iκ  - parâmetro de endurecimento total 

iκ ′  - parâmetro de endurecimento efetiva 

κ′  - vetor de parâmetros de endurecimento efetiva 
λ  - escalar positivo 
λ  - constante de Lamé 
μ  - constante de Lamé 
ν  - coeficiente de Poisson 
π   3.1415... 
θ  - ângulo de Lode 
ρ  - massa específica total (meio poroso) 

aρ  - massa específica do ar 

sρ  - massa específica do sólido 

wρ  - massa específica da água 

wρ&  - variacão temporal da massa específica da água 
σ  - tensão total 

ijσ  - tensor de tensão total 

vσ  - tensão vertical total 

321 ,, σσσ  - tensões principais totais, ( 321 σσσ >> ) 

σ ′  - tensão efetiva 

aσ ′  - tensão axial efetiva 

mσ ′  - tensão efetiva média 
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rσ ′  - tensão radial efetiva  

vσ ′  - tensão vertical efetiva 

0vσ ′  - tensão vertical efetiva inicial 

321 ,, σσσ ′′′  - tensões principais efetivas, ( 321 σσσ ′>′>′ ) 

c3σ ′  - tensão de confinamento efetiva 

SS3σ ′  - tensão principal efetiva menor na condição de estado 
permanente 

03σ ′  - tensão efetiva principal menor inicial 

ijσ ′  - tensor de tensão efetiva 

σ  - vetor de tensão total 
σ′  - vetor de tensão efetiva 

eσ′  - vetor de tensão efetiva devido a deformação elástica 
σ̂  - vetor de tensão total - plano triaxial qp :′  

σ′ˆ  - vetor de tensão efetiva - plano triaxial qp :′  
σ   vetor de tensão nodal a nível local 

0σ  - vetor de tensão nodal inicial a nível local 

0
~σ  - vetor de tensão nodal inicial a nível global - análise estática 
τ  - tensão cisalhante (no plano de cisalhamento)  

0τ  - tensão cisalhante inicial 
ω  - freqüência da aceleração 

0ω  - freqüência fundamental não amortecida 

Ω  - dominio 
ξ  - razão do amortecimento do solo 
ξ  - deformação plástica de desvio acumulada 
ψ  - parâmetro de estado 
ψ ′  - inclinação da linha de estado permanente 

Lψ ′  - inclinação da superfície da iniciação de ruptura por fluxo por 
liquefação 

Ψ  - função da lei de endurecimento 

SΨ  - vetor de força nodal desequilibrada do sistema 
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( )sΨ  - vetor de força nodal desequilibrada devido ao sólido a nível 
global 

( )wΨ  - vetor de força nodal desequilibrada devido ao fluido a nível 
global 

ζ  - coeficiente do módulo plástico - modelo P-Z 
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Paciencia y buen humor. 

Don Max. 

 
Há homens que lutam um dia e são bons, há outros que lutam um ano e 
são melhores, há os que lutam muitos anos e são muito bons, mas há os 
que lutam toda a vida e estes são imprescindíveis. 

Bertold Brecht. 
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