
5 
FORMULAÇÃO DO PROBLEMA DE CONTATO COM ATRITO 

5.1 
Formulação Continua do Problema de Contato 

 

5.1.1 
Notação 

Neste trabalho será utilizadas a formulação e notação para o problema de 

contato desenvolvido por Laursen48,50 & Simo e Laursen49. Considerando dois 

corpos deformáveis definidos por Bi, 21,i =  e suas configurações iniciais por , 

  ℜ

1Ω

2Ω ⊂ 3. Estabelece-se que os corpos não estão em contato no tempo  

(configuração de referência), ou se estão em contato nenhuma força de contato é 

produzida. Configurações subsequentes são dadas por 

0t =

[ ]T,0: )1()1( ×Ωϕ  no ℜ3 

para  e  para 1Ω [ T,0: )2()2( ×Ωϕ ] 2Ω . Devido ao contato físico dos dois corpos 

surgem forças de interação durante o intervalo de tempo [ ]Tt ,0:= . Define-se 

qualquer uma dessas configurações no tempo t  como , i
tϕ 21,i = . A extensão para 

problemas que envolvem mais corpos é feita levando em conta cada pares de 

corpos em contato. Formulações de autocontato (o corpo em contato com ele 

mesmo) são feitas similarmente. 

As superfícies dos contornos dos corpos  e  são representadas por 

 e  respectivamente, de tal forma que os pontos onde o contato pode 

ocorrer são incluídos (ver Fig. 5-1). As posições correntes das superfícies são 

dadas por 

1Ω∂ 2Ω∂

)1(Γ )( 2Γ

( ))i()i(
t

)i( Γϕ=γ ,  . 21,i =

 Na configuração inicial, os pontos de )(1Γ  são representados por e os 

pontos de  por e na configuração corrente por 

X
)( 2Γ Y ( )Xx )(

t
1ϕ=  e , 

respectivamente. 

( )Yy )(
t

2ϕ=
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Figura 5.1 – Notação das deformações finitas do Problema de Contato com atrito 

 

5.1.2 
Restrições de contato normal 

A superfície de contorno  é designada como superfície escrava (“slave”) 

e  como superfície mestre (“master”). Para uma dada configuração, 

)(1Γ
)2(Γ

( ))2()2()2( Γ= tϕγ  define-se uma superfície na qual nenhum dos pontos do 

material  pode penetrar. Da mesma maneira, pode ser feita a restrição nos 

pontos  com relação a . 

)1(Γ∈X
)2(Γ∈Y )1(Γ

 

5.1.2.1 
Restrições de contato normal (impenetrabilidade) 

A restrição de impenetrabilidade é formulada através da função de folga 

(“gap”), definida por um par de movimentos ( )),)1( t⋅ϕ , ( )),)2( t⋅ϕ  e para todos os 

pontos , como a seguir: )1(Γ∈X

( ) ( )( ) ( )tgtgsigntg ,,, XXX =   

( ) ( ) ( )tttg
Y

,,min, )2()1(
)2(

YXX ϕϕ −=
Γ∈

  

onde:  se é admissível 1)),(( −=tgsign X ),()1( tXϕ  

1)),(( +=tgsign X , caso contrário (5.1) 
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Figura 5.2 – Definição da função de folga (“gap”) 

 

A definição de  é dada em termos da projeção do ponto de 

em (ver Fig. 5-2). A restrição de impenetrabilidade é formulada 

matematicamente como . As condições de complementaridade estão 

associadas à força superficial de contato , onde 

 é o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff em e  é a normal a  

na configuração de referência. Esta força superficial é dada por: 

( tg ,X )

)(1 Xx tϕ=
)2(γ

( ) 0, ≤tg X

)().,(),( )1()1()1( XnXPXt ott =

),()1( tXP X )()1(
0 Xn X

),(),(),( )1()1( tPttt N XtνXXt ν+=  (5.2) 

onde ν (negativa) é a normal externa a  em  e  é a projeção de 

no plano tangente associado. A parcela , representa a pressão de 

contato em . As restrições para contato normal são especificadas como: 

)1(γ )()1( Xx tϕ=
)1(tνP

)1(t ),( ttN X

X

0),( ≤tg X  (5.3a) 

0),( ≥ttN X  (5.3b) 

0),(),( =tgttN XX  (5.3c) 

0),(),( =
•

tgttN XX  (5.3d) 

As expressões acima (5.3) representam a restrição de impenetrabilidade, a 

restrição da força de contato em  ser sempre não negativa (pressão); a condição 

de complementaridade que admite que a pressão de contato  seja diferente 

X

),( ttN X
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de zero somente se a folga (“gap”) for igual a zero ( 0g = ) e a condição de 

persistência que é usada quando considerado o atrito cinemático. 

 

5.1.3 
Contato com atrito 

5.1.3.1 
Conversão de base 

A restrição de impenetrabilidade introduz a idéia da geometria da estrutura 

influenciar na definição  da restrição g . Este fato é utilizado para a definição de 

uma  base tangente associada, conveniente para definir as restrições de atrito  

Parametrizações para  e , )i(Γ )i(γ 21,i =  são adotadas, para o corpo (2) 

como mostrado na Fig. 5-3. Define-se  e uma serie de mapeamentos 

, indexados pelo tempo , assim  , 

1−ℜ∈ nA
)i(

tΨ t 1Ψ −ℜ→ n)i()i(
t A: 21,i = . Em particular,  

tem-se:  ( ))()(
0

)( iii AΨ=Γ , ( ))()()( ii
t

i AΨ=γ  e . Assume-se que estas 

parametrizações são suficientemente suaves assim todas as derivadas necessárias 

podem ser obtidas

)(
0

)()( 0 ii
t

i
t ΨΨ ϕ=

48,49,50. 

 

 

ξ

)2(A

Y

y

( )2
t

Ψ

3ℜ
)2(

tϕ

( )2
0

Ψ
)2(γ

)2(Γ

 

Figura 5.3 – Parametrizações das superfícies de contato  e  )2(Γ )2(γ
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No caso tridimensional, um ponto é dado por )2(Α∈ξ ( )21,ξξ=ξ . Bases 

para  e são convenientemente definidas pelas derivadas parciais em 

relação a estas variáveis: 

)2(Γ )2(γ

( ) ( )ξα
)2(

,0ΨξE =α  (5.4) 

( ) ( ) ( )( ) ( )ξEξΨFΨξe αttα
)2(

0
)2()2(

, == ξα ,  2,1=α  (5.5) 

onde é o gradiente de deformação correspondente a . As expressões da 

forma representam derivadas em relação a . 

)2(
tF

)2(ϕ

( )α,⋅ αξ

Para qualquer ponto  é designado um ponto )1(Γ∈X )2(Γ∈Y  que com a 

minimização obtém-se . Pontos correspondentes nos domínios espacial (na 

configuração corrente) e paramétrico são dados por  e e obtém-se as relações a 

seguir: 

_

Y

_

y
_

ξ

( ) ( )⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛== tt ,,

_
)2(

0

_

XξΨXY  
 

(5.6) 

( ) ( )⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛== tt t ,,

_
)2(

_

XξΨXy  
 

(5.7) 

A identificação de para um ponto depende do movimento de ambos os 

corpos. Portanto, o objetivo é parametrizar as restrições pelos pontos ; a 

projeção envolvida nesta caracterização é considerada implícita. 

_

ξ X
)1(Γ∈X

 

5.1.3.2 
Particularização das bases 

A particularização das bases para o ponto é dada por: 
_

ξ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

_

ξET αα  
 

(5.8) 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

_

ξet αα  ,     2,1=α  
 

(5.9) 

Nas equações acima as dependências de  e em relação a e  são 

omitidas, embora exista a identificação de  . Os vetores tangentes  e 

αT αt X t

( t,
_

Xξ ) αT
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αt de fato descrevem uma base que mostra como o ponto se move em relação a 

. O vetor normal no âmbito espacial é dado por: 

X

)2(Γ

21

21:
tt
ttv

×
×

=  
 

(5.10) 

A orientação da superfície é importante, uma vez que adota-se que as 

parametrizações (  e ) são tais que a expressão da normal é a da normal 

externa ao corpo (2), como mostrado na Fig. 5-2. 

)2(γ

)2(
0Ψ )2(

tΨ

 

5.1.3.3 
Cinemática do atrito 

A condição de persistência na resposta de contato, requer que a derivada da 

folga em relação ao tempo seja igual a zero ( ) quando a força de contato é 

diferente de zero. Esta condição tem importantes implicações para a cinemática do 

atrito. Se , então teremos que a taxa de variação, no tempo, do vetor de 

posição relativa entre 

0=
•

g

( ) 0, =
•

tg X

( )t,)1( Xx ϕ=  e  tem que ser igual 

a zero; isto é: 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= tt ,,

_
)2( XYy ϕ

( ) ( ) 0,,,
_

)2()1( =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− ttt

dt
d XYX ϕϕ  

 

(5.11) 

Resolvendo esta derivada no tempo, aplicando a regra da cadeia, obtém-se 

uma importante expressão da velocidade relativa do material em : X

( ) ( )⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− t

dt
dttt t ,,,),(

__
)2(

0
)2(

_
)2()1( XYξΨFXYVXV  

 

(5.12) 

Na expressão acima, o lado esquerdo da equação representa a diferença 

entre as velocidades do material nos pontos  e , e fisicamente representa a 

razão de deslizamento de em relação à superfície adjacente 

X
_
Y

X ( ))2()2()2( Γtϕγ = . O 

lado direito da equação define a geometria que é muito usada quando definida a 

evolução das leis de atrito: 

( ) ( ) ( ) α
α TXξXYX tt

dt
dtVT ,,:,

__
•

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=  

 

(5.13) 
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Matematicamente,  representa a velocidade tangencial relativa. A 

velocidade tangente relativa não tem componente normal, considerando que foi 

adotado, como ponto de partida, que a derivada da folga em relação ao tempo é 

igual a zero ( ). 

( tVT ,X )

0=
•

g
β
αα

β δ=⋅TT  (5.14) 

onde  é a base co-variante ou tangente e é a base contra-variante. Esta 

relação é igualmente definida na configuração corrente como:   

αT
βT

β
αα

β δ=tt

A métrica também pode ser expressa como: 

βααβ TT ⋅=M  (5.15) 

A métrica na configuração corrente é similarmente construída: . 

A inversa das métricas 

βααβ tt ⋅=m

αβM  e são definidas de maneira similar.  αβm

Considerando que a velocidade relativa  pode ser expressa na base dual, 

na configuração corrente,  obtém-se: 

TV

( tb
T ,Xv )

( ) αβ
αβ ξ tXXv ),),(

_

tMtb
T

•

=  
 

(5.16) 

A força superficial de atrito também pode ser expressa na base dual: 

( ) ( ) α
α tXXtXt ),:,:),( )1( tttPt Tv

b
T =−=  (5.17) 

Usando-se estas definições na velocidade de deslizamento e na força 

superficial, tem-se a formulação de atrito de Coulomb como a seguir: 

0: ≤−= N
b
T tμtΦ  (5.18a) 

0=−
b
T

b
Tb

T t
tv ζ  

 

(5.18b) 

0≥ζ  (5.18c) 

0=ζΦ  (5.18d) 

Na formulação de atrito acima, nenhuma distinção é feita entre os 

coeficientes de atrito estático e cinemático, e não é considerada a evolução do 

coeficiente de atrito μ , isto é, não são  considerados os efeitos de endurecimento 

(“hardening”) e/ou amolecimento (“softening”).  
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5.1.4 
Método da Penalidade 

5.1.4.1 
Restrições de regularização 

A solução de problemas de contorno sujeitos a restrições tais como as 

condições de Kuhn-Tucker para o contato normal e as leis de atrito de Coulomb, 

consiste em encontrar uma solução dentro de um espaço restrito. O uso da 

formulação fraca destes problemas induz limitações nas variações admissíveis 

impostas pelas restrições físicas. É possível superar estas limitações através do 

uso dos Multiplicadores de Lagrange, mas resulta em um aumento das equações e 

variáveis do problema. O método da Penalidade remove este aumento de graus de 

liberdade do problema e faz cumprir as restrições de contato de forma aproximada 

através do emprego do parâmetro da penalidade. A vantagem deste método está na 

sua simplicidade e fácil implementação em elementos finitos. Além disso, se o 

parâmetro de penalidade é escolhido adequadamente, resultados bastante 

satisfatórios são obtidos.  A introdução destas técnicas faz com que os algoritmos 

empregados para a solução de problemas com atrito sejam análogos aos 

algoritmos para resolver problemas elasto-plásticos. 

A penalização das condições de Kuhn-Tucker para contato normal é 

efetuada através da introdução da penalidade normal Nε  através de: 

gt NN ε=  (5.19) 

onde ⋅ representa a parte positiva do operando (colchete de Macauley). A 

penalização torna-se exata quando ∞→Nε .  

 Definindo a penalidade tangencial Tε , a regularização para a resposta do 

atrito pode ser expressa como a seguir: 

0: ≤−= N
b
T tμtΦ  (5.20a) 

b
Tv

T
b
T

b
Tb

T L t
t
tv

ε
ζ 1

=−  
(5.20b) 

0≥ζ  (5.20c) 

0=ζΦ  (5.20d) 

onde: 
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α
α tt T

b
Tv tL

•

=:  (5.21) 

A única diferença devida a penalização está na segunda equação, onde no 

lado direito, o zero foi substituído pela penalização da derivada no tempo 

(derivada de Lie) .  A regularização somente torna-se exata quando b
TvL t ∞→Tε , 

no caso que a taxa de deslizamento 
b
T

b
T

t
t

ζ  é forçada a ser igual que à velocidade 

relativa . Estas equações são adequadas para a incorporação no Princípio dos 

Trabalhos Virtuais e para a posterior implementação no Método dos Elementos 

Finitos.  

b
Tv

 

5.1.5 
Algoritmos para mapeamento de retorno do atrito 

Considerando um conjunto de sub-intervalos [ ]10 , += nn
N
n ttU , para resolver um 

problema de valor de contorno de forma incremental, inicia-se cada passo com um 

estado  conhecido, que integra-se no tempo para se obter o estado . Existe 

uma série de algoritmos para resolver estes problemas, sendo que a maioria deles 

avalia o trabalho virtual interno e de contato em diferentes instantes , onde 

nt 1+nt

α+nt

[ 1,0∈ ]α . Neste trabalho utiliza-se o algoritmo explícito de Euler, ou seja adota-se 

1=α . Nesse algoritmo o trabalho virtual de contato e a sua linearização são 

calculados no instante n+1, sendo que todos os dados em n são conhecidos. 

Aplicando o algoritmo de Euler diretamente às equações (5.20), e utilizando as 

expressões (5.16), (5.17) e substituindo nelas os termos:  e 

, obtém-se: 

__

1

_
ββ ξξξ nn −= +

•

nnn TTT ttt −=
+

•

1

0:
111 ≤−=

+++ nn N
b
Tn tμtΦ  (5.22a) 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+=

+

+

++ b
T

T
nnTTnT

n

n

n

t
Mtt

1

1
__

11 t
α

αα
ζξξε ββ

αβ  
(5.22b) 

0≥ζ  (5.22c) 

01 =+ ζnΦ  (5.22d) 
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A atualização das tensões (incluindo o atrito) é obtida considerando o gap 

normal  (necessário para obter ) e o gap tangencial . O 

problema é resolvido pela introdução de um estado preditor e de um mapeamento 

de retorno, como utilizado em certos algoritmos na integração das equações 

elasto-plásticas. Inicialmente considera-se um estado preditor: 

1+ng
1+nNt

__

1
ββ ξξ nn −+

11 +=
+ nNN gt

n
ε  (5.23a) 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+= +

__

1
ββ

αβ ξξε
αα

nnNT
trial Mtt

nnT
 

(5.23b) 

0:
111 ≤−=

+++ n

trial

n N
b
T

trial
n tμtΦ  (5.23c) 

seguido de uma verificação da condição de deslizamento: 
trial
TnT n

tt
αα 11 +

=+  se  (aderência) 01 ≤+
trial
nΦ (5.24a) 

trial

n

n

n b
T

trial
T

NnT

t
tt

1

1

11

+

+

+
=+

t
α

α
μ , caso contrário (deslizamento) 

 

(5.24b) 

As derivadas 
α1+

Δ
nTt  podem ser obtidas das equações (5.23) e (5.24). Para a 

situação de aderência: 

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−Δ+Δ=Δ=Δ +++

__

1

_

,

_

:
11

ββγ
γαβ

β
αβ ξξξξε

αα nnT
trial
TT MMtt

nn
 

 

(5.25a) 

De forma semelhante, para o caso de deslizamento: 

[ ]
ααβαα

βγ
γββ

ββ
α ξξξμδ

μ
με TTTNTTTb

T

N
TNT Pptppt

t
gpgHt

h

nntrial

n

n

n ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Δ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅+−Δ+Δ=Δ

++

+

+

+

__

,

_
)2(

,11

1

1

1
)( eup

t
 

(5.25b) 

onde: 
trial

n

trial

n

b
T

b
T

T

t
p

1

1

+

+=
t

α . As não-linearidades ainda presentes após a operação de 

linearização do trabalho virtual estão associadas ao termo:  (rigidez 

direta do atrito). 

_

1

αξδ
α+

Δ
nTt
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5.1.6 
Formulação Variacional do Problema de Contato 

Usando as notações da seção 5.1.1, as equações de equilíbrio e as condições 

de contorno, para cada corpo e considerando uma resposta quase-estática, são 

dadas a seguir: 

0)()( =+ i
t

i
tDIV fP    em   )(iΩ (5.26a) 

_
)()(

0
)( i

t
ii

t tnP =   em   )(i
σΓ

 

(5.26b) 
_

)()( i
t

i
t ϕϕ =   em   )(i

ϕΓ
 

(5.26c) 

onde:  o primeiro tensor de tensão Piola-Kirchhoff no corpo (i), no tempo ; 

 a força prescrita no corpo (i), no tempo t ;  a normal externa na 

configuração de referência, para o corpo (i);  e  são as partes do contorno 

do corpo (i)  onde a força superficial ( ) e o deslocamento ( ) são 

prescritos. O termo  subscrito é associado a configuração  no intervalo de 

tempo . O termo  pode ser governado por leis constitutivas elásticas 

ou inelásticas. 

)(i
tP t

)(i
tf

)(
0
in

)(i
σΓ

)(i
ϕΓ

)(iΩ∂
_

)(i
tt

_
)(i

tϕ

t )(i
tϕ

[ Tt ,0= ] )(iP

Na formulação fraca das equações globais consideram-se as funções 

 para cada corpo (i), onde são todas as variações admissíveis 

que satisfazem a condição em . Na linearização das 

variações de e  em são considerados os campos perturbados dados a 

seguir: 

)(
*

)( ii U∈ϕ )(iU

3)(
*

)( : ℜ→Ω iiϕ 0
*

)( =iϕ )(i
ϕΓ

g
_

ξ )1(ΓX∈

*
)1()1()1( ϕεϕϕε +=  

(5.27a) 

*
)2()2()2( ϕεϕϕε +=  

(5.27b) 

Assim, para um dado ( ))2()1( ,, ϕϕβ X , para todos os pontos )1(ΓX∈ , a sua 

variação linearizada ( ))2()1( ,, ϕϕδβ X , usando a definição da derivada direcional, é: 

( ) ( ))1()1()2()1( ,,,, εε ϕδβ
ε

ϕϕδβ XX
d
d

=   para  0=ε   

(5.28) 
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logo, a variação de g : 

( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⋅⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−−= vXYX )(

_
)2()1( ϕϕδδg  

 

( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= )()(

_
)2()1( gsignXYX ϕϕδ  

 

( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

__*
)2(

*
)1(

_
)2()1( )()( α

α ξδϕϕϕϕ τXYXYX
g

gsign  
 

( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅−= )(

_*
)2(

*
)1( XYXv ϕϕδg  

 

(5.29) 

O termo que contém desaparece devido à ortogonalidade existente 

entre a normal e os vetores tangentes . É conveniente ressaltar que qualquer 

termo baseado em , tal como , inclui de forma implícita , 

tornando-se necessário considerar a sua variação. A coordenada paramétrica  

não pode ser expressa em função das deformações, assim o cálculo da sua 

variação  é feito de forma implícita como indicado a seguir: 

_
αξδ

v ατ

)(
_

XY )2(
tϕ )(

_

Xξ

_

ξ

_
αξδ

0)()(
_

)2()1( =⋅⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛− αϕϕ τXYX  

 

(5.30) 

A expressão (5.30) garante que  é a projeção de  em 

, e a sua variação linerizada é dada por: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ )(

_
)2( XYϕ )()1( Xϕ

)2(γ

( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=

__

,

_*
2
,

__*
)2(

*
)1( )()()(0 β

βααα
γ

γ ξδϕξδϕϕ ξeXYvττXYX g  
 

(5.31) 

ou 

( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅−⋅

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= )()(

_*
)2(

,

_*
)2(

*
)1(

_

XYvτXYX αα
γ

αβ ϕϕϕξδ gA  
 

(5.32) 

onde: 

)(
_

, ξev βααβαβ ⋅+= gmA  
(5.33) 

A simplificação da variação para o caso de 
_
βξδ 0=g  é dada a seguir: 
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( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅= )(

_*
)2(

*
)1(

_

XYXτ ϕϕξδ ββ  
 

(5.34) 

 

5.1.6.1 
Trabalho Virtual de Contato 

Multiplicando a equação de equilíbrio (5.26a) por , integrando 

em  e aplicando a integração por partes obtém-se: 

)(
*

)( ii U∈ϕ

)(iΩ

∫ ∫∫
Ω ΓΩ

Γ⋅−Ω⋅−Ω⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅=

)( )()(

)(
*

)(
_

)()(
*

)()()(
*

)()(
*

)()()( :),(
i ii

iiiiii
t

iii
t

ii
t

i dddGRADG
σ

σϕϕϕϕϕ tfP  

(5.35a) 

∫
Γ

Γ⋅=
)(

)(
*

)(
_

)(

i

iii
t dϕt  

 

(5.35b) 

 

A equação acima tem que ser satisfeita por cada corpo durante todo o tempo 

. O termo  representa a soma do trabalho virtual interno e o 

trabalho virtual das forças aplicadas no corpo , assim: 

t ),(
*

)()()( ii
t

iG ϕϕ

)(i

),(),(:,
*

)2()2()2(
*

)2()1()1(
*

ϕϕϕϕϕϕ ttt GGG +=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

 

∫∫
ΓΓ

Γ⋅+Γ⋅=
)2()1(

)2(
*

)2(
_

)2()1(
*

)1(
_

)1( dd tt ϕϕ tt  
 

(5.36) 

onde tϕ  abrange os mapeamentos de ambos os corpos  e . Idem 

para . 

)1(
tϕ

)2(
tϕ

*
ϕ

O lado direito da expressão (5.36) representa o trabalho virtual referente ao 

contato, que pode ser representado numa única integral no contorno . Para 

cada ponto , torna-se necessário que a força de contato induzida no corpo 

(2) em  seja igual mas com sentido oposto daquela produzida no corpo (1) em 

; sendo assim, tem-se: 

)1(Γ
)1(ΓX∈

_

Y

X

)1()1()2(
_

)2( )()( Γ−=Γ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ dd tt XtXYt  

 

(5.37) 
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Adota-se que para um dado instante, em todas as áreas em que ocorre 

contato,  é considerado ser indexado por )2(Γ )1(Γ∈X  pela identificação dos 

pontos . Substituindo (5.34) em (5.36), teremos a contribuição do 

contato, numa única integral em : 

)2(
_

)( ΓXY ∈

)1(Γ

0)()(
*

,

*

, =+ ϕϕϕϕ tct GG  
(5.38) 

 

∫
Γ

Γ
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−⋅−=

)1(

)1(
_*

)2(
*

)1()1(
*

)()()(),( dG ttc XYXXt ϕϕϕϕ  
 

(5.39) 

 

[ ] )1(
_*

)2(
*

)1(
*

)1(

)()(),( Γ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅−−= ∫

Γ

dttG TNtc XYXτv ϕϕϕϕ α
α

 
 

 

∫
Γ

Γ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=

)1(

)1(
_

dtgt
tt TN

α
α ξδδ  

 

(5.40) 

onde as forças superficiais de contato são dadas nas equações (5.19) e 

(5.20). Esta formulação do trabalho virtual de contato é obtida diretamente da 

forma forte das equações, isto é possível devido à estrutura geométrica das 

restrições de contato. 

 Na determinação de (5.40), foi utilizada (5.34) em lugar de (5.32) para 

definir . Considerando a solução, (5.38) tem que satisfazer as restrições de 

contato, a folga 

_
αξ

g  tem que ser igual a zero em todos os pontos onde o integrando 

de (4.40) é diferente de zero. 

 

5.1.6.2 
Linearização do Trabalho Virtual de Contato 

A solução implícita da equação não-linear (5.38) requer a linearização das 

equações governantes. A linearização do trabalho virtual de contato , pode ser 

obtida no contínuo, somente com a parcela da rigidez do atrito, baseada em 

algoritmos para a obtenção das forças superficiais de contato. 

cG

Assim como a primeira linearização (direcionada para ) de 
*
ϕ );( ϕβ X  foi 

definida como );( ϕδβ X  assim a segunda derivada (direcionada para ) é u
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definida como );( ϕβ XΔ . O cálculo da derivada de (5.40) torna-se fácil, devido ao 

fato que a integral é computada na configuração de referência. Somente o 

integrando varia com o movimento. Analisando os termos do contato normal, a 

derivada direcional de  é dada por: Nt

{ }gt NN εΔ=Δ   

g
g
g

N Δ
∂
∂

= ε  
 

 

( ) ggHt NN Δ=Δ ε  (5.41) 

onde , é a função Heaviside: )(gH 1)( =gH  se  ou  0>g 0)( =gH  se ; a 

derivada não é definida quando 

0<g

0=g . A expressão para gΔ  é dada por: 

( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⋅−=Δ )(

_*
)2()( XYuXuv ig e )( gδΔ : 

( ) ( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡⋅+

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

Δ+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡⋅

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡⋅=Δ XYuvξeXYuvξeXYv

_
)2(

,

___

,

_
)2(

,

__

,

_*
)2(

, )()()( β
βα

αββ
γβα

αγγ ξδξξδϕδ mgg  

( )
___

,

_*
)2(

,

_

)( αβ
αββ

β ξξδϕξ Δ⋅+
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡⋅Δ+ ξevXY  

 

(5.42) 

onde  é obtida da expressão: 

 onde  é dada por 

(5.33). Portanto, a expressão para 

_
βξΔ

( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅−⋅

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=Δ )()(

_
)2(

,

_
)2()1(

_

XYuvτXYuXu αα
γ

αβ ξ gA αβA

( )gtNδΔ : 

( ) ( ) ( )gtgtgt NNN δδδ Δ+Δ=Δ  (5.43) 

Na linearização dos termos de contato com atrito, o cálculo de , vai 

depender do algoritmo usado para integrar as equações (5.20). A contribuição 

permanente (geométrica) da linearização do atrito é dada pelo termo , 

calculado de forma implícita, através da derivada direcional: 

TtΔ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ

_
αξδ

 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Δ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅−Δ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ

___

,

_

,

__
)2(

,

__*
)2(

,

_
γβ

βγαγβα
α

βα
α

βα
β

αβ ξξδξδξϕξδ ξevξetYuτYτ gA  

( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅Δ−⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
Δ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅−

__

,

_*
)2(

,

___

,

_
)2(

,

_
γ
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βγ
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β ξδϕξξξδ ξeXYtξeXYut  
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( ) ( ) ⎥
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⎢
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α
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β
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( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
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⎤
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⎡ −+

__

,

_*
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,

_
)2()1( )()( γ

γαα ξδϕ ξeXYXYuXu
 

(5.44) 

onde  é dado pela expressão (5.33). Pode-se verificar que a equação (5.44) é 

também simétrica em relação a  e . Portanto, a linearização do trabalho virtual 

de contato devido ao atrito é: 

αβA

*
ϕ u

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

Γ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+Δ=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛Δ ∫

Γ )1(

)1(
_*

, dtgtG TNtc
αξδδϕϕ

α
 

 

 

( )∫
Γ

Γ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ+Δ+Δ=

)1(

)1(
__

dttgt TTN
αα ξδξδδ

αα
 

 

(5.45) 

a não-simetria da linearização do PTV referente ao atrito provém do termo 

. 
_
αξδ

αTtΔ

 

5.2 
Implementação da Formulação em Elementos Finitos: Método da 
Penalidade 

Na discretização em elementos finitos são utilizados  e  em 

contrapartida a  e . Os mapeamentos  e  são um conjunto de 

mapeamentos locais, definidos sobre a superfície de cada elemento,  com 

, cuja expressão é dada a seguir. 

hi)(ϕ
*

)( hiϕ

)(iϕ
*

)(iϕ
hi)(ϕ

*
)( hiϕ

( )ηh

e
)1(ϕ

h

eA )1(∈η

( ) ( )∑
=

=
eh

n

a
a

a
e N

1

)1()1( ϕϕ ηη  
 

(5.46) 

onde  é o valor nodal de , e  é o número de nós em cada superfície do 

elemento. , representa a função de forma isoparamétrica padrão. Da mesma 

forma é feita a interpolação de . Usando o esquema de interpolação 

isoparamétrica, pode-se obter também: 

1
)(aϕ

h)1(ϕ en

( )ηaN
*

)1(ϕ
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( ) ( )∑
=

=
en

a
a

ah
e N

1

XηηX  
 

(5.47) 

Da forma análoga a (5.46) e (5.47) pode ser obtida para o corpo (2). 

Assim, o trabalho virtual de contato na forma discretizada pode ser expresso 

como a seguir: 

∫
Γ

Γ
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

hi

hh

dtgtG h
T

h
t

h
N

hh
tc

)(

)1(
_*

, αξδδϕϕ  
 

(5.48) 

A equação (5.48) pode ser escrita como um somatório das integrais nas superfícies 

dos  elementos em : eln
h)1(Γ

∑ ∫
=

Γ

Γ
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ el

h
ej

hh
n

j
ej

h
T

hh
N

hh
tc dtgtG

1

)1(
_*

)1(

, αξδδϕϕ  
 

(5.49) 

onde cada sub-integral acima é avaliada usando uma quadratura adequada. Assim, 

aplicando a regra de quadratura e realizando a mudança de variáveis para o 

domínio padrão (parametrização: ) obtém-se: 
h

eA )1(

( ) ( )∑ ∑
= = ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+≈⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ el h
n

j

n

k

kkh
T

khkh
N

kkhh
c tgtjWG

1 1

_* int

)()()(, ηηηηη αξδδϕϕ
α

 

 

( )∑ ∑
= = ⎭

⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⋅=
eln

j

n

k

k
c

k
c

kk jW
1 1

int

RΦη δ  
 

(5.50) 

onde  é o número de pontos de integração para a superfície de cada elemento 

de , que depende da regra de quadratura usada;  é o peso da quadratura 

correspondente ao ponto local da quadratura ; 

intn
h)1(Γ kW

k ( )kj η  é o jacobiano da 

transformação em relação ao domínio de referência;  é o vetor das variações 

nodais correspondente ao ponto k  da quadratura e  é o vetor residual para o 

ponto  da quadratura. Os termos 

k
cΦδ

k
cR

k ( )khg ηδ  e  são obtidos usando as 

expressões (5.29) e (5.34), com seus correspondentes campos discretos. 

( kh

η
_
αξδ )

 Através da linearização de (5.50) obtém-se a rigidez de contato necessária 

para a solução de (5.38) pelo método de Newton-Raphson. Esta linearização se 

obtém através da aplicação da quadratura a (5.45), isto porque a definição de  

envolve uma integral na configuração de referência, assim tem-se: 

cG
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( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )∑ ∑
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( )∑ ∑
= = ⎭

⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

Δ⋅=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Δ
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j

n

k

k
c

k
c

k
c

kkhh
c jWG

1 1

* int

, ΦKΦη δϕϕ  
(5.51)

onde:  é matriz de rigidez de contato; os termos e 

 são dados por (5.43) e (5.44), com suas respectivos componentes 

discretos. O vetor  contém os valores nodais de , que é a representação em 

elementos finitos de . O termo 

k
cK ( ) ( )[ ]khkh

N gt ηη δΔ

( )
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
Δ kh

η
_
αξδ

k
cΦΔ hu

u ( )kh
Tt ηΔ  é obtido pelo algoritmo de retorno. 

 Adota-se a quadratura nodal para definir (5.50) e (5.51), e o elemento 

sólido híbrido Enhanced Assumed Strain – EAS (Roehl & Ramm, 1996) de oito 

(8) nós (BRICK8-E3) é usado para a discretização em elementos finitos. Devido 

ao fato que a contribuição total de contato é a soma das contribuições individuais 

de cada ponto da quadratura, enfoca-se a um ponto da quadratura a definição da 

matriz de rigidez  e do vetor residual . cK cR

 A posição corrente do ponto da quadratura (escravo) é definido como 

sendo  e a superfície mestre contém a sua projeção  em  definido no 

elemento como . Adota-se que  encontra-se no interior contínuo da 

superfície do elemento  (ver Fig. 5-4). 

x
_

y
h)2(γ

h

e
)2(γ

_

y
h

e
)2(γ

 
Figura 5.4 – Definição do ponto escravo e da superfície mestre em 3D 
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Considerando que a quadratura nodal está sendo usada, o ponto de 

quadratura escravo é de fato o nó escravo. Assim, Φδ  é vetor que contém as 

variações deste nó escravo ( ) e as variações dos nós da superfície mestre 

em ( ). Logo, os vetores das variações são dados a seguir: 
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(5.52) 

A seguir são definidos os vetores que são usados nas expressões da matriz 

de rigidez e do vetor residual para o contato com atrito: 
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(5.53) 

onde 2,1=α  para as definições de  e ; αT αN 4,1, =aNa , representa as funções 

de forma isoparamétricas que definem a superfície mestre ( ). Os vetores 

definidos a seguir dependem das definições acima (5.53): 

h

e
)2(γ

[ ] ( ) ([ ]221211221 det
1 NTNT
A

D gAgA +−+= )  
 

(5.54a) 

[ ] ( ) ([ ]111222112 det
1 NTNT
A

D gAgA +−+= )  
 

(5.54b) 

2

_

2,111

_

))(( DvξeNN ⋅−=  
 

(5.54c) 

1

_

2,122

_

))(( DvξeNN ⋅−=  
 

(5.54d) 

E a matriz  é dada em (5.33). Comparando os vetores acima com a expressão 

(5.50) torna-se fácil obter a expressão para : 

A

cR
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21 21
DDNR TTNc ttt ++=  (5.55) 

onde as equações para  e  são dadas por (5.23) e (5.24). A rigidez de contato 

é decomposta em uma parcela de rigidez normal e outra de rigidez tangencial: 

Nt
αTt

TN ccc KKK +=  (5.56) 

onde as expressões para  e  são extraídas de (5.51), (5.43), (5.44) e 

(5.25). Assim, a rigidez normal é: 
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(5.57) 

 

Para se obter a rigidez tangencial torna-se necessário definir também os 

termos a seguir: 
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(5.58) 

onde 2,1, =βα  e 
trial

n

trial

n

b
T

b
T

T

t
p

1

1

+

+=
t

α ., discutido no item (5.5). Neste caso, onde a 

superfície mestre é definida por funções de interpolação bi-linear, os termos  e 

 são iguais a zero. Baseado nisto definem-se os termos a seguir: 
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logo, teremos a expressão de : 
TcK
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(5.62) 

A parcela  depende se prevalece a aderência ou o deslizamento. direta
cT

K

Para o caso com aderência: 

( ) ( )[ ]T
TT

T
T

TTTT
T

direta
c gkgkgkMMM

T 21
2

2
1

111
2

122221221121111 2 DDDDDDDDDDDDK ++++++= ε  

( )[ ]T
T

T
TTT gkgkgk 22

1
212

1
1

2
22 DDDD +++ ε  (5.63) 
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5.3 
Fluxograma do Método da Penalidade: PC com atrito 

INICIO 

Inicializa o contador dos 
passos de carga, n = 1. 

Atualiza a geometria de contato: nova 
lista de nós de contato. 

Inicializa o contador das 
interações de equilíbrio, k=0 

Matriz de rigidez: )(
_

kuK  
Forças externas e internas: )()( kk uFRur −=  

Folga Normal e Folga Tangencial 

Matriz de rigidez de contato: )( k
c uK  

Força de contato: cR   

Matriz de rigidez global: )()(
_

k
c

k uKuK +   

Vetor de forças global: ( ) ( ) c
kk Rurur −=

_

Decomposição LDLT  da matriz )(uΚ k  

Resolve: )()(
_

11 kTkk urLDLuu −+ +=
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Figura 5.5 – Fluxograma do Método da Penalidade: PC com atrito 
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k = k+1  

Imprime os deslocamentos  nodais, 
tensões e forças de contato. 

Novo passo de 
carga n=n+1 

sim

não

FIM
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