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5
FORMULACAO DO PROBLEMA DE CONTATO COM ATRITO

51
Formulacédo Continua do Problema de Contato

5.1.1
Notacao

Neste trabalho sera utilizadas a formulagdo e notagdo para o problema de

contato desenvolvido por Laursen* & Simo e Laursen®. Considerando dois
corpos deformaveis definidos por B, i =12 e suas configuragdes iniciais por Q',
Q? < R’. Estabelece-se que os corpos nio estio em contato no tempo t =0
(configuragdo de referéncia), ou se estdo em contato nenhuma forga de contato ¢é

produzida. Configuragdes subsequentes sio dadas por ¢ :Q® x[0,7] no %’
para Q' ¢ 0® :Q® x[0,T] para Q. Devido ao contato fisico dos dois corpos
surgem forcas de interacdo durante o intervalo de tempo f:= [O,T ] Define-se
qualquer uma dessas configuragdes no tempo ¢ como @), i =1,2. A extensdo para

problemas que envolvem mais corpos ¢ feita levando em conta cada pares de
corpos em contato. Formulagdes de autocontato (o corpo em contato com ele

mesmo) sdo feitas similarmente.
: 1 2 .~
As superficies dos contornos dos corpos 0Q2° e 0€2° sdo representadas por

'Y e T'* respectivamente, de tal forma que os pontos onde o contato pode

ocorrer sdo incluidos (ver Fig. 5-1). As posi¢des correntes das superficies sdo
dadas por Y/ = q)f“(l“(")), i=12.

Na configuracdo inicial, os pontos de I''"/ sdo representados por Xe os
pontos de T'*’ por Y e na configuragdo corrente por x = ¢/ (X) e y = ¢/ (Y),

respectivamente.
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Figura 5.1 — Notac&o das deformacgdes finitas do Problema de Contato com atrito

5.1.2
Restricfes de contato normal

A superficie de contorno I'" ¢ designada como superficie escrava (“slave”)
e I'® como superficie mestre (“master”). Para uma dada configuracio,

(2)

7 =p! (F(Z)) define-se uma superficie na qual nenhum dos pontos do

O

material X e "’ pode penetrar. Da mesma maneira, pode ser feita a restricdo nos

pontos Y e I'® com relagioa I'".

5.1.2.1
Restricfes de contato normal (impenetrabilidade)

A restrigio de impenetrabilidade ¢ formulada através da fungdo de folga
(“gap”), definida por um par de movimentos ¢ (7)), @ (.7)) e para todos os
pontos X e I''"Y | como a seguir:

g(X,1) = sign(g(X,1)}g(X,7)
g(X,¢) mmH(p“) X,t)- (p(”(Y,t)ﬂ

onde: sign(g(X,t)) =-1 se ¢ (X,t)é admissivel

sign(g(X,t)) = +1, caso contrario (5.1)
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og=0

Figura 5.2 — Definicao da funcéo de folga (“gap”)

A definicdo de g(X,t) ¢ dada em termos da proje¢do do ponto de

x =@ (X)em y® (ver Fig. 5-2). A restrigdo de impenetrabilidade é formulada

matematicamente como g(X,#)<0. As condi¢cdes de complementaridade estio

associadas a for¢a superficial de contato t"(X,r)=P"(X,7)n"(X), onde

P"(X,?) ¢ o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff em Xe n{’(X) ¢ a normal a X
na configuracgdo de referéncia. Esta forga superficial ¢ dada por:

tV(X,0) = 1, (X, 0)v+ PtV (X,1) (5:2)

onde v (negativa) ¢ a normal externaa Yy em x = ¢’(X) e Pt" ¢ a projecio de

t"'no plano tangente associado. A parcela ¢, (X,?), representa a pressio de

contato em X. As restrigdes para contato normal sdo especificadas como:

g(X,nH<0 (5.32)
ty(X,0) 20 (5.3b)
ty(X,)g(X,t)=0 (5.3¢)

Iy (X,t)é(X,t) =0 (5.3d)

As expressdes acima (5.3) representam a restrigdo de impenetrabilidade, a
restricdo da forca de contato em X ser sempre ndo negativa (pressao); a condi¢ao

de complementaridade que admite que a pressdo de contato 7, (X,?) seja diferente
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de zero somente se a folga (“gap”) for igual a zero (g=0) e a condi¢do de

persisténcia que ¢ usada quando considerado o atrito cinematico.

5.1.3
Contato com atrito

5.1.3.1
Conversao de base

A restricao de impenetrabilidade introduz a idéia da geometria da estrutura

influenciar na definicdo da restricdo g. Este fato ¢ utilizado para a definigdo de
uma base tangente associada, conveniente para definir as restri¢cdes de atrito
Parametrizacdes para '/ e y”, i =12 sdo adotadas, para o corpo (2)
como mostrado na Fig. 5-3. Define-se 4 e R""' e uma seriec de mapeamentos
¥(" | indexados pelo tempo ¢, assim ¥!"” : 4/ — R"" | i=1,2. Em particular,
tem-se: ' =W’ (A(i)), y@ =w" (A(”) e P =p "W Assume-se que estas
parametrizacdes sdo suficientemente suaves assim todas as derivadas necessarias

. 1 48,4950
podem ser obtidas™"™".

e

o e
AD ‘I’t

Figura 5.3 — Parametriza¢Bes das superficies de contato r“ e Y

j

(2)
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No caso tridimensional, um ponto& € A” ¢ dado por &= (51,52). Bases

para T'” e y®sdo convenientemente definidas pelas derivadas parciais em

relacdo a estas variaveis:

E, (&)="0.() (5.4)

¢, (€)= ¥ =F (¥ Qe @) a=12 (5-:3)

onde F”¢é o gradiente de deformagio correspondente a ¢'*. As expressdes da
forma ()a representam derivadas em relagdo a £“.

Para qualquer ponto X eI'"” ¢ designado um ponto Y e ' que com a
minimizagdo obtém-se Y. Pontos correspondentes nos dominios espacial (na

configuracdo corrente) e paramétrico sdo dados por y e &e obtém-se as relagdes a

seguir:

Y = (X.1) = ‘I’ﬁf)[g(x,t)j

(5.6)

y = (%)= g0

(5.7)

A identificacdo de &para um ponto X depende do movimento de ambos os

corpos. Portanto, o objetivo é parametrizar as restrigdes pelos pontos X e I'"; a

projecdo envolvida nesta caracterizacdo ¢ considerada implicita.

5.1.3.2
Particularizacdo das bases

A particularizagio das bases para o ponto & ¢ dada por:

T =E |&
¢ (gj (5.8)

e = e“[éj Tk (5.9)

Nas equagdes acima as dependéncias de T, e t, em relagdo a Xe ¢ sdo

omitidas, embora exista a identificagio de &(X,z) . Os vetores tangentes T, e
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t_ de fato descrevem uma base que mostra como o ponto X se move em relagdo a
I'® . O vetor normal no ambito espacial ¢ dado por:
_ §xt
[t xt, (5.10)

A orientacdo da superficie ¢ importante, uma vez que adota-se que as
parametrizagdes (W’ e ¥'*) sdo tais que a expressdo da normal é a da normal

externa ao corpo (2), como mostrado na Fig. 5-2.

51.3.3
Cinematica do atrito

A condicao de persisténcia na resposta de contato, requer que a derivada da

folga em relagdo ao tempo seja igual a zero (g = 0) quando a forca de contato ¢

diferente de zero. Esta condi¢dao tem importantes implicagdes para a cinematica do

atrito. Se g(X,t) =0, entdo teremos que a taxa de variagdo, no tempo, do vetor de
.~ . _ (1 ) _ 2) — .
posicado relativa entre X = @ (X , 1 ) ey=¢ (Y(X,t),tj tem que ser igual

a zero; isto €:

dt

i[w (X.1)— (Y(X,t),tﬂ _o

(5.11)
Resolvendo esta derivada no tempo, aplicando a regra da cadeia, obtém-se

uma importante expressao da velocidade relativa do material em X:
_ MNdrl-
VO(X, ) -V [Y(X,t),tj = Ft(z)[ng)(gij{Y(X,t)}

Na expressdo acima, o lado esquerdo da equacdo representa a diferenca

(5.12)

entre as velocidades do material nos pontos X e Y, e fisicamente representa a
razdo de deslizamento de X em relacdo a superficie adjacente y* = gofz)(l“(z)). 0

lado direito da equagdo define a geometria que ¢ muito usada quando definida a

evolugao das leis de atrito:

V,(X,t):= %{Y(x,z)} =& (X,¢)T, (5.13)
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Matematicamente, ¥, (X,) representa a velocidade tangencial relativa. A

velocidade tangente relativa ndo tem componente normal, considerando que foi
adotado, como ponto de partida, que a derivada da folga em relagdo ao tempo ¢é
igual a zero (é =0).

T/-T, =65/ (5.14)
onde T, é a base co-variante ou tangente ¢ T”¢é a base contra-variante. Esta
relagdo é igualmente definida na configuragdo corrente como: t’t, = 67

A métrica também pode ser expressa como:
M,=T,-T, (5.15)
A métrica na configuragdo corrente € similarmente construida: m,, =t -t,.
A inversa das métricas M e m* sdo definidas de maneira similar.
Considerando que a velocidade relativa V, pode ser expressa na base dual,

na configuragio corrente, v2(X,z) obtém-se:

Vi(X,0) = M, £ (X, ) (5.16)
A forga superficial de atrito também pode ser expressa na base dual:
th(X,1) = PtV (X, 1) = t,, (X, 1)t (5.17)
Usando-se estas defini¢des na velocidade de deslizamento ¢ na forga

superficial, tem-se a formulagdo de atrito de Coulomb como a seguir:

D = Htl}u—,utN <0 (5.18a)
bt

AT (5.18b)

£>0 (5.18¢)

DL =0 (5.18d)

Na formulagdo de atrito acima, nenhuma distingdo ¢ feita entre os
coeficientes de atrito estatico ¢ cinematico, ¢ nao ¢ considerada a evolu¢ao do

coeficiente de atrito u, isto ¢, ndo sdo considerados os efeitos de endurecimento

(“hardening”) e/ou amolecimento (“softening”).
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514
Método da Penalidade

5.14.1
Restricdes de regularizacao

A solucdo de problemas de contorno sujeitos a restrigdes tais como as
condi¢des de Kuhn-Tucker para o contato normal e as leis de atrito de Coulomb,
consiste em encontrar uma solu¢cdo dentro de um espago restrito. O uso da
formulagdo fraca destes problemas induz limitagdes nas variagdes admissiveis
impostas pelas restri¢des fisicas. E possivel superar estas limitagdes através do
uso dos Multiplicadores de Lagrange, mas resulta em um aumento das equagdes e
varidveis do problema. O método da Penalidade remove este aumento de graus de
liberdade do problema e faz cumprir as restricdes de contato de forma aproximada
através do emprego do parametro da penalidade. A vantagem deste método esta na
sua simplicidade e facil implementagdo em elementos finitos. Além disso, se o
pardmetro de penalidade ¢ escolhido adequadamente, resultados bastante
satisfatorios sdo obtidos. A introducdo destas técnicas faz com que os algoritmos
empregados para a solucdo de problemas com atrito sejam andlogos aos
algoritmos para resolver problemas elasto-plasticos.

A penalizagdo das condigdes de Kuhn-Tucker para contato normal ¢

efetuada através da introducdo da penalidade normal ¢, através de:
= 24(g) (5.19)
onde <> representa a parte positiva do operando (colchete de Macauley). A
penalizacdo torna-se exata quando &, —> .

Definindo a penalidade tangencial ¢, , a regularizagdo para a resposta do

atrito pode ser expressa como a seguir:

® =t} -t <0 (5.20a)
b 5.20b
¢ L o
£20 (5.20¢)

DL =0 (5.20d)

onde:
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Lt = ;Ta t* (5-21)

A tunica diferenca devida a penaliza¢do estd na segunda equagdo, onde no
lado direito, o zero foi substituido pela penalizacdo da derivada no tempo

(derivada de Lie) L t) . A regularizagdo somente torna-se exata quando &, —> o,

b

. t , . . .
no caso que a taxa de deslizamento ¢ —— ¢é for¢ada a ser igual que a velocidade

b
Je7]
relativa v/.. Estas equagdes sdo adequadas para a incorporagdo no Principio dos

Trabalhos Virtuais e para a posterior implementa¢do no Método dos Elementos

Finitos.

5.1.5
Algoritmos para mapeamento de retorno do atrito

Considerando um conjunto de sub-intervalos U [t,.t,.,], para resolver um

problema de valor de contorno de forma incremental, inicia-se cada passo com um

estado ¢, conhecido, que integra-se no tempo para se obter o estado ¢, ,. Existe

uma série de algoritmos para resolver estes problemas, sendo que a maioria deles

avalia o trabalho virtual interno e de contato em diferentes instantes ¢ onde

n+a ?

ae [O,l]. Neste trabalho utiliza-se o algoritmo explicito de Euler, ou seja adota-se

a =1. Nesse algoritmo o trabalho virtual de contato e a sua linearizacdo sdo
calculados no instante n+1, sendo que todos os dados em n sdo conhecidos.

Aplicando o algoritmo de Euler diretamente as equagdes (5.20), e utilizando as

expressdes (5.16), (5.17) e substituindo nelas os termos:&=¢&P —&F e

n+l

tr, =t, —t, ,obtém-se:

n
n+l

®,, =t |-u, <0 (5.22a)

, (5.22b)
_ ﬁ 7[8 Tn+la
=t; +é& Maﬁ|:§n+l_§n }_gutb

ng
T,

n+l

t

T n+l,

20 (5.22¢)
®,.=0 (5.22d)
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A atualizagao das tensdes (incluindo o atrito) ¢ obtida considerando o gap

normal g, , (necessario para obter 7, ) e o gap tangencial E-E0 0

n+l
problema ¢ resolvido pela introdug@o de um estado preditor e de um mapeamento
de retorno, como utilizado em certos algoritmos na integracdo das equacdes

elasto-plasticas. Inicialmente considera-se um estado preditor:

ty, = &x{gn) (5.23a)

trial 3 B (5.23b)
tTna - tTna +8NM0!ﬂ §n+1_§n

O = t?:i“: —pty <0 (5.23¢)

seguido de uma verificagdo da condi¢do de deslizamento:

_ ytrial trial A :
tr, =t7, se @ <0 (aderéncia) (5.24a)
ttrial
n+lgy SO .
b, = HEN, T i » C3SO contrario (deslizamento) (5.24b)

T,

n+l

As derivadas Az, ; podem ser obtidas das equacgdes (5.23) e (5.24). Para a

situacao de aderéncia:

n+ly n+ly

At, = AL gT|:MaﬂA§ﬁ +Maﬁ,yA§7(§£1_§fﬂ (5.25a)

De forma semelhante, para o caso de deslizamento:

lthNrH»l "oz P -
A, |67 = pf by, J+ 1ty '{uff} (5}%,{5%67}% P,
Ty

AtTMu = /u‘("NH(g)pTa Ag+

(5.25b)

b trial

onde: p, =——“-. As ndo-lincaridades ainda presentes apos a operagdo de

b trial
T,

n+l

linearizagdo do trabalho virtual estdo associadas ao termo: Az, 557”’ (rigidez

direta do atrito).
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5.1.6
Formulacéo Variacional do Problema de Contato

Usando as notagdes da se¢ao 5.1.1, as equacdes de equilibrio e as condi¢des
de contorno, para cada corpo e considerando uma resposta quase-estatica, sdo
dadas a seguir:

DIVPY +£0 =0 em QU (5.26a)

POn =t em TV
(5.26b)

@) _ () (@)
b =@ cm qu

(5.26¢)
onde: P” o primeiro tensor de tensdo Piola-Kirchhoff no corpo (i), no tempo ¢;
()

f a forga prescrita no corpo (i), no tempo #; n!’ a normal externa na

configuragdo de referéncia, para o corpo (i); TV e Fg) sdo as partes do contorno

do corpo (i) 0Q" onde a forga superficial (/") e o deslocamento (¢ ) sdo
prescritos. O termo ¢ subscrito é associado a configuragdo ¢” no intervalo de

tempo ¢ =[0,7]. O termo P pode ser governado por leis constitutivas elasticas
ou inelasticas.

Na formulagdo fraca das equagdes globais consideram-se as fungdes

0" eU" para cada corpo (i), onde U sdo todas as variacdes admissiveis

* *

9" : Q" — %’ que satisfazem a condigdo ¢ =0em I'\”. Na linearizagdo das

variagdes de ge & em X e I'Vsdo considerados os campos perturbados dados a
seguir:

y 5.27a
o0 = o0 4 £ ( )

. 5.27b
o® = o 4 5@ ( )

Assim, para um dado ﬂ(X,(p“),qD(z)), para todos os pontos X € I' | a sua

variagdo linearizada 5ﬂ(X,(/)“),(o(2)), usando a defini¢do da derivada direcional, é:

§,B(X,g0“),go(2)) = %Sﬁ(X,S) ,(pi”) para =0 5.25)
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logo, a variagdo de g :

5 = 5{— [(p(”(X)— (p”’[?(X)ﬂ : v}
.

_ sign(g) |:¢(1) (X)- (p(Z)(YH : |:¢?1)(X) _ ¢?2>(Y(X)J -1,0 éa:|

<]

(p‘“(X)—w(”(Y(X)j

Sign(g)}

g =-v- V”(X)— coz”(Y(X)ﬂ

(5.29)

O termo que contém O é;“ desaparece devido a ortogonalidade existente

entre a normal ve os vetores tangentes t“. E conveniente ressaltar que qualquer

termo baseado em Y(X), tal como @!”, inclui de forma implicita &(X),

tornando-se necessario considerar a sua variacdo. A coordenada paramétrica §

nao pode ser expressa em funcdo das deformacgdes, assim o calculo da sua

variagao 0 &“ ¢ feito de forma implicita como indicado a seguir:

Dy | v .
{(P X)-¢ (Y(X)H T, =0 (5.30)

A expressdo (5.30) garante que ¢<2)[Y(X)] ¢ a projecio de ¢"(X) em

2 . ~ . . ,
7?, e a sua variagio linerizada ¢ dada por:

0= {¢?1>(X)_ (p?»(y(x)] -1 a}ra - gv{(p?a [Y(X)j - ea,ﬁ@afﬂ}

(5.31)
ou
S ey o v 1 —evlo®(y
S A I R
onde:
(5.33)

Aaﬂ = maﬂ + gV ' ea,/j’(é)

A simplifica¢do da variagdo & fiﬂ para o caso de g =0 ¢ dada a seguir:
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54:7/3 =1°. {(”?1)()()_ ¢:2)[Y(X)j}

(5.34)

5.1.6.1
Trabalho Virtual de Contato

Multiplicando a equagdo de equilibrio (5.26a) por ¢ e U, integrando

em QY e aplicando a integragdo por partes obtém-se:

G" (q),("),qo‘i)) — I Pt"') -GRAD|:(p(i) }dQ(i) _ I ff(i) ,(/,a) dOW _ J‘t(‘i)_(pm dl"o‘f’

o Q® ro

(5.35a)

= [t®.p" ar®
J t (5.35b)

A equagdo acima tem que ser satisfeita por cada corpo durante todo o tempo

t. O termo GV (p",p") representa a soma do trabalho virtual interno e o

trabalho virtual das forcas aplicadas no corpo (i), assim:

*

G(co,,qo] = GO, 0™)+ GO (e, )

_ t(l),¢0> dr® 4 t(2>,(/)<2> dr®
FI t rj t (5.36)

M (2)

onde ¢, abrange os mapeamentos de ambos os corpos ¢, e @,”. Idem

*

para ¢.
O lado direito da expressao (5.36) representa o trabalho virtual referente ao
contato, que pode ser representado numa tUnica integral no contorno I'". Para

cada ponto X € 'V, torna-se necessério que a forga de contato induzida no corpo

(2) em Y seja igual mas com sentido oposto daquela produzida no corpo (1) em

X ; sendo assim, tem-se:

t(2)|:Y(X):|dr(2) =t (X)dr(l)
’ ’ (5.37)
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Adota-se que para um dado instante, em todas as areas em que ocorre

contato, T'® ¢ considerado ser indexado por X eI pela identificacio dos

pontos Y(X) € I'?. Substituindo (5.34) em (5.36), teremos a contribui¢io do

;e . 1
contato, numa Unica integral em r®:

G(p, )+ G.(p,0) =0 (5.38)
' _ (1) . ?1) _ ?2) \ Q)
G.(9,.0) = I £X) {40 (X)-¢ {Y(X)}}dr 5.39)
G, ((pt’;) == I [tNV — 1, Ta]' |:§0?1)(X) - (Prz)(Y(X)ﬂdr(l)
_ . -0 )
- ri) {szgg 10 }dr (5.40)

onde as forcas superficiais de contato sdo dadas nas equagdes (5.19) e
(5.20). Esta formulagdo do trabalho virtual de contato ¢ obtida diretamente da
forma forte das equagdes, isto ¢ possivel devido a estrutura geométrica das
restricdes de contato.

Na determinagdo de (5.40), foi utilizada (5.34) em lugar de (5.32) para

definir g;“. Considerando a solucdo, (5.38) tem que satisfazer as restricdes de
contato, a folga g tem que ser igual a zero em todos os pontos onde o integrando

de (4.40) ¢ diferente de zero.

5.1.6.2
Linearizagdo do Trabalho Virtual de Contato

A solugdo implicita da equacdo nao-linear (5.38) requer a linearizagdo das
equagdes governantes. A linearizagdo do trabalho virtual de contato G, pode ser

obtida no continuo, somente com a parcela da rigidez do atrito, baseada em

algoritmos para a obtencao das forgas superficiais de contato.

*

Assim como a primeira linearizacdo (direcionada para ¢ ) de S(X;¢) foi

definida como oJf(X;@) assim a segunda derivada (direcionada para u) ¢
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definida como AB(X;¢). O célculo da derivada de (5.40) torna-se facil, devido ao

fato que a integral ¢ computada na configuracdo de referéncia. Somente o
integrando varia com o movimento. Analisando os termos do contato normal, a

derivada direcional de ¢, ¢ dada por:

Ay, = Ale, (g)}

Aty = H(g)eyAg (5.41)
onde H(g), é a funcdo Heaviside: H(g)=1se g>0ou H(g)=0se g<0;a

derivada nao ¢ definida quando g = 0. A expressao para Ag ¢ dada por:

Ag=-v- {um (X)- uzﬂz)(Y(X)ﬂ e A(dg):
A(5g) = gv-{(p?})[Y( )} +e,, ()5 }m v {u?[Y( )} +e,, (E)A f’“}+ 5¢&’ v-{uf?[Y(X)J}

ragr { 2 [Y(X)}+ vee,, €58 A" (5.42)

onde A;E # ¢ obtida da expressio:
A& = {u(” (X)-u® (Y(X)j} T, —gv- {ufj) [Y(X))} onde 4,, ¢ dada por

(5.33). Portanto, a expressdo para A(z‘ N5g):
Altyog)=Alty )og + 1, M%) (5.43)

Na lineariza¢do dos termos de contato com atrito, o calculo de Af,, vai

depender do algoritmo usado para integrar as equacdes (5.20). A contribuicdo

permanente (geométrica) da linearizacdo do atrito ¢ dada pelo termo A(é’ 6“],

calculado de forma implicita, através da derivada direcional:

AﬁA[ciéﬂj w’i?( )Aé -1, m( ja‘é“ { eﬁ,y(%}gv-ea,w[éjﬁé”Aéy

084 2 (V) e, (2 [2a o2 (V0o e
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—gv.{qo,%,}(Y(ngé"’—-ufz,; (Y(X)}S 5“}{J”(X)—(pt”(Y(X)ﬂ-{ufﬁ’(Y(X)}ew [é]A :y}

o sl

(5.44)

onde 4,, ¢ dado pela expressdo (5.33). Pode-se verificar que a equagdo (5.44) €

*

também simétrica em relacdo a ¢ e u. Portanto, a linearizagao do trabalho virtual

de contato devido ao atrito é:

AGC[go[,g*o) = A{ J. {tNég + trﬁé;“ }drm}

T®

= | {A(IN5g)+ AtTa5§_“+tTaA(5§_“ﬂdF“)

r®

(5.45)

a nao-simetria da linearizagdo do PTV referente ao atrito provém do termo

At, 5.

5.2
Implementagédo da Formulagdo em Elementos Finitos: Método da
Penalidade

*

. . ~ . ~ oqe i A
Na discretizagdio em elementos finitos sdo utilizados ¢ e ¢ em

w *

. . . h N N .
contrapartida a @ ¢ @ . Os mapeamentos ¢’ e ¢ sdo um conjunto de

. . . h
mapeamentos locais, definidos sobre a superficie de cada elemento, ¢'" (11) com

(l)h
e

ne 4,’ , cujaexpressdo ¢ dada a seguir.

a’ NI M
p.- )= 2 N,
( ) ; ( ) (5.46)

onde go(la) ¢ o valor nodal de (p(l)h , € n, ¢ o nimero de n6s em cada superficie do

elemento. N (1]) , representa a funcao de forma isoparamétrica padrao. Da mesma

Q)

forma ¢ feita a interpolagdo de ¢'’ . Usando o esquema de interpolacdo

isoparamétrica, pode-se obter também:
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o (5.47)
Da forma analoga a (5.46) e (5.47) pode ser obtida para o corpo (2).
Assim, o trabalho virtual de contato na forma discretizada pode ser expresso

como a seguir:
Glo o | = " Sot 41 ot dr(l)’“
c(¢t 9¢ j (‘[h|:Nt g T é (5.48)
>
A equacdo (5.48) pode ser escrita como um somatorio das integrais nas superficies

h
dos n, elementos em T :

Gc(¢zho§0hj = Z; I {tll\l/é‘gh + t7}£§§a1 j|dre(jl) (549)
J= rg(j])"

onde cada sub-integral acima ¢ avaliada usando uma quadratura adequada. Assim,

aplicando a regra de quadratura e realizando a mudanca de varidveis para o

. ~ . ~ h r
dominio padrdo (parametrizagdo: 4" ) obtém-se:

Gc[q)h,q)”j . "i{"iwkj(nk {tﬂ(n* Yo' () + £ ()5 " (n")}

Jj=1| k=1

3 {Z W j(n* Jowt - RE }
I=a=

¢ o numero de pontos de integracdo para a superficie de cada elemento

(5.50)

onde n.

nt

de TV , que depende da regra de quadratura usada; W* ¢é o peso da quadratura

correspondente ao ponto local da quadratura k; (1]") ¢ 0 jacobiano da

transformagdo em relagdo ao dominio de referéncia; S®* é o vetor das variagdes

nodais correspondente ao ponto k da quadratura e R* é o vetor residual para o

ponto k da quadratura. Os termos Jg” (nk) e d cf;‘h (1]") s3o obtidos usando as

expressoes (5.29) e (5.34), com seus correspondentes campos discretos.
Através da linearizagdo de (5.50) obtém-se a rigidez de contato necessaria
para a solugdo de (5.38) pelo método de Newton-Raphson. Esta linearizagdo se

obtém através da aplicacdo da quadratura a (5.45), isto porque a defini¢cdo de G,

envolve uma integral na configuracdo de referéncia, assim tem-se:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0521686/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0521686/CA

Capitulo 5 — Formulag&o do Problema de Contato com Atrito 72

sfo6')<3 { | o o e o o o o ("k)ﬂ}
(S o a0

(5.51)

onde: K* ¢ matriz de rigidez de contato; os termos A[t,’f,(nk )6g”(1|" )]e

c

A{ﬁ cf‘;h (1]" )] sdo dados por (5.43) e (5.44), com suas respectivos componentes

discretos. O vetor A® contém os valores nodais de u”, que é a representagdo em

elementos finitos de u. O termo At} (1]" ) ¢ obtido pelo algoritmo de retorno.

Adota-se a quadratura nodal para definir (5.50) e (5.51), ¢ o elemento
solido hibrido Enhanced Assumed Strain — EAS (Roehl & Ramm, 1996) de oito
(8) nos (BRICKS-E3) ¢ usado para a discretizagdo em elementos finitos. Devido
ao fato que a contribuigdo total de contato ¢ a soma das contribui¢des individuais
de cada ponto da quadratura, enfoca-se a um ponto da quadratura a defini¢ao da
matriz de rigidez K, e do vetor residual R, .

A posicao corrente do ponto da quadratura (escravo) ¢ definido como

. , C o~ - 2)h .
sendo x e a superficie mestre contém a sua projecio y em y? definido no

h - . . ,
elemento como y? . Adota-se que y encontra-se no interior continuo da
. h .
superficie do elemento y*" (ver Fig. 5-4).

b A >z

zﬁ
A

8 4 a

Figura 5.4 — Definicao do ponto escravo e da superficie mestre em 3D
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Considerando que a quadratura nodal estd sendo usada, o ponto de

quadratura escravo ¢ de fato o nd escravo. Assim, J® ¢ vetor que contém as

variagdes deste né escravo (¢ (X)) e as variagdes dos nés da superficie mestre

em 7@ (9@ (Y),a =1-4). Logo, os vetores das variagdes sio dados a seguir:

(0*(1) (X) — u(]) (X) _
(0(2) (Y)) u? (Y))
o =| 2y ) AD = uZ’)(Yz)
@y u (Y,
(0*2 (Y;) _u(z) )|
Lo (Y,) ] (5.52)

A seguir s3o definidos os vetores que sdo usados nas expressdes da matriz

de rigidez e do vetor residual para o contato com atrito:

i v o] T, 0
- N, &)V ~N,®r, )
N=[-N,Ev| T, =|-N,@r,| N, =|-N,,EV
AN -N,@®r, ~ N, @)V
- N,@)v -N,®r, | N, @)V

(5.53)
onde « =1,2 para as defini¢des de T, e N_; N, ,a =14, representa as fungdes
de forma isoparamétricas que definem a superficie mestre (¥"). Os vetores

definidos a seguir dependem das defini¢cdes acima (5.53):

1

D, = A4y, (T, +gN, ) - 4,(T, + gN,
det[A][ (T, + 8N, )= s (T + N, ) (5.54a)
1
D, =———[4,(T, +gN, )- 4, (T, +gN,
det[A][ (T +gN2)= (T + 9N, ) (5.54b)
N = N, _(el,z(g)‘V)Dz
(5.54¢)
N, = N, _(el,z (é)'V)Dl
(5.54d)

E a matriz A ¢ dada em (5.33). Comparando os vetores acima com a expressao

(5.50) torna-se facil obter a expressdo para R :
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R, =ty,N+¢,D, +1, D, (5.55)
onde as equagdes para 7, e ¢, sdo dadas por (5.23) e (5.24). A rigidez de contato

¢ decomposta em uma parcela de rigidez normal e outra de rigidez tangencial:

K. =K, +K_ (5.56)
onde as expressdes para K, e K_ séo extraidas de (5.51), (5.43), (5.44) e

(5.25). Assim, a rigidez normal é:

T T T T
KCN = gNH(g)NNT +tN{g{m” N: N, +m12(N1 N>+ N2 N, j+m22 N, Nz}}

+tN{_D1N1T -D,N; -N,D{ -N,D; +(e1,2(é)-Vj(D1D§ +D2D1T)} (5.57)

Para se obter a rigidez tangencial torna-se necessario definir também os

termos a seguir:

0 0 0
N, @, N, @)Y N, ®p,
T, =|"Noy@®t, | N, =|~Nopy®V| P, =N, P,
N, @, N, @)V ~ N, Gp,
NL@®T | | -Nw,®Y] | -NL@e ] O
e

——— discutido no item (5.5). Neste caso, onde a

zzzzz

T;1+1

onde a,f=12¢ p, =

superficie mestre ¢ definida por fungdes de interpolagdo bi-linear, os termos N, e

N,, sdo iguais a zero. Baseado nisto definem-se os termos a seguir:

Tal = Tal - (el,z (g) : TajDZ

(5.59a)

Tor = T,, _(em(;g)"raj])l (5.59b)
I_’] :Pl —(61,2(5)‘PTJD2

(5.59¢)

P = P, _(el,z(é)'ijDl
(5.594d)
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logo, teremos a expressdo de K _ :
T
C

K, =K% 4|, 4" +1, 42K, +]r, 4% +1, 42K, (5.60)

onde:

cr

K L= T11D1T +T12D§ +D1T1T1 +D2T1€ _(el,z(f)'ﬁ)(])l])g +D2D1T)
) ) T T
+TuD! + T D] +D, Tuu+D, Tai+ g(N,,D] + D,NT,)

T

T T
~NN; —Tl(mll Ti+m" Tzlj —thmzl Tiu+m” Tzlj

T
~-Ni N —(m” Tu+m" Tzlelr —[mm Tu+m® TzleZT
(5.61)
K., =T} +T.D + DT 0.1 - e,(0) . [o,0] +D,07)
) ) T T
+TuD! +Tu D! +D, T+ D, Tn+g(N, D’ +D,N,)
~ T ~ ~ T ~ ~ T
—NN; —Tl(m11 Ti+m'" Tzzj —Tz(m21 Ti+m? Tzzj
— T —_ —_ — —_
—-N:2 N —(m“ T+ m12 TzijIT —(mﬂ T+ I’}’l22 Tzz)TZT
(5.62)

A parcela Kf;re“’ depende se prevalece a aderéncia ou o deslizamento.

Para o caso com aderéncia:

Kijmm = 5T[M11D1D1T +M12(D1D§ +D2D1T)+M22D2D§ +k1g%D1D1T +(2k1g17 +k2g§)DlD§:|
+&,|(2k, g% +k,g} )D,DT +k,g\D,D! | (5.63)
Er 28r T K &7 U, 287V,
onde: g7 =& —& ek, :El,z(‘i)'Ta

Para o caso com deslizamento:

Kima = IugNH(g)[pTlDl +pr,D, ]NT

trial
T

+ g;ﬂtN {[(I—PlrpTl XMII +k1gi)_p§pﬂ (M12 +2kg7 + kg )]DIDIT}

+ e;utN. (0= p2p, Yo, + 2,87 + kgl )- phpy (M, + kg2 )ID,DT }

trial
T
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Erfy
trial
T

(0= pip, Ny, +2kgh + ko2 )- 2o, (M, + ko) ID,DT |

trial
T

N 5;/%, {[(l—piprz XMzz +k2glr)_plTpT2 (M12 +2k,g) +k,g; )]DzDg}

T T T r
— uty, plTpTlD1 P+ P;PTZDz P+ P%Prle P>+ p;pTzDZ PZ} (5.64)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 0521686/CA


PUC-RIo - Certificagdo Digital N° 0521686/CA

Capitulo 5 — Formula¢&o do Problema de Contato com Atrito

5.3
Fluxograma do Método da Penalidade: PC com atrito

Inicializa o contador dos
passos de carga, n = 1.

Atualiza a geometria de contato: nova
lista de nds de contato.

Inicializa o contador das
interagdes de equilibrio, k=0

Matriz de rigidez: K(u")

Forcas externas e internas: r(u®) = R—F(u*)

Folga Normal ¢ Folga Tangencial

' Matriz de rigidez de contato: K (u”)

Forga de contato: R, I

Matriz de rigidez global: K(u*) + K _(u")

Vetor de forcas global: f'(u" ) = r(u" )— R

s

Decomposicio LDL" da matriz K* (u) I

Resolve: u*™' =u* +(LDL") " r(u*)

y

77
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Convergéncia

sim

Imprime os deslocamentos nodais,
tensdes e for¢as de contato.

sim Novo passo de

carga n=n+1

Figura 5.5 — Fluxograma do Método da Penalidade: PC com atrito
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