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Resumo

Fonseca, Renata Cordeiro Araujo da; Craizer, Marcos (Orientador).
Porismo de Poncelet e um estudo dos poligonos bicéntricos. Rio de
Janeiro, 2015. 56p. Dissertacdo de Mestrado — Departamento de
Matematica, Pontificia Universidade Catdlica do Rio de Janeiro.

Neste trabalho propomos um estudo de poligonos bicéntricos (inscritiveis e
circunscritiveis), que pode ser abordado em turmas de ensino médio. Tendo como
base um resultado importante da Geometria Projetiva, conhecido como Porismo
de Poncelet, estudamos os casos de triangulos e quadrilateros bicéntricos,

destacando as propriedades destes poligonos e suas relagdes com o porismo.

Palavras-chave
Porismo; Jean-Victor Poncelet; Porismo de Poncelet; Poligonos

Bicéntricos; Incentro; Circuncentro
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Abstract

Fonseca, Renata Cordeiro Araujo da; Craizer, Marcos (Advisor). Poncelet
porism and a study of bicentric polygons. Rio de Janeiro, 2015. 56p.
MSc. Dissertation — Departamento de Matematica, Pontificia Universidade
Catolica do Rio de Janeiro.

In this work we propose a study of the bicentric polygons (inscribed and
circumscribed), that can be used on high school classes. Based on an important
result of Projective Geometry known as Poncelet’s Porism, we study the cases of
bicentric triangles and quadrilaterals, emphasizing the properties of these
polygons and their relations with the porism.

Keywords
Porism; Jean-Victor Poncelet; Poncelet’s Porism; Bicentric Polygons;

Incentre; Circumcentre
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Introducéo

Jean Victor Poncelet, ou simplesmente Poncelet, foi um matematico
francés que muito contribuiu para o estudo da Geometria Projetiva. Por volta de
1815, ocorreram suas primeiras publicacGes voltadas para o estudo de poligonos
inscritos e circunscritos a uma conica. Dentre seus trabalhos, estd um importante

resultado, conhecido como Porismo de Poncelet.

Figura 1 — Porismo de Poncelet

O objetivo deste trabalho é apresentar este porismo, como um meio para se
estudar os poligonos bicéntricos (poligonos que podem ser inscritiveis e
circunscritiveis ao mesmo tempo), analisando as relagdes existentes entre esses

poligonos e seus circulos inscritos e circunscritos.

Vale ressaltar que, neste trabalho, foram destacados 0s casos do triangulo e
do quadrilatero, que podem ser facilmente compreendidos pelos estudantes do
ensino médio. Portanto, recomenda-se que tal estudo seja voltado para esse

publico.
O presente trabalho é composto de quatro capitulos.

No primeiro capitulo, é feita uma breve biografia de Jean Victor Poncelet,
onde sdo apresentadas suas principais contribuices para a matematica. No

segundo capitulo, o Porismo de Poncelet é enunciado. No terceiro, sdo


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1311553/CA


PUC-RiIo - Certificagéo Digital N° 1311553/CA

12

apresentados os poligonos bicéntricos, destacando os casos dos tridngulos e dos
quadrilateros. No quarto, sdo propostas trés atividades que podem ser aplicadas
em sala de aula, utilizando o Geogebra como recurso. No capitulo seguinte, o
trabalho é entdo concluido.
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Breve biografia de Jean Victor Poncelet

Figura 2 — Jean Victor Poncelet

Nascido em 1° de julho de 1788 na cidade de Metz, Franca, Jean- Victor

Poncelet foi um importante matematico e engenheiro.

Estudou na Escola Politécnica de Metz, e tendo-se destacado nos estudos,

tornou-se um renomado professor de matematica.

Poncelet foi convidado a servir e fez parte do corpo de engenharia do
Exército de Napoledo que, em 1812, lutou contra a Russia. Abandonado como
morto em Krasnoy e preso em Saratov por dezoito meses, ainda como prisioneiro,
comecou a dedicar-se a geometria projetiva, sendo considerado um de seus

fundadores.

Regressou a Franca, em 1814, e em 1815 comecou a publicar seus
primeiros trabalhos, que falavam sobre poligonos inscritos e circunscritos a uma

coOnica.
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A obra "Tratado das propriedades projetivas das figuras", publicada em
1822, é tida como sua principal publicagcdo, onde observou que, quando figuras
sofrem deformacGes por projecdes, certas propriedades se mantém constantes.

Figura 3 — Uma transformacé&o por projecao.

Poncelet é considerado o criador da teoria da polaridade e do principio da
dualidade. Desenvolveu os principios da perspectiva, e estabeleceu o conceito de
razdo dupla ou anarmdnica, facilitando a criacdo da chamada pangeometria, por
Klein. Além disso, pelos seus conhecimentos da Fisica, também contribuiu para o

desenvolvimento dessa ciéncia e escreveu varios trabalhos sobre mecanica.

Jean Victor Poncelet faleceu na Franca em 1867. Em sua homenagem foi
criado o chamado Prémio Poncelet, concedido pela Academia de Ciéncias da
Franca, por algum trabalho que contribua para o progresso das ciéncias, seja da

fisica (mecénica) ou da matematica (pura ou aplicada).
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Porismo de Poncelet

3.1.

Porismo

N&o se tem uma definicdo exata sobre o que vem a ser um porismo ou

porisma.

Algumas fontes indicam que € uma palavra grega, visto que Euclides
escreveu um livro com exatamente esse titulo, mas que se perdeu. Outras fontes,
afirmam que porismo vem do francés “porisme”, significando uma afirmagéo

muito facil de demonstrar.

Alguns dicionarios, no entanto, descrevem porisma como uma “forma de
proposicdo entre 0s antigos gregos que tem sido definida de diversas maneiras,
especialmente como proposicdo suplementar ou corolario inserido pelos
comentadores de Euclides ou como proposicdo que afirma a possibilidade de
achar condicbes tais que tornem certo problema indeterminado ou capaz de

inimeras solucdes.”

Existem famosos porismos, como o porismo de Poncelet, o de Steiner,

Diofantos, Euclides. No presente trabalho, enunciaremos o primeiro (de Poncelet).

3.2.

Linha Poligonal x Poligono

Para compreender melhor o que o porismo significa, algumas definicdes se
fazem necessarias. Muitas vezes, os termos “linha poligonal” e “poligono” sdo
utilizados equivocadamente, como se representassem a mesma coisa. No entanto,

h& uma leve diferenga entre esses conceitos.
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Definicdo: Uma linha poligonal € uma figura plana formada por uma sequéncia
de pontos Al, A2,..., Ane pelos segmentos A1A2, A2A3,..., An—1An, néo
colineares. Os pontos sdo os vértices da linha poligonal e os segmentos séo 0s
seus lados. Se An = Al, dizemos que a linha poligonal é fechada.

Figura 4 — Linha poligonal aberta

C

Figura 5 — Linha poligonal fechada

Definicdo: Um poligono € uma linha poligonal fechada, em que cada um de seus
vertices € extremidade de dois lados e 0s Unicos pontos em comum dos lados sdo

0S Vértices.

Uma linha poligonal fechada possui uma parte interna e uma parte
externa. Assim, em outras palavras, podemos dizer que poligono é uma linha
poligonal fechada que possui uma Unica regido interna, chamada de regido

poligonal.

Figura 6 — Poligono
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3.3.

O Porismo de Poncelet

O porismo de Poncelet, as vezes referido como o teorema do fechamento
de Poncelet, € um resultado classico da geometria projetiva.

Considere duas elipses, E1 e E2, com E2 dentro de E1. Escolha um ponto
P1 em E1 e trace a partir de P1 uma tangente a E2. Seja P2 a intersecdo dessa
tangente com E1. Repita a construcdo, comegando agora com P2, e assim por
diante. Obtemos assim uma linha poligonal, inscrita em E1 e circunscrita a E2.
Suponha que fagamos esse processo N vezes e que o Ultimo ponto coincida com o
ponto inicial P1. O porismo de Poncelet garante que, se iniciarmos por um ponto
diferente de P1, X1, por exemplo, teremos novamente uma linha poligonal
fechada apds N passos.

P4

P1

X5

P3 *3

Figura 7 — Porismo de Poncelet apds cinco passos

A figura acima representa duas linhas poligonais, ambas inscritas em E1 e
circunscritas a E2 ao mesmo tempo. Observe que se partimos do ponto P1,

encontramos 0s pontos P2, P3, P4, P5 e finalmente retornamos a P1, “fechando” a
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linha poligonal apos cinco passos. O mesmo acontece quando partimos do ponto
X1 e encontramos X2, X3, X4, X5 e novamente, ap0s cinco passos, retornamos a
X1.

Em outras palavras, o porismo afirma que, sempre que uma linha poligonal
de n lados esté inscrita em uma conica e circunscreve outra, existe uma familia
infinita de linhas poligonais com o mesmo numero de lados, que também estéo

inscritas e circunscrevem as mesmas duas conicas.

As quatro figuras a seguir indicam que podemos deslocar o ponto P1
(destacado) pelo contorno da elipse E1, obtendo sempre linhas poligonais inscritas
e circunscritas, a E1 e E2 respectivamente, sem alterar essas cnicas, e mantendo

0 mesmo numero de lados, comprovando assim a existéncia desta “familia” de
linhas poligonais.

Figura 8 — Deslocamento do ponto P1 na elipse E1
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Poncelet provou esse porisma, em 1822, de uma forma bastante analitica.
Anos mais tarde, em 1828, o matematico aleméo Carl Gustav Jacob Jacobi (1804
— 1851), deu outra prova para o Porismo de Poncelet.

Uma possivel demonstracdo encontra-se no livro Mathematical Omnibus,
uma das importantes referéncias bibliogréficas utilizadas para a elaboracdo deste
trabalho. Como a énfase do mesmo esta no estudo dos poligonos bicéntricos, tal

demonstracdo ndo se faz necessaria.
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Poligonos Bicéntricos

Vamos agora analisar o caso dos poligonos. Para isso, considere a seguinte

situacdo: o que acontece quando as cbnicas, inscrita e circunscrita, sdo circulos?

O porismo de Poncelet pode entdo ser reescrito da seguinte forma. Sejam
C1 e C2 dois circulos, ndo concéntricos. Seja A um ponto de C1. Por A, trace uma
tangente a C2, obtendo o ponto B, a outra intersecdo dessa tangente com C1. A
partir de B, trace outra tangente a C2, obtendo o ponto C e assim por diante.
Suponha que o ultimo ponto seja Pn e que Pn coincida com A, onde n é um
namero inteiro que indica 0 nimero de vezes que 0 processo se repetiu. Obtemos
assim um poligono fechado com n vértices. Se iniciarmos 0 procedimento por um
ponto diferente de A, obteremos também ap0s n passos, outro poligono fechado

com n vértices.

Se as conicas sdo circulos, os poligonos que estdo inscritos num dos
circulos e circunscritos no outro, sdo chamados de poligonos bicéntricos. Em
outras palavras, poligono bicéntrico é aquele que possui, a0 mesmo tempo, uma

circunferéncia inscrita e outra circunscrita, ou seja, tem incentro e circuncentro.

A figura a seguir representa o poligono bicéntrico ABCD.

c1

Figura 9 — Poligono bicéntrico ABCD
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Pode-se dizer que, para este caso especial do porismo de Poncelet, cada
poligono bicéntrico é parte de uma familia infinita de poligonos bicéntricos,

relacionados aos mesmos dois circulos.

Figura 10 — Poligonos bicéntricos ABCD e EFGI

Na figura, o poligono ABCD é bicéntrico com respeito a C1 e a C2. O
mesmo acontece com o poligono EFGI. Os dois poligonos fazem parte da mesma
familia de poligonos bicéntricos de quatro lados, inscritos e circunscritos em C1 e

C2, respectivamente.

Neste momento, a seguinte pergunta € pertinente: dadas duas
circunferéncias, uma dentro da outra, de raios R, r e distancia entre centros d, e
um poligono de n lados inscrito e circunscrito a ambas, que relacdo existe entre R,

red?
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Figura 11 — Poligono bicéntrico ABCD destacados R, re d

Para o caso particular em que os dois centros coincidem, teremos
poligonos regulares, que sempre sdo inscritiveis e circunscritiveis. Assim, todo

poligono regular € bicéntrico.

E se os dois circulos ndo sdo concéntricos, ou seja, a distancia d entre os

centros ndo é nula? Para responder a essas perguntas, analisaremos alguns casos.

4.1.

Tridangulos Bicéntricos

Todo triangulo possui um incentro e um circuncentro. Portanto, todo

triangulo é bicéntrico.
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4.1.1.

Formula de Chapple

Vamos agora entender a relagdo existente entre R, r e d para triangulos

bicéntricos.

Considere o triangulo ABC inscrito e circunscrito em Cl e C2,
respectivamente. Seja R o raio de C1, r o raio de C2 e d a distancia entre 0s
centros. Sejam O e | os centros de C1 e C2, respectivamente.

Figura 12 — Triangulo bicéntrico ABC

Prolongando o segmento Al, encontramos o ponto K em C1. Tracemos 0
diametro UV, de forma que o segmento UV contenha os pontos O e I. Tracemos

agora o diametro passando por K. Seja K’ a extremidade oposta a K.

Seja Z o ponto de tangéncia de C2 com o segmento AB. Tracemos agora
0s segmentos 1Z, IC e KCe CK".

Denotemos por a, B e y os angulos do tridngulo ABC, com BAC = a, CBA
=BeACB=y.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1311553/CA


PUC-RiIo - Certificagéo Digital N° 1311553/CA

24

Figura 13 — Triangulo bicéntrico ABC

As cordas AK e UV se intersectam em I, e, portanto vale
AL IK = [U.1V (1)
Mas IU = R+ d eIV = R — d. Substituindo em (1) temos,
ALIK =R +d).(R—d) = R?— d? )

Como 1 € incentro (ponto de encontro das bissetrizes) e o angulo CIK é

externo ao triangulo AIC, temos

aty

Além disso, med (BCK) = med (BAK), pois ambos sdo angulos inscritos

ao mesmo arco BK. Portanto,

med (ICK) = med (BCI) + med (BCK) = g + g.
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Assim, constatamos que os angulos CIK e ICK s@o congruentes e que 0

triangulo ICK ¢é isosceles. Dai, temos que
IK = CK (3)
Portanto a equacgéo (2) pode ser reescrita como
Al CK = R? — d? (4)

Observe o triangulo AlZ. Como Z é ponto de tangéncia, temos med(AZI)
= 90°. Temos também que med(ZAl) = % pois Al é bissetriz. Observe agora que 0
triangulo CKK’ também ¢ retangulo, pois KK’ ¢ didmetro e que med(CK’K) =
med(CAK) = % pois ambos sdo angulos inscritos a0 mesmo arco CK. Dai, temos
que os triangulos AIZ e CKK’ sdo semelhantes, donde

AL _ KK o ALLKC = 1Z.KK'
1Z KC

Mas IZ =r e KK' = 2R. Portanto
ALLKC =7.2R (5)
Logo, de (4) e (5), segue
2Rr = R? — d?

Tal resultado é conhecido como Teorema de Euler. No entanto, essa
relacdo foi descoberta pelo matematico inglés Chapple em 1746, que entendeu a
verdadeira légica do porismo: se houver dois circulos satisfazendo a ultima
formula, significa que hd uma infinidade de triangulos inscritos em um e
circunscrito em outro circulo. Esses triangulos sdo chamados triangulos poristicos.

Provavelmente, esta € a primeira apari¢do conhecida de porismas do tipo Poncelet.
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4.2.

Quadrilateros Bicéntricos

Para que seja bicéntrico, o quadrilatero deve ser:

a) Inscritivel, o que significa que seus vértices devem pertencer a uma
mesma circunferéncia.
b) Circunscritivel, quando os quatro lados sdo tangentes a mesma

circunferéncia.

As definicdes e proposicdes a seguir sdo, portanto necessarias para podermos

prosseguir.

Definigdo: Um quadrilatero é inscritivel se existir um circulo passando por seus

veértices.

Proposicédo 3.3: Um quadrilatero convexo ABCD, de lados AB, BC, CD e DA é

inscritivel se, e somente se, seus angulos opostos sdo suplementares.

Prova: Suponha que ABCD seja inscritivel.

Figura 14— Quadrilatero inscrito ABCD

Sendo med(A) a medida do angulo A, med(C) a medida do angulo C,
arc(BCD) a medida do arco BCD e arc(DAB) a medida do arco DAB, temos que
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arc(BCD) + arc(DAB) __ 3
2 2 -

med(A) + med(C) = 6200 = 180°.

Suponha agora que med(A) + med(C) = 180° e que ABCD néo seja
inscritivel. Considere o tridngulo ABD e trace a circunferéncia circunscrita a esse
triangulo. Seja E o ponto de interse¢cdo do lado BC com a circunferéncia,

conforme a figura.

Figura 15 — Quadrilatero inscrito ABED

Como ABED ¢ inscritivel, med(A) + med(E) = 180°. Portanto, temos
que med(E) = med(C), o que é um absurdo ja que o angulo E é externo ao
triangulo CDE.

Se C for interior ao circulo, chegamos a uma contradi¢do analoga.

Definicdo: Um quadrilatero é circunscritivel quando possui um circulo tangente a

todos os seus lados.

Proposicdo 3.4: Um quadrilatero convexo é circunscritivel se as bissetrizes de
seus angulos internos intersectarem-se em um Unico ponto, que serd o centro do

circulo inscrito.

Prova: Suponha que ABCD é circunscritivel.
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Figura 16 — Quadrilatero ABCD circunscritivel

Os pontos F, E, G e H séo pontos de tangéncia respectivamente aos lados
AB, BC, CD e DA. Entdo o centro | da circunferéncia inscrita esta a uma igual

distancia dos lados do poligono.

Figura 17 — Quadrilatero ABCD circunscritivel
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Assim, como bissetriz € o lugar geométrico dos pontos que estdo a uma
mesma distancia dos lados do poligono, podemos afirmar que | é a interse¢do das
bissetrizes dos quatro angulos internos do poligono ABCD.

Proposicdo 3.5: (Teorema de Pitot) Um quadrilatero convexo ABCD é
circunscritivel se, e somente se, a soma de dois lados opostos € igual a soma dos
outros dois., ou seja, AB + CD = AD + BC.

Prova: Suponha que ABCD seja circunscritivel e sejam F, E, G e H os ponto de
tangéncia de AB, BC, CD e DA com o circulo inscrito em ABCD.

Figura 18 — Quadrilatero ABCD Circunscritivel

AB + CD = (AF + FB) + (CG + GD)
Mas, AF = AH, FB = BE, CG = EC e GD = HD
Podemos entdo reescrever
AB + CD = (AH + BE) + (EC + HD)
= (BE + EC) + (AH + HD)

=BC+AD
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Reciprocamente, suponha que AB + CD = AD + BC. Se ABCD ndo for
circunscritivel, o circulo interior ndo vai tangenciar um dos lados. Seja CD esse

lado.

Existe entdo um ponto P em BC, tal que PD tangencia o circulo. Considere
que P est4 entre BC (o0 outro caso é anélogo).

Figura 19 — Quadrilatero ABCD néo circunscritivel

Temos que AB + PD = AD + BP. Como AB + CD = AD + BC, segue que
AB-AD =BP-PDe AB-AD =BC-(CD
Ou ainda, que BP- PD = BC - CD
CD-PD=PBC-BP
CD-PD=PC
CD=PC+ PD

O que contradiz a desigualdade triangular no triangulo PCD.
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Podemos afirmar entdo que, nem todos os quadrilateros séo bicéntricos.

Com base nas proposi¢Oes acima demonstradas, nota-se que:

e Todos os quadrados séo bicéntricos.

De fato, como todos os angulos sdo retos, dois angulos opostos séo sempre
suplementares. Por outro lado, como os lados tém mesma medida, a soma de dois

lados opostos é igual a soma dos outros dois.

r
(=]

Figura 20 — Quadrado ABCD bicéntrico

Note que, no caso do quadrado, os centros das circunferéncias inscrita e

circunscrita coincidem.

e Retangulos sdo apenas inscritiveis.

No retangulo, todos os angulos medem 90°, satisfazendo a condicdo para
ser inscritivel. No entanto, como seus lados opostos sdo iguais, mas diferentes dos
outros dois, segue que a soma de dois lados opostos serd também diferente da
soma dos outros dois. Apenas para 0 caso particular do quadrado, os retangulos

sdo bhicéntricos.
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Figura 21 — Retangulo EGHI inscritivel e ndo ciscunscritivel

e Paralelogramos sdo circunscritiveis apenas no caso do losango.

Para os paralelogramos, ndo podemos garantir que a soma de seus angulos
opostos seja 180°, com excecdo do quadrado. Portanto todos 0s outros
paralelogramos ndo sdo inscritiveis. Agora, especificamente no caso do losango,
teremos a soma de dois lados opostos igual a soma dos outros dois lados. Assim,

neste caso, o paralelogramo sera circunscritivel.

Figura 22 — Losango AEBD circunscritivel e ndo inscritivel
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Figura 23 — Losango AEBD circunscritivel e ndo inscritivel

e Trapézios Isdsceles sdo inscritiveis e podem ser circunscritiveis.

Trapézios isosceles possuem angulos opostos suplementares, e, portanto
sdo inscritiveis. No entanto, s6 serdo circunscritiveis quando a soma de seus lados

opostos for a mesma.

Figura 24 — Trapézio Isosceles AEFB inscritivel e ndo circunscritivel
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Figura 25 — Trapézio Isésceles AEFB inscritivel e circunscritivel

Existem muitos outros quadrilateros bicéntricos. Na verdade, para que 0

sejam, basta que satisfacam a formula a seguir, conhecida como férmula de Fuss.

4.2.1.

Férmula de Fuss

Nicolas Fuss (1755 — 1826), um amigo e estudante de Euler, descobriu que

um quadrilatero bicéntrico deve satisfazer a relagdo 2.r°.(R* + d°) = (R? — d?)*
Vamos agora demonstrar a veracidade dessa relacéo.

Considere o quadrilatero ABCD, inscrito em um circulo C1 de centro em
O e raio R e circunscrito em um circulo C2 de centro I e raio r. Os pontos K e L
sdo pontos de tangéncia do quadrilatero com respeito a C2. Seja d a distancias

entre os centros O e |.

Prolongando o segmento CI, encontramos o ponto E em C1. Da mesma
forma, prolongando o segmento Al, encontramos o ponto F em C1. Tracemos 0s
segmentos EO, OF, 10, IL e IK.
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Figura 26 — Quadrilatero inscrito ABCD

Como o quadrilatero ABCD esta inscrito em C1, os angulo A e C séo
suplementares. Por outro lado, a reta Al é bissetriz do angulo A e CI é bissetriz do
angulo C. Portanto, med(BAI) + med(ICB) = 90°.

Pela construcdo, IK = IL =r. Os triangulos AIK e CIL juntos formam um
triangulo retangulo de catetos Al e Cl, e hipotenusa AK + CL, conforme ilustram

as figuras a seguir.
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Figura 27 — Destaque dos triangulos AlK e CIL

/=900

Figura 28 — Triangulos AlIK e CIL juntos

Das relagdes métricas no triangulo retangulo, temos que
IL.(AK + CL) = Al.CI
Ou ainda

r.(AK + CL) = AI.CI (1)
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Aplicando o teorema de Pitagoras no triangulo AIC, temos
(AK + CL)? = AI? + CI? )
Elevando (1) ao quadrado
r2.(AK + CL)? = AI?.CI?
E substituindo (2) em (1)
r2. (AI* + CI?) = AI%.CI?
Donde

F= Tt 3)

Figura 29 — Destaque do triangulo EFI

Observe na figura acima que o segmento EF é didmetro, pois
med (DOF) + med (DOE) = 2.(med (DAF) + med (DCE)
= med(BAD) + med (BCD)

=180°


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1311553/CA


PUC-RiIo - Certificagéo Digital N° 1311553/CA

38

Portanto, EF = 2r e O € ponto médio do segmento EF. Assim, 10 é
mediana do tridngulo EFI. Utilizando o Teorema de Stewart (ver anexo), para o
célculo de medianas, segue
2

EF
EI? + FI? = 2.10% + T

Mas sabemos que 10 =d e EF = 2R.

EI? + FI? = 2.(d? + R?) (4)

Considere agora o didametro de C1 passando por O e por I. Sejam P e Q os

pontos extremos desse diametro.

Figura 30 — Destaque do diametro PQ

As cordas AF e PQ também se intersectam em |, valendo

AL FI = P1.QI
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Mas Pl =R —de QI =R + d. Temos portanto,
ALFI=(R +d).(R—d) = (R?- d? (5.1)

Por outro lado, as cordas AF e CE também se intersectam em I, e, portanto

vale
Al FI = CIl. EI
CL.EI = (R? — d?) (5.2)
Isolando Al e Cl em (5.1) e (5.2), e substituindo em (3) temos
1 _ FI? + EI?
r2 (RZ _ d2)2 (RZ _ d2)2
1 FI?+ EI?
ﬁ = (RZ— dZ)Z (6)
Substituindo agora (4) em (6),
1 2.(d* + R?
rz (RZ _ d2)2
Logo, 2r2(d? + R?) = (R? — d?)>.
4.2.2.

Reciproca da Formula de Fuss para quadrilateros

O objetivo é mostrar que, se vale a formula de Fuss, entdo o poligono é

bicéntrico.

Para tanto, sejam |, o centro da circunferéncia interior e O, o0 centro da

circunferéncia exterior. Prolongando o segmento Al encontramos 0 ponto E, e
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prolongando o segmento ClI, encontramos o ponto F, com E e F em C1. Considere
os angulos IAB = a ¢ ICB = B. Trace a corda GH que contém os pontos | e O. GH

é, portanto, didmetro de C1.

Figura 31 — Quadrilatero ABCD circunscrito e ndo inscrito

Temos med(EOB) = 2a e med(FOB) = 23 e portanto
med(EOB + FOB) = 2(a + B) (1)
Ja que AE e GH sdo cordas que concorrem em |, podemos escrever

o r.l1E _ r.l1E
Sena = U1 T ALIE - GIIH

Por outro lado, GI =R —d e IH = R + d. A igualdade acima pode ser

reescrita


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1311553/CA


PUC-RiIo - Certificagéo Digital N° 1311553/CA

41

r.lE
sena =
(R+d).(R-4d)
Ou ainda,
2 r2.1E?
SEM A = Rid)? (R-a)? )

Suponhamos que vale a fdrmula de Fuss para esse caso, ou seja,

1 2.(d*+ R?)

r2 (RZ _ d2)2
Que equivale a igualdade

1 2(d*+R?
2 (R+d)2(R—d)? (3)

Comparando (2) e (3), temos que

, IE?
S A= 5 ([d? + R?)
Analogamente, encontramos que
. IF?
sen’b = @ ¥ B
Somando as igualdades anteriores,
, , IE* + IF?
sen“a + sen ﬁ = m

Agora, no triangulo IEO, pela lei dos cossenos,
IE? = EO%* + 10% — 2.E0.10.cos(EOI)
IE? = R* + d? — 2.R.d.cos(EOI)

E, no triangulo IFO, também pela lei dos cossenos,
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IF? = FO? + 10% — 2.FO0.10.cos(EOI)
IF? = R?> 4+ d? — 2.R.d.cos(FOI)
Portanto,

R? + d? — 2.R.d.cos(EOI) + R?* + d? — 2.R.d.cos(FOI)
2.(d2 + RD)

sen’a + sen’p =

R.d.(cos(EOI)+cos(FOI))
2.(d?+ R?) (4)

sen’a + sen?f =1 —
Agora, usando (1),
med(EOI) + med (FOI) = 360° — (med (EOB) + med (FOB))
= 360°— 2(a + B)
Sabemos que o <90° e f <90°, e por isso, a + [ < 180°.
Vamos analisar trés possiveis casos para a equacéo (4).

e Casolia + fp <90°

Entdo med(EOI) + med (FOI) > 180°, sen?a + sen?f < 1e
cos(EOI) + cos (FOI) < 0.

Substituindo em (4) teremos sen?a + sen?p > 1, 0 que é uma

contradicéo.
e Caso2:a + f >90°

Entdo med(EOI) + med (FOI) < 180°, sen’a + sen?f > 1e
cos(EOI) + cos (FOI) > 0.

Substituindo em (4) teremos sen?a + sen?p < 1, 0 que é uma

contradicéo.

e Caso3:a + f =90°
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Entdo med(EOI) + med (FOI) = 180°, sen?a + sen?f = 1¢e
cos(EOI) + cos (FOI) = 0.

Substituindo em (4) teremos sen?a + sen?p = 1, 0 que é verdadeiro.
Portanto, « + £ = 90°.
Como med(BAD) = 2a e med(BCD) = 28,

med(BAD + BCD) = 180°

Logo, o quadrilatero ABCD é inscritivel o que implica que D pertence ao
circulo que passa por A, B e C. Fica comprovado assim que, para qualquer ponto
arbitrario inicial A, o quadrilatero ABCD sera bicéntrico.

4.3.

Pentagonos e outros poligonos

A relacdo existente entre os raios R, r e a distancia d, também pode ser
encontrada para pentagonos, hexagonos, etc. Diversos matematicos, como Jacob,
Steiner, Chaundy, Kerawala e Richelot, desenvolveram estudos a respeito dos

poligonos bicéntricos.

De uma forma mais pratica, eles definiram as seguintes igualdades:

A equacdo para triangulos bicéntricos pode entdo ser escrita como

a+b=c.
Para quadrilateros bicéntricos teremos a? + b? = c2.

Para pentagonos bicéntricos, a3 + b3 +c3 = (a+b).(b+c¢).(a+c) ou
ainda (a+b +c¢)® =4(a®+ b3+ ¢3).
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Propostas de Atividades

A seguir, sdo apresentadas trés propostas de atividades que podem ser
utilizadas em sala de aula, para que o proprio aluno compreenda o porismo de
Poncelet e perceba as relagbes expostas anteriormente a respeito dos poligonos

bicéntricos.

Para isso, é interessante que eles tenham acesso ao Geogebra, um recurso

bastante Util e dindmico na exposicao de conceitos e relacbes matematicas.

O professor deve direciona-los na construgdo, usando como base 0s passos

descritos.

Para facilitar a aplicacdo das atividades, a figura a seguir exibe as

principais ferramentas a serem utilizadas, bem como seus respectivos icones.

Ferramenta Icone
. oo
Elipse -\._) _
Ponto .A
Reta tangente O]
- o=
. ..
Poligono >
. |
Circulo dados centro e um de seus pontos | | (*)

Bissetriz .C.

Reta perpendicular )
Segmento <
Circulo dados centro e raio @'

Figura 32 — Tabela de ferramentas do Geogebra
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ATIVIDADE 1: Entendendo o Porismo

e Recurso utilizado: Geogebra
e Objetivo: Compreender a existéncia uma familia de linhas poligonais com

mesmo numero de vértices, inscritas e circunscritas as mesmas conicas.

Passo 1: Utilizando a ferramenta Elipse, construa duas elipses, uma interior a
outra. Sejam A e B os focos da elipse externa e D e E os focos da elipse interna.

Passo 2: Desmarque os focos D e E para facilitar a visualizagdo. Dica: Clique
com o botdo direito do mouse em cima do ponto que deseja desmarcar, e

selecione a opcao “Exibir objeto”.

Passo 3: Utilizando a ferramenta Ponto, marque um ponto sobre a elipse externa.

Seja G esse ponto.

Passo 4: Utilizando a ferramenta Tangente, trace a reta tangente a elipse interna
passando por G. Aparecerdo duas retas. Desmarque uma delas. Dica: Cliqgue com
0 botdo direito do mouse em cima da reta que deseja desmarcar, e selecione a

opg¢ao “Exibir objeto”.

Passo 5: Utilizando a ferramenta Ponto, marque o ponto H, intersecdo dessa

tangente com a elipse externa.

Passo 6: Utilizando a ferramenta Reta Tangente, trace a reta tangente a elipse

interna passando por H.

Passo 7: Utilizando a ferramenta Ponto, marque o ponto I, intersecdo dessa

tangente com a elipse externa.
Passo87: Repita o procedimento até obter os pontos J, K e L.

Passo 9: Mova os focos A e B até o ponto L coincidir com o ponto inicial G.
Apos fazer coincidir, desmarque o ponto L. Dica: Mantenha pressionado o botéo

direito do mouse e entdo mova o ponto desejado.

Passo 9: Utilizando a ferramenta Poligono, construa um poligono passando por

G, H, I, J, Ke G novamente.
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Passo 10: Desmarque as retas tangentes e os focos A e B para facilitar a

visualizacéo.

Passo 11: Mova o ponto G sobre a elipse externa.

Figura 33 — Atividade 1

Espera-se que, com essa atividade, o aluno perceba a existéncia de
infinitas linhas poligonais de cinco Vvértices, inscritiveis e circunscritiveis as

elipses. Dessa forma, estara compreendendo de fato o que o Porismo afirma.

ATIVIDADE 2: Triangulo

e Recurso utilizado: Geogebra
e Objetivo: Verificar o Teorema de Euler-Chapple para triangulos

bicéntricos.

Passo 1: Utilize a ferramenta Circulo dados centro e um de seus pontos para
construir um circulo com centro A e raio qualquer. Nesse momento o ponto B

aparecera.

Passo 2: Utilizando a ferramenta Ponto, marque os pontos C e D sobre a

circunferéncia determinada pelo circulo do passo anterior.

Passo 3: Construa o triangulo BCD, utilizando a ferramenta Poligono.
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Passo 4: Agora, utilizando a ferramenta Bissetriz, trace as bissetrizes de dois dos

angulos internos desse triangulo.

Passo 5: Utilizando a ferramenta Ponto marque o ponto de intersecdo entre elas.
Seja E esse ponto.

Passo 6: Desmarque as retas bissetrizes para facilitar a sua visualizacao.

Passo 7: Por E, construa a reta perpendicular a um dos lados do tridngulo BCD,
utilizando a ferramenta Reta Perpendicular.

Passo 8: Utilize a ferramenta Ponto para marcar o ponto de intersecdo da
perpendicular com o segmento. Seja F esse ponto.

Passo 9: Desmarque a reta perpendicular para facilitar a sua visualizagéo.

Passo 10: Construa o circulo de centro E e raio EF, utilizando a ferramenta

Circulo dados centro e um de seus pontos.

Passo 11: Utilizando a ferramenta Segmento, construa o segmento EF e nomeie-o
de “r”. Dica: Para nomear o segmento, clique com o botdo direito do mouse e

selecione a opg¢ao “Renomear”.

Passo 12: Utilizando a ferramenta Segmento, construa o segmento EA e nomeie-0
de ‘Gd,’.

Passo 13: Utilizando a ferramenta Segmento, construa o segmento AB e nomeie-0
(1e ‘GR”.

Passo 14: Clique em Exibir e em seguida, Janela CAS.
Passo 15: Na linha 1 digite 2*R*r e em seguida o simbolo ~.

Passo 16: Na linha 2 digite R"2 — d"2.
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Q GeoGebra

Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

'A7 /7 ’:17 I:)'V ®7 @7 'ég‘v xv ABC? if_zv ‘_I_.v

» Janela de Algebra
Cdnica

@ crx-2.02F +(y-0.727 =11
(X - 2,08 +(y - 0628 = 2.

Ponto
----- ® A=(292,072)
----- @ B=(6.3,0.14)
----- @ C=(0.62,3.26)
® D- , -1.55)
----- @ E=(2.08,062)
----- @ F=(0.47,0.71)
Reta

Segmento

-~ Tridngulo
“-@ poll=14.08

Entrada:

Perguntas:

1) O que vocé observa sobre os valores encontrados nas linhas 1 e 2 da janela

CAS?

2) Movimente os pontos B, C e D. O que acontece com os valores

----- a:0.87x+0.48y=212
----- e: 0.11x - 0.99y = 0.85
----- T 0.22x + 3.92y = 2.89

E4

b Janela CAS X
1 R
= 11.05
2 RAZ - d"2
= 11.05
3

b Janela de Visualizagdo

[m]

X

Entrar...

Figura 34 — Atividade 2

encontrados nas linhas 1 e 2 da janela CAS?

3) Tente fazer o ponto A coincidir com o ponto E, e verifique as medidas dos
segmentos que formam os lados do triangulo BCD. O que vocé pode

observar?

Espera-se que os valores obtidos nas linhas 1 e 2 da janela CAS sejam 0s
mesmos, verificando assim a relagdo 2.R.r = R? — d%. Assim, mesmo que o aluno
movimente os pontos B, C ou D, essa relagdo ainda vale. E quando os pontos A e

E coincidirem, espera-se que as medidas dos segmentos observados sejam iguais,

caracterizando assim o caso do triangulo equilatero.
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ATIVIDADE 3: Quadrilatero

e Recurso utilizado: Geogebra

e Objetivo: Verificar a formula de Fuss para quadrilateros bicéntricos.

Passo 1: Construa um circulo, utilizando a ferramenta Circulo dados centro e

raio. Escolha a medida do raio.

Passo 2: Utilizando a ferramenta Ponto, marque os pontos B e C sobre a

circunferéncia determinada pelo circulo do passo anterior.
Passo 3: Utilizando a ferramenta Segmento construa o segmento BC.

Passo 4: Agora, utilize a ferramenta Reta Perpendicular para tracar a reta
perpendicular ao segmento BC que passa pelo ponto A.

Passo 5: Utilizando a ferramenta Ponto, marque as intersecdes dessa reta com a

circunferéncia. Sejam D e E essas intersecdes.

Passo 6: Utilizando a ferramenta Poligono, construa o poligono que passa por B,
D,CeE.

Passo 7: Desmarque o segmento BC e a reta perpendicular para facilitar a sua

visualizacao.

Passo 8: Agora, utilize a ferramenta Bissetriz para tracar as bissetrizes de dois dos

angulos internos desse quadrilatero.

Passo 9: Utilizando a ferramenta Ponto marque o ponto de intersecdo entre elas.

Seja F esse ponto.
Passo 10: Desmarque as retas bissetrizes para facilitar a visualizacéo.

Passo 11: Utilize a ferramenta Reta Perpendicular e, por F, construa a reta

perpendicular a um dos lados do quadrilatero BDCE.

Passo 12: Utilizando a ferramenta Ponto, marque o ponto de intersecdo da

perpendicular com o segmento. Seja G esse ponto.

Passo 13: Construa o circulo de raio FG, utilizando a ferramenta Circulo dados

centro e um de seus pontos.
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Passo 14: Utilizando a ferramenta Segmento, construa o segmento FG e nomeie-0

de 66r79

Passo 15: Utilizando a ferramenta Segmento, construa o segmento FA e nomeie-0
de “d”.

Passo 16: Utilizando a ferramenta Segmento, construa o segmento AB e nomeie-0
de “R”.

Passo 17: Clique em Exibir e em seguida, Janela CAS.
Passo 18: Na linha 1 digite 2*r"2*(R"2 + d"2) e em seguida o simbolo ~.
Passo 19: Na linha 2 digite (R*2 — d"*2)"2 e em seguida o simbolo ~.

€7 GeoGebra (1) — [m] ¥

Arquive Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda Entrar...

.AT //7 "‘1'17 ﬁz‘? ®7 ®7 é? x? ABC? if_z? 4%..7

» Janela de Algebra #| | » Janela CAS A | ¥ Janela de Visualizagéo X

- Cohnica 2]

@ c(X-1.887+(y-2.62F -

ok (- 2147 + (y - 3.46) = 128.97
Ponto

1| rrRe2 )

A=(1.88, 2.62) ao an
B=(5.3,3.28) 2 | (Rz-d2yz
C =(-0.55,5.12) = 128.97
D = (2.92, 5.94)
E={0.84, 0.7)
F=(2.14, 3.46)
G = (-0.03, 2.94)
-~ Quadrilatero
L@ pol=2135
Reta
b: -5.85% + 1.84y = -6.18
1. 0.95% - 0.3y = 1.01
0: -0.06x -1y =-3.58
h: 0.52x + 0.85y = 4.07
i: 1.34x - 5,64y = -16.65
Segmento
® R-348
a=613
..@ b,=598
@ ©,=357
--@ d=0.88
- a4 _nce

< >
Entrada: 1)

Figura 35 — Atividade 3

Perguntas:

1) O que vocé observa sobre os valores encontrados nas linhas 1 e 2 da janela
CAS?

2) Movimente os pontos B ou C. O que acontece com os valores encontrados

nas linhas 1 e 2 da janela CAS?
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3) Tente fazer o ponto A coincidir com o ponto F, e verifique as medidas dos
segmentos que formam os lados do quadrilatero BDCE. O que vocé pode

observar?

Espera-se que os valores obtidos nas linhas 1 e 2 da janela CAS sejam 0s
mesmos, verificando a relacdo 2.r2.(R? + d%) = (R? — d°)% Assim, a0 movimentar
0s pontos B ou C, essa relagéo ainda vale. E quando os pontos A e E coincidirem,
espera-se que as medidas dos segmentos observados sejam iguais, caracterizando
assim o caso do quadrado. Observacdao: Como nem todo quadrilatero € inscritivel
e circunscritivel a0 mesmo tempo, o poligono construido deve possuir essa
caracteristica. Utilizamos para essa atividade o conhecido como “pipa” ou
“papagaio”, que tem dois pares de lados consecutivos congruentes, mas 0S Seus

lados opostos ndo sdo congruentes.
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Conclusao

O estudo dos poligonos bicéntricos € um assunto pouco abordado no
ensino basico e também nos cursos de graduacdo. A inscri¢do e circunscri¢do de
poligonos sdo normalmente estudadas de forma limitada, voltadas apenas para 0s
casos dos poligonos regulares, em especial, o triangulo, o quadrado e o hexagono.

O trabalho apresentado sugere uma abordagem mais ampla da inscri¢éo e

circunscricdo dos poligonos, tendo como base o porismo de Poncelet.

As propriedades dos poligonos bicéntricos sdo extremamente interessantes,
e podem facilmente ser compreendidas por alunos do ensino médio. Além disso,
possibilita fazer ligacbes com outros conteldos da geometria, tais como arcos,

angulos, poténcia de ponto, tangéncia, etc.

Espera-se que o estudo apresentado nesta dissertacéo facilite a introducéo
dos poligonos bicéntricos em sala de aula, desperte nos alunos a curiosidade e a
necessidade de ampliarem seus conhecimentos, e motive os professores ao uso de

novas ferramentas e abordagens.
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Anexo

O Teorema de Stewart

O Teorema de Stewart relaciona os comprimentos dos lados de um
triangulo com o comprimento de uma ceviana. Pode ser aplicado a qualquer

ceviana.

Na demonstragdo apresentada anteriormente, ele foi utilizado para o
calculo da mediana.

Teorema: Seja ABC um triangulo qualquer, cujos lados medem a, bec. Sejad
uma ceviana e D o ponto de intersecdo da ceviana com o lado BC. Entéo

a’m+ b*n— d%c = mnc

Demonstracao: Considere a figura a seguir:

Figura 36 — Triangulo ABC e ceviana d

Sejam o ¢ P os angulos formados pelos segmentosmede ned,

respectivamente. Temos que a e  sdo suplementares.

Pela lei dos C0SSenos, temos que:
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b? = m? + d? — 2.d.m.cos(a)
a? = n?+ d?— 2.d.n.cos(B)
Mas cos(a) = — cos(p). Entao,
b? = m? + d? — 2.d.m.cos(a)
a’ = n?+ d?>+ 2.d.n.cos(a)
Multiplicando a primeira equagdo por n e a segunda por m, fica
b’n= m?n+ d?>n—- 2.d.m..n.cos(a)
a>m= n .m+ d* .m+ 2.d.m.n.cos(a)
Somando as equagdes, obtemos:
a’m+ b n=n’m+min+ d’n + d*m
a’>.m+ b .n=mn(m+n)+ d? (m+n)
Mas ¢ = m + n. Logo,
a’.m+ b2 n= mn.(c)+ d%(c)

a’m+ b?n — d?c = mncg

Agora, para o0 caso em gue d é mediana, teremos m = n.
a’m+ b*m — d?*c =m?c
Mas ¢ = 2m. Portanto,
a’m+ b*m — d?2m =m?2m
Dividindo por m,

a’ + b? — d?2 =m?2

2
a’?+ b?=— + 2d?

56
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