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Desenvolvimento de Teorias de Placas

Neste capitulo mostra-se o desenvolvimento da formulagdo utilizada
para a realizacdo do estudo de andlise de vibracao e flambagem de placas
circulares anulares.

Para fazer um resumo breve dos autores que pesquisaram sobre o
tema de placas, € necessario mencionar o matematico e fisico Euler que em
1776 realizou uma andlise de vibracao livre de problemas de placas eChadni,
fisico alemdo que também investigou a vibracdo de placas. A teoria de
Kirchhoff contribuiu no estudo de teoria de placas de flexdo. No final do
século XIX e inicio do século XX, o interesse por este tema aumentou devido
aos construtores navais terem mudado seus métodos de construcao ao
substituir a madeira por aco estrutural. Esta mudanca de materiais estruturais
foi extremamente proveitosa para o desenvolvimento de vérias teorias de
placas, Krylov e seu aluno Bubnov contribuiram extensivamente com a teoria
de placas finas com rigidez a flexdo e extensionais. Galerkin também
estudou problemas de placas sujeitas a flexao.

Stephen P. Timoshenko fez uma contribuicao significativa para a teoria
e aplicacdo de analise a flexdo de placas circulares. Entre as inUmeras
contribuicbes importantes de Timoshenko tém-se as solugbes de placas
circulares e a formulacdo de problema de estabilidade elastica serao
necessarias para o desenvolvimento e compreensao desse trabalho.

Este assunto e tratado por (TIMOSHENKO e WOINOWSKY-KRIEGER,
1959) onde apresentam uma profunda analise de diversos problemas de
placas a flexdo. Entre outras literaturas podemos apresentar (VENTSEL e
KRAUTHAMMER, 2001), onde se soluciona o problema da placa fina circular

com um carregamento uniforme axissimétrico (simetria axial).
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O trabalho de (CHAKRAVERTY, 2009) também auxiliou o
desenvolvimento deste trabalho. Ele estudou as vibracbes em placas
circulares anulares finas elipticas utilizando polinbmios ortogonais de duas
dimensdes de contorno caracteristico (BOPs 2D).

Nas ultimas décadas tem-se estudado o problema de vibracdo de
placas circulares finas, uns destes personagens importantes sdo: (WEAVER,
JR, TIMOSHENKO e YOUNG, 1990) que calcularam as frequéncias e modos
de vibracbes em placas circulares.

A andlise do valor critico da forga axial de compressao uniforme foi
realizada por (TIMOSHENKO e GERE, 1963). Esta analise foi realizada para
dois casos diferentes; o primeiro para uma placa simplesmente apoiada no
contorno e a segunda analise para uma placa engastada em todo o contorno.

No artigo de (HOSSEINI-HASHEMI, ES'THAGHI, et al., 2010) encontra-
se o calculo das frequéncias naturais e deslocamentos para placas circulares
espessas, com diferentes condigdes de contorno e com base na teoria de
deformacao de teceira ordem de Reddy.

Numa publicacdo (ALIPOUR e SHARIYAT, 2011) fez a andlise de
flambagem das placas circulares viscoelasticas com gradacéo funcional e a
analise de sensibilidade completa para avaliar os efeitos de varios
parametros na carga de flambagem.

No trabalho de (MAZHARI e SHAHIDI, 2011) encontra-se determinado
o comportamento pos-flambagem de placas homogéneas circulares com furo
concéntrico submetido a uma carga radial uniforme utilizando o método de
Rayleigh-Ritz, usando também a teoria ndo-linear Von-Karman.

Os estudos de (WANG, XIANG, et al., 1993) analisaram placas Mindlin
circulares com suportes de anéis concéntricos carregados radialmente, em
que a solucdo deste problema teve como base a abordagem de Rayleigh-
Ritz e também analisaram determinados fatores de flambagem.

A formulagdo do método Rayleigh-Ritz (COOK, MALKUS, et al., 2002)
tem uma forma classica no método dos elementos finitos, ele foi originado

em 1870 por Rayleigh e depois foi generalizado por Ritz através da
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construgdo de um campo de aproximacdo de varias fungdes, as quais
satisfazem as condicbes cinematicas. Este método é um procedimento para
a determinacdo de parametros de um campo de deslocamentos
generalizado.

2.1
Consideracoes Iniciais

Considera-se uma placa circular anular sujeita a diferentes tipos de
carregamento, conforme é mostrado na Fig. 2.2 e 2.3. Onde se consideram

as seguintes variaveis:

a = Raio Externo

b = Raio Interno

q,. q, = Carregamento axissimétrico

Do» Py» P, = Carregamento ndo axissimétrico

Pz = Carregamento Pontual

Utiliza-se um sistema de coordenadas cilindricas, no qual os eixos r e 0
descrevem o plano médio da placa e o eixo z € perpendicular a mesma, a

orientacao positiva dos eixos coordenados sdo mostrados na figura 2-1.

V4

Figura 2-1: Eixos Coordenados
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Figura 2-2: (esquerda) Carregamento pontual, (direita) Tipo de carregamento axissimétrico,
ambos o0s casos para uma placa circular.

P

z(w)

N\ VANV AN AN

Figura 2-3: (esquerda) Tipo de carregamento Axissimétrico, (direita) tipo de carregamento
nao axissimétrico, ambos os casos para uma placa circular anular.

A fungdo que descreverd os carregamentos axissimétricos e nao

axissimétricos com variacao linear na placa sera a seguinte:


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1312969/CA


PUC-RiIo - Certificagéo Digital N° 1312969/CA

Capitulo 2 — Desenvolvimento de Teorias de Placas 26

q. =g, + 1= (r—b)+ p, (Lj siné
) a-b a
O valor de # sempre dependera da variacao nao axissimetrica.

2.2
Placa Fina

Para analise da placa fina consideram-se as seguintes hipéteses:

¢ A deflexdo do plano médio da placa é pequena em comparacao a
espessura, portanto a inclinacao da superficie deformada é muito
pequena e o quadrado da inclinacdo é uma quantidade

desprezivel.

¢ As linhas retas inicialmente normais ao plano médio permanecem
retas e perpendiculares a superficie meédia, e durante a
deformacdo o comprimento de tais elementos ndo é alterado.

Isto significa que as deformagbes de cisalhamento y, e y,. séo

despreziveis e a deformagdo normal & pode também ser
omitida. A tensdo normal ao plano médio o é pequena em

comparagao com os outros componentes de tensao e pode ser
desprezada nas relagdes tensao-deformacéo.

e Assumindo que os deslocamentos de uma placa sdo pequenos,
assume-se que a superficie média permanece sem tensao

depois da flexao da placa.

Muitas dessas suposi¢des conhecidas como hipéteses de Kirchhoff, sao
analogas as da teoria de flexdo simples de vigas. Estes pressupostos
resultam na redugdo de um problema de placa tridimensional para um
bidimensional. Consequentemente, a equacao que rege a placa pode ser
derivada de uma forma para frente de forma concisa e direta. A teoria de
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placas com base nas premissas acima € referida como a teoria classica de
Kirchhoff. Salvo disposicdo em contrario, a validade da teoria de Kirchhoff é

assumida para placas finas.

23
Placa Espessa

Para placas espessas as hipoteses de Kirchhoff deixam de ser
adequadas. Neste caso, a Teoria de Reissner-Mindlin permite considerar
efeitos significativos das deformacdes de cisalhamento.

O sistema de eixos coordenados a ser considerado é o sistema ré@z
representado na figura 2.4, o qual é definido de tal modo que o plano r @ seja

coincidente com o plano médio da placa antes da deformacéao e o eixo z seja
normal ao plano médio da placa.

As hip6teses de Reissner-Mindlin que sdo consideradas validas para
placas espessas, utilizadas para efeitos de representacdo do campo de
descolamentos e das tensdes em placas com isotropias totais submetidas a

ac6es normais ao plano médio, sao:

e A superficie média € plana e indeformavel, ou seja, as
deformacdes no plano ré sao nulas.

¢ As linhas retas inicialmente normais ao plano médio permanecem
retas, mas ndo necessariamente normal a superficie média
fletida. Tendo em conta isto, os deslocamentos u, e u, de um
ponto P da placa situado a uma distdncia zdo plano médio
podem ser calculados a partir dos valores das rotagées ¢, e ¢,

da normal que ap6s deformacdo se admitiu ser linear, mas nao

necessariamente normal a superficie média fletida.
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Figura 2-4: Geometria de uma por¢ao da placa com superficie media.
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Formulacao do problema
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Para a descricdo da espessura de uma placa circular anular mostrado

na figura 2.5, sdo considerados o0s seguintes parametros:

h, =Altura do raio interno

h, =Altura do raio externo

0

Figura 2-5: Caracteristicas geométricas de uma sec¢éo da placa circular

Para uma forma conveniente de representar a relacdo entre

deformacgdes e caracteristicas do material é preciso escolher um campo de

deslocamento.
Campo de deslocamentos
Sabe-se que o campo de deslocamentos tem a seguinte forma:
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u,(r,6,2)=z0,
MH(I’, o, Z):_Z ?,

uz(r, o, z) =w

(4)

29

Onde u,e u, sdo os deslocamentos radial e angular da superficie

média da placa; u, € o deslocamento transversal; ¢, e ¢, sdo as rotagbes

em o plano r-z e o plano 6-z.

Relacdes de deslocamentos e deformacgdes.

As deformacdes associadas com os deslocamentos sdo dadas pelas

seguintes relacdes:

Onde ag.) (¢=u,,u,, u_) é a derivada respeito de (r,6, z).

(5)

(10)
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Figura 2-6. Grafica do estado de tensdes em um elemento infinitesimal da placa.

Relacao tensdo deformacéao
A relacdo tensdo deformagdo para uma placa elastica pode ser
descrida pela seguinte forma:

(11)

O-rr = (1—V2 (grr +Vg€9)
(12)
Op = (1—V2 (‘999 +Vgrr)
o.=0 (13)
_E (14)
ré 2(1+V) 7r9
E (15)
O-rz = 7rz
2(1+v)
__E (16)
0z 2(1+V) 7/192

Nas expressdes acima, E é o Modulo de Young e v e o coeficiente de

Poisson. Na teoria das placas finas as tensées o,_, o,. so desprezadas.
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As tensdes sao proporcionais a distancia z do elemento diferencial,
pode-se analisar na figura 2-7, que a distribuicdo destas tensdes nas faces
do elemento pode ser reduzida pela representacdo dos momentos atuantes.
Para uma placa fina obtém-se os esforcos, com as seguintes férmulas.

92w 1ow 1 9*w)] (17)
M,_=-D S, oW
" 0_ or? V{r or r* 06* j_
Tow 1 9w 3w ]| (18)
M, =-Do| -+
o O_r or r* 06° V(arz j_

2
M., = (1_V)D0{18_W_L aw}

Da mesma forma podemos representar os cortantes

o(3*w 1ow 1 9w (20)
=—Do — L
. Oar(8r2+r8r+r2 a@zj
19 (3w 1ow 109w (21)
=—Do —— f——t—
Qo ? r 8(9(8}’2 ror’ r? BHZJ

Para uma placa espessa obtém-se os esforcos por médio de uma
integracao através da espessura, sendo cada um deles calculado num

comprimento unitario, com as seguintes férmulas.

M, = h//22 o zds (22)
hi2 23

M g5 = . 008 zdz (23)
hi2

MVH = /20}’6 ZdZ (24)

As forcas cortantes podem-se obter da mesma forma.
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0. :J‘h/z 2 dz (25)

—ni2 "%

hi2 o, 2 dz (26)

Qo =

—h/2

Onde M, eM,, sédo os momentos fletores; M,,é o momento de tor¢éo

que atua no plano da placa, como pode se mostrar na figura 2-7.

/
‘// Mﬂr' +

Mg,

0 de

Figura 2-7: Momentos e esforgos cortantes do elemento infinitesimal.

Equacao para o deslocamento vertical da placa
Se a placa estiver sob um carregamento uniforme o deslocamento

vertical w sera independente de 8, o que leva a uma solucao geral da

seguinte forma:

2 2 4 (27)
w=C, + (ij C,+ ln[LjQ + [iJ 1n(1)c4 +- 47
a a) a a 64Do

Onde C,,C,,C,eC,sao constantes de integracdo, que podem se

encontrar para diferentes condigdes de contorno.
No caso de um bordo engastado, as condi¢cées de contorno serao
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=0 (%] -0 )
or ),

No caso de um bordo simplesmente apoiado
(w),=0 (M,) =0 (29)

No caso de um bordo livre

_ (o LM, (30)
(M,) =0 V—(Q, ; aaj

Se a placa estiver sob um carregamento variavel linearmente o

deslocamento vertical w tera a solucao geral da seguinte forma:

1 pa4|: rY r rY a r r (31)
w=— [—j +[—jCl+[—j C2+(—jC3+(—jln(—jC4:lcos0
192 Do |\ a a a r a a

Da mesma forma ¢,,C,,C; e C, sao constantes de integragdo, que

podem se encontrar para diferentes condicbes de contorno. As solucdes
acima estao disponiveis nos textos classicos sobre placas (TIMOSHENKO e
WOINOWSKY-KRIEGER, 1959).

Método Rayleigh-Ritz
A energia de deformagao total do sistema V é igual a soma da energia
de deformacéo por flexdo U de uma placa circular e a energia potencial das

cargas externas Q (sujeita a um carregamento transversal ¢q_):
V=U+Q (32)

A energia de deformacéo por flexdo de uma placa fina sujeita a uma
base elastica, desprezando-se o efeito das tensées no eixo z como menciona

a teoria classica de placas, € dada por:
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(33)

U= % _[: .[02” j_hh//22 (0',,_8,,. +0 €09+ 0,070 +0,. Y, + 0o Ve, ) rdrd@dz

+% [/ j02”kw2rdrde

A primeira integral acima representa a energia de deformagédo por
flexdo e a segunda representa a energia potencial armazenada nas molas
que representam o apoio elastico da placa.

A energia potencial das cargas externas Q, para um sistema
conservativo, € igual ao trabalho realizado pelas cargas aplicadas quando a
estrutura esta deformada, e é dada pela seguinte equacéo:

Q= —J: J.:” g, wrdrd6 (34)

Onde ¢, e a componente do carregamento externo transversal aplicado

sobre a superficie da placa, e w € a funcéo de deformacao do elemento.

Analise dinamico
Para o problema de dinamica de placas pelo método das energias é
preciso ter a expressdo da energia cinética T que é dada pela seguinte

expressao:

T= %.[: .[02” ” p(b.trz +”“62 + uzz)rdrdedz %

—hl/2

Onde p é a densidade da placa; e o ponto acima dos campos de

deslocamentos representa a diferenciacdo com respeito ao tempo.

Frequéncias Naturais
O calculo das frequéncias naturais e os modos de vibragdo conduzem a

um problema linear de autovalor e autovetor generalizado da seguinte forma.

(k,]-@[M]{s}=0 (36)
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Onde os autovalores representam o quadrado das frequéncias naturais
e os autovalores os modos de vibragéo.

Calculo da Carga critica de Flambagem

Para o calculo da carga critica aproximada de flambagem, utiliza-se o
método variacional Rayleigt-Ritz, a determinacdo da carga critica de
flambagem pode ser obtida através da minimizagdo do quociente de Rayleigh
comecando da igualdade da energia de deformagéo e o trabalho das forgcas

externas.

([KE]_;L[KG]):O (37)

A=[K.]"[K,] (38)

A magnitude de carga critica é representada pelo fator A; portanto, o
valor da carga critica resulta da relagdo entre a matriz da energia de
deformacdo geométrica [KG] pela matriz da rigidez da energia de
deformagao elastica[K , ].

No qual a energia de deformacao elastica e dada pela seguinte forma:

(39)

~hl2 ~h/2

[KG]:% [T owes’ rdrdt9dz+% ['[°[" 0,0 rard6d:

Para este caso da placa circular anular, as tensdes distribuidas nas

faces séo o, e 0, .

Para obter os valores das cargas criticas axiais P, é preciso conhecer

a solucado do problema de Lamé, cuja solugcédo representa tensées de um
cilindro oco submetido a uma pressao uniforme nos bordos externos e

internos, para isso tém-se as seguintes expressoes:

nt ext

) 2 2 2 2 2
" a’—b r a’—b

_bzaz(Pexz_Pint)i_i_P bz_P a2 (40)
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_pva(,-P,)1 P,b’-P,d (41)
60 aZ _bZ r2 aZ_bZ

€ a pressao externa P

Nas expressbes acima, P > € a pressao

ext

externa uniformemente distribuida como pode se ver na figura 2.8. Para a

obtencdo de P, teremos que tomar em conta a seguinte igualdade:

(42)

=

Figura 2-8: Pressao axial uniformemente distribuida interna e externa da placa circular.
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