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Resumo

Lima, Kelisson Ferreira de; Saldanha, Nicolau. Poligonos construtiveis por
régua e compasso: uma apresentacdo para professores da educacéo
bésica. Rio de Janeiro, 2015. p.54. Dissertacdio de Mestrado -
Departamento de Matematica, Pontificia Universidade Catolica do Rio de
Janeiro.

O objetivo deste trabalho é trazer a tona conceitos importantes da geometria
no plano euclidiano sob o titulo de construcBes geométricas, cada vez mais
esquecidos nos curriculos escolares brasileiros. Nossa primeira ideia € mostrar a
dificuldade que professores do ensino médio poderdo encontrar ao tentar descobrir
quais conceitos validam suas praticas ja& que os argumentos que validam a
possibilidade ou a impossibilidade de algumas constru¢Ges geométricas residem
numa algebra abstrata de dificil compreensdo e dominio por parte dos professores,
sobretudo aqueles que ndo cursaram disciplinas mais avancadas em matematica.
Vamos comentar sobre os principais problemas da antiguidade que motivaram os
matematicos as descobertas de novas propriedades, apresentar tais construcdes
geomeétricas e apresentar uma descri¢cdo algébrica das construcGes geométricas. A
ideia é que através da algebra abstrata podemos obter argumentos que validem a
possibilidade e impossibilidade de tais construcdes e assim aumentar a cultura
matematica do professor do ensino médio e ndo transforma-lo num expert no

assunto.

Palavras-chave
Geometria; desenho geométrico; poligonos construtiveis por régua e
compasso; aplicacGes da extensdo de corpos.
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Abstract

Lima, Kelisson Ferreira de; Saldanha, Nicolau (Advisor). Constructible
polygons in ruler and compass: A presentation for middle and high
school teachers. Rio de Janeiro, 2015. p.54. MSc. Dissertation —
Departamento de Matematica, Pontificia Universidade Catolica do Rio de
Janeiro.

The main purpose of this work is to rescue the important concepts in
geometric constructions. Concepts that are being progressively forgotten by
Brazilian curriculums in schools. First, we want to present the difficulties that
high school teachers might face when they will try to formalize concepts like the
possibility or not to construct some figures in the Euclidean plane, especially
those who have not studied advanced math courses at undergraduation. We
comment on the main problems of antiquity that led mathematicians to new
discoveries properties, we present geometric constructions as well as an algebraic
description of these geometric constructions. The idea is that through abstract
algebra we can present arguments about the possibility or impossibility of such
constructions. In this work, we will comment that abstract algebra will help
teachers to validate some arguments that involves the possibility or not to
construct some figures as well as to enlarge high schools teachers’ culture, not

trying to make them experts in the subject.

Keywords
Geometry; geometric design; constructible polygons by ruler and compass;
bodies of extension applications.
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1. Introducéao

E muito importante esclarecer o que significa a expressao “construir
por régua e compasso” no que tange a linguagens matematicas, para que
um marco conceitual seja estabelecido, norteando todo o trabalho.
Nessas construcdes sdo permitidas apenas:

. Tragar uma reta conhecendo seus dois pontos;

. Tragar um circulo conhecendo seu centro e um ponto arbitrario do
circulo;

Determinar interseccdo de retas, reta e circulo ou circulos e de
pontos que podem ser construidos através de uma sequéncia finita de
operacoes: interseccdes de retas (veja figura 1.1), interseccdes de retas
com circunferéncias (veja figura 1.2) e intersecc¢des entre circunferéncias

(veja figura 1.3).

Figura 1.1 - Interse¢&o entre retas

Figura 1.2 - Intersegé&o entre reta e circulo
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Figura 1.3 - Intersegé&o entre circulo

Professores de matematica do ensino médio e professores
graduados em desenho geométrico reconhecem de maneira instintiva tais
verdades e quase sempre as justificam pelo fato de que “a régua é capaz
apenas de tracar uma reta conhecidos dois de seus pontos e 0 compasso
capaz apenas de tracar um circulo quando conhecidos o centro e o raio”.

Muitos professores justificam que de base dessas regras pode-se
tracar retas perpendiculares e retas paralelas apenas com régua e
compasso e que estas construgcdes sado de extrema importancia no

desenvolvimento dos diversos conteddos subsequentes.

1.1. Retas Perpendiculares
Dada uma reta r e um ponto P pertencente a r. Queremos tracar
uma reta perpendicular a reta r passando pelo ponto P (veja figura 1.4).

L ]

Figura 1.4 - Reta r e um ponto P n&o pertencente a r
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Com o compasso centrado em P tragcamos uma circunferéncia

passando por B (veja figura 1.5).

C\/ﬁ

Figura 1.5 - Intersecgéo entre o circulo de centro P e aretar

Da mesma forma, tracamos uma circunferéncia de centro em B
passando pelo ponto P e uma de centro em C passando pelo ponto P. A
interseccdo dessas Ultimas duas circunferéncias determina o ponto G. A

reta que passa, por P e por G é perpendicular a reta r (veja figura 1.6).

&

Figura 1.6 - Reta s perpendicular a reta r passando pelo ponto P

JUSTIFICATIVA: Como PB = PC e GB = GC, a reta que passa pelos

pontos P e G é mediatriz de BC e portanto € perpendicular a retar.
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Veja que cada etapa da construcdo os pontos foram obtidos pela
intersecdo entre retas e circunferéncias, que obedecem as regras

descritas acima.

1.1. Retas paralelas
Dados a reta r e um ponto P ndo pertencente a r. Queremos tragar

uma reta paralela a r passando por P (veja figura 1.7).

[ ]

Figura 1.7 - Reta r e um ponto P

Com o centro do compasso em P tracamos uma circunferéncia

passando pelo ponto B (veja figura 1.8).

Figura 1.8 - Interse¢&o entre o circulo de centro P e aretar

Agora com o compasso centrado em B tragcamos uma circunferéncia

passando por P encontrando o ponto C na reta r (veja figura 1.9).
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(%\
U C

Figura 1.9 - Intersec¢édo entre o circulo de centro P e aretar

Agora com o compasso centrado em C tragcamos uma circunferéncia

passando por B. A intersecdo destas duas Uultimas circunferéncias

determina o ponto D. A reta que passa pelos pontos P e D é paralela a

N
/AR

Figura 1.10 - Intersecao entre o circulo de centro em B e o circulo de centro

reta r (veja figura 1.10).

-

JUSTIFICATIVA: Como os segmentos PB, BC, CD e DP séo de
mesma medida entdo o quadrilatero PBCD é um losango. Com isso a reta
gue passa pelos pontos P e D é paralela a retar.

Veja que cada etapa da construcdo os pontos foram obtidos pela
intersecdo entre retas e circunferéncias, que obedecem as regras
descritas acima.

Com base nessas constru¢cdes vemos claramente que as regras nao
foram descumpridas em nenhum momento e com isso podemos usar
paralelas e perpendiculares sempre que formos fazer uma construcao

com régua e compasso.
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Uma observacdo importante a se fazer € que alguns métodos
usados em aulas de desenho geométrico ndo séo tao rigorosos como 0s
critérios apresentados nesse trabalho. Métodos usados para tracar
paralelas com o par de esquadros, angulos de 30°, 45° e 60° contidos nos
esquadros, tragar uma circunferéncia conhecendo o centro e uma medida
qualquer, ndo sé&o utilizados nesse trabalho pois ndo atendem

necessariamente as regras descritas acima.
1.2. Problemas famosos em Geometria — Um apanhado histérico

Trés problemas ficaram famosos ao longo dos séculos por serem
conhecidos como impossiveis de serem construidos usando somente
régua e compasso

Séo eles:

1) A duplicagao do cubo que consiste em construir um cubo com o
dobro do volume de um cubo original. Esse problema também conhecido
como problema de Delos serve para mostrar que dado um cubo de aresta

a, construir um cubo com o dobro do volume seria construir um cubo de

aresta a2 (veja figura 1.11)

Figura 1.11 - Duplicagdo do cubo

2) A quadratura do circulo que consiste em construir um quadrado
com area igual a de um circulo dado. Esse problema nos leva a
construcdo de um numero igual xv/m onde x € o lado do quadrado (veja
figura 1.12).
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Figura 1.12 - Quadratura do circulo
3) A trisseccdo do angulo que consiste em dividir em trés partes
iguais um angulo dado. Veremos que isso é impossivel até mesmo para

um angulo de 60° (veja figura 1.13).

Figura 1.13 - Trissec¢éo do angulo

Esses problemas ficaram sem solucdo cerca de dois mil anos, mas
somente nos séculos XVIII e XIX foi demonstrado que tais problemas
eram impossiveis de serem resolvidos com régua e compasso. Alguns
dos matematicos que contribuiram para isto foram: Gauss (1777 — 1855) e
Galois (1811 — 1832). Muitos gebmetras acharam ter resolvido algumas
destas questdes, porém todas as solu¢des apresentadas sdo resolucdes
aproximadas e sO puderam ser formalmente justificadas com o avanco da
algebra e da andlise.

Como consequéncia das solucdes para esses problemas estdo as
impossibilidades de construgdo de certos poligonos regulares com o0s

vértices em uma circunferéncia no qual veremos mais adiante.
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2.Da Geometria para Algebra

A parte da matemaética que da conta da formalizacdo deste contetudo
€ a algebra, em especial a Teoria da Extensdo de Corpos.

Corpo: Um corpo € uma estrutura composta por conjunto K, munido
de duas operagOes, uma chamada adi¢céo, que faz corresponder a cada
par de elementos x, y € K sua soma x + y € K e multiplicacdo que associa
esses elementos ao seu produto x. y € K. Este conjunto K munido de tais
operacbes devem satisfazer a certas condigbes abaixo, chamadas
axiomas de corpo.

I. Axiomas da adicao:

i. Associatividade: (x +y) + z = x + (y + z) quaisquer que sejam X, y

ezekK.

ii. Comutatividade: x +y =y + x quaisquer que sejam xe y € K.

iii. Elemento neutro: existe 0 € K tal que x + 0 = x qualquer que seja x
e K.

iv. Simétrico:vxeK3zeKtalquex+z=0

II. Axiomas da multiplicacéo:
i. Associatividade: (x.y). z = X. (y.z) quaisquer que sejam X,y e Z €
K.
ii. Comutatividade: x.y = y.z quaisquer que sejam xe y € K.
iii. Elemento neutro: existe 1 (um) € K tal que 1 # o e x. 1 = X
qualquer que seja x € K.
iv. Inverso multiplicativo: V x € K, tal que x # 0, existe um inverso z €

K tal que x. z=1.

ul”
X

v. Chamamos de “-x” o simétrico de x e de o inverso de x. Com

. ~ ~ a 1
iISSO a operagao a—b =a + (-b) e a operagao S =a.

Dada uma reta r construida a partir de dois pontos A e B. Assumindo
o valor O para o ponto A e 1 para o ponto B dizemos que o segmento AB
€ um segmento unitario e cada ponto marcado sobre r representara um
anico numero real. Assim diremos que um ponto P € construtivel se seu

numero real a for construtivel a partir do segmento AB.
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Vamos mostrar que o conjunto dos numeros construtiveis € um

corpo. Observe que trivialmente O e 1 pertencem a ele (veja figura 2.1).

Figura 2.1 - Representagdo do segmento unitario AB e o nimero a

Isto implica que se a é construtivel entdo — a também seré (veja
figura 2.2).

Figura 2.2 - Simétrico de a

E é também sera (veja figura 2.3).

Figura 2.3 - Inverso de a
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E agora, se podemos construir um namero real a e um nuamero real
B entdo poderemos construir as seguintes operagcées com a e 3 (veja
figura 2.4).

Figura 2.4 - Representagbes de a e

|. a+ (B: Basta centrar o compasso em P e com uma abertura igual a

B, medida de AQ, tracar um arco a direita do ponto P.

Il. a—B: Da mesma forma basta centrar o compasso em P e com uma

abertura igual a 3, medida de AQ, tragar um arco a esquerda do ponto P.

Para tracar esses arcos, usamos uma reta paralela a reta que
contém 0s segmentos e com isso fazemos as construcdes das operacdes

(veja figura 2.5).

a |@
+
™

Figura 2.5 - Operagéo a+f3 € a-f
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. o.p
Usamos a quarta proporcional (veja figura 2.5).

Figura 2.5 - Operagéo a.8
IV. a/

Usamos a quarta proporcional (veja figura 2.6).

alf

Figura 2.6 - Operagéao o/

Essas operacdes obtidas nas figuras 2.5 e 2.6 construidas a partir

do segmento unitario sdo chamadas de quarta proporcional. Esse

processo também serve para determinar o segmento % (veja figura 2.7).
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1fa

Figura 2.7 — operacéo %

Isto constata que o conjunto dos numeros construtiveis forma um
corpo. Observe que todos 0s numeros racionais sao construtiveis.

Estas construcdes sao demasiadamente elementares e de dominio
dos professores de ensino fundamental e médio, sejam estes com
formacdo especifica em desenho geométrico sejam eles professores de
matematica. Notem que o que estd sendo feito é uma simples
contextualizacdo geométrica (associacdo de numeros racionais as
medidas no plano euclidiano)

Mas podemos ver também que ndo sé os numeros racionais Sao
construtiveis.

Lema 1: Se a € um numero construtivel e positivo entdo va também
é construtivel.

Demonstracdo: Com o compasso fixado em % tracamos uma

semicircunferéncia de raio % Tracamos uma perpendicular a reta r

passando por C encontrando o ponto D. Como o triangulo ADB é
retangulo em D, AD? = AC. AB. Logo AD =« (veja figura 2.7).
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Figura 2.7 - Raiz quadrada de a

Observe Por exemplo que 2 é irracional e é construtivel.

Veremos mais adiante nUumeros irracionais que nao sao
construtiveis.

Nesse momento o leitor pode estar pensando na relacdo entre um
ponto ser construtivel e um numero ser construtivel. Iremos entdo
enunciar duas definicées, uma geométrica e uma algébrica.

Definicdo geométrica: Um ponto (X, y) € R é geometricamente
construtivel se existe uma sequéncia de operacdes finitas com régua e
compasso a partir de Po = (0, 0) e P; =(1, 0) que se obtém P

Lema 2: (x, y) € geometricamente construtivel se, e somente se (X,
0) e (y, 0) sdo construtiveis.

Demonstracao:

1. (X, y) € geometricamente construtivel se (x, 0) e (y, 0) séo
geometricamente construtiveis.

Dados os pontos (X, 0) e (y, 0) marcados sobre o eixo das abscissas

(veja figura 2.8).

0,0 (y, 0) (%, 0)

Figura 2.8 - Representacdo cartesiana dos pontos A (x, 0) e B (y, 0)
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Com o compasso centrado no ponto (0, 0) e com abertura até o

ponto (y, 0) tragcamos um arco até encontrar o eixo das ordenadas

marcando o ponto (0, y) (veja figura 2.9).

0,¥)

o

0,0

(y, 0) (x, 0)

Figura 2.9 - Representagdo cartesiana do ponto E (0, y)

A intersecdo de uma reta perpendicular ao eixo das abscissas no

ponto (X, 0) com uma reta perpendicular ao eixo das ordenadas no ponto

(0, y) marca o ponto (x, y) (veja figura 2.10).

(% y)

0.y

0,0

(y. 0)

(x, 0)

Figura 2.10 - Representagédo cartesiana do ponto (X, y)
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Agora vamos demonstrar a volta.
2. (x, 0) e (y, 0) sdo geometricamente construtiveis se (x, y) é
geometricamente construtivel.

Dado o ponto (X, y) marcado no plano (veja figura 2.11).

0 y)

(0,0)

Figura 2.11 - Representagéo cartesiana do ponto E (X, y)

A partir do ponto (x, y) tracamos uma reta perpendicular ao eixo das
abscissas marcando o ponto (x, 0) e uma reta perpendicular ao eixo das
ordenadas marcando o ponto (0, y).

Com o compasso centrado em (0, 0) e com abertura até o ponto (0,
y) tracamos um arco até encontrar o0 eixo das abscissas marcando o

ponto (y, 0) (veja figura 2.12).
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E (xy)

[C))]

(0, 0) (y. 0) (x, 0)

Figura 2.12 - Chegando ao ponto E, ponto B e ponto A a partir de (X, y)

Definicdo algébrica: a € R é construtivel com régua e compasso e

com raizes se existe n € N e existem corpos Q = Ko c K; € K; c... € K,
com K;.1=K;j[VB;], Bje K;j, VBj ndo pertencente aK; e a € K,
Essa notagdo usada K; [VB; ] representa uma extens&o do corpo K.

Por exemplo, Q[ a + bv/A ] € uma extens&o do conjunto Q.

Com essas duas definicbes, podemos enunciar um teorema que
permite associar as duas definigoes.

Teorema 1: (X, y) € geometricamente construtivel se, e somente se
X e y sdo algebricamente construtiveis.

Demonstracdo: Se (X, y) € geometricamente construtivel entdo x e y
sdo algebricamente construtiveis.

Considere todos os pontos (x, y) do plano em que x e y sdo numeros
pertencentes a Q, sendo Q o corpo dos nimeros racionais. Toda reta que
une dois desses pontos tem equacao do tipo ax + by + c =0 com a, b ec
pertencentes a Q.

Se duas retas de Q se tocam no plano entdo seu ponto de
intersec¢cd@o é um ponto de Q logo é construtivel.

Sejam a;x + by + ¢ =0 (1) e axx + byy + ¢, = 0 (2) duas retas do

plano. Fazendo x = _blaLcl de (1) e substituindo em (2) encontramos para

1

_ Q2€1 - Q1c,y

albz - aZbl


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1311549/CA


PUC-RiIo - Certificagéo Digital N° 1311549/CA

27

Como ay, by, ¢y, ay, b, e ¢, pertencem a Q e com isso y e x também
estdo em Q. O que implica dizer que x e y s&o numeros construtiveis.
Agora considere uma reta de equacao a;x + byy + k; = 0 (1) e uma

circunferéncia de equacdo x> + y* + cx + dy + k. = 0 (2). Fazendo

x = —2Y=% ga (1) e substituindo em (2) teremos uma equacao do 2° grau.

ai
Lembrando que Sendo ax® + bx + ¢ = 0 uma equacédo do 2° grau,
teremos:
__ —b+Vb2%—-4ac

2a

X

Fazendo A= b? — 4ac , nossa preocupacdo fica apenas no fato de
que V4 é ou ndo é construtivel. Como A é um nuimero racional entdo A é

construtivel e pelo Lema 1 +4 é construtivel por um nimero finito de
construcdes a partir de construgbes de niumeros racionais. Com isso x e y

sao algebricamente construtiveis.

E facil perceber agora que se VA é construtivel entdo a + byA com
a e b racionais também é pois podemos construir tais operagdes como
vimos acima.

O mesmo serve para mostrar que se duas circunferéncias de
equacdo x> + y? + cax + diy + ki = 0 (1) e X° + y? + cox + doy + ko = 0 (2),
todas com coeficiente racionais, se tocam teremos um ponto ou dois
pontos de interseccdo e esse(s) ponto(s) é(sdo) da forma a + bvA que
também é construtivel.

Demonstracdo: Se x e y sédo algebricamente construtiveis entdo (X,
y) é geometricamente construtivel.

Pela definicdo x e y sdo construtiveis se x e y sdo racionais ou estdo
em alguma extensdo quadratica dos racionais. Com isso podemos
escrever x e y como solugdes de equacgdes de retas a;x + by + ¢c; =0 (1)
e axX + by + ¢, = 0 (2) que estdo no plano logo sua interse¢do é um ponto
do plano logo é construtivel. Se x e y sdo solu¢cbes das equacdes a;x +
by + ki =0 (1) e X* + y* + cx + dy + ko = 0 (2) ou solucdes das equacdes
X2+ Y2+ X+ diy + ki =0 (1) e X2 + y? + cox + doy + ko = 0 (2) sdo pontos

construtiveis.
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Entdo quando se diz nimero contrutivel, estamos dizendo que ele é
gerado por um numero finito de pontos construtiveis e quando dizemos
gue um ponto € construtivel € por que ele é gerado a partir de nimeros
construtiveis.

Observe que podemos chegar a construir um namero se, através da
construgcdo anterior, usarmos as operagdes ja definidas e raiz quadrada.
Isto quer dizer que o numero a é construtivel se puder coloca-lo dentro de
um corpo obtido a partir de Q por um numero finito de extensdes
quadraticas.

Podemos propor alguns exercicios para que o leitor possa verificar
as possibilidades das constru¢des de segmentos com as medidas dadas
e a possibilidade de localizar tais nimeros na reta numerada. Estas
atividades séo de suma importancia para que o professor compreenda a
teoria e repasse o0 que foi exposto neste trabalho, a cada passo de sua
construcdo. Por exemplo: Tracar um segmento que mede 1,3 pode ter o
mesmo método que utilizado para tracar 1,333... Contudo, representam
segmentos com medidas completamente distintas, mas que em ambos 0s
métodos acrescentaremos a unidade ou 9/30 da unidade ou 10/30 da

unidade.
2.1. Atividades

1) Construa usando somente régua e compasso 0S nUmeros reais
abaixo. A seguir expligue oralmente a validade de suas construcdes
geométricas.

a) 2,6666....

b) v2,vV3,V5eV6

C) 1 ++/2

d V2

Os professores tém neste momento uma grande ferramenta para
discutir a teoria sem a necessidade de formalismos maiores com alunos
dos ultimos anos do ensino fundamental e do ensino médio, o papel

milimetrado e o auxilio da régua graduada e do compasso desmistificam a
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inexisténcia de segmentos de retas com comprimentos inimaginaveis por
eles.

Neste momento, por mais que a tecnologia ajude ao aluno no
tracado ou que deixa o resultado visual do trabalho mais bonito, a
necessidade de interagir com a construcao através do papel, lapis, régua,
compasso e borracha é que dao sentido cognitivo ao aluno para o

conceito de numero associado a medida em geometria, mesmo que estes

ndmeros sejam incomensuraveis, como o v/2.

Nesse momento surgem alguns guestionamentos:

Esses numeros reais possuem algo em comum? Vocés poderiam
dizer o que €? Sera que poderiamos escrever esses humeros com sendo
resultado de alguma equacéo?

Essas perguntas criam um novo capitulo que iremos enunciar agora.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1311549/CA


PUC-RiIo - Certificagéo Digital N° 1311549/CA

30

3. Polinémios e Numeros Algébricos

Neste capitulo ndo entraremos a fundo na teoria dos polinébmios,
faremos apenas algumas consideragdes a fim de fixar alguns conceitos e
associar a ideia de nudmeros construtiveis aos polindmios ditos

irredutiveis.

3.1. Polindbmios

Chamamos de polinbmios, toda expresséao algébrica racional inteira.

. e A X2 +5X+2 ~
Por exemplo, X2 + 5X — 2 € um polinbmio, mas = e vX + 2 nao

Seja K um corpo qualquer, chamamos de polindmio sobre K em uma
variavel X, a expressdo P(X) = anX" + a,_1X" "t + ... + a1X + ap onde a; €
K, paratodo i e n pertencente aos naturais.

Denotando com Gr P(X) o grau do polinbmio P(X). Dizemos que o
polindmio P(X) = a,X" + a,_1X" ™1 + .... + a1 X + aptem grau n se a,# 0.

Chamamos de K[X] o conjunto de todos os polinbmios sobre K em
uma variavel X.

Entende-se neste ponto que o leitor esteja familiarizado com as
quatro operagdes usuais com polindmios: P(X) + Q(X) , P(X) — Q(X) , P(X)
. Q(X) e P(X) 1 Q(X) para P(X) e Q(X) € K[X] sendo que na operacao de
divisdo P(X) / Q(X), Q(X) # 0 ndo havendo entédo, necessidade de defini-
las.

Dado um polindmio P(X) = a,X" + an_1 X"~ + .... + a1X + ag ndo nulo
em K[X] e um nimero a € K, se P(a) =a,. a" +.... + a;.a + ap = 0 € K entdo
dizemos que a é uma raiz de P(X) em K.

Como Gr P(X) = n podemos dizer que o numero de raizes de P(X)
em K é igual a n.

Esta proposigéo leva a um corolario interessante.

Corolario 1: Seja P(X) = a.X" + an - 1 X"~ 1 + ... + a;X + ao um
polindmio ndo nulo de grau n em K[X], entdo P(X) possui no maximo n

raizes em qualquer extenséo L de K.
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Demonstracdo: Basta ver que se P(X) € K[X] e K C L entdo P(X) €
L[X]. Com isso agora é sO ver a proposi¢cdo acima descrita como sendo
P(X) em L.

Entdo por exemplo: o polinémio x* — 2 possui duas raizes reais, ja o
polindmio x® — 2 possui uma raiz real e trés raizes complexas. Assim
podemos encontrar as raizes de um polindmio, mas elas serdo sempre

limitadas pelo grau do polinémio.

3.2. Polindbmios Irredutiveis

Chamamos de polinébmio irredutivel sobre K[X]. Um polinbmio P(X)
de grau maior ou igual a 1 é irredutivel sobre K[X] se ndo puder ser escrito
como produto de dois ou mais polinémios nao constantes em K[X] onde o
grau de cada polinbmio € menor que o grau de P(X). Em outras palavras,
P(X) é irredutivel em K[X] se ndo existem Q(X) e R(X) em K[X] tais que
P(X) = Q(X). R(X).

Por exemplo, o polinémio P(X) = 2x — 3 é irredutivel em Z[X], porém
o polindmio Q(X) =x?- 4 é redutivel em Z[X], pois Q(X) = (X + 2). (x- 2).

Dizer que um polindmio é irredutivel ou ndo s6 tem um aspecto
interessante e verdadeiro se for mencionado o corpo em que ele
pertence. Por exemplo, o polindmio P(X) = x> — 2 é irredutivel em Z[X],
mas é redutivel em R[X].

Para n6s é importante saber alguns aspectos de polinémios
irredutiveis em Z[X] e em Q[x] e alguns critérios que vamos usar no

trabalho.

3.3. Critérios para verificagdo se um polindmio é ou né&o irredutivel
em Z[X]:

I. Todo polinbmio de grau 1 em Z[X] é irredutivel.
[I. Todo polinbmio de grau menor ou igual a 3 € irredutivel em Z[X] ou
possui raiz em Z[x].
Uma ferramenta muito importante para verificar se um polinébmio é
ou néo irredutivel em Q[x] é verificar se ele tem ou néo raizes em Q.
existe um teorema importante para verificar a existéncia de raizes

racionais:
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Teoremas das Raizes Racionais: Dado um polindmio P(X) = a,X" + an _
X' L+ aX +ag Se bﬁ é raiz de P(X) com a e b primos entre si, entdo
a € um divisor de ag e b € um divisor de a,.

Demonstracéo: Basta substituir bﬁ em P(X). Como bﬁ € raiz entao
P(bﬁ) = a, (b2 "+ an_1 (bﬁ Yol o+ al(bﬁ) + ag = 0. Multiplicando tudo

por b" teremos a equacdo a, .a" + a,_1a" b+ ...+ ap.ab™™ + agh"= 0.

Agora escrevemos essa equacao de duas maneiras:

ap.a"=-ap_1a" tb-.. -a.ab"™-ab" 1)
aoh"=-a,.a"- ap,_1a" tb-.. - aj.ab™ 2)

Em (1) botamos b em evidencia e em (2) botamos o a em evidencia.

an.a"=b(-a,_1a"" ! -...-ar.ab"-abh™ (1)

aoh"=a(-a,.a" - a,_1.a" " %b-...- a..b") (2)

1

Chamando - a,_;a" ! - ... -a;.a.b™? - agb™* de R e chamando - a,

a™- a,_1a" " %b-....- a;..b" de K teremos:
a, .a" = b.R ,isto é b é um divisor de a, (1)
apbh" = a.K, isto é a é um divisor de ag (2)

Por exemplo, o polindmio P(X) = x> +x* + x — 1 se possuisse raiz
racional deveria ser +1 ou — 1 e como P(1) = 2 e P(-1) = -2 esse polindbmio
nao é redutivel em Z[x].

Por curiosidade, existe um critério chamado de Critério de Eisenstein
que diz: Se P(X) = a,X" + a, - X" "1 + ... + a;X + ao é um polindmio
irredutivel em Z[x] entdo existe um namero primo p tal que ap é divisivel
por p, a, ndo é divisivel por p e ap hdo é divisivel por p?. Ndo vamos
demonstrar esse teorema por que Nndo vamos usar esse Critério em nosso

trabalho porém € um critério muito poderoso e vale o leitor interessado
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pesquisar. Assim como existe um lema importante conhecido por LEMA
DE GAUSS que diz que se um polindémio € irredutivel sobre Z[X] entéo ele
e irredutivel sobre Q[X]. Este lema serve para dizer que se um polinébmio
de coeficientes inteiros ndo pode ser fatorado como produto de
polinbmios de coeficientes inteiros, entdo esse mesmo polindbmio nao
pode ser fatorado como produto de polinGmios com coeficientes racionais.

Veja que no exercicio proposto no capitulo anterior cada namero
daquele dito construtivel pode ser raiz de um polindmio. Por exemplo V2,

se fizermos x = v/2 e elevarmos os dois lados ao quadrado chegaréo a
uma equacao polinomial x*> — 2 = 0.
Esses numeros que sdo solucdes de polindmios de coeficientes

inteiros sdo chamados de numeros algébricos.

3.4. Atividades

Verifique se os nimeros abaixo séo raizes de polindmios com coeficientes
inteiros
2,6666....

V2,/3,V5e 6

1 ++2
2

3.5. Numeros Algébricos

Se a é solugdo de uma equagao polinomial do tipo a,X" + a, - 1 X"~ *
+ .... + a1X + ag = 0 com coeficientes inteiros e irredutivel em Q[x] entdo a
€ um numero algebrico.

Todos agqueles numeros propostos na atividade anterior sao
algébricos, isto é, cada um é solucdo de uma equacdo polinomial de
coeficientes inteiros.

Um numero que n&o € algébrico é dito transcendente.

A pergunta que nés fazemos é, sera que existe algum numero
transcendente?

Para responder essa pergunta vamos enunciar o seguinte teorema:
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Teorema 1. O conjunto de todos o0s numeros algébricos é
enumeravel.

Demonstracdo: Dado o polindmio P(X) = a,X" + a,_ 1 X"~ * + ... + a1X
+ ap de coeficientes inteiros de grau n em K[X]. Pelo corolario 1 o
polindmio possui N0 maximo n raizes em qualquer extensdo L de K.
Definimos como altura de P(X) como sendo o numero natural |P| = |a,| +
la,—1| + ... + laq| + l|agl + n agora o numero de polinbmios com uma
determinada altura € um numero finito e portanto as raizes de todos os
polinbmios de uma dada altura formam um conjunto finito. Como a uniao
de um conjunto enumeravel de conjuntos finitos € enumeravel, segue que
0 conjunto de todas as raizes de todos os polinbmios de todas as alturas
formam um conjunto enumeravel.

Agora podemos responder a pergunta:

Existe algum numero transcendente?

E a resposta é sim.

Teorema 2: Existem numeros transcendentes.

A prova € que se 0 conjunto dos numeros algébricos reais é
enumeravel e o conjunto R dos numeros reais € ndo enumeravel, entdo
existem numeros transcendentes e esses numeros formam um conjunto
ndo enumeravel.

Esse teorema prova a existéncia de numeros transcendente mas
nao nos mostra quais sdo esses numeros. Foi em 1851 que o matematico
francés Joseph Liouville (1809 — 1882) a dar um critério para um numero
real seja transcendente. Logo depois em 1873 o matematico francés
Charles Hermite (1822- 1901) mostrou a transcendéncia de e.

E importante ressaltar que:

i. A soma de dois numeros algébricos é algébrico
ii. O produto de dois numeros algébricos é algébrico
iii. O simétrico de um numero algébrico € algébrico

iv. O inverso de um numero algébrico é algébrico
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Teorema 3: O conjunto dos numeros algébricos é um corpo.
A demonstracdo deste teorema consiste em demonstrar cada item
descrito acima. Vamos pular essa demonstracdo pois foge um pouco do

objetivo deste trabalho.

Teorema 4: Todo numero construtivel é algébrico.

A demonstracdo deste teorema é simples por que ja vimos que um
namero construtivel pode ser escrito como solucdo de um polinémio
irredutivel com coeficientes inteiros.

Mais a ideia agora é pensar que: sera que todo numero dito
algébrico é construtivel?

Para responder essa pergunta vamos enunciar o teorema mais

importante do nosso trabalho que diz:

Teorema 5: Se um numero a é construtivel entdo a € um numero
algébrico de grau igual a uma poténcia de 2.

Este teorema é fundamental e suficiente para demonstrar dois dos
problemas classicos aqui abordados.

Com base nesse teorema podemos usar a seguinte negacao:

Corolario 2: Se um numero real a é raiz de um polinémio irredutivel
de grau n sobre Q[x] e se n ndo é uma poténcia de 2, entdo a nao é
construtivel.

Uma observacdo muito importante a se fazer aqui € que o teorema
nao é reciproco, isto €, se um numero € algébrico de grau igual a uma
poténcia de 2 entdo ele é construtivel. Como exemplo deixo aqui o
polindmio irredutivel x* — 5x -1 para o leitor verificar.

Usaremos o corolario para demonstrar alguns dos problemas
classicos.

Demonstracfes dos problemas classicos da antiguidade.

Duplicacdo do cubo: Dado um cubo de aresta a seu volume sera

de a°. Construir um novo cubo de volume 2.a® seria construir entdo um

cubo de aresta x tal que x° = 2.a% isto é x = a. V2.
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Tomemos a = 1 temos que construir um segmento x = /2 entéo x é
solucédo da equacéo x> — 2 = 0.Logo x é algébrico de um polindémio cujo
grau ndo € uma potencia de 2 e pelo corolario descrito acima x nao é

construtivel.

Quadratura do circulo: Nao iremos aqui demonstrar de fato a
impossibilidade de construir com régua e compasso um quadrado de area
igual a de um circulo dado mas mostraremos fatos importantes no que foi
visto nesse trabalho que impossibilita tal construcao.

Dado um circulo de raio 1 sua &rea serd igual a S= w. R* = 1.1> = .
Entdo queremos construir um quadrado de area 11 para isto seu lado x é
tal que x* = 7 logo x deve ser um ndmero igual a vr. Para tal fato
acontecer  deveria ser algébrico o que € impossivel pelo fato de que w é
um numero transcendente

Teorema 5: € transcendente.

A transcendéncia de m foi demonstrado pelo matematico Ferdinand
Von Lindemann (1852 — 1939). A demonstracdo de que m é transcendente

pode ser encontrado na referencia [6].

Trisseccdo do angulo: Para provar que nem todo angulo pode ser
dividido em trés partes iguais usando apenas régua e compasso. Vamos
pegar um caso e provar que ndo pode dividir tal &ngulo em trés partes
iguais usando apenas régua e compasso.

Para facilitar o entendimento dessa demonstracdo e ajudar a
entender o que ainda ha por vir, vamos desenhar um circulo de raio 1

centrado em A no plano cartesiano X0Y (veja figura 3.1).
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Figura 3.1 - Circulo de raio unitario

Isto servira para mostrar que construir um angulo central a ou dividir
o0 angulo central 3.a em trés partes iguais € 0 mesmo que construir o
segmento de tamanho igual a cosseno de a (cos a).

Na figura abaixo construir o cos a € o mesmo que encontrar o ponto
K, ou seja, se o numero K é construtivel entdo o cos a sera construtivel

(veja figura 3.2).

-1 1

-1

Figura 3.2 - Cosseno de a
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Vamos usar entdo o cos 60° para encontrar o cos 20° e para iSso
iremos usar uma relacdo trigonométrica que diz cos 3.a =4. Cos® a — 3.
Cos a. Entdo para a= 20° temos: Cos 60° = 4. Cos> 20° - 3.cos 20°.

Fazendo cos 20° = x e lembrando que cos 60° = 0,5 tem-se a
seguinte equagao:

0,5 = 4x° — 3x, entdo 8x* — 6x — 1 = 0 substituindo 2x por y podemos
escrever essa mesma equacdo como y* - 3y — 1 = 0 que pelo teorema das
raizes racionais € um polinémio irredutivel em Z[X]. Logo y é algébrico de

um polindmio cujo grau ndo é uma poténcia de 2 e pelo teorema descrito
. ~ , . ~ , ., ~ Y , ~
acima néo é construtivel. Se y ndo é construtivel entdo x = 5 também nao

€. A conclusdo € que ndo podemos construir um segmento igual ao cos
20° logo ndo poderemos dividir o angulo de 60° em trés partes iguais.

Entdo ndo é possivel triseccionar qualquer angulo.
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4. Construcdes de Poligonos Regulares por Régua e
Compasso

Este capitulo tem como objetivo principal mostrar, através dos
conceitos vistos neste trabalho, quais os poligonos regulares que podem
ser construidos com seus vértices numa circunferéncia, quais aqueles que
nao podem e os respectivos motivos.

Vale lembrar que um poligono é regular quando todos os seus lados
sdo iguais e todos os seus angulos internos tem mesma medida. Isto
implica que construir um poligono regular de n lados consiste em dividir

uma circunferéncia em n partes iguais ou construir um angulo central (Ac)

. . 360° . ~ .
de medida igual a —— € Como vimos na demonstracao no Il do capitulo

. . . 360° 2
anterior seria 0 mesmo que poder construir o cos( =) . Este € um dos

assuntos mais trabalhados nas classes de desenho geométrico e
geometria e no 9° ano do ensino fundamental recebem uma atencéo
especial, principalmente quando os professores os utilizam para a fixagcédo
do conceito de razdes trigonométricas no triangulo retangulo ao
determinar as relagfes existentes entre a medida do lado de um poligono,
de seu apotema e da medida do raio da circunferéncia que o
circunscreve. De maneira antagdnica, sdo desconhecidos dos professores
topicos de algebra a que vém contribuir para o esclarecimento das
construcoes.

Muitos professores acreditam que os métodos apresentados nos
manuais de desenho geométrico sdo métodos que nos fornecem medidas
exatas dos lados de alguns poligonos inscritos numa circunferéncia, e a
desmistificacdo desta espécie de lenda é muito dificil de ser feita devido a
dureza e quase inacessibilidade do tema para a maioria dos professores.
Ha meétodos que garantem a obtencdo do comprimento real de uma
circunferéncia, conhecidos como métodos de retificagdo da circunferéncia,
métodos que permitem trissectar angulos e ainda métodos como o de
Rinaldini_Bion que garantem o tracado de quaisquer poligonos regulares,
estrelados ou néo, inscritos na circunferéncia.

As construcbes de certos poligonos regulares ja eram vistas com

bastante atenc&o. Euclides em “os elementos” por volta de 300 A.C ja
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havia publicado em seu livro IV a constru¢éo de poligonos de 3, 4, 5, 6, 8,
10 e 15 lados. Mas foi 0 mateméatico Gauss que mostrou a impossibilidade

de alguns poligonos que nao estavam nessa lista.
4.1. Construcdes de certos poligonos regulares

Tridngulo Equiléatero: Tracamos uma circunferéncia de diametro
CD e centro O. Tragamos a mediatriz do raio OD e marcamos 0s pontos A
e B. Como o angulo AOD é de 60° entdo o angulo AOC é de 120°. Agora

ligamos os pontos ABC (veja figura 4.1).

Figura 4.1 - Triangulo equilatero

Hexagono Regular: Como sabemos podemos dividir um arco em
duas partes iguais sempre que quisermos entdo basta pegar cada arco do

triangulo equilatero e dividir em duas partes iguais (veja figura 4.2).

Figura 4.2 - Hexagono regular
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Dodecagono Regular: Procedemos da mesma forma. A partir de
um hexagono regular dividimos cada arco em duas partes iguais obtendo

um dodecéagono regular (veja figura 4.3).

Figura 4.3 - Dodecégono regular

Isto mostra que seriamos capazes de construir um poligono de 24
lados ou 48 e assim por diante. Dizemos entdo que se um poligono de n
lados puder ser construido por régua e compasso entdo o poligono de 2.n

lados também sera.

Quadrado: Tracamos uma circunferéncia de diametro BD e centro
O. Tragamos uma perpendicular ao diametro BD passando pelo centro O
(veja figura 4.4).

Figura 4.4 - Circulo de diametro AE
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Agora € s0 ligar os pontos ABCD (veja figura 4.5).

N
%

Figura 4.5 - Quadrado
E agora pelo mesmo critério podemos construir o octégono regular.
Octégono Regular: Basta dividir cada arco em duas partes iguais
(veja figura 4.6).

Figura 4.6 - Octdgno regular
Poderiamos construir o de 16, 32, e assim por diante.

Pentagono Regular: Tracamos uma circunferéncia de diametro AK
e centro O. Tragcamos uma perpendicular a AK passando pelo centro O
marcando o ponto J e uma perpendicular a OK passando pelo ponto
médio M (veja figura 4.7).
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Figura 4.7 - Circulo de diametro AK e ponto médio M

Tracamos uma circunferéncia de centro em M e raio MJ marcando o
ponto L. Em seguida tracamos uma perpendicular ao segmento LO
passando pelo ponto N (N ponto médio de LO). Essa perpendicular marca

sobre a circunferéncia os pontos B e E (veja figura 4.8).

Figura 4.8 - Circulo de centro M e ponto médio N
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O Lado AB é o lado do pentagono regular. Agora transferimos essa
medida para a circunferéncia marcando os pontos C e D e ai é sé ligar

(veja figura 4.9).

Figura 4.9 - Pentagono regular

E pelo mesmo critério usado até aqui, construir o decagono regular
seria 0 mesmo principio, dividimos em duas partes iguais cada arco do
pentagono regular.

Um fato curioso e que o leitor pode verificar, € que Podemos
construir o decagono regular também usando o mesmo processo do

pentagono regular porém pegamos o segmento OL.

Decagono Regular: Tragamos uma circunferéncia de diametro KJ e
centro O. Tracamos uma perpendicular a KN passando pelo centro O e
uma perpendicular a ON passando pelo ponto médio M. Tragamos uma
circunferéncia de centro M e raio AM marcando o ponto L. O segmento

OL é o lado do decagono regular (veja figura 4.10).
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Figura 4.10 - Circulo de centro O e circulo de centro M

Agora transferimos o segmento OL para circunferéncia e ligamos os
pontos A, B, C, D, E, F, G, H, | e J formando um decagono regular (veja
figura 4.11).

~_,

-
R
=

—
g

Figura 4.11 - Decagono regular
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Teorema: Se for possivel construir um poligono de n lados e é
possivel construir um poligono de m lados, sendo m e n primos entre si,
entdo é possivel construir um poligono de n.m lados.

Demonstracdo: Se um poligono de n lados pode ser construido

~ . 360° ,
entdo podemos construir um arco de — € se um poligono de m lados

, ~ . 360°
pode ser construido entdo podemos construir um arco de —. Comome

n sédo primes entre si entdo mdc (m, n) = 1. Logo existem x e y inteiros tais
360° 360°

que x.( 55 =50 = 55

Por exemplo, poderiamos construir um dodecagono regular cujo

360°
3

A . 360° . ;.
angulo central é - - 30° usando o arco do triangulo que é igual a

120° e usando o arco do quadrado que € igual a %00 = 90° e fazendo 1.

360° 360° _ 360°
-1 =

3 4 3.4

Com isso podemos construir poligonos de 15, 20, 24 e assim por
diante.

Alguns poligonos regulares nédo foram citados e € logico que por um
motivo especial. Serd que podemos construir um poligono de 7 lados? E
de 9 lados? E de 11 lados? As perguntas ndo param.

Para melhor entender o que foi usado para provar se € possivel ou
ndo um poligono regular de n lados, vamos enunciar a primeira relacao

atribuida a De Moivre.

Férmula de De Moivre: Se n é inteiro, [r. (cosa + i.sena)]" =" . [cos
(n.a) + sem n.a)]

A demonstracdo desta formula é paran =0 e n =1 e para n positivo
que é o tema do nosso trabalho é uma aplicagéo direta da multiplicacao.

Como aplicacdo direta, se Z" =r. (cos a + i.sen a) ent&o ( p[ (cos 6 +
i.sen 8)]" = r . (cosa + i.sena) sendo Z =p.(cos B + i.sen B) , entdo p"
[cos(n. B) + i.sen(n. B)] = r . (cosa + i.sena) e pela igualdade de numeros

complexos temos p™ =rlogo p = Vr e nB = a + 2Km, sendo K inteiro,

a+2Kn

portanto 6 = —.
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a+2Km
n

Entdo Se Z" =r . (cos a +i.sena), Z="r .[cos ) + i sen

+2K p P
(%)]. Como todas as raizes tem o mesmo modulo Vr e dando valores

inteiros para K, os argumentos crescem de maneira constante isto é, as

raizes estdo igualmente espacadas na circunferéncia e esse espago é

igual a 2;” ou %Oo (veja figura 4.12).

(360°)/n

(s \ (360°)/n

|
|
}
|
|
|

Z0

Figura 4.12 - Raizes da unidade

O matematico Carl Friedrich Gauss o primeiro a associar poligonos
regulares construtiveis as raizes da unidade, com o estudo das equacdes
ciclotbmicas.

A partir da solugdo 1 da equacdo x" — 1 = 0, as solugbes Z; , Z, ...,

o

. 360 7 e
Zn -1, Onde Z = cosa + i.sena, com a = — marcam 0s veértices do

poligono regular de n lados. A possibilidade de tal construgdo é

equivalente a de cosa e por uma jogada algébrica, a de 2.cosa que € igual
1

azZ+-.
Z
Vejamos entdo por que é possivel construir alguns poligonos e por

gue néo é possivel construir outros.
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4.2. Usando o critério de construtibilidade para provar que certos

poligonos sdo ou ndo construtiveis.

Vamos omitir aqui o triangulo e quadrado que séo imediatos na sua

construcdo e vamos para 0s casos menos triviais.

Pentagono Regular: Para verificar se & possivel construir um
pentagono regular vamos usar a equacdo x> — 1 = 0.

X—1=(xx-1) (*+x®3+x*+x+1)=0 entdox-1=00 que nos
levaax=1 e x*+x3+x*+x+1=0.

Queremos entdo encontrar Z que satisfaz a equagéo Z* + 723 + 22 + Z
+1=0talque Z + % = 2.cos 2?” Dividindo a equacao por Z? encontramos

Z2+Z+1+ % + % :O.ChamandodeZ+%:atemosZ2+%:a2-2.A

equacao organizada fica (Z2 + % )+ (Z + %) + 1 = 0 e mudando a variavel

teremosaz-2+a+1=0quedadaz+a—1=0. Essaequacao € irredutivel

em Q[x] entdo a é raiz de um polindmio irredutivel de grau igual a uma
. - V5 -1 . . 1
potencia de 2 e seu valor é igual a ——queé construtivel. Logo Z + i

2 2 ,
2. cos (7 ) é construtivel

Heptagono Regular: Com o raciocinio analogo vamos usar a
equacdo x’ — 1 = 0. Entdo (x-1)(x°+ x>+ x*+ x*+ x>+ x+ 1) = 0 e
descartando 1 como raiz, precisamos encontrar Z que satisfaz a equacao

7% 7% 7%+ 7% Z°+Z+ 1 = 0 tal que Z + - = 2cos(2"). Dividindo a

equacao por Z> temos
1
=

1 1
P+ 7%+ Z+ 1+ 4+ = +
zZ Z Z

= 0.0rganizando a equacao temos (Z3 + %)

+(Z2 + Ziz) +(Z + %) +1 =0 e agora chamando Z+ % = a teremos 72 +

1 1 .,
= = az-2e7%+ == a3 - 3.a, mudando a variavel encontramos a3 + a2 -

3a — 1= 0. Pelo teorema das raizes racionais o polinbmio é irredutivel em
Q[X] logo a é raiz de um polindmio irredutivel de grau 3 que ndo é uma

potencia de 2. Com isso, Pelo corolario 2, a ndo € construtivel entdo 2cos

7

2 ~ . ~ .
( 7”) ndo ¢é contrutivel o que prova que ndo podemos construir o

heptagono regular.
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Enedgono Regular: Usaremos a equacdo x>-1=0, entdo (x-

1)(C+x"+xC+x+x*+x3+x2+x+1) =0. Descartando x =1, queremos encontrar

um Z tal que Z° + Z'+ 2%+ Z°+ 2%+ 7% Z°+ Z+ 1 =0 e com Z+- = 2cos
2
(5 )
Dividindo a equagéo por Z* encontramos Z*+ 2%+ 72+ Z+ 1+ —+ —+

1 1 . ~ 1 1
— 1 -3 = 0. Organizando a equagao temos ( z* + ) H( 23+ )+ (22 +
%)+(Z+ %)+1:0. Trocando Z + %:atemos:

724 Logz.p

ZZ

1
Z3+ Z=a3-3a
Z

Z4+%:a4—4a2+2

A equacdo fica a* + a3 - 3a2 - 2a + 1 = 0 que pelo teorema das raizes
racionais pode ser decomposto (a + 1)(a®-3a + 1)=0.

Veja que o polindmio a3 - 3a + 1 € irredutivel em Q[x] e por esse

motivo a deve ser solucdo de um polinémio irredutivel cujo grau néao é

A . - 1 2 ~ -
uma poténcia de 2. Logo o nimero a = Z + i 2. Cos (?”) nao é
construtivel.

Veja que para esses casos 0 corolario 2 é muito eficiente. Mas em

alguns casos néo.

Heptadecdgono Regular: Usaremos a equacdo x*’ — 1 = (x —
1)(x*%+ x¥+ xM+ .. x3+ x?+ x + 1) = 0 e descartando x = 1 ficamos com o
polindmio x*%+ x*°+ x*+ ... x®+ x*+ x + 1 = 0. Queremos encontrar um Z tal
que ZlG+ ZlS+ Zl4+ Zl3+ 212+ le+ ZlO+ ZQ+ ZS+ Z7+ Z6+ Z5+ Z4+ 734+ 72+
Z+1=0

Dividindo tudo Z® e organizando a equac&o, temos:

1 1 1 1 1 1

@+ A G @+ @ @ @) @+
1 1
7t (EZ+-)+1=0

Agora substituindo Z+Zi: a, Z? +Z—12: az-2,78 +Z—13= a-3a, 2+

1 1 1
—=a*-4a+2,2°+—=—=a°-5.a%3+5.4a, Z2°+—=a%°-6.a"+9.a2-2, Z’
VA VA Z6
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+ 2_17 —a’'—7.a°+14.a3-7.a e porfimZ® + Z—ls —a®-8.a°+20.a*-16.a2 +
2 teremos uma equac&o que organizando seus termos fica a® + a’- 7.a° —
6.a> + 15.a* + 10.a® - 10.a® + 4.a + 1= 0 e como +1 e — 1 n&o s&o raizes
dessa equacdo o polindbmio € irredutivel em Q[x]. Logo a € raiz de um
polindmio irredutivel cujo grau € uma poténcia de 2. Pelo teorema néo
podemos afirmar se ele é ou ndo construtivel. Mas foi Gauss que provou
juntamente com toda a teoria que o poligono de 17 lados é construtivel.

Um importante resultado observado aqui, observado por Gauss, foi 0

c A - , 21
grau do polindbmio usado para chegar ao numero 2.cos (7 ) sendo n um
namero primo. Primeiro passamos por um polinbmio de grau n -1 e

e~ 1 A s -1
usando a substituicdo Z + ~-a chegamos a um polinémio de grau nT

, , ~ -1
Pelo teorema do nosso trabalho, se a é construtivel entdo "T é uma

poténcia de 2 o que acarreta que n — 1 também é. Entdon —1 = 2" logo n
=2™ + 1. Porém observa-se que para:

m=1,n =3 que é primo;

m= 2, n =5 que € primo;

m= 3, n = 9 que nédo é primo;

m= 4, n = 17 que é primo;

m =5, n = 33 que nao é primo;

m = 6, n = 65 que ndo é primo;

m =7, n =129 que ndo é primo;

m = 8, n = 257 que é primo.

Entdo n é primo se m for da forma 2% Isto nos leva a seguinte
conclusao:

Se n é primo, entdo um poligono regular de n lados s6 sera
K
, 2 ,
construtivel se, e somente se n for da forma 2° + 1 sendo k um namero

inteiro ndo negativo.

Esses nameros ficaram conhecidos como numeros de Fermat. S&o
elesparak=0,1,2,3,4queddaon=3,n=5,n=17,n =257, n= 65537.
Foi Euler o primeiro a descobrir que para k = 5 que da n = 4294967297

nao € primo pois é multiplo de 641.
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Com isso agora temos um critério importante que define quais
poligonos podem ser construidos por régua e compasso e quais nao
podem.

Teorema: Um poligono de n lados é construtivel se, e somente se n

= 2Xou n = 2X.P1.P,....P; onde P1.P.....P; s&0 nimeros primos de Fermat.
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5. Consideracdes finais

Ao longo deste trabalho, em varios momentos me questionei sobre a
percepcdo desta teoria na oOtica dos professores que atuam no ensino
fundamental e médio em matemética ou em desenho geométrico. Com
isso, durante minha trajetéria lecionando a disciplina nas escolas, e
durante conversas informais com outros colegas, na maioria das vezes,
as respostas dadas sobre construcdo de determinados poligonos, eram
feitas sem critério de “possibilidade” apenas por aproximacodes.

Cada vez mais as teorias algébricas e as constru¢cdes geométricas
estdo se distanciando no ensino basico. O uso de ferramentas
informatizadas, ndo podem deturpar as verdades matematicas que estédo
por trds de cada construcdo. Sendo assim, a auséncia destes contedudos
nos manuais dos professores, ndo pode ser motivo para que néo seja
utilizada uma forma concreta e com uma justificativa mateméatica para a
solucdo de determinados problemas ou mesmo para provar a
impossibilidades de alguns. O professor precisa estabelecer uma
interagdo com aluno e estimular o raciocinio para determinados
guestionamentos a fim de enriquecer a aula.

Em muitos momentos do ensino fundamental, professores de
algebra e o desenho geométrico podem trabalhar juntos a fim de
proporcionar aos alunos um melhor entendimento sobre numeros
comensuraveis e incomensuraveis, assunto que traz muitas dificuldades,
dentre outros assuntos. No ensino médio que professores possam fazer
alusdes de construcbes ja vistas associadas a uma algebra um pouco
mais esclarecedora.

Este trabalho vem para contribuir, através de uma linguagem de facil
entendimento, com essa teoria para que o professor possa, ndo so6
apresentar as constru¢cdes geométricas, mas também justifica-las quando
forem ou nao forem possiveis.

Como autor, acredito que a teoria de extensdes de corpos deva
estar na literatura de maneira mais informal, da mesma maneira que
assuntos dificeis e especificos da area cientifica sdo tratados em revistas

de divulgacéo cientifica para que nao se tornem mitos. Acredito também
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que esse trabalho sirva para que professores de desenho geométrico
possam ter uma maior interagdo com assuntos algébricos mantendo uma

relacdo mais estreita com os alunos e com a matematica.
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