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Resumo

Macedo, Juliana Fernandes da Costa; Veiga Filho, Alvaro de Lima
(Orientador). Um modelo Poisson-Lognormal para previsdo da
guantidade IBNR via micro-dados. Rio de Janeiro, 2015. 81p.
Dissertacdo de Mestrado - Departamento de Engenharia Elétrica,
Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

O principal objetivo desta dissertacdo € realizar a previsdao da reserva
IBNR. Para isto foi desenvolvido um modelo estatistico de distribuicdes
combinadas que busca uma adequada representacdo dos dados. A reserva IBNR,
sigla em inglés para “Incurred But Not Reported”, representa 0 montante que as
seguradoras precisam ter para pagamentos de sinistros atrasados, que ja ocorreram
no passado, mas ainda ndo foram avisados a seguradora até a data presente. Dada
a importancia desta reserva, diversos métodos para estimagdo da reserva IBNR ja
foram propostos. Um dos métodos mais utilizado pelas seguradoras é o Método
Chain Ladder, que se baseia em triangulos run-off, que é o agrupamento dos
dados conforme data de ocorréncia e aviso de sinistro. No entanto o0 agrupamento
dos dados faz com que informagdes importantes sejam perdidas. Esta dissertacéo
baseada em outros artigos e trabalhos que consideram o ndo agrupamento dos
dados, propde uma nova modelagem para os dados ndo agrupados. O modelo
proposto combina a distribuicdo do atraso no aviso da ocorréncia, representada
aqui pela distribuicdo log-normal truncada (pois s6 ha informacdo até a Gltima
data observada); a distribuicdo da quantidade total de sinistros ocorridos num
dado periodo, modelada pela distribuicdo Poisson; e a distribuicdo do namero de
sinistros ocorridos em um dado periodo e avisados até a Ultima data observada,
que serd caracterizada por uma distribuicdo Binomial. Por fim, a quantidade de
sinistros IBNR foi estimada por método e pelo Chain Ladder e avaliou-se a
capacidade de previsdao de ambos. Apesar da distribuicdo de atrasos do modelo
proposto se adequar bem aos dados, o modelo proposto obteve resultados

inferiores ao Chain Ladder em termos de previséo.

Palavras-chave
IBNR; Chain Ladder; Triangulo Run-off; Métodos sem triangulo;

Distribuicdo log-normal truncada; Estimador de maxima verossimilhanga.
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Abstract

Macedo, Juliana Fernandes da Costa; Veiga Filho, Alvaro de Lima
(Advisor). A Poisson-Lognormal model to forecast the IBNR quantity
via micro-data. Rio de Janeiro, 2015. 81p. MSc Dissertation -
Departamento de Engenharia Elétrica, Pontificia Universidade Catdlica do
Rio de Janeiro.

The main objective of this dissertation is to predict the IBNR reserve. For
this, it was developed a statistical model of combined distributions looking for a
new distribution that fits the data well. The IBNR reserve, short for “Incurred But
Not Reported”, represents the amount that insurers need to have to pay for the
claims that occurred in the past but have not been reported until the present date.
Given the importance of this reserve, several methods for estimating this reserve
have been proposed. One of the most used methods for the insurers is the Chain
Ladder, which is based on run-off triangles; this is a format of grouping the data
according to the occurrence and the reported date. However this format causes the
lost of important information. This dissertation, based on other articles and works
that consider the data not grouped, proposes a new model for the non-aggregated
data. The proposed model combines the delay in the claim report distribution
represented by a log normal truncated (because there is only information until the
last observed date); the total amount of claims incurred in a given period modeled
by a Poisson distribution and the number of claims occurred in a certain period
and reported until the last observed date characterized by a binomial distribution.
Finally, the IBNR reserve was estimated by this method and by the chain ladder
and the prediction capacity of both methods will be evaluated. Although the delay
distribution seems to fit the data well, the proposed model obtained inferior results

to the Chain Ladder in terms of forecast.

Keywords
IBNR; Chain Ladder; Run-off triangle; Triangle free methods; Truncated

log-normal distribution; maximum-likelihood estimation.
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1

Introducao

Esta dissertacdo tem como objetivo utilizar micro-dados (ou sinistros
individuais) para realizar a estimacdo de um tipo de reserva de seguradoras. O
nosso foco serd a quantidade IBNR, sigla em inglés para “Incurred But Not
Reported”, que ¢é dada pela soma dos sinistros que ocorreram, mas que ainda ndo
foram avisados a seguradora até a data presente. A constituicdo desta reserva é
obrigatdria para as seguradoras e da a garantia de que a seguradora sera capaz de
honrar seus compromissos com 0s segurados. A SUSEP (Superintendéncia de
Seguros Privados) é o 6rgdo regulador desta reserva, responsavel pelo controle e
fiscalizacdo dos mercados de seguro, previdéncia privada aberta, capitalizagéo e
resseguro e valores.

Além do IBNR, existe a ocorréncia IBNER (incurred but not enough
reported), que representa os sinistros que ja foram avisados, mas o seu pagamento
ainda néo foi realizado ou concluido. Essas quantidades juntas formam a chamada
IBNR abrangente para um dado ano de exposicdo. Neste trabalho estimaremos
somente a IBNR pura, que € a provisdo de sinistros ocorridos e ndo avisados.

Como os sinistros ainda ndo foram avisados torna-se necessaria a previsao
de uma estimativa mensal ou anual para este valor. E importante obter uma
previsdo mais proxima do valor real, uma vez que previsdes inadequadas afetam a
gestdo interna das seguradoras, assim como na confianca de investidores e
interferéncia de 6rgaos reguladores (Friedland, 2010).

Diversos métodos para estimacdo da quantidade IBNR ja foram propostos.
Muitos deles sdo aplicados aos dados no formato de triangulo run-off, onde
agregam-se as informagdes dos sinistros de acordo com as datas de ocorréncia e
pagamento ou aviso do sinistro, entre outras opgdes. Utilizando os dados neste
formato, € possivel aplicar um dos métodos mais usados pelos profissionais desta
area, Chain ladder.

No entanto, esta forma de agrupar os dados faz com que informacdes dos
sinistros individuais sejam perdidas e estas poderiam auxiliar na estimacdo da

reserva IBNR (Parodi, 2013). Por isso, a ideia deste trabalho é testar uma
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1. Introducao 13

metodologia para o célculo de reserva usando os sinistros individuais e comparar

com o tradicional método Chain ladder.

11

Revisédo bibliografica

Muitos sdo os trabalhos com métodos estudados para estimar esta
importante reserva. Segundo uma bibliografia organizada por Schmidt em 2012,
existem quase 800 itens entre monografias, artigos cientificos e alguns livros. A
referéncia mais antiga citada neste arquivo vem do algoritmo desenvolvido por
Thomas F. Tarbell em 1934.

Diversas caracteristicas a respeito dos métodos mais tradicionais no setor de
seguradoras foram abordadas por Friedland (2010), onde séo citadas algumas
vantagens e desvantagens, organizagdo dos dados, criagdo do tridngulo de
desenvolvimento, enfoques técnicos e analises quanto as utilizagbes destes
métodos. Devido a sua simplicidade e razoavel acurécia, o Chain ladder €
provavelmente o método mais popular para estimacao de reservas IBNR (Mack,
1993) e muitas sdo as referéncias a este método.

England & Verrall (2002) consideram em seu artigo uma grande variedade
de modelos estocasticos de reserva que reproduzem o tradicional Chain ladder,
como por exemplo, métodos bayesianos, a técnica Bornhuetter-Ferguson, entre
outros. Eles incluem também as previsdes e erros de previsdo dos modelos e
mostram exemplos de aplicagdo dos métodos. Os autores afirmam que os métodos
estocasticos tém poucos usuarios e que provavelmente a razdo principal é o fato
dos métodos tradicionais serem suficientemente acurados para o calculo da
melhor estimativa de reservas de sinistro, sendo assim desnecessario 0 uso de
outros métodos. A vantagem principal da forma estocéstica sobre a deterministica
é a possibilidade de se ter informacdes sobre a incerteza do estimador pontual da
reserva IBNR.

Muitos artigos criticam o método Chain ladder por sua natureza
deterministica, sem um modelo estatistico que possibilite a obtencdo da
variabilidade de suas previsfes. Sendo assim, muitos autores tentaram atribuir um
modelo estatistico ao Chain ladder, mas ndo obtiveram a mesma estimativa deste

método. Mack (1994) diz que uma aproximacdo estocastica log linear para o
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Chain ladder tem sido usada por muitos autores, mas que os modelos séo
diferentes e que a aproximacao log linear € muito mais volatil que o Chain ladder.
Mack (1993) propde, apds algumas suposicdes e sem associar nenhuma
distribuicdo especifica, um calculo para o desvio padrdo da estimativa obtida
através do método Chain ladder com base nos estimadores originais do método e
sendo referéncia em muitos artigos que calculam a variabilidade do Chain ladder.

Atherino (2005) utiliza um modelo baseado em espaco de estados proposto
por De Jong & Zehnwirth (1983) que alinha a estimacao da IBNR com a teoria de
séries temporais e se serve das formulas de previsdo e filtragem do filtro de
Kalman (1960). Em outro trabalho, Atherino (2008) aplica uma ordenacdo distinta
ao triangulo run-off, empilhando os dados em linhas, gerando uma série temporal
univariada com dados faltantes (as reservas a serem estimadas) e aplica modelos
em espaco de estado e filtro de Kalman a dados reais de seguradoras. Os modelos
em espaco de estado utilizados por Atherino apresentaram resultados superiores
ao método Chain ladder quanto ao poder preditivo.

Costa (2010) aplica aos dados o Chain ladder classico, modelos de
regressdo linear com heterocedasticidade e modelos de espaco utilizando a
ordenacdo dos dados supracitada (Atherino, 2008). Os resultados obtidos pela
andlise de regressdo e modelos em espaco de estado foram superiores ao Chain
ladder. No entanto, ndo foi possivel identificar entre estas abordagens uma que se
destacasse em relacéo a outra na estimacao de reservas IBNR.

Kubrusly (2005) apresenta alguns métodos existentes para a estimacgdo de
reserva: 0 método Chain ladder, o modelo proposto por Hertig (1985) e Jong
(2004), modelo proposto por Doray (1996) e apresenta um novo estimador que
utiliza, aléem dos sinistros ocorridos e avisados, as apélices sem ocorréncia de
sinistro até o momento da estimacdo, buscando assim uma estimativa mais
completa ao agregar mais informacao.

A utilizacdo dos dados nédo agregados ao inves dos em triangulos run-off €
algo que vem sendo discutido em varios artigos. Taylor (2003) afirma que a
necessidade de agrupar os dados vinha da limitagdo computacional do passado,
quando ndo era possivel analisar os dados no formato ndo agregado. Com a
evolucdo da capacidade computacional, England e Verrall (2002) também

acreditam que se torna questiondvel examinar os dados agregados e assim perder
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informacdes importantes que poderiam ser utilizadas para produzir uma melhor
estimativa e ajudar a associar uma distribuig&o a esta reserva.

Norberg (1993), inspirado em Karlsson (1976), Arjas (1989) e Jewell (1989)
propde um processo Poisson marcado ndo homogéneo: o0s sinistros seguem um
processo homogéneo e uma marca aleatéria & associada a cada sinistro,
representando seu desenvolvimento da ocorréncia até o encerramento final.
Posteriormente, muitos trabalhos seguem sua proposta, inclusive Antonio e Plat
(2012) que utilizam um processo Poisson marcado com posi¢do dependente para
modelar a processo de solicitacdo dos sinistros, onde um ponto € instante de
tempo de ocorréncia de um sinistro e a marca associada é a combinagédo do atraso
no aviso e o desenvolvimento do sinistro. Baseando-se em Guiahi (1986),
Weissner (1978) e Kaminsky (1987), Parodi combina modelos independentes: a
frequéncia de sinistros ocorridos, distribuicdo de atrasos no aviso desses sinistros
e severidade dos sinistros; obtendo a estimativa da quantidade IBNR com base no
namero de sinistros avisados até a data atual e produz a estimativa da distribuicao
das perdas totais IBNR. Para obter somente a quantidade IBNR pura, ndo é
necessario modelar a severidade, mantendo o foco na modelagem da frequéncia
de sinistros e de atraso no aviso de sinistros. Weissner (1978) baseia-se no método
de méxima verossimilhanca aplicada aos dados observados, para estimar a
distribuicdo do tempo decorrido entre a ocorréncia e aviso do sinistro. Dada a
maior ocorréncia de atrasos curtos, Weissner assume que 0s atrasos observados

sdo uma amostra incompleta de uma distribui¢do imatura e tendenciosa.

1.2

Organizacao da dissertacéao

No Capitulo 2 encontram-se as metodologias abordadas neste trabalho; na
secdo 2.1 esta apresentado o método de Chain ladder assim como a estrutura dos
dados em triangulo run-off, que é o formato usado em muitos métodos
tradicionais para calculo de reserva, inclusive o Chain ladder. Além disso, sdo
apresentadas algumas medidas de previsdo de erro para as estimativas que serdo
obtidas pelos métodos. Na secdo 2.2 estdo apresentados os métodos que utilizam
os dados individuais de sinistros (ndo agrupados em triangulo run-off) para

estimacdo da quantidade IBNR: a abordagem de Weissner (1978) que utiliza uma
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distribuicdo truncada para estimar distribuicdo de atraso entre a ocorréncia do
sinistro e aviso do mesmo e 0 método de méaxima verossimilhanca para estimar os
parametros e que aqui sera adaptada para a distribui¢do log-normal truncada; e a
adaptacdo do modelo usado por Souza (2013) que trabalha a distribuicdo conjunta
da distribuicdo de atraso no aviso, distribuicdo do total de sinistros ocorridos em
um periodo e a distribui¢do da quantidade de sinistros ocorridos e avisados até a
ultima data observada de um certo periodo. O Capitulo 3 possui a descricdo e
analise dos dados; o Capitulo 4 apresenta os resultados da aplicacdo das
metodologias citadas anteriormente. As conclusbes e sugestdes de trabalhos

futuros estdo no Capitulo 5.

1.3

Contribuicdes

- Proposta de um modelo estatistico para estimar a quantidade IBNR
utilizando sinistros individuais (micro-dados) atraves de uma distribuicdo
conjunta, onde o nimero de sinistros segue uma Poisson e 0 atraso no aviso segue
uma distribuicdo lognormal. Este modelo permite estimar e acompanhar o
desenvolvimento dos parametros da distribuicdo de atrasos e da de quantidades,
além de associar uma distribuicdo a quantidade IBNR, o0 que ndo é possivel
através do Chain ladder. Também é possivel associar outras variaveis ao modelo a
fim de obter melhores resultados.

- Desenvolvimento de um método de estimacdo por maxima
verossimilhanca.

- Apresentagdo de um exercicio de comparacdo com o método de Chain
ladder baseado em dados reais.
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Metodologia

Neste Capitulo serdo expostas as metodologias utilizadas neste trabalho.
Primeiramente apresenta-se 0 método Chain ladder que é baseado no triangulo de
desenvolvimento e depois é apresentado 0 método aplicado diretamente aos

micro-dados, sem uso do tridngulo run-off.

2.1
Método Chain ladder

O uso do triangulo run-off provou ser uma poderosa arma para atuarios e
permite que se tenha uma visdo geral de como o montante total de sinistros se
desenvolve ao longo dos anos. O Chain ladder € o principal método que utiliza o
triangulo run-off e é considerado um benchmarking na estimagdo de reserva
IBNR.

211

Triangulo run-off

Este formato de dados é muito utilizado em diversos métodos de estimacéo
de IBNR e por muitos atuarios. Ele apresenta as informacfes sobre a data de
ocorréncia do sinistro e a data de aviso que sdo agrupadas em uma matriz de dupla
entrada, onde as linhas se referem ao periodo de ocorréncia do sinistro e nas
colunas esta o desenvolvimento do sinistro, neste caso dado pelo atraso entre a
ocorréncia e o0 aviso do sinistro. Os dados podem ser apresentados em frequéncia

diéria, mensal, trimestral, anual, etc conforme a necessidade dos usuérios.
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Ano de Desenvolvimento (d)
ocorréncia (t) 0 1 2 J-1
1 Ql,O Q1, 1 Ql,z e Ql,J—l
2 QZ,O QZ,l Q2,2

J-1 QJ-l,O QJ—1,1
J Q0

Figura 1: Triangulo run-off

Na Figura 1, as quantidades Q;; referem-se a quantidade de sinistros
ocorridos no ano i mas que foram avisados j periodos de tempo depois e
consequentemente, quando J=0 tem-se que ndo houve atraso no aviso no periodo.
Por exemplo, o valor Q;, refere-se ao nimero de sinistro que ocorreram no
periodo de tempo 2 e que levaram 1 periodo de tempo para ser avisado.

A estimacdo de IBNR é dada pelo preenchimento da parte de baixo do
tridangulo (parte destacada na Figura 2), isto é, pela estimacao da quantidade que ja

ocorreu, mas ainda nao foi informada.

Ano de Desenvolvimento (d)
ocorréncia (t) 0 1 2 J-1
1 Qa0 Q1 Qa,, 2 Q)1
2 QZ,O QZ,l Q2,2 QZ,J—l
J-1 QJ-l,O QJ-l,l QJ-1,2 QJ-l,J-l
J Qo Q1 Q,, .- Q1

Figura 2: Tridngulo run-off com os valores a serem estimados (sombreado cinza)

O valor da quantidade IBNR da seguradora para um ano qualquer € dado pela

soma dos valores da diagonal, como pode ser observado na Figura 3.
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Ano de Desenvolvimento (d)
ocorréncia (t) 0 1 2 J-1
Y -
2
J-1 Q1,01
J Q1

Figura 3: Reserva da seguradora por ano de calendario

Outra forma de utilizagdo do triangulo run-off € com os dados acumulados
por linha, onde A= Z{c;t Q; . OU seja, & a quantidade de sinistros ocorridos no

periodo i e avisado em até j meses (Figura 4).

Ano de Desenvolvimento (d)
ocorréncia (t) 0 1 2 J-1
1 Al,O Al,l A1,2 ee Al,J-l
2 AZ,O A2,1 A2,2
J_l AJ—l,O AJ—l,l
J Ao

Figura 4: Triangulo run-off acumulado

2.1.2

Estimador Chain ladder

A estimativa do Chain ladder resulta da estimagdo das quantidades
desconhecidas do triangulo run-off, os valores ainda nao avisados para cada ano
de ocorréncia até o ano de desenvolvimento corrente. Neste método usa-se 0
tridangulo acumulado e assim, a estimativa de IBNR obtida por este método sera
dada pela ultima coluna deste tridngulo.

Como foi mencionado anteriormente, as quantidades sdo conhecidas para
1<i<Je0<j<]—i Fazendo a suposicdo de que cada sinistro demora no

maximo J meses para ser avisado, o IBNR sera dado por:
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IBNR= 3} -y (Aige — Ape—s).

O método de Chain ladder assume que a razdo % é uma variavel
aleatoria com média f;. Sendo assim os fatores de crescimento entre as colunas j-1
e j independem da linha i e desta forma a estimacéo dos fatores pode ser realizada
de diversas formas, entre elas: a média, maximo, minimo, mediana ou alguma
outra estatistica. Neste trabalho sera utilizado o estimador que Mack, 1994 provou
ser ndo tendencioso e de variancia minima, dado pela equagéo abaixo:

-k
f . Z{:l Ajk+1
k — -k
Z{=1 Aik

,1<i<Jel<k<J-1
(2.1)
Apos a estimacdo dos fatores, pode-se realizar a estimagdo dos valores
desconhecidos do triangulo acumulado, para isto esses fatores sdo aplicados ao

ultimo valor observado de cada linha.

Aijin=4iji fijin, 1S T <. (2.2)
Aij= Ay fij 1< 1 <9, J-i+2< j < J-1L (2.3)
A quantidade IBNR estimada para cada periodo de ocorréncia é Q; :Ai,j—Ai,j-i

para 1<i<J. Esta quantidade de sinistros sera usada para calcular o valor da reserva

total, dada por § = Y7 _, Q«.

2.1.3

Medidas de qualidade do ajuste

Buscando comparar a qualidade de ajuste dos métodos para a estimativa do
IBNR, os dados serdo separados: a primeira parte sera utilizada para estimar 0s
paré@metros e realizar previsdes parciais dos valores de IBNR para comparar com
os valores observados na segunda parte. As medidas de qualidade de ajuste
calculadas sé@o: MAE (Mean Absolute Error, em inglés, ou erro médio absoluto),
MAPE (Mean Absolute Percentage Error, em inglés, ou porcentagem do erro
médio absoluto) e RMSE (Root Mean Square Error, em inglés, ou raiz do erro
médio quadrético).

Seja n o ultimo periodo de tempo onde ha informacao de aviso de sinistro na
amostra e Ans+ @ quantidade de sinistros informados no periodo n+t, ocorridos e

avisados até n. Com base no triangulo run-off obtém-se as estimativas das
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quantidades de sinistros em n-1 periodos de aviso posteriores a n. Mantendo uma
guantidade razoavel de dados, serdo retirados os dados dos T ultimos periodos,
que serdo usados na comparacdo com 0s dados previstos. Sob essas condicoes,

dado um horizonte t=1, 2,..., T com T=1,..., n-1, tem-se:

Anst= Xizer1 Qin-itrsr (2.4)
Ani= Bl i1 Quneivesn (2.5)
MAE =37, [Anse = Anee (2.6)
MAPE = 25T_, —A”j;j”“ x100 @2.7)
RMSE = (15T, (Anse = Anee)’ 28)

Em casos de divergéncia, o critério mais relevante a ser utilizado serd o

MAE, pois mantém a escala dos dados originais.

2.2

Métodos para micro-dados

Segundo Antonio e Plat (2012), o uso de dados individuais de seguro
melhora a qualidade das previsfes, permite uma modelagem mais flexivel do
processo de desenvolvimento de sinistros, pois outras informagdes covariadas
podem ser incluidas e evita os problemas encontrados quando os triangulos séo
usados, como: problemas de robustez, valores zerados ou quedas bruscas na
guantidade de sinistros em alguma célula do triangulo, entre outros.

O processo de desenvolvimento de um sinistro pode ser ilustrado pela
Figura 5%, que mostra o tipo de informagdo disponivel com os micro-dados. O
sinistro ocorre em algum periodo de tempo t;, entdo ele é avisado a seguradora em
to (provavelmente com algum atraso em relacdo a ocorréncia) e um ou alguns
pagamentos sdo realizados (t3 a ty.;) até o encerramento (t). Em alguns casos,
dependendo da natureza do pedido, 0 processo pode ser reaberto (t+1) € novos

pagamentos (tx+2...) serdo feitos até o encerramento final (tx+n) do sinistro.

! A sigla RBNS presente na Figura significa, em inglés, “Reported But Not Settled”, que sdo os
sinistros que foram reportados, mas ndo liquidados.
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Ocorréncia Pagamentos Reabertura Encerramento
i Pagamentos
Aviso Encerramento &
f 1 f f f f 1 f
t ty o Gex te  ties iz o Tien
A
IBNR ¢ !
RBNS

Figura 5: Processo de desenvolvimento de um sinistro

Grande parte dos métodos de célculo de reserva que utilizam dados
individuais segue a decomposicdo deste processo de desenvolvimento do sinistro
desde a ocorréncia, resolucéo (pagamentos) até a total finalizacdo. De acordo com
esse processo, 0 desenvolvimento de um sinistro pode ser modelado por uma
distribuicdo de ocorréncia de sinistros, uma distribuicdo de atraso na notificacéo
do sinistro (tempo entre a ocorréncia e 0 aviso), uma distribuicdo do
desenvolvimento de pagamento de sinistros e uma distribuicdo de severidade.

A seguir sera apresentada, primeiramente, a abordagem sugerida por
Weissner (1978) para estimar a distribuicdo de atrasados, mas utilizando a
distribuicdo log-normal truncada no lugar da exponencial. Depois, apresenta-se a
proposta sugerida que é uma adaptacdo do modelo usado por Souza (2013),
utiliza-se a mesma estruturacdo, mas adotando-se uma distribuigéo diferente para

0 atraso na notificagéo do sinistro, a distribuicdo log-normal.

221

Abordagem de Weissner usando a distribui¢c&o log-normal truncada

Weissner (1978) utiliza o método de méaxima verossimilhanca ao modelo
que estima a distribuicdo do tempo entre a ocorréncia e aviso do sinistro. Ele
assume que os dados observados sdo originarios de uma distribuicdo incompleta,
imatura e tendenciosa da distribuicdo de atrasos, que prevalece atrasos curtos. E
esta ndo é uma amostra aleatoria, pois qualquer acidente com atraso maior que 0s

observados no periodo estudado ndo consta na amostra.
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Em seu trabalho, Weissner (1978) sugere que no lugar da distribuicéo
exponencial, outras distribuicdes poderiam ser testadas, como por exemplo, a
distribuicdo log-normal, a qual sera testada neste trabalho. Ele usa os dados
agrupados em um triangulo run-off e para cada periodo de tempo t, tem-se a
quantidade de sinistros ocorridos naquele periodo (k) e os tempos de atrasos

observados de cada sinistro ocorrido no periodo (7, 7. ). Por exemplo, um

sinistro que ocorreu em marco e foi avisado em maio teve 2 meses de atraso no
aviso (z=2). Supondo que a distribuicdo de atrasos € a log-normal com

parametros p e 6 desconhecidos, temos:

_1(1nt—u)2

fi(t/u 0%) = \/%ﬂe : 2 ,7>0,0%>0 (2.9)

Mas ndo se pode dizer que a distribuicdo de atraso no aviso esta completa,
pois para cada periodo de ocorréncia t muitos sinistros podem ter ocorrido, mas
ainda ndo terem sido avisados até a Gltima data observada. Para cada periodo de
ocorréncia t s6 é possivel observar atrasos inferiores a n-t, sendo n a quantidade
méaxima de periodos de tempo. Por exemplo, se os dados vdo de janeiro a
dezembro, teriamos n=12 e se considerarmos 0 més de abril como periodo de
ocorréncia (t=4), o atraso maximo possivel seria T=n-t=8 meses. Sendo assim,
esses atrasos observados ndo seguem a distribuicdo log-normal, mas sim a
distribuicdo log-normal condicionada (truncada) ao atraso maximo possivel T=n-t

que ¢ dada por:

fejesr(t/u,02,T) = f(t/u,0?)/P(atraso no aviso < T)

sy L At T -
fT/TST(T/Il;O- ) )—mo_re o / ( = )

(2.10)

Onde ®(.) é a funcdo acumulada da distribui¢cdo normal padrdo N(0,1).
A funcao de verossimilhanga para os parametros p e 62, L(l,6?), no periodo

de ocorrénciat € dada por:

LG o ) ﬁ{ 1 _;(lm—i;ll)z/q) <1nT — ,u)}
L0 Tyy ey Tg) = e o
H ! k V2moT; o

i=1

Onde k ¢ a quantidade de sinistros ocorridos naquele periodo. (2.11)
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E a funcdo de log verossimilhanca, | (1,02), é dada por:

k

I(w, 0%t ., Ty) = Z {—%ln(Zn) _ %ln(az) —In(Tp) — l(ln‘[;— w? . [CD <1nT - y)]}

i=1

Para obter os estimadores de maxima verossimilhangca para p e o* ¢
necessario fazer a derivada da funcéo de log-verossimilhanca em relacdo a cada

um dos parametros. Desta forma, a derivada da log-verossimilhanca em relacédo a

ol(u, 0%, 74, ..., Tx) & (Int; —p) 0 InT — u
2w o)
ou o2 ou o

i=1

ué:

(2.13)

O segundo termo da equacgdo acima requer alguns célculos para ser obtido,

0s quais estdo explicitados no Apéndice Al. Rearranjando os termos da expressao
e igualando a derivada a zero, obtém-se a equacdo do estimador de méxima

verossimilhanga, onde néo é possivel isolar o pardmetro p:

Z{'C=1lm'i ¢ (IHTT_M)

D

(2.14)

Trata-se de uma equacdo transcendental em p e assim sendo a sua solucao
requer o uso de um processo iterativo de analise numérica, como o Newton-
Raphson, ou outros métodos numéricos. Para encontrar o estimador de maxima
verossimilhanca de 6, 0 mesmo procedimento deve ser feito. A derivada da log-

verossimilhan¢a em relagdo a 62 é:

oL, 0% 14, 0, T) Zk: 1 N 1(nt; —p)?> 0 | [CID <lnT — /1)]
do? Y 202 2 ot doz " o

=1

(2.15)

Os calculos também podem ser encontrados no Apéndice Al. Entdo
igualando a derivada a zero e depois arrumando 0s termos, temos as expresses

abaixo:
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al(u, 0214, ., Tg) & 1 1(nt; — p)? 1 /InT —pu ¢(lnT—u)
603 : :_Zl _202+E o* +202< o )cp(lnTa—,u) =0
i= o
2 Z 1(lnT1 - #)2
o= InT — u

k—k(lnT H)¢( o )

o @ (lnTU— /1)
(2.17)

Como no estimador de p, ndo € possivel isolar o pardmetro 6> ¢ métodos
numéricos devem ser utilizados para estimar seu valor.
Os valores de p e 6% estimados ndo sdo apenas 0s parametros da distribuicdo

truncada, mas também da distribuicdo log-normal completa.
Estimacé&o da quantidade total

Usando esta distribui¢do de atraso no aviso, é possivel estimar a proporcao
de ocorréncias de um periodo t que vai ter atraso maior, menor ou igual a um certo
numero de periodos de tempo. Por exemplo, a proporcao de sinistros ocorridos em

t que serdo avisados apds T, pode ser estimada por:
InT — ,u)

P(T>T)=1—CD<

(2.17)

A quantidade de sinistros comunicados, K, serd determinada pela propor¢édo
de sinistros que ocorreram até o tempo T vezes a quantidade total de sinistros para

0 periodo de ocorréncia t, U;:

o
E(K) = CD( 0_ ”) E(U,)
E(K)
E(Up) = o (lnTa_ .U)

(2.18)
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Como s6 ha uma observacéo de K, o valor ki, a quantidade total de sinistros
estimada para o periodo t é dada por:
Ky

(2.19)

A quantidade esperada de sinistros ocorridos em t, mas que ainda ndo foram

=

avisados até a data atual T € dada por:

k 1
—ke=ke| ————1

BRI B =

(2.20)

E a estimativa da quantidade de sinistros que serd avisada em qualquer
periodo de tempo, como por exemplo, que sera avisada em T+1.:
Qi1 = {P(t>T) —P(t > T + 1)},
(2.21)

Distribuicdo de atraso no aviso para todos os dias da amostra

Também ¢ possivel usar toda informacédo presente na amostra para estimar
0S parametros, isto é, ao invés de calcular o estimador apenas para o periodo t,
calcular usando todos os periodos da amostra. Sejam as n variaveis ki, ka,..., k, 0s
totais de sinistros avisados para cada periodo t=1,2,..n; seja T;=n-t, as n variaveis
representando o atraso maximo observavel para cada periodo de tempo t e por fim
T,; O i-esimo atraso observado no periodo de ocorréncia t. As amostras de atraso
7,; seguem f(t/u,0%Ty), a distribuicdo log-normal de atrasos truncada do periodo
de ocorréncia t. Supondo independéncia entre elas, a fungdo de verossimilhanca

para todos os dados sera:

ky kn

Lt 0% 1y, m—]_[f(ru/u,c Tl)]_[f(rzl/u,o T,). Hf(rm/ 1,62 T,)

n 1(Inty;— .u) InT, —
—2 t M
L(u,0%1q, 00, Tg) = nl—[i\/_c‘[tl o /CD <—a )}

(2.22)
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E a funcdo de log-verossimilhanca é dada por:

n ke

(w02 70) = ZZ{——ln(Zn)——ln(az) 1n(r“)—1—(lmt; ) 1[<1>(1“Tt )]}

t=1i=1

(2.23)

Para obter os estimadores de maxima verossimilhanca dos parametros p e

o?, deriva-se a fungdo de log-verossimilhangca em relacdo a cada um dos
pardmetros e iguala-se a derivada a zero.

A derivada em relacdo a p é:

al(r“,u. ?) Zz(lm“ M) Zn:iai{ [0 <lnTta )

t=1i=1

(2.24)

Igualando a derivada a zero, obtém-se o estimador para p, onde ndo ¢
possivel isolar o parametro, de modo que sua estimativa tem que ser obtida

através de métodos de analise numérica.

InT; — pn
?:121-(;11“%,1' - ok ¢( o )

ke T (TE)

(2.25)

Fazendo as mesmas contas para obter o estimador para 62, temos a derivada
da funcdo de log-verossimilhanga em relacdo a o2 (equagao 2.26) e, ao igualar a
derivada a zero, obtemos uma expressao (equacgdo 2.27) onde néo é possivel isolar

0 parametro 62, que também sera estimado por métodos numéricos.

Aene) S5t o2t

(2.26)
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2 _ t=1 Zﬁ1(1nft,i - Il)z

¢ (lnTt — u)
n o o_yn (lnTt — ﬂ) o

o
(2.27)
Os calculos de desenvolvimento de ambas as derivadas podem ser

encontrados no Apéndice Al.

2.2.2

Modelo conjunto para a quantidade e os atrasos

O modelo proposto neste trabalho segue a estrutura utilizada por Souza
(2013). Este modelo se inspira em trés abordagens para estimar a reserva IBNR:
Weissner (1978), Antonio e Plat (2012) e Parodi (2013).

Anténio e Plat (2012) desenvolvem a estrutura probabilistica de Norberg
(1993, 1999), especificando modelos estocasticos para a frequéncia que 0s
sinistros ocorrem, 0 atraso no aviso, 0 processo de desenvolvimento e o0s
pagamentos feitos durante o processo. Essas medidas permitem a quantificagdo da
reserva IBNR.

Parodi (2013) utiliza dados fora do triangulo run-off e inspira-se no estado
da arte da metodologia usada em aprecamento, onde 2 modelos independentes, um
de frequéncia de sinistros e outro de severidade s&o desenvolvidos. Em sua
aplicacdo, ele obtém a reserva estimada, assim como uma medida da variacao
desta previsdo e uma distribuicdo para medida de reserva que considera mais
realista do que a obtida pelo Chain ladder. Neste método, 0 processo é composto
pela combinagdo de trés componentes: o processo de frequéncia em que 0S
sinistros ocorrem, a distribuicdo de atrasos no aviso de sinistros e uma
distribuicdo da severidade dos sinistros. Esta estrutura exposta por Parodi inspira
0 modelo que sera utilizado nesta dissertacdo, sendo o foco nos 2 primeiros
componentes para obter a IBNR pura. Nele € estabelecida uma estrutura para a
frequéncia que os sinistros ocorrem e atraso do aviso dos sinistros, mas néo
modela o processo de pagamento no nivel de sinistros individuais como Haastrup

e Arjas(1997) e Norberg (1993, 1999), e sim o montante de pagamento esperado.
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Utiliza-se um processo Poisson como distribuicdo do total de sinistros por dia de
ocorréncia, baseando-se em Guiahi (1986), Weissner (1978) e Kaminsky (1987).

A modelagem de atrasos é baseada na abordagem de Weissner (1978) que
foi apresentada na sessdo anterior e que aqui sera adaptada para a distribuicéo log-
normal. Esta foi a primeira inspiracdo para a elaboracdo deste modelo conjunto,
pois usa uma distribuigéo truncada para lidar com a limitacdo dos dados que véo
até a data atual e faz a estimagdo por fungdo méaxima verossimilhanca de
distribuicdes truncadas. No entanto seu modelo nédo leva em consideragdo que a
quantidade de sinistros ja& comunicados também é uma variavel aleatéria. A
abordagem de Antonio e Plat ndo trata o fato dos dados serem truncados na data
presente, e sim tratam a distribuicdo real como uma amostra viesada para atrasos
curtos. Desta forma serd alta a probabilidade relacionada a atrasos curtos nas
distribuicdes de atrasos estimadas. A abordagem de Parodi ja evita este problema,
estimando a distribuicdo empirica dos dados, mas ajustando a tendéncia para
atrasos mais curtos usando uma relacdo entre a distribuicdo completa e a truncada
dos atrasos. Mas esta correcdo pode ser complicada dependendo da distribuicéo a
ser adotada.

A solucdo adotada neste modelo conjunto foi: modelar a quantidade de
sinistros ocorridos em t e comunicados até T; por uma distribuicdo binomial; o
tempo de atraso no aviso dos sinistros ocorridos em t por uma distribuicdo log-
normal truncada e a quantidade total de sinistros ocorridos no periodo de tempo t
por uma distribuicdo Poisson, obtendo assim diretamente a distribuicdo da
quantidade de sinistros IBNR. Justifica-se a escolha das distribui¢des binomial e
Poisson pela definicdo e conceitos das proprias distribuicbes, além de elas
possuirem uma relacdo que auxilia os calculos. E como distribuicdo de atrasos foi
escolhida a log-normal, pois esta distribuicdo muitas vezes é associada ao tempo
de vida de produtos e materiais, tempo de falha ou sobrevivéncia, tempo
necessario para executar uma tarefa, distribuicbes que possuem assimetria

positiva, pois apresenta uma maior frequéncia em valores menores.
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2221

Apresentacdo das variaveis do modelo

Para comegcar, serdo definidos e explicitados as variaveis e parametros que
serdo utilizadas no modelo.

Seja d a variavel que representa o periodo de ocorréncia do sinistro, d=1,
2,..., D, onde D é o ultimo periodo de tempo observado na amostra.

Considera-se uma janela de periodos de ocorréncia de tamanho J e 0s
periodos contidos nesta janela identificados pelo indice t=1,..., J, onde J <D, ou
seja, 0 Ultimo periodo de ocorréncia dessa janela serd sempre observado na
amostra. Desta forma, a janela pode conter intervalos de periodos de ocorréncia de
d=1,..., J até d= D-J+1,..., D. Esta janela ¢é deslizante e vai passar por todos os
dias de ocorréncia observaveis a fim de obter novas estimativas de parametros do
modelo proposto a medida que deslizamos a janela. Sejam ainda:

e Ty atraso maximo observavel no aviso dos sinistros ocorridos no
periodo t;

e N nlmero total de sinistros ocorridos no periodo t;

e K variavel aleatéria do numero de sinistros ocorridos em t, avisados
até Ty;

o I'i=(Tta,.., I'tne) : vetor aleatdrio de todos os tempos de atraso dos
sinistros ocorridos no periodo t;

o I't=(Tta,.. ki) : vetor aleatdrio de todos os tempos de atraso dos
sinistros avisados relativos ao periodo t;

o Iyt = (Tikees, [ene) - Vetor aleatorio de todos os tempos de atraso
dos sinistros a serem avisados relativos ao periodo t;

e I'=(Iy,.., I}): vetor aleatorio de todos os tempos de atraso;

e T=(Ty,.., T;): vetor de todos os atrasos maximos observaveis;

e N= (Ny,..., Ny): vetor aleatério dos totais de sinistros ocorridos por
cada dia;

o K= (Ky,..., Kj): vetor das quantidades de sinistros ocorridas em cada
dia.

e N namero ndo observavel de sinistros com origem na data t;
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e k¢ nimero observado de sinistros comunicados até T com origem na
data t;
e 7=(%na,.., an) . vetor de todos os tempos de atraso dos sinistros
ocorridos no dia t;
e 7¢= (%1, wke) . vVetor aleatério de todos os tempos de atraso dos
sinistros avisados relativos no dia t;
o 71t = (@K1, @nt) . Vetor aleatorio de todos os tempos de atraso
dos sinistros a serem avisados relativos no dia t;
e \: vetor de parametros da distribui¢do de atrasos;
e vy¢ vetor de parametros da distribuicdo do numero de sinistros
ocorridos em t, N;;
A distribuicdo conjunta das variaveis aleatorias de atraso no aviso do
sinistro (I'Y), nUmero de sinistros avisados até o ultimo dia observado (K;) e total

de sinistros ocorridos no dia t (N;) € dada por:

th,Kt,Nt(Tt: keyng u, UZ:V: T) = th/Kt:kt,Nt:nt(Tt; W, o2, T.)
X fke/Np=n, (kt;li: o2, Tt)
X th(nt;)/)
(2.28)
onde:
fro/Ke=keNe=n, (Te; 1, 0%, T¢) € a distribuicdo de atrasos dado a quantidade de
sinistros avisados até T, k; e o total de sinistros ocorridos em t, ny;
fe/Np=n, (ke:t, 02, T;) € a distribuicdo de probabilidades de se observar K;
sinistros observados até T;
fn.(ng; v)é adistribuigdo do total de sinistros ocorridos em t.
Assume-se que a variavel aleatoria N;, 0 numero total de sinistros ocorridos
no periodo t, segue uma distribui¢do Poisson com parametro y € sua fungdo de

probabilidade é dada por:

fruoey) =Le™ (2.29)

Onden; = 0,1, ...
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Ja a variavel K, condicionada a N, = n, segue uma distribuicdo binomial com
parametros n, e p(u, a2, T;) que depende dos pardmetros u e a2 e cuja funcédo de

densidade igual a:
P, 0% TR (L~ P 02, T
kel (ne — ke)! ot ot

(2.30)

fKt/Nt:nt (kt,ntl p(.u: 0-2: Tt))

ondek, =0,1,...,n, € p(u,0%T,) é a probabilidade de sinistros serem
avisados com atrasos menores ou iguais a Ts.

A variavel aleatoria I condicionada a K; =k N; =n,, que se refere a
distribuigdo de atrasos, neste trabalho segue a distribui¢do log-normal, com fungéo de
densidade:

1(Inte—u)?
fro/Ke=keNe=n. (Te; 1,02, Tp) = ! e 7 o7 1,>0u>00%>0
Ft/Kt_ktINt—nt tll’ll 1t \/EO'T » Ut IH )]
t

(2.31)

2.2.2.2
Estimacdo dos parametros do modelo integrado quantidade/atraso

por maxima verossimilhanca

Se fosse possivel observar todos os atrasos no aviso para 0S Sinistros
ocorridos em J dias, a funcédo de verossimilhanca generalizada para todos os dados

observados em J dias é dada por (dado I}, K, Ny):
J

L([l, 02! V/F' K,N, T) = nfrt,Kt,Nt(Ttl ktl ne Wy 0.2, Y, Tt)
t=1
J

= fre/Ke=keNe=n, (Te; a?, Te)fk,/Ny=n, (kt;li: a?, Tt)th ngsy)
t=1

(2.32)
Separando 0 primeiro termo em componentes observaveis, atrasos menores

que T e ndo observaveis, atrasos maiores que Tt:
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L(u,0%y/T,K,N,T) =
]

- 1_[ fFI,t/Ktzkt'NtZHt (Tl't; K a?, Tt)fFII,t/Ktzkt'Ntznt (Tll.t; H, a?, Tt)
t=1

X fKt/Nt=Tlt (kt;u'l er Tt)th (nt' y)
2.33)

A funcéo de log-verossimilhanca para os dados completos é dada por:
l(u,0%y/T,K,N,T) =

J
- z in frt/Ktzkt'Nt:nt (Tt; K 0-2' Tt)
t=1
]
+ Z ln fKt/Nt=nt(kt;.Lll 0-21 Tt)
t=1

J
10 fiy ()
t=1

(2.34)

Utilizando como distribuicdo de atrasos no aviso, a distribuicdo log-normal:

5 1 _1(Intgi—p)®
folrei o) = T
ti

(2.35)

E a distribuicdo condicionada (truncada) aos dados observaveis, ou seja, a atrasos

menores ou iguais a T.€é dada por:

1 _10n7e—p)? InT, —
< Ttir JO-ZJT =—¢€ 2 a2 /CD (t—>
th/T_Tt( t,i l’l' t) mo“[t’l o

(2.36)

Onde ®(.) € a funcdo acumulada da distribuicdo normal padrdo N(0,1).
Seguindo os célculos realizados por Souza (2013) na secdo 3.4.3 de sua
dissertacdo, a funcdo de verossimilhanca para os dados truncados e incompletos

para t=1,2.. J dias do modelo proposto é:
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J k¢ o
f (‘Et i;u,cz) n! ke
L(te o’y =1_[ 1_[ — z 1-F,(T;p,0° F.(Ty;p,02
( . ) t=1 | j=1 (1‘Fr(Tt:u,02)) n=ktkt!(n'kt)!( T( ¢ )) ( T( ¢ ))

J t o
' e’ O (Fo(Topo?)y)™he
L(rt,i:u,oz'y)zn Ffr(r“““"’z) kt!v'ktzk )
= n=k¢

k
i=1

J ke
. -~ )
; 2 = : 2 Fe(Tow,
L(Tt,i,p,o ,Y)— | | | | fT(tt’i,p,c ) Ky eFr(Towo®)y
t=1 {i=1

(2.37)

Onde F.(T;p,0%) é probabilidade do atraso ser maior que o atraso maximo
observavel T;.

A funcdo de log-verossimilhanga a ser maximizada é:
] ke ]

reii o y) = D ) Infi(tes i a?) + ) (<lnke + kelny + F (T 1,0%)y = )
t=1i=1 t=1

(2.38)

Para obter o estimador de vy, primeiro temos que derivar a funcdo de

verossimilhanca em relacéo a y:

J
al T ; 10-2’ k
( tir 4 V) — z <_t + E.(T:; u, 0-2) - 1)
dy =

(2.39)
Igualando a derivada acima a zero, obtém-se o estimador de y:
R k.
VY= 7 2
] - Zt=1 F"L'(Tt; mao )
(2.40)

Onde k.= YJ_, k..
Atualizando a funcéo de log-verossimilhanca com a distribuicdo de atrasos
log-normal, onde:

, 1 _1(Intg—p)?
fe(tesmo )=m76 2 o?
ti

n-k¢ Y

n
_e'y
n!
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N )

Onde @(.) é a funcdo acumulada da distribuicdo normal padrdo N(0,1).

A log-verossimilhanca da distribui¢do conjunta passa a ser:

l(Ttl; uo ,]/) ZZ{__IH(ZT[) __ln(O.Z) _ ln(r“) __(lnTtl [,l) }

0'
]
InT; — pn
+Z —Ink,! + k¢ ny + 1—CD( ) Y=V
t=1 g
(2.41)
A derivada da funcéo Iog-verossimilhan(;a em relacdo a p €:
al(ru,u, 2,y) z z (lnth 1) z (lnTt )
au o
I
(2.42)

O termo | ja foi calculado na conta da distribuicdo truncada da lognormal

pelo enfoque de Weissner (Apéndice Al) e é dado por I = —icb (m%”) logo:

61(1“,;1, 2,y) Zz(lmtl— zj:z (lnTt )
o
t=1

t=1i=

al(rtl,u,a y) k(lnr—u) Zy (lnTt )

o
(2.43)
onde k=Y/_, keelnt =%/ T, Int,,;.
Igualando a derivada a zero, obtém-se o estimador de p:
: InT,
=, 9 niy — U
=ty ) o (=)
t=1
(2.44)

A derivada da log-verossimilhanca em relagéo a c? é:
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] k J
al(rt i ,u, o? )/ Z ‘ 1 (lnrtl Z (lnTt )
202 2

t=

(2.45)

O termo 1l ja foi calculado na conta da distribuicdo truncada da lognormal

por Weissner (Apéndice Al) e é dado por Il = iz{— (lnTt_“ ) ® (lnT:“ )} entso:

g

e zz{ 1
) S

(2.46)

Iguala-se a derivada acima a zero, para obter o estimador de ¢

N e L &
2 _ Sl 2 (nre — )
sL 3 - () o (M)

o

(2.47)

Nota-se que tanto para p como para o2 ndo é possivel isolar o parametro
apos igualar a derivada a zero (equacgdes 2.44 e 2.47) para obter uma expressdo
analitica para os estimadores. Entdo eles serdo estimados através do algoritmo de
busca ndo linear fmincon do software Matlab, usando as derivadas acima para
compor o gradiente a ser utilizado pelo algoritmo.

O parametro y sera estimado de forma iterativa seguindo os passos abaixo:
1- Escolhe-se um valor inicial para v;

2- A partir deste valor de vy fixo, as estimativas dos parametros da distribuicdo de
atrasos séo encontradas pelo algoritmo fmincon;
3- Calcula-se um novo valor para y utilizando os parametros estimados no passo

anterior;
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4- Calcula-se a diferenga entre este novo y e o y anterior, continuam-Se as
iteracOes para estimativa deste parametro (retornando ao passo 2), caso esta
diferenga seja maior que um valor determinado .

Para os ultimos dias de ocorréncia de sinistros temos poucos dados
observados para ajuste das curvas de atraso. Além disso, 0s atrasos observados
sd0 muito pequenos, ja que estdo proximos a Ultima data observada. Esses fatos
atrapalham a estimacdo pelo método de méxima verossimilhanca de uma
distribuicdo que represente os atrasos que serdo observados nesses dias. Souza
(2013) baseia-se em Al-Athari (2008), que diz que o estimador de maxima
verossimilhanga do pardmetro da exponencial s6 existe quando a média amostral
for inferior a metade do prazo do truncamento dos dados. Apesar de estarmos
trabalhando com a distribuicdo log-normal, o mesmo critério foi utilizado e
guando a média amostral da log-normal passa a ser superior a metade do

truncamento, a estimativa dos pardmetros sera igual ao dltimo valor estimado.

2.2.2.3
Estimador da quantidade IBNR

Como foi dito anteriormente, a quantidade total de sinistros ocorridos em
cada instante de tempo, Ng, segue uma distribuigdo Poisson com parametro yq. NO
entanto a distribuicdo de Ng ndo é conhecida, dado as informacdes observadas no
ultimo instante de tempo observado.

Sendo a quantidade Ny estimada pela esperanca desta varidvel, dado as
informacdes conhecidas, e sendo (Ng - Kg) | {Ng > kg, Kg = kg} ~
Poisson(yqF;,(Ty; Aq)) tem-se:

Ny = E[Ng| Ng = kq,Kq = kq]
=E[(Ng — K)| Ng = kg, Kq = kq] + E[Kq|Kq = k4]
= YaFr,(Tg; Aa) + kg
(2.48)

Onde 7, ¢ a estimativa de y quando a janela de dados é composta pelos dias
de ocorréncia t=d — J+1,..., d, com J < d < D. A demonstracdo da distribuicéo
(Ng - Kq) | {Ng> kg, Kg=Kq} esta no Apéndice A2.
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A quantidade IBNR do periodo de ocorréncia t sera dada por:

éd = Ng —kq

VaFe,(Ta; Aq) + kg — kg

= ?dFrd(Td; ) (2.49)

)

Ent&o a quantidade IBNR total Qé estimada por:
D
0= 0
a=1
(2.50)
Sejam 7, e 7, dois tempos de atraso quaisquer maiores que T, a quantidade

de sinistros ocorridos e ndo avisados com atraso 7 € (tq,7,] Sera:

Qa = Na (Fey(ri3 4a) — Foy(12: 20) )
(2.51)

2.2.2.4
Distribuicdo da quantidade IBNR

Sendo a quantidade IBNR total, Qq, igual a soma de variaveis independentes
com distribuicdo Poisson, a distribuicdo da quantidade IBNR total, Q, também
segue distribuicdo Poisson com média igual a soma das médias das variaveis
independentes Qg. Desta maneira, seu intervalo de previsdo € diretamente
calculado pelos percentis da Poisson com média e variancia iguais a quantidade
IBNR total estimada.

Da mesma forma, a quantidade IBNR por periodo de aviso também tem
distribuicdo Poisson com média igual a média das variaveis Poisson que a
formam. Esta distribuicdo sera importante para calcular os intervalos de previsao
da estimativa para avaliagcdo da qualidade da previsdo do modelo dos periodos que
serdo excluidos da amostra para teste. A distribuicdo da quantidade por periodo de

aviso encontra-se no Apéndice A2.
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Analise dos dados

Nesta secdo sera realizada a descricédo e analise dos dados a serem utilizados

para aplicar as metodologias citadas na sec¢ao anterior.

3.1

Descricdo dos dados

Os dados utilizados neste trabalho sdo os dados de quantidade de sinistros
do seguro DPVAT. O Seguro de Danos Pessoais Causados por Veiculos
Automotores de Via Terrestre, mais conhecido como Seguro DPVAT, existe
desde 1974. E um seguro de carater social que cobre danos pessoais (e ndo
materiais) de vitimas de acidentes de transito ou seus beneficiarios. Qualquer
pessoa que for vitima de acidente causado por veiculos automotores ou sua carga,
independente da apuracdo de culpa, seja motorista, passageiro ou pedestre, tem
direito ao seguro. As coberturas do seguro sao trés:

e Morte
e Invalidez permanente total ou parcial
e Reembolso de despesas de assisténcia médica e suplementares (DAMS)

Os recursos do Seguro DPVAT sdo financiados pelos proprietarios de
veiculos, por meio de pagamento anual. As indenizacbes sdo pagas
individualmente, ndo importando quantas vitimas estiverem envolvidas no mesmo
acidente, assim fica dificil especificar a populacdo exposta ao beneficio. Além
disto, grandes modificacdes sdo feitas na regulacdo deste seguro, entre elas,
alteracdo do prazo de aviso e nos valores maximos de indenizacdo de cada
cobertura. O desenvolvimento de pagamento do seguro DPVAT esta diretamente
associado as alteragdes de limites maximos de indenizacdo. Para que as
indenizagdes continuem significativas em relacdo aos danos e causas cobertas,
assim como fiquem de acordo com as oscilacfes de valorizagdo da moeda, é que
essas mudancas sdo realizadas. A mudanca no prazo de aviso também influencia o

comportamento dos reclamantes, afetando a velocidade de aviso do sinistro e 0
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valor médio da indenizacdo. Entdo optou-se por modelar o desenvolvimento dos
sinistros e calcular a quantidade IBNR e posteriormente associar a severidade a
eles. Neste trabalho sera calculada a reserva para os dados da cobertura morte e
serdo utilizados os dados de quantidade de aviso para o calculo pelos metodos

expostos.

3.2

Analise descritiva dos dados

Os dados utilizados possuem informacdes do dia da ocorréncia do sinistro, o
dia do aviso e quantidade de sinistros por dia e periodo de atraso. Esta informacédo
tem inicio em 2001 e se desenvolve até dezembro de 2011, totalizando 4009 dias.

Na Tabela abaixo estd uma anélise descritiva dos dados que estdo agrupados em

anos.
Tabela 1: Estatisticas descritivas

Ano de Atraso Maximo Desvio-padrdo Quantidade Desvio-padrdo da
Ocorréncia Médio Atraso do Atraso Médio média pordia quantidade total
2001 176.5 4016 50.3 90.1 34.2
2002 176.3 3651 49.1 95.8 39.2
2003 194.1 3286 56.2 91.0 37.9
2004 224.0 2921 48.8 93.4 38.5
2005 189.9 2555 47.7 97.1 39.5
2006 172.6 2190 43.5 96.6 39.2
2007 166.1 1825 35.2 103.8 44.1
2008 133.2 1460 27.9 106.0 41.5
2009 115.6 1094 23.0 104.1 41.5
2010 96.4 729 16.5 113.0 45.5
2011 59.3 364 25.5 89.4 48.7
Total geral 154.0 3881 71.0 98.0 41.7

A Tabela 1 apresenta o nimero médio de dias de atraso, o atraso maximo
observavel em dias, o desvio padrdo do atraso médio em dias, a quantidade média
de sinistros ocorridos por dia da amostra e o desvio padrdo da quantidade total de
sinistros ocorridos por dia, todas essas informacdes separadas por ano e no total
da amostra. Os anos que apresentaram maior atraso médio foram 2003, 2004 e
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2005; em 2003 entrou em vigor 0 novo cédigo civil (janeiro de 2003)* que
reduziu o prazo para dar entrada no pedido de indenizagéo de 20 anos para 3 anos.
Percebe-se que, mesmo com esta alteragcdo no prazo para dar entrada no pedido, o
atraso médio ainda foi maior do que 0s outros anos, pois a alteragdo so € valida
para 0s casos em que 0 tempo entre a ocorréncia do sinistro e a solicitacdo seja
inferior a 10 anos. E o atraso médio fica em menos de 60 dias em 2011, o que se
deve principalmente a falta de observacao de dados a partir de 2011.

O atraso maximo observado na amostra foi de 3881 dias, que € um pouco
superior a 10 anos de atraso no aviso do sinistro. H4 uma grande distancia entre 0s
atrasos maximos e os atrasos médios observados. Dado o truncamento dos dados,
com o0 passar dos anos 0 atraso maximo vai se reduzindo, como era de se esperar,
chegando a 364 dias (quase 1 ano) em 2011. O desvio padrdo do atraso medio por
dia apresenta maior valor em 2003 sendo de 56,2 dias, isto significa que a
variacdo em relagdo a media de atrasos médios de todos os dias deste ano é de
56,2 dias. A quantidade média anual de sinistros informados por dia vai crescendo
ao longo dos anos, mesmo com a auséncia de dados observados apos dezembro de
2011, o que sugere que este numero deve ser ainda maior principalmente a partir
de 2003 quando ocorreu a mudanca no prazo maximo de aviso do sinistro. O
desvio padrdo da quantidade de atrasos avisados por dia € em torno de 41,7

sinistros no total da amostra.

3.3
Andlise grafica da distribuicdo de atrasos e frequéncia de sinistros

Buscando conhecer melhor a distribuicdo de atrasos, a fim de saber qual
distribuicdo se assemelha mais aos dados, foi feita uma analise gréafica dos dados
de atraso. Como ndo seria possivel apresentar os graficos de todos os dias
observados, foram selecionados 9 dias da amostra de acordo com o intervalo de

dados observados, de forma que este dias estdo bem distribuidos em toda a

2 para os acidentes anteriores a janeiro de 2003 os tribunais tém aplicado uma regra de
transicdo: se entre a data em que esta definido o dano pessoal que da direito a cobertura do
seguro (morte, invalidez ou reembolso de despesas) e a data de entrada em vigor do novo Cadigo
Civil (11/01/2003) houve o transcurso de um periodo superior a 10 (dez) anos, sera aplicavel o
prazo de 20 (vinte) anos para o requerimento do DPVAT. Entretanto, se esse periodo é inferior a
10 (dez) anos, observar-se-a4 0 novo prazo de 3 (trés) anos, iniciando sua contagem a partir de
11/01/2003.

Fonte: Site da DPVAT.
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amostra de 11 anos. Como os dados sdo truncados na Ultima data observada e
guanto mais antigo o dia da ocorréncia, menor é o truncamento dos dados, o
primeiro dia selecionado é o primeiro dia observado (01/01/2001), o que
possibilita a observacdo de uma amostra mais completa e foram selecionados os
demais dias seguindo um intervalo entre eles até o dia 3569 (09/10/2010) que € o
dia de ocorréncia mais recente e com a distribuicdo mais incompleta dentre os dias
selecionados. A Tabela 2 a seguir apresenta os dias que foram selecionados e a

identificacdo dos mesmos nos graficos.

Tabela 2: Dias selecionados para os gréaficos

Identificacdo Datada
do dia (y) ocorréncia
1| 01/01/2001
447| 23/03/2002
893| 12/06/2003
1339 31/08/2004
1785| 20/11/2005
2231| 09/02/2007
2677| 30/04/2008
3123| 20/07/2009
3569 09/10/2010

Na Tabela 3 encontram-se a quantidade observada e o atraso medio para 0s
dias selecionados. Como foi possivel observar no atraso médio por ano, o atraso
médio vai diminuindo ao longo dos dias selecionados, como se esperava devido
ao truncamento dos dados no ano de 2011. Ja a quantidade observada em cada dia
varia bastante, sendo o dia 09/10/2010 o dia com maior quantidade de sinistros

observada, 194 ocorréncias.
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Tabela 3: Quantidade observada e atraso médio dias selecionados

Quantidade | Atraso

observada | médio

01/01/2001 144 235.4
23/03/2002 120 217.0
12/06/2003 78 202.0
31/08/2004 67 255.3
20/11/2005 148 255.1
09/02/2007 96 180.8
30/04/2008 115 175.2
20/07/2009 83 123.7
09/10/2010 194 118.9

A seguir estdo os histogramas dos atrasos dos avisos dos dias selecionados.
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Figura 6: Histogramas dos atrasos no aviso para os 9 dias selecionados

Nos graficos da Figura 6, pode-se considerar que em alguns dias a

distribuicdo de atrasos possui uma semelhanca com a distribuicdo exponencial,
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especialmente os dias 1, 893 e 2677. Ja a distribuicdo dos atrasos do ultimo dia
selecionado esta mais distante da distribuicdo exponencial.
Agora serd aplicada a fungéo logaritmica aos dados para ver o modo como a

distribuicdo se comporta apos esta transformacao.
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Figura 7: Histogramas do log dos atrasos no aviso para os 9 dias selecionados

Os gréficos acima ndo deixam claro qual distribuicdo os dados observados
seguem. Com isso foi feito também o grafico normal qgplot (quantil-quantil
normal) que é uma ferramenta util para checar a adequacdo da distribuicdo de
frequéncia dos dados a distribuicdo normal. Se os dados estiverem préximos a
linha que representa a distribuicdo teorica da distribuicdo normal, temos indicios
de que a distribuicdo normal se aplica aos dados. Em alguns gréaficos os dados
estdo bem proximos a distribuicdo normal, em outros devido a assimetria dos
dados; aos dados serem discreto ou a presenca de outlier (valores atipicos), as

informacdes observadas se afastam da distribuicdo normal.
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Figura 8: Normal qgplot dos dias selecionados

O fato de alguns dias (ap0s aplicada a funcéo logaritmica) apresentarem um

comportamento semelhante a distribuicdo normal corrobora a escolha da

distribuicdo log-normal como distribuicao dos atrasos no aviso do sinistro.
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Resultados

Neste Capitulo serdo apresentados os resultados obtidos pelos métodos: o
método Chain ladder, o0 modelo de Weissner para a distribuicao de atraso no aviso
usando a distribuicdo lognormal truncada e o modelo usando a distribuicdo
conjunta do atraso no aviso (Lognormal) e quantidade de sinistros (Poisson).

Foram utilizados os dados do DPVAT para a cobertura morte, que possui
dados diarios com a informac&o dos sinistros avisados e data de ocorréncia entre
0s anos de 2001 a 2011. Utilizando todos os dados (de janeiro de 2001 a
dezembro de 2011) foi realizada a previséo da quantidade IBNR para o ano 2011.
Para realizar as comparagcdes com os valores observados e calcular os erros de
previséo foram feitos trés experimentos: primeiro foram removidos os trés altimos
anos da amostra (2009, 2010, 2011) e utilizando os dados até dezembro de 2008
foram realizadas as previsdes 3 anos a frente, os resultados foram comparados
com os valores observados nestes anos e 0s erros de previsao foram calculados; de
forma similar, o segundo foi realizado removendo os dois ultimos anos (2010,
2011) e utilizando os dados até dezembro de 2009 para realizar as previsoes 2
passos a frente e calculo de erros; e por ultimo foi removido o dltimo ano
observado (2011) e com os dados até dezembro de 2010 foi realizada a previséo 1

ano a frente e o erro de previséo calculado.

4.1
Chain ladder

Primeiramente 0 método do Chain ladder foi aplicado aos dados a fim de
obter a estimativa IBNR. Na figura a seguir estd o tridngulo de desenvolvimento
usando os dados de janeiro de 2001 a dezembro de 2011. Como € possivel
observar no tridangulo abaixo, a maior parte dos sinistros foi avisada dentro do

mesmo ano.
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0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2001 21939 8584 1175 494 330 135 85 75 37 23 20
2002 23060 9269 1274 691 252 161 138 81 27 29
2003 20969 8999 1776 751 306 216 108 60 46
2004 19113 10993 2120 1118 447 224 97 79
2005 22943 8868 1891 1082 395 159 103
2006 23653 8248 1986 939 238 179
2007 24029 10815 2005 791 261

Origem

2008
2009
2010
2011

26911
27179
29894
31647

9708
9177
11353

1377
1657

784

Figura 9: Triangulo de desenvolvimento Chain ladder

O valor da quantidade IBNR estimada para 2011 encontrada foi 25164

sinistros que ocorreram, mas ainda ndo foram avisados. Foram também realizadas as

previsfes para os dados removidos da amostra nos trés experimentos supracitados. Na

Tabela 4 a seguir sdo exibidos os erros de previsdo da quantidade de sinistros em cada

experimento. Vale lembrar que as previsdes realizadas pelo método foram

comparadas aos valores observados para o calculo do erro. As legendas ‘Até
dez/2008°, ‘Até dez/2009°, ‘Até dez/2010° se referem aos cortes realizados na

base de dados e explicados anteriormente.

Tabela 4 — Medidas dos erros de previsdo Chain ladder

Até dez/2008 |Até dez/2009 |Até dez/2010 -
MAPE 25% 26% 9% Previsao
IBNR 2011
MAE 930 1936 1237
RMSE 1021 2232 1237 25164

Apesar de se tratar de uma previsdo 3 passos a frente, as medidas de erro de

previsdo MAE (Mean Absolute Error, em inglés, ou Erro médio absoluto), MAPE

(Mean Absolute Percentage Error, em inglés, ou Porcentagem do erro médio

absoluto) e RMSE (Root Mean Square Error, em inglés, ou raiz do erro médio

quadratico) para ‘até dez/2008 apresentaram valores melhores que a previsédo 2

passos a frente ‘até dez/2009’.
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4.2

Abordagem Weissner

Ambos os modelos foram estimados considerando uma janela deslizante de
365 dias, isto €, os parametros da distribuicdo foram estimados para cada dia de
ocorréncia t, considerando na janela as ocorréncias deste dia e as ocorréncias dos
364 dias anteriores a t. Os modelos foram testados nas mesmas condic¢Ges que 0
modelo de Chain ladder, utilizando os cortes nos dados para calculo de erro e
também utilizando todos os dados para realizar a previsdo da quantidade IBNR
para 2011.

Primeiramente serdo apresentados o0s resultados obtidos através da
abordagem de Weissner usando a distribuicdo lognormal como distribuicdo de
atraso no aviso. A Figura 10 mostra o atraso medio esperado no aviso da
ocorréncia do sinistro por dia de ocorréncia para cada corte de ano de aviso. As
curvas dos diferentes cortes de ano apresentam comportamento muito similar
entre si. Observa-se no grafico que antes do dia de ocorréncia 1365 (26/09/2004)
comeca uma tendéncia crescente nos atrasos estimados que resulta em um pico no
grafico por volta deste dia. Ao se comparar esta informagdo com a apresentada na
Tabela 1, nota-se que realmente a partir de 2003 o atraso médio tem um aumento
consideravel em relacdo aos anos anteriores, sendo 2004 o ano com maior atraso
médio observado, 224 dias. O ano de 2005 também apresenta uma média mais
elevada e depois 0 atraso médio comeca a decrescer. Ao final das curvas pode-se
ver o truncamento dos valores estimados dos parametros que foi adotado aqui, por

causa do limite de observacédo dos dados até 2011.
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= Atraso estimado até 2008 = Atraso estimado até 2009 Atraso estimado até 2010 Atraso estimado até 2011

240

80

60

Figura 10: Atraso estimado — Abordagem Weissner

As Figuras 11 e 12 apresentam os graficos com os valores estimados para
cada dia de ocorréncia dos parametros p e o, média e desvio padriao
respectivamente, da distribuicdo de atrasos log-normal. O valor esperado (media)
da distribuicdo log-normal é dado por E(X) = e#+1/2°* portanto depende de ambos
os parametros. Os valores estimados de u ficam em torno de 4.08 e 4.67 e, a estimativa
de o fica entre 0.93 ¢ 1.29.
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Parametro p estimado
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Figura 11: Parametro E Abordagém Weissner
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Figura 12: Parametro E Aberdagsm Weissner

A Figura 13 apresenta o gréfico dos atrasos observados versus o atraso
médio esperado para cada dia de ocorréncia dos dados até 2011; o atraso médio
esperado segue bem o padrdo da distribuicdo de dados observados. Ao final do
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gréfico para as estimativas serem mais confiaveis, elas foram repetidas e com isso
0 atraso médio ndo acompanha a diminui¢do que ocorre nos dados devido a

proximidade com a Ultima data observada.
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Figura 13: Valor esperado do atraso estimado x média amostral por dia de ocorréncia

(dados até 2011)— Abordagem Weissner

O ultimate é o valor esperado da quantidade total de sinistros ocorridos, 0
que inclui os sinistros ja avisados e 0s que ainda serdo avisados (IBNR). A seguir
sdo apresentados os graficos da quantidade estimada de sinistros (Ultimate) versus
a quantidade observada na amostra. Os valores estimados estdo muito proximos
dos observados para todos os cortes, no final dos graficos que é possivel ver
alguma diferenca entre esses valores. No ano de 2010, o ultimo valor estimado

ficou muito alto e com isso alterou a escala do grafico.
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» Ultimate
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Figura 14: Quantidade observada x Quantidade estimada por dia corte até 2008 -

Abordagem Weissner
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Figura 15: Quantidade observada x Quantidade estimada por dia corte até 2009 -
Abordagem Weissner
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Figura 17: Quantidade observada x Quantidade estimada por dia até 2011 —

Abordagem Weissner
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Quantidades média mensal observada x estimada - dados até 2011
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A Média mensal quantidade estimada - Weissner
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Figura 18: Grafico de médias mensais da quantidade observada x quantidade estimada

por dia (dados até 2011) — Abordagem Weissner

Além dos graficos por dia de ocorréncia dos sinistros para cada corte de
dados, foi feito também um grafico usando a média dos meses comparando as
guantidades observadas e estimadas. Na Figura 18 esta o grafico considerando
todos os dados até 2011, neste grafico nota-se que a média mensal da quantidade
estimada apresenta valores bem proximos a média mensal amostral, destoando
apenas nos ultimos meses do grafico, principalmente nos 3 primeiros meses de
2011.
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Ultimate x quantidade observada
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Figura 19: Grafico de dispersao Ultimate x Observado (até 2011) — Abordagem Weissner

Também foi feito o grafico de dispersdo da quantidade estimada contra a
observada. Nele fica mais claro de observar que os valores estimados sdo sempre
maiores ou muito préximos dos observados.

Os erros de previsao gerados para cada corte sdo apresentados na Tabela 5.
Para os 3 cortes os erros foram muito proximos, para 0 corte mais recente até
dez/2010 este erro foi um pouco menor 26% o MAPE, no entanto o MAE e

RMSE apresenta os maiores valores.

Tabela 5: Erros de previsdo do método Weissner por corte

Até Dez/2008 | Até Dez/2009 |Até Dez/2010 |Previsdo
MAPE 53% 46% 35%| IBNR
MAE 2259 2421 5038 | 2011
RMSE 2671 2439 5038 11518

Com relagdo a previsdo da quantidade IBNR usando todos os dados

disponiveis até 2011, tem-se que o valor estimado foi de 11518 sinistros que ainda

ndo foram reportados. Este valor € inferior ao estimado pelo Chain ladder, que foi
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de 25164 sinistros. Mais para frente serdo comparados os trés métodos usados ao mesmo

tempo.

4.3

Modelo conjunto quantidade/atraso

Como ja foi dito, os parametros da distribuicdo foram estimados usando
uma janela deslizante de 365 dias e foram realizadas 0s mesmos exercicios que
para 0 método Chain ladder e a abordagem de Weissner.

O modelo proposto também leva em consideracdo que a quantidade de
sinistros observada é uma variavel aleatéria com distribuicdo binomial que
depende dos parametros da distribuicdo de atrasos, do atraso maximo observével e
do parametro vy da distribuicdo do numero total de sinistros ocorridos em cada dia.
Os parametros das trés distribuicdes foram estimados conjuntamente.

A Figura 20 apresenta os atrasos esperados por dia de ocorréncia para cada

um dos cortes utilizados.

= Atraso estimado até 2008 === Atraso estimado até 2009

Atraso estimado até 2010 Atraso estimado até 2011
610
560
510 l
460
410
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310
260
210 /—‘u?: ~
160 s —
110 % .
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N AN OO AN OMO O AN OO AN OO A NMO OO A NM
OC O A T OO ANSTH~NOTANNNNOANINMOOMWIMO HMm WO dHA I WO
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Figura 20: Atraso estimado por corte — Modelo conjunto
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Apenas o corte “Ate 2008’ possui alguns picos muito elevados em torno do
dia 1300 (23/07/2004), um dos atrasos médios chega a quase 560 dias. Ao
comparar com a Figura 10 do atraso médio estimado pelo método de Weissner,
nota-se que neste periodo de tempo ha um aumento no atraso médio, mas no caso
do Weissner o valor do atraso médio ndo passa de 240 dias.

Na sequéncia, estdo os valores estimados para 0s parametros p e o que séo
utilizados no célculo do valor esperado da distribuicdo de atrasos. Vale lembrar

que para a distribuicio lognormal o valor esperado é dado por E(X) = e#+1/20%,

Parametro p estimado
e Até 2008 === Até 2009 Até 2010 Até 2011
6,00
5,00 A
e —— ‘\"\? .
4,00 A e — —
S 3,00
2,00
1,00
0,00
NN AT NN NN O INNOO A MO WnSs O
O +d O AN INANNANOOMOWOMOOSOOS OT OWnNn O n O
N W WO A NS INNOOOCd N ONIDOANSULNO
™ A A A A AN AN AN AN AN ANAN OO OO NN
Dia de ocorréncia

Figura 21: Parametro E Madela ¢onjunto
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Parametro o (desvio padrao) estimado

e Até 2008 = Até 2009 Até 2010 Até 2011
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Dia de ocorréncia
Figura 22: Parametro FMedéta donjunto

Ambos os pardmetros possuem uma variagdo maior no periodo onde estdo
0s picos do atraso médio para o corte 2008.

Na Figura 23 esta o grafico de atraso médio versus 0s atrasos estimados para
o corte 2008. E possivel perceber que os pardmetros nio estdo bem estimados no
periodo de maior atraso observado, pois sO neste periodo da distribuicdo que o
atraso médio estimado ndo se adequa bem a distribuicio como nos demais

periodos.
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2 Atraso médio observado » Atraso médio esperado
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Figura 23: Atraso observado e atraso médio esperado para o corte 2008 —

Modelo conjunto

E possivel ver nas Figuras 24, 25 e 26 que para 0S Outros cortes o atraso
médio segue bem a distribuicdo de atrasos. Como ja era de se esperar, conforme
se possui mais dados, melhor se torna o ajuste do atraso médio aos dados

observados.

2 Atraso observado * Atraso médio esperado
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Figura 24: Atraso médio observado e esperado (corte 2009)- Modelo conjunto
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Figura 25: Atraso médio observado e esperado (corte 2010)- Modelo conjunto
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Figura 26: Atraso médio observado e esperado (corte 2011)- Modelo conjunto
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Nas Figuras 27, 28, 29 e 30 temos as quantidades observadas versus as
quantidades estimadas (ultimate) e o parametro estimado gama da distribuicdo da
quantidade total de sinistros ocorridos para cada um dos cortes. Em todos os
graficos os valores estimados estdo bem préximos das quantidades observadas, no
final dos dados que o ultimate ndo acompanha a queda da quantidade observada, o
que é esperado j& que os dados sdo truncados na ultima data observada e essa
diferenga entre observado e estimado € a quantidade IBNR que se deseja estimar.
O pardmetro gama estimado também estd muito seguindo muito bem a
distribuicdo de quantidades e se comporta como uma quantidade média da

quantidade observada.

em=»Gama + Quantidade observada + Ultimate
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Figura 27: Quantidade observada x Ultimate e Gama estimado até 2008 —

Modelo conjunto
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e Gama 4+ Quantidade observada e Ultimate
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Figura 28: Quantidade observada x Ultimate e Gama estimado até 2009 —
Modelo conjunto
am=sGama + Quantidade observada e Ultimate
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Figura 29: Quantidade observada x Ultimate e Gama estimado até 2010 —

Modelo conjunto
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e Gama 4+ Quantidade observada e Ultimate
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Figura 30: Quantidade observada x Ultimate e Gama estimado até 2011 —

Modelo conjunto

Assim como na abordagem Weissner, aqui também foi feito o gréafico de
disperséo da quantidade estimada contra a observada. Muitos valores sdéo muito
préximo dos observados, o que indica que 0 modelo ndo prevé que ainda faltam

quantidades a serem observadas.
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Figura 31: Grafico de dispersao Ultimate x Observado (até 2011) — Modelo conjunto

E também o gréafico das quantidades medias mensais observadas e estimadas
(Figura 32). Nele os valores ficam mais préximos que no Weissner, 0 que nao é
muito bom, pois indica que 0 modelo ndo espera que novos sinistros serdo
comunicados. Neste caso tambeém tem-se os 3 primeiros meses com valores bem
distintos dos observados, devido a uma grande queda na quantidade observada na

amostra.
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Figura 32: Grafico de médias mensais da quantidade observada x quantidade estimada

por dia (dados até 2011) — Modelo Conjunto

Na Tabela 6 a seguir estdo apresentados os erros de previsao para cada um

dos cortes de dados para 0 modelo conjunto da quantidade e atraso.

O valor estimado do IBNR para 2011 foi de 10668 sinistros que ainda ndo

foram comunicados. Este valor estd bem abaixo do valor estimado pelo método

Chain ladder e também é um pouco inferior ao valor estimado pelo método do

Weissner.

Tabela 6: Erros de previsao por cada corte e IBNR estimado para 2011

Até Dez/2008 |Até Dez/2009 |Até Dez/2010 [Previsdo
MAPE 55% 50% 41%| IBNR
MAE 2352 2725 5882 | 2011
RMSE 2779 2761 5882 10668

4.4

Comparacéo dos meétodos

Neste topico iremos comparar 0s resultados encontrados pelos trés métodos.

A Tabela 7 contém um resumo dos erros de previsdo em cada corte e o valor

IBNR estimado para o0 ano de 2011.
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Tabela 7: Comparacéo erros de previsdo e IBNR estimado

Até dez 2008 Até dez 2009 Até dez 2010 Previsdo
Meétodo MAPE MAE RMSE MAPE MAE RMSE MAPE MAE RMSE IBNR
Chain Ladder 25% 930 1021 26% 1936 2232 9% 1237 1237 25164
Weissner 53% 2259 2671 46% 2421 2439 35% 5038 5038 11518
Conjunta 55% 2352 2779 50% 2725 2761 41% 5882 5882 10668

O método que utiliza a abordagem de Weissner e o modelo conjunto
quantidade/atraso apresentaram erros de previsdo bem superiores ao método
Chain ladder em todos os cortes, mas 0 método Weissner obteve erros um pouco
menores que 0 modelo conjunto.

A fim de aumentar as op¢Oes para comparacao e dado que 0os mesmos dados
foram utilizados e foram aplicados nas mesmas circunstancias em ambos 0s
trabalhos. A Tabela 8 apresenta os erros de previsao obtidos no trabalho de Souza
(2013) utilizando tanto a abordagem de Weissner como o0 modelo conjunto
quantidade/atraso no aviso, mas com as distribuicdes de atraso sendo a

exponencial e uma mistura de exponenciais.

Tabela 8: Erros de previsao acrescentando resultados obtidos por Souza (2013)

Até dez 2008 Até dez 2009 Até dez 2010 Previsdo
Meétodo MAPE MAE RMSE MAPE MAE RMSE MAPE MAE RMSE IBNR
Chain Ladder 25% 930 1021 26% 1936 2232 9% 1237 1237 25164
Weissner - Lognormal 53% 2259 2671 46% 2421 2439 35% 5038 5038 11518
Conjunta(lognormal-poisson) 55% 2352 2779 50% 2725 2761 41% 5882 5882 10668
Mistura de exponenciais 43% 1102 1142 24% 1160 1160 14% 2082 2082 19856
Mistura de exponenciais (Weissner) 46% 1299 1259 22% 856 924 20% 2878 2878 19721
Exponencial 75% 2853 3158 63% 3355 3377 40% 5832 5832 9781
Exponencial (Weissner) 75% 2844 3145 66% 3627 3685 44% 6389 6389 9057

O modelo conjunto utilizando a distribuicdo lognormal e 0 modelo com a
abordagem de Weissner apresentaram erros de previsdéo melhores que os que
usaram a distribuicdo exponencial, mas inferiores aos com a mistura de
exponenciais. As estimativas para a quantidade IBNR do modelo conjunto e
Weissner se aproximaram as obtidas pelo modelo exponencial, mas elas estdo
bem abaixo das estimativas dos outros modelos que apresentaram erros de
previsdo menores.

Também € interessante analisar se 0s modelos estdo errando para cima ou
para baixo quando fazem a previsdo do valor observado. Estes valores podem ser

vistos nos graficos abaixo feitos para cada corte de dados.
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Figura 33: Grafico de previsdes 3 passos a frente com dados até 2008
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Figura 34: Gréfico de previsdes 2 passos a frente com dados até 2009
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Figura 35: Grafico de previsao 1 passo a frente com dados até 2010

Nos trés graficos nota-se que o método do Chain ladder sempre prevé acima
do observados enquanto o método de Weissner e 0 modelo conjunto preveem
abaixo do valor observado.

Intervalos de previsdo obtidos no modelo conjunto quantidade/aviso

A quantidade IBNR para o periodo d (Qgq) tem distribuicdo
Poisson(y.F:,(Ty4; Aq)), logo a quantidade total IBNR, que € a soma de variaveis
independentes com distribuicdo Poisson, tera distribuicdo Poisson com média
igual & soma das médias das varidveis Qq. Desta maneira, 0 intervalo de previsao
da distribuicdo total IBNR assim como o da quantidade IBNR para o periodo
desejado saem diretamente pelos percentis da distribuicdo Poisson com média e
variancia correspondente de cada uma.

O intervalo de previsdo de 90% para a quantidade IBNR total segundo a
distribuicdo conjunta quantidade/aviso deste trabalho é [10499; 10839].

Os intervalos de previsdao de 90% para a variavel A. que representa a

quantidade de sinistros avisados no ano t estdo na Tabela abaixo.
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Tabela 9: Intervalos de previsdo de 90% x quantidades observadas
Intervalo de previsdo de 90% para a quantidade observada
2008 2009 2010
Horizonte | Lim. Inf. | Lim. Sup. Obs Lim. Inf. | Lim. Sup. Obs Lim. Inf. | Lim. Sup. Obs

2009 8748 9058 13460
2010 991 1097 2722 8412 8717 11926
2011 388 456 1406 763 856 3109 8357 8660 14491

E possivel observar que nenhum dos valores observados nesses periodos

estd contido nos intervalos de previsdo, o que nos faz questionar se o parametro

gama da distribuicdo Poisson atribuida essas variaveis foi subestimado, ou ainda

se esta distribuicdo deveria ser substituida por outra que possua maior

variabilidade em relacdo a média. Além disso, temos poucas informacdes

disponiveis desta variavel e com isso a andlise dos intervalos de previsdo ndo é

totalmente robusta. Por outro lado, aumentar essa amostra significaria perder mais

dados na amostra utilizada para o ajuste dos modelos, 0 que ndo seria bom para a

qualidade do ajuste.
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Conclusao

O desenvolvimento do modelo conjunto proposto permitiu estimar uma
distribuicdo dos atrasos no aviso da ocorréncia que, ao analisar os graficos de
atraso esperado nota-se que se adequou muito bem aos dados observados, exceto
para o corte 2008 que apresentou alguns picos. Além disso, foi possivel observar
0 comportamento dos parametros da distribuicdo de atraso ao longo do tempo. No
entanto, as previsdes ficaram abaixo dos valores observados nas amostras
removidas para a etapa de estimacgdo. Algum dos parametros do modelo pode ter
sido subestimado e com isso afetar nas previsdes da quantidade IBNR. Este pode
ser um dos fatores que fez com que os erros de previsdo do modelo proposto
fossem altos quando comparados aos demais. Em termos de resultados, 0 modelo
de Weissner usando a distribuicdo de atrasos no aviso do sinistro usando a log-
normal truncada apresentou resultados melhores que o modelo conjunto, tendo os
resultados mais proximos do Chain ladder, que obteve os menores erros de
previsao.

Uma vantagem do modelo conjunto foi ter a distribuicdo da quantidade
IBNR bem definida e que pode ser obtida sem a necessidade de nenhuma
simulacdo ou estimacdo adicional. Outro ponto positivo € que 0s parametros
obtidos para a distribuicdo truncada sdo também os parametros da distribuicéo
completa e assim ndo se faz necessario um processo adicional para estimar a
cauda da distribuicdo de atrasos. E a estimacgdo da distribuicdo de atrasos foi
razoavelmente precisa, sendo obtida através da estimacdo com janelas deslizantes
e atualizacdo dinamica das estimativas dos parametros das distribuicdes.

Um ponto negativo foi que o valor observado para a quantidade total de
sinistros ocorridos ndo estava presente nos intervalos de previsdo apresentados.
Uma opcdo de correcdo aqui seria buscar outra distribuicdo com maior
variabilidade.

Esta € uma das sugestdes para trabalhos futuros: utilizar outra distribuicéo
para a quantidade de sinistros ocorridos ou mesmo outra distribuicdo para os

atrasos no aviso do sinistro. Ou ainda incluir sazonalidade na modelagem da
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quantidade de sinistros ocorridos. Outra opc¢éo seria incluir informacdes externas,
alguma medida de exposi¢do ao sinistro, como, por exemplo, nimero de carros e

outros veiculos que estdo em circulacéo.
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Apéndice

Al- Maxima verossimilhanca log-normal

Distribuicdo log-normal para atrasos para o dia de ocorréncia t -

Abordagem Weissner

Considere um determinado dia de ocorréncia t. Seja k a quantidade de

sinistros ocorridos em t e 71, .. 7 0S tempos de atraso no aviso do sinistro

observados de cada sinistro ocorrido no dia t. Considerando a distribuicdo log-

normal para os tempos de atraso com parametros p ¢ 6> desconhecidos, temos:

5 1 _1(InT—p)?
(t/1,0?) = e @
fee/u V2ot

E a distribuicdo condicionada (truncada) ao atraso méaximo T é dada por:
fejesr(t/u, 0%, T) = f(t/u, 02)/P(atraso no aviso < T)

1 _1(Int—p)? InT—
fT/TST(T/M'O_Z'T) = \/ﬁare 2 o /CD (u)

o
Onde @(.) é a funcdo acumulada da distribui¢cdo normal padrédo N(0,1).
A funcao de verossimilhanga para os parametros p e 62, L(l,6?), no periodo

de ocorréncia t é dada por:
L(w 02 ) ﬁ{ 1 _;Um—i;lﬂz/q)(lnT—u)}
, O T,y e, Tg) = e o
: ! k i1 V2moT; o

E a funcdo de log verossimilhanca, | (1,62), ¢ dada por:

k

I(w, 0%ty ., Ty) = Z {—%ln(Zn) _ %ln(az) —In(Tp) — l(ln‘[;— w? . [CD <1nT - y)]}

i=1

Estimador de méaxima verossimilhanca de p

A derivada da funcéo de log-verossimilhanga em relagdo ao parametro p:

ol(u, 0274, ..., Tx) u (Int; —p) 0 InT — u
=2 a e (5)

ou a? ou o

i=1
I 1l

InT—u

Desenvolvendo o termo |l e fazendo z = ( ) temos:

e (5 = g men = (555) (G 0e) (5)
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Como z = (m;_”), entao Z—i = a(r;?:“) = _?1 e sendo %{Cb(z)} = ¢(2),
obtemos:
—1¢(2)
—{m[cb(z)]} 50 )d)( 2(>)= — 5

Logo, fazendo a substitui¢do de z, o termo 11 é dado por:

9 (1 [ (0T —H —1¢(lnT_”)
sl o)

Desta forma, a derivada da log-verossimilhanga em relagdo a  é:

ol(u, 0%, 74, .., Tx)

-

(Int; —pw) 0 [ (lnT — M)]
= ——————In|®
ou C a? on o
= I 11

InT —

ol(u, o ‘L'1, oy T zk: (lnrl ,u) 1 ¢( M)
1 T

i=1 (1) (%)

Iguala-se a derivada a zero para obter o estimador de maxima

verossimilhanga para p:

oL, 0% 14, ., T) Cfne—w 10 (lnTa_ M) _
ou _; g2 +;(D(1HT—M) =0
- o
i anr - 197
£ ks 7% (IHTG— ll)
() —du k9 ()
02 o o lnTa_ ll)
sy ()
- k g @ (1nT - u)
o

Estimador maxima verossimilhanca de ¢?

A derivada da funcéo de log-verossimilhanga em relagdo ao parametro o2
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oL, 0% 1y, ., T) i N 1(nt; —p)?> 0 {l [CD (lnT — y)]}
do? B 202 2 gt 902 " o

=1 I 11 il

InTy—
Desenvolvendo o termo 11, fazendo z = (#”) temos:

i aiz {ln [(D (1nTG— #)]} _ _{1n[c1>(z)]} = <®2 )>< {@(z )})< )

InT-
Como z = —£

0z _ d((InT —w)(e?)"%) _ 1,3 1(nT—p
do? do? = (InT, —u) <_§(U ) 2) T2 o3
_ 1 (InT —p\ i
B _ﬁ< o ) 202
e sendo %{Cb(z)} = ¢(z), obtemos:
9 _ 1 9@
5 Inlo@I = 5 )d)( D (~552) = 750

Logo, fazendo a substitui¢do de z, o termo 111 é dado por:

N Y (O S o (L8
L)) - )

Voltando a derivada em relacéo a o2, tem-se:

al(t; u,02) zk: 1 14 (Inz; — pu)? N (lnT —u)¢(lnTa_ M)

do? 202 o2 o

i=1 ® (lnTa_ M)

Igualando a derivada a zero para obter o estimador de maxima

verossimilhanca para %

T_
al(u,az;rl,...,rk)zzk: 1 +l(ln‘ri—u)2+ 1 <lnT ,u>¢( #) _ 0
)

002 L 202 2 o 202 o InT —,u
=
k
Zi _1+(lnri—,u)2+<lnT—u )
L2072 o? o
i=1 o
k lnT u)
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2 ;c=1(lnri - ﬂ)z

InT — u

NP |l—

e\ 1- (lnTa 'u) ® ElnTa— l%
o

Em ambos os casos ndo é possivel isolar o parametro na equacao e obter a
solucdo analitica para os estimadores, por isso métodos anélise numéricas devem

ser utilizados para obter as estimativas.

Distribuicdo log-normal de atrasos para todos os dias de ocorréncia -
Abordagem Weissner

Sejam as n variaveis ki, ka,..., k, 0s totais de sinistros avisados para cada
periodo t=1,2,..n; seja T=n-t, as n varidveis representando 0 atraso Maximo
observavel para cada periodo de tempo t e por fim 7, ; 0 i-ésimo atraso observado
no periodo de ocorréncia t. As amostras de atraso t,; seguem f(t/pn,0%Ty), a
distribuicdo log-normal de atrasos truncada do periodo de ocorréncia t. Supondo

independéncia entre elas, a funcdo de verossimilhanca para todos os dados sera:

Ky k, kn
LG o% 1yt = | [Foe/ ot T | [frai/ 0?1 | [Crnis 0% T
i=1 i=1 i=1

= 1(In7e,i—p1) InT, —
72 t u
e [l 5 o (77

E a funcdo de log-verossimilhanca é dada por:

l(.u.o—z;n,i) = i i y—%ln(Zn) —%m(az) In(te,) _1(1nft; ll) n [CD (lnTt )]}

t=1i=1

E as equacOes dos estimadores para p e o apos derivar a fungdo de

verossimilhanga em relagéo aos parametros e igualar a zero, s&o:

lIth—[,l
ity N ok o (75)
t=1 ke — ?=1ktq)(lnTt__”>

o
2 _ t=1 Zgl(ln’ft,i — Il)z

InT;
N (lnn—u>¢(—o )
t t=1 o @ (lnTt — /1)
o
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Distribuicdo log-normal para os J dias de atrasos na janela deslizante

Na estimacdo feita por janelas deslizantes de J dias, os célculos s&o os
mesmos e a Unica diferenca é que neste caso trabalha-se com J dados em cada

uma das estimacdes. Sendo assim, os estimadores sdo dados por:

J InT; — H)
_ Z{:l Zicztl lnTt,i Jkt ¢ ( o

Sk kg (D)

2 Z{:l Zi‘cztl(lnft,i - .u)z

¢(lnTt—u>

J _ v (InT—p o

Sk = Bl (5 )(D (=)
o

A2- Quantidade IBNR por periodo de ocorréncia

Considere um determinado dia de ocorréncia t. Sera avaliada a distribuicao
de probabilidade do numero total de sinistros ocorridos em t, N, condicionado as
informacOes disponiveis. Aplicando o teorema de Bayes a distribuicdo de
probabilidade da varidvel N condicionada as informacgdes disponiveis, quais
sejam, N > k,, K = k;, u, a2, y, pode-se considerar:
fN/NZkt,K=kt (e 1, a%,7)

X fx/N=n,N2k, (ke 1 o) fny Nak, (e 1, a’,y)
X fx/n=n, (ke 1, *)fuy Nak, (M Y)
k,=01,..en =k,k +1,..

Incorporando as distribui¢Ges definidas de cada varidvel, tem-se:

fN/Nzkt,K=kt (ng 1, 02,v)

1 |[Yntey/
L _ 2\ ke 2\ ek nt!
x kel (n, — kp)! (1= F (T, 1, 0°))“(F(T, 1, 0%)) l P(N = k)

]|
k=0,1,... e n=k, k+1,...
Eliminando-se os termos que ndo dependem de ng:

fN/Nzk,K:k(n; U, 02, )/)

ne

x m (F (T, 02"


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1213316/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1213316/CA

Apéndice 80

(multiplicando y*t):

JE@ e
(ny — k¢)!
Ou seja, a distribuicdo condicional de N é uma distribuicdo assemelhada a

uma Poisson para k, =0,1,... en, = ki, k. + 1,...com pardmetro E.(T, u, 6%)y.
Isto equivale a dizer que (N-k) ~ Poisson (E.(T,u,%)y). Logo o valor esperado
condicional de N é dado por:
E[N/N > k., K = k; u,%y]
= E[(N—k)/N =k, K = k; p,0%,y] + E[K/N = k., K = k; u,0%,v]
= F(T,u,0%)y +k

Se considerarmos a esperanca de N/N, = k., K, = k;; p, 0%,y como a
estimativa de N, temos:

ﬁ{NZkt; M.CTZ'V} = E[N/N = kt) K= kt; 12 02' ]/] = FT(T' U, 0-2)]/ +k

Quantidade IBNR por periodo de aviso:

Seja Q a quantidade total de sinistros IBNR ocorridos em t e Q. a quantidade
de sinistros ocorridos em t e avisados com atraso t € (74, 7,], onde t; e T, representam
dois tempos de atraso quaisquer maiores que T, (nas contas o indice t serd omitido), Entdo
Q. =vyp, onde y é o parametro da distribuicdo de N no periodo de ocorréncia t e p
representa a probabilidade de um sinistro ocorrido em t ser avisado com atraso 7 €
(71, 72].

No caso da distribuicdo log-normal, esta probabilidade € dada por:

Int, — Int, —
p=P(r§r2)—P(r<rl)=¢<y>_¢<y>

ou
p="P>1) Pt >1) = F(t1,4,0°) - K(t210°)

onde &®(.)é a distribuicdo acumulada da normal padrdo e E.(x) é a
probabilidade do atraso ser maior do que x.

Sabemos que Q ~ Poisson (yF, (T, 1, 62)) e (Qr, Q~fq, o, q). Deseja-se obter
a distribuicdo de probabilidade da quantidade de sinistros IBNR a serem avisados com
atraso 7 € (t4,7,]. E possivel obter a probabilidade de um sinistro IBNR ser avisado com
atraso 7 € (74, T,] em funcdo de p, conforme a seguir:

P(ti<t<7) Pl>7)—PlT>7)
PC>T) P(t>T)

Pt/o>T = P(Tl <7< TZl’t > T) =
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_ F(ty, 1, 0%) — F(12, 1, 0?%) _ p
F(T, u, 02) F(T, 1, 0%)

A partir dos resultados e defini¢cGes acima, temos:

fo. = ) fauala)
q=0

= forama@fo@
q=0

[ee] q _ 2
- rl (q—r)! Pt/o>T Pt/o>T CI!
q=0

ro_ 2y o _ q-r
— (pT/T>T)r(yFL'(T' W 02)) e VE(T07) Z (1 - pT/‘E>T)q r(VF‘L'(T' u, 0-2))
r! = (g —7)

r o _ 2
_ (p‘t/‘t>T)r(yFr(TJ m 0—2)) e VE(T %)

e(l_pt/t>T) (VFT(T,.U;UZ))
r!

r —
_ (Pyeon)" (VB (T, p, 0%)) €@ Puer)
r!

r —
_ Pyesr) (VE(T, p, 0%)) e Puen
r!

(p‘y)r e (_p}/)
r!

Logo, fq,~Poisson(py).

Agora considerando T como um periodo de aviso com quantidades de aviso
estimaveis a partir do tridngulo run-off e posterior a0 méximo periodo de atraso
observavel, n; isto é, T =n+ h, h=1,., n-1. Considere também Qgn_g+1+n @
variavel que representa a quantidade de sinistros IBNR ocorridos em d e avisados com n-

d+1+h periodos de atraso e quantidade total de sinistros avisados no periodo T, A.:

n

Ar=Apm = Z Qdn-d+1+h
d=h+1

Como Qdn-d+1+h tem distribuicéo Poisson,
A ~Poisson(Xg_p+1 Pdn-d+1+h Yd), ONde pgn_q+1+n € @ probabilidade de um

sinistro ocorrido em d ser avisado com atraso n-d+1+h.
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